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TRANSPORTNE OSOBINE DVODIMENZIONALNIH SPOJEVA d-wave
SUPERPROVODNIKA SA FEROMAGNETNIM I ALTERMAGNETNIM

MATERIJALIMA

Sa�etak:

U ovoj disertaciji su istra�ivane transportne osobine dvodimenzionalnih he-
terostruktura superprovodnika sa feromagnetnim i altermagnetnim materijalima, sa
posebnom pa��om na �ozefsonove spojeve d-wave superprovodnika sa feromagnetnom bar-
ijerom. U okviru Bogo	ubov{de�enovog formalizma konstruisane su Makmilanove Gri-
nove funkcije iz kojih je izvedena Furusaki{Cukada formula za raquna�e strujno-fazne
karakteristike, generalizovana za anizotropne superprovodnike i spinski aktivne ma-
terijale. Pokazana je mogu�nost kontrole sta�a �ozefsonovog spoja relativnom ori-
jentacijom magnetizacija u feromagnetnom dvosloju i kristalografskih osa d-wave elek-
troda, pri qemu su dobijena stabilna 0, π i π/2 sta�a, kao i koegzistencija 0 i π sta�a.
Uvo�e�em Raxba spin-orbitnog spreza�a na granicama superprovodnik/feromagnet utvr-
�eni su uslovi za pojavu anomalnog i diodnog �ozefsonovog efekta. Pokazano je da diodna
efikasnost mo�e prelaziti 40% i da fazna razlika osnovnog sta�a mo�e imati bilo
koju vrijednost u intervalu [0, 2π]. Simetrijskom analizom hamiltonijana spoja izve-
dena je klasifikacija u tri klase spojeva na osnovu uslova za postiza�e anomalnog i
diodnog transporta, a rezultati su potvr�eni sistematskim numeriqkim proraqunima.
Analizirana su Andrejev	eva vezana sta�a, qija energijska struktura odre�uje karak-
teristike �ozefsonove struje i povezuje spektar sa razliqitim tipovima strujno-faznog
odziva. Za spojeve sa altermagnetom analizirane su diferencijalne konduktanse u Blon-
der{Tinkham{Klapvijk formalizmu, pri qemu je utvr�en zajedniqki uticaj altermag-
netnog spinskog cijepa�a, d-wave anizotropije i Raxba sprege na strukturu Andrejev	e-
vih sta�a. Rezultati pokazuju da magnetna konfiguracija, simetrija parametra ure�e�a
i spin-orbitna sprega omogu�avaju kontrolu transportnih osobina dvodimenzionalnih
superprovodnih heterostruktura.

K	uqne reqi: d-wave superprovod	ivost, feromagnetizam, altermagnetizam, Raxba
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TRANSPORT PROPERTIES OF TWO-DIMENSIONAL JUNCTIONS OF d-wave
SUPERCONDUCTORS WITH FERROMAGNETIC AND ALTERMAGNETIC

MATERIALS

Abstract:

In this dissertation, the transport properties of two-dimensional heterostructures of super-
conductors with ferromagnetic and altermagnetic materials are investigated, with particular
emphasis on Josephson junctions of d-wave superconductors with a ferromagnetic barrier. Within
the Bogoliubov–de Gennes formalism, McMillan Green’s functions are constructed, from which
the Furusaki–Tsukada formula for calculating the current-phase relation is derived and general-
ized to anisotropic superconductors and spin-active materials. The possibility of controlling
the state of a Josephson junction through the relative orientation of the magnetizations in a
ferromagnetic bilayer and the crystallographic axes of the d-wave electrodes is demonstrated,
yielding stable 0, π, and π/2 states, as well as the coexistence of 0 and π states. By introducing
Rashba spin-orbit coupling at the superconductor/ferromagnet interfaces, the conditions for
the occurrence of anomalous and diode Josephson effects are established. It is shown that the
diode efficiency can exceed 40% and that the ground-state phase difference can take any value
in the interval [0, 2π]. A symmetry analysis of the junction Hamiltonian yields a classification
into three classes based on the conditions for achieving anomalous and diode transport, and
the results are confirmed by systematic numerical calculations. Andreev bound states are
analyzed, whose energy structure determines the characteristics of the Josephson current and
connects the spectrum with different types of current-phase response. For junctions with an
altermagnet, differential conductances are analyzed within the Blonder–Tinkham–Klapwijk
formalism, revealing the combined influence of altermagnetic spin splitting, d-wave anisotropy,
and Rashba coupling on the structure of Andreev states. The results demonstrate that the
magnetic configuration, the symmetry of the order parameter, and spin-orbit coupling enable
the control of the transport properties of two-dimensional superconducting heterostructures.

Keywords: d-wave superconductivity, ferromagnetism, altermagnetism, Rashba spin-orbit
coupling, Bogoliubov–de Gennes formalism, McMillan Green’s function, Josephson junction,
Andreev reflection, Andreev bound states, anomalous and diode Josephson effects.
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Glava 1

Uvod

Heterostrukture koje kombinuju superprovodnike i materijale koji polarizuju spin
elektrona predstav	aju va�nu platformu za prouqava�e me�udjelova�a superprovod	i-
vosti i drugaqijih spinskih ure�e�a (naroqito feromagnetnog), kako sa stanovixta fun-
damentalne fizike [1, 2], tako i zbog mogu�ih primjena u spintronici [3{8] i kvant-
noj elektronici [9{12]. Posebno mjesto me�u ovim sistemima zauzimaju �ozefsonovi
spojevi, u kojima su dva superprovod	iva kondenzata slabo spregnuta preko barijere.
�ozefsonova struja zavisi od razlike faza dvije superprovodne elektrode, a u najjed-
nostavnijem sluqaju opisana je sinusoidalnom zavisnox�u od fazne razlike u tunelskom
spoju [13, 14].

Jedan od najznaqajnijih primjera �ozefsonovog spoja predstav	a onaj sa feromagnet-
nom barijerom. U takvim spojevima izmjensko po	e dovodi do oscilatornog ponaxa�a su-
perprovodnih korelacija unutar feromagnetnog sloja, pa promjena deb	ine barijere ili
jaqine izmjenskog po	a mo�e izazvati prelazak spoja izme�u 0 i π-sta�a [1, 2, 14{19]. U
0-sta�u minimum �ozefsonove slobodne energije odgovara faznoj razlici φ = 0, dok se u
π-sta�u nalazi u φ = π. U feromagnetnim spojevima strujno-fazna relacija (CPR) nije
vixe sinusoidna ve� ima i doprinose vixih harmonika. U blizini prelaza izme�u ova
dva sta�a doprinos vixih harmonika CPR-u postaje posebno znaqajan [1, 20]. Zbog toga
feromagnetna barijera ne predstav	a samo element koji slabi superprovodnu spregu, ve�
omogu�ava aktivnu kontrolu ravnote�ne faze �ozefsonovog spoja. U spojevima sa dva
feromagnetna sloja dodatni stepen slobode predstav	a relativna orijentacija magne-
tizacija, xto omogu�ava promjenu izme�u razliqitih sta�a spoja bez promjene deb	ine
barijere [21{23].

Jox kompleksnija struktura CPR pojav	uje se kada superprovodne elektrode imaju
d-wave simetriju parametra ure�e�a. Za razliku od izotropnog s-wave sluqaja, znak i
amplituda d-wave parametra ure�e�a zavise od pravca kreta�a kvaziqestice na Fermi-
jevoj povrxi. Us	ed toga svojstva �ozefsonovog spoja postaju osjet	iva na kristalo-
grafsku orijentaciju elektroda, a CPR mo�e da sadr�i znaqajne vixe harmonike qak
i kada je barijera nemagnetna [16, 24{29]. Promjena znaka parametra ure�e�a du� ra-
zliqitih kvaziqestiqnih pravaca omogu�ava pojavu π-sta�a �ozefsonovog spoja, kao i
slo�enijih faznih sta�a. U kombinaciji sa feromagnetnom barijerom mogu�e je ost-
variti vixe stabilnih i metastabilnih ravnote�nih sta�a. Posebno je pokazano da se,
zavisno od orijentacije d-wave elektroda i parametara feromagnetne barijere, mogu po-
javiti stabilna 0, π i π/2 sta�a, kao i koegzistencija stabilnih 0 i π-sta�a [30{33].
Ovi rezultati pokazuju da kombinacija anizotropije superprovodnog parametra ure�e�a
i magnetnog ure�e�a omogu�ava kontrolu osobina CPR na vixe naqina nego u konven-
cionalnim spojevima.

U �ozefsonovim spojevima sa oquvanom simetrijom prostorne i vremenske inverz-
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ije CPR mora biti neparna funkcija fazne razlike, I(φ) = −I(−φ). Zbog toga je
�ozefsonova struja za nultu faznu razliku superprovodnih kondenzata (φ = 0) jednaka
nuli, a kritiqne struje u suprotnim smjerovima imaju jednake intenzitete. Situacija
se bitno mije�a kada su pomenute simetrije istovremeno naruxene. Takvo naruxava�e
mo�e nastati, na primjer, u prisustvu izmjenskog po	a i spin-orbitnog spreza�a i tada
mo�e da se javi nenulta �ozefsonova struja pri nultoj faznoj razlici, I(φ = 0) ̸= 0,
xto predstav	a pojavu koja se naziva anomalnim �ozefsonovim efekatom (eng. anomalous
Josephson effect, AJE). AJE je teorijski predvi�en i analiziran u razliqitim tipovima
�ozefsonovih spojeva kombinova�em magnetizma i spin-orbitnog spreza�a, gdje naruxa-
va�e relevantnih simetrija dovodi do anomalnog faznog pomaka u CPR [34{52].

Isti skup naruxenih simetrija mo�e dovesti i do nereciproqnog �ozefsonovog
transporta, pri kojem kritiqne struje u suprotnim smjerovima nijesu jednake po in-
tenzitetu. Ova pojava, poznata kao �ozefsonov diodni efekat (eng. Josephson diode
effect, JDE), predstav	a jox jedan oblik nereciproqnog odziva �ozefsonovog spoja [53{
62]. Za �eno kvantitativno opisiva�e mo�e se uvesti tzv. diodna efikasnost, Q =
(I+c − |I−c |)/(I+c + |I−c |), gdje I+c i I−c predstav	aju maksimalnu i minimalnu vrijednost
�ozefsonove struje u CPR, respektivno. Eksperimentalno otkri�e superprovodnog dio-
dnog efekta u superrexetkama, sa nekoliko procenata nereciproqnosti, podstaklo je
da	a istra�iva�a ovog fenomena u �ozefsonovim spojevima, gdje su ostvarene znatno
ve�e vrijednosti diodne efikasnosti [63, 64].

Sa teorijskog stanovixta, AJE i JDE nijesu nezavisne pojave, ve� su povezane sa
promjenama oblika CPR koje nastaju us	ed naruxe�a simetrija sistema. Posebno je
znaqajno prisustvo vixih harmonika u CPR, koji zajedno sa anomalnim kosinusnim
qlanovima mogu proizvesti izrazito nereciproqan odziv. Zbog toga su AJE i JDE postali
predmet intenzivnih teorijskih i eksperimentalnih istra�iva�a u razliqitim super-
provod	ivim heterostrukturama [65{85]. Pored fundamentalnog znaqaja, mogu�nost kon-
trole smjera �ozefsonove struje otvara perspektivu za primjenu ovih spojeva u nedisi-
pativnim logiqkim kolima, spintroniqkim memorijskim ure�ajima i kvantnim raqu-
narskim arhitekturama.

Mikroskopsko razumijeva�e ovih pojava usko je povezano sa Andrejev	evim vezanim
sta�ima (eng. Andreev bound states, ABS). U kratkim (eng. short junctions) i qistim
�ozefsonovim spojevima transport je u velikoj mjeri odre�en diskretnim sta�ima, sa
energijama ni�im nego xto je energija superprovodnog gepa, koja nastaju us	ed vixestru-
kih Andrejev	evih refleksija izme�u dvije superprovodne elektrode [25, 27, 36, 44, 86{
92]. Fazno zavisni spektar ABS-a odre�uje doprinos pojedinaqnih transportnih kanala
kao i pojedinaqnih spinskih bendova �ozefsonovoj struji i zato direktno definixe
kvalitativne osobine CPR-a. Kada su vremenska i prostorna inverzija istovremeno
naruxene, asimetrija ABS spektra u odnosu na promjenu znaka fazne razlike mo�e
dovesti do konaqne anomalne struje i razliqitih kritiqnih struja u suprotnim smje-
rovima [44, 74, 93{95]. Fazna asimetrija ABS spektra rezultuje pojavom sinφ, sin 2φ i
cosφ harmonika u razliqitim kanalima transporta [65, 81, 96], xto dovodi do AJE i
JDE.

Pos	ed�ih godina posebnu pa��u privukla je nova klasa magnetnih materijala, poz-
nata kao altermagneti [97{105]. Karakterixe ih impulsno zavisno, anizotropno i nerel-
ativistiqko spinsko cijepa�e elektronskih energetskih bendova, uz odsustvo ukupne mag-
netizacije [102, 103]. Suprotni spinovi na qvorovima rexetke nijesu povezani transla-
cionom ili inverzionom simetrijom, kao kod konvencionalnih antiferomagneta, ve�
odgovaraju�im transformacijama rotacije ili refleksije kristala. Pos	edica toga je
impulsno zavisno spinsko cijepa�e sa parnim (even-parity) parametrom ure�e�a kao xto
su d-wave, g-wave i druge [102, 103]. Me�u materijalima u kojima su eksperimentalno
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i teorijski prouqavane altermagnetne osobine izdvajaju se RuO2 [99, 100, 103] i MnTe
[106{108].

Interakcija altermagnetizma i superprovodnosti otvara mogu�nost ostvariva�a tran-
sportnih pojava koje nijesu karakteristiqne za superprovodne heterostrukture sa kon-
vencionalnim magnetima. U spojevima altermagneta i superprovodnika Andrejev	eva
refleksija mo�e jako da zavisi od orijentacije kristala [109{111] i da bude spinski
polarizovana [112]. U �ozefsonovim spojevima sa singletnim superprovodnicima i d-
wave altermagnetnom barijerom pokazano je da, uprkos odsustvu ukupne magnetizacije,
mo�e do�i do oscilacija izme�u 0 i π-sta�a spoja pri promjeni du�ine spoja ili ja-
qine altermagnetnog po	a spinskog cijepa�a [113, 114]. Tako�e, mogu�a je i realizacija
φ-�ozefsonovih spojeva [115, 116]. Ovo je i da	e predmet intenzivnih istra�iva�a.

Ci	 disertacije je ispitiva�e transportnih svojstava dvodimenzionalnih heterostru-
ktura d-wave superprovodnika sa feromagnetnim i altermagnetnim materijalima i utvr-
�iva�e �ihove zavisnosti od magnetnog ure�e�a, kristalne orijentacije i spin-orbitnog
spreza�a. S obzirom na to da razmatramo qiste, balistiqke spojeve, transportna svojstva
sistema prouqavamo u okviru Bogo	ubov{de �enovog (BdG) formalizma. U �ozefsono-
vim spojevima sa dva feromagnetna sloja ispituje se uticaj relativne orijentacije mag-
netizacija, orijentacije superprovodnih elektroda i deb	ine feromagnetne barijere na
pojavu razliqitih faznih sta�a spoja, 0, π, π/2 i mogu�ih koegzistencija sta�a [33].
Zatim se analizira uloga Raxba spin-orbitnog spreza�a na granicama razliqitih ma-
terijala u spojevima sa jednim feromagnetnim slojem, sa posebnim fokusom na pojavu
anomalnog i diodnog �ozefsonovog efekta [81]. Na to se nadovezuje prouqava�e spojeva
sa dva feromagnetna sloja i Raxba spreza�em, gdje su, na osnovu simetrija sistema i
uslova potrebnih za pojavu AJE i JDE, spojevi klasifikovani u tri klase. Tako�e,
istra�ivana je i struktura fazno zavisnih ABS spektara, kao i �ihov doprinos uku-
pnom transportu naelektrisa�a [96]. Konaqno, u heterostrukturama normalnog metala,
altermagneta i d-wave superprovodnika prouqava se uticaj altermagnetne polarizacije
spina, anizotropije superprovodnog parametra ure�e�a i Raxba spin-orbitnog spreza�a
na strukturu ABS i diferencijalne konduktanse.
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Glava 2

Teorijski okvir superprovod	ivosti

Fenomen superprovod	ivosti predstav	a jedno od najznaqajnijih otkri�a u fizici
kondenzovane materije. Prvi put je uoqen 1911. godine, nakon xto je Heike Kamerling
Ones (Heike Kamerlingh Onnes) u Lajdenu uspio da uteqni helijum 1908. godine [117], qime
je omogu�eno eksperimentalno istra�iva�e materijala na veoma niskim temperaturama.
Ispituju�i elektriqnu otpornost �ive pri sma�e�u temperature, Kamerling Ones je
otkrio da ona naglo nestaje ispod kritiqne temperature od 4.2K [118]. Ovo otkri�e
oznaqilo je poqetak prouqava�a superprovodnog sta�a materije.

Da	i znaqajan napredak ostvaren je 1933. godine, kada su Majsner (Walther Meissner)
i Oxenfeld (Robert Ochsenfeld) otkrili da superprovodnici izbacuju magnetno po	e
iz svoje unutrax�osti, xto je danas poznato kao Majsnerov efekat [119]. Ova osobina
pokazuje da superprovodnici ne predstav	aju samo idealne provodnike bez elektriqnog
otpora, ve� i idealne dijamagnetike.

Prvo teorijsko objax�e�e superprovodnosti dali su bra�a London (Fritz London,
Heinz London) 1935. godine u okviru klasiqne elektrodinamike. �ihova teorija us-
pjexno opisuje osnovne elektromagnetne osobine superprovodnika, uk	uquju�i izbaci-
va�e magnetnog po	a i odsustvo otpora, ali ne daje mikroskopski mehanizam nastanka
superprovodnog sta�a [120].

Veliki korak ostvaren je 1950. godine kada su Vitalij Ginzburg (Vitaly L. Ginzburg)
i Lev Landau (Lev D. Landau) razvili makroskopsku teoriju superprovodnosti. Prema
Ginzburg{Landauovoj teoriji, superprovodno sta�e nastaje kao rezultat faznog prelaza
drugog reda, a uvodi se kompleksni parametar ure�e�a koji opisuje sta�e sistema u
blizini kritiqne temperature [121].

Mikroskopsko objax�e�e superprovodnosti dato je 1957. godine u teoriji Bardina,
Kupera i Xrifera (Bardeen–Cooper–Schrieffer) (u da	em tekstu BCS) [122], koja pokazuje
da i slaba privlaqna interakcija izme�u elektrona u metalu mo�e dovesti do formira�a
vezanih parova elektrona, poznatih kao Kuperovi parovi [123]. Ovi parovi kondenzuju u
kolektivno kvantno sta�e koje omogu�ava provodnost bez elektriqnog otpora. Kasnije je
Bogo	ubov (Nikolay N. Bogolyubov) razvio dijagonalizaciju BCS hamiltonijana metodom
samousaglaxenog po	a [124], dok je Gorkov (Lev P. Gor’kov) pokazao vezu izme�u BCS
teorije i Ginzburg{Landauovog formalizma kroz parametar ure�e�a [125, 126].

Fenomeni na granici normalnog metala i superprovodnika, kao i u slo�enim het-
erostrukturama, dodatno su proxirili razumijeva�e ovog sta�a materije. Tako je uoqen
efekat prodira�a superprovodnih osobina u normalni metal, poznat kao efekat blizine
[127]. Teorijski doprinos ovom fenomenu dali su Kuper (1961) [128] i de �en (Pierre-
Gilles de Gennes) (1964) [129]. �ozefson (Brian Josephson) je 1962. godine predvidio
postoja�e superstruje koja mo�e da teqe izme�u dva superprovodnika razdvojena tankom
izolatorskom barijerom, xto je danas poznato kao �ozefsonov efekat [13]. Andrejev
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(Alexander F. Andreev) je 1964. godine opisao proces na granici normalnog metala i
superprovodnika, poznat kao Andrejev	eva refleksija, pri kojem elektron iz normalnog
metala mo�e da pre�e u superprovodnik, formiraju�i Kuperov par, uz refleksiju xu-
p	ine u normalnoj oblasti [130].

U narednim decenijama istra�iva�a su se fokusirala na kompleksne superprovodne
heterostrukture i �ihovu mogu�u primjenu u tehnologiji, posebno u oblasti kvantne
elektronike. Poseban podsticaj razvoju oblasti predstav	alo je otkri�e visokotemper-
aturne superprovodnosti 1986. godine u keramici LaBaCuO, za xta su Bednor
 (Johannes
Georg Bednorz) i Miler (Karl Alexander Müller) dobili Nobelovu nagradu [131]. Nedugo
zatim otkriven je materijal YBa2Cu3O7−x (YBCO), koji pokazuje superprovodna svojstva
na temperaturi od 94K [132]. Ova otkri�a otvorila su intenzivna istra�iva�a vi-
sokotemperaturnih superprovodnika.

U novije vrijeme prona�eni su materijali koji pokazuju superprovodnost pri jox
vixim temperaturama, ali pod ekstremno visokim pritiscima, uk	uquju�i i sisteme
koji se pribli�avaju sobnoj temperaturi [133, 134]. Uprkos znaqajnom napretku, meha-
nizmi ostvariva�a superprovodnosti u ovim materijalima i da	e predstav	aju aktivnu
oblast istra�iva�a.

2.1 Bardin-Kuper-Xrifer-ova (BCS) teorija

Prva mikroskopska teorija superprovod	ivosti, koju su 1957. godine dali Bardin,
Kuper i Xrifer [122], bazira se na prethodnom Kuperovom rezultatu da je Fermi gas
elektrona na nultoj temperaturi, T = 0, nestabilan u odnosu na formira�e parova
elektrona u vezanom sta�u, bez obzira na to koliko je ta veza slaba [123]. U ovom poglav	u
navex�emo osnove BCS teorije, o qemu se vixe deta	a mo�e na�i u referencama [135{137].

2.1.1 Kuperovi parovi

Ako se posmatra prosti model Fermijevog mora elektrona na T = 0 kome su dodata dva
elektrona koji interaguju me�usobno, ali ne i sa onima u Fermijevom moru osim preko
Paulijevog principa isk	uqe�a, oqekuje se da je sta�e ova dva elektrona koje posjeduje
najni�u energiju ono pri kome elektroni imaju jednake i suprotno usmjerene impulse.
Talasna funkcija koja opisuje ovakvo sta�e mo�e se generalno napisati u obliku

ψ(r1, r2) =
∑
k

ake
ikr1e−ikr2 , (2.1)

gdje su r1 i r2 vektori polo�aja dva elektrona, a ak su koeficijenti linearne kombi-
nacije. Pretpostav	aju�i da je interakcija izme�u elektrona privlaqna, i da posti�u
singletno spinsko ure�e�e, ↑↓ − ↓↑, a vode�i raquna o antisimetriqnosti ukupne ta-
lasne funkcije, jasno je da �en orbitalni dio treba da bude paran u odnosu na zamjenu
koordinata r1 i r2, i mo�e se napisati u obliku [135]

ψ(r1 − r2) =
∑
k>kF

ak cos(k(r1 − r2)). (2.2)

Xredingerova jednaqina za ovakav dvoqestiqni problem daje

(E − 2ϵk)ak =
∑
k′>kF

Ukk′ak′ , (2.3)
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gdje je E energija para elktrona, ϵk = ℏ2k2/(2m) je kinetiqki qlan, a Ukk′ je jaqina poten-
cijala pri kome se elektronski par sa impulsima (k′,−k′) rasijava u par sa impulsima
(k,−k). Kuper je pretpostavio da je ovaj potencijal privlaqan, konstantan i izotropan,
Ukk′ = −U , i da djeluje samo u uskoj oblasti energija iznad Fermijeve energije [123],
tj. izme�u EF i EF + ℏωD, gdje je ωD Debajeva frekvencija koja se ov�e uvodi jer elek-
troni interaguju razmjenom fonona u ve�inu konvencionalnih superprovodnika. Odavde
se nalazi da je [135]

E ≈ 2EF − 2ℏωD exp(−2/(ρ(0)U)), (2.4)

uz dodatnu pretpostavku tzv. slabe veze, pri kojoj va�i ρ(0)U ≪ 1, gdje je ρ(0) =
mkF/(2ℏ2π2) gustina sta�a na Fermijevom nivou.

Iz izraza (2.4) se vidi da je E < 2EF i da se zaista radi o vezanom sta�u dva elektrona
koji qine par, koji se naziva Kuperovim parom. Tako�e, ovakav rezultat se dobija dok
god je interakcija me�u elektronima privlaqna, bez obzira na to koliko je slaba. Fer-
mijeva statistika i postoja�e Fermijevog mora u pozadini su razlog ovakvog ponaxa�a,
jer se veziva�e ne�e pojaviti ukoliko postoje samo dva elektrona dok god privlaqna
interakcija ne pre�e neki prag.

2.1.2 BCS hamiltonijan

Podstaknuta Kuperovom nestabilnox�u, BCS teorija predla�e tzv. hamiltonijan
spariva�a koji se u reprezentaciji druge kvantizacije zapisuje kao [122, 135]

ĤBCS =
∑
kσ

ξk ĉ
†
kσ ĉkσ +

∑
kl

Ukl ĉ
†
k↑ ĉ

†
−k↓ ĉ−l↓ ĉl↑, (2.5)

gdje je ξk = ℏ2k2/(2m) − EF , Ukl je matriqni element sparuju�e interakcije u impul-
snom prostoru, ĉkσ (ĉ†kσ) je operator anihilacije (kreacije) elektrona sa impulsom k i
orijentacijom spina σ =↑ ili σ =↓. Operatori kreacije i anihilacije zadovo	avaju
antikomutacione relacije{

ĉkσ, ĉ
†
k′σ′

}
= ĉkσ ĉ

†
k′σ′ + ĉ†k′σ′ ĉkσ = δkk′ δσσ′ ,{

ĉkσ, ĉk′σ′

}
=
{
ĉ†kσ, ĉ

†
k′σ′

}
= 0.

(2.6)

Ovaj hamiltonijan sadr�i samo qlanove koji su odluquju�i za spariva�e elektrona u
Kuperov par (k ↑,−k ↓), dok su ostali qlanovi izostav	eni.

BCS teorija predla�e funkciju osnovnog sta�a u obliku

|ψG⟩ =
∏
k

(
uk + vk ĉ

†
k↑ ĉ

†
−k↓

)
|ϕ0⟩, (2.7)

gdje je |ϕ0⟩ sta�e vakuuma, a koeficijenti uk i vk su amplitude vjerovatno�e da sta�e
para (k ↑,−k ↓) bude nepopu�eno ili popu�eno, respektivno. Uslov da funkcija sta�a
bude normirana daje vezu me�u ovim koeficijentima

|uk|2 + |vk|2 = 1, (2.8)

koji se odre�uju primjenom varijacionog principa pomo�u

δ⟨ψG|ĤBCS|ψG⟩ = 0. (2.9)
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Na osnovu veze (2.8) mo�e se uvesti smjena

uk = sin θk i vk = cos θk, (2.10)

i variraju�i po θk nakon nekoliko koraka izvo�e�a se nalazi

tan 2θk =

∑
l Ukl sin 2θl

2ξk
. (2.11)

Ako se definixu nove veliqine

∆k = −
∑
l

Ukl ul vl = −1

2

∑
l

Ukl sin 2θl, (2.12)

i

Ek =
√
ξ2k +∆2

k, (2.13)

za koje �e se ispostaviti da predstav	aju superprovodni energijski procjep i energiju
ekscitacija kvaziqestica, respektivno, koje �emo uvesti u narednom odje	ku, dobija se

tan 2θk = −∆k

ξk
, (2.14)

kao i

2ukvk = sin 2θk =
∆k

Ek

, i v2k − u2k = cos 2θk = − ξk
Ek

. (2.15)

Zamje�uju�i (2.15) u (2.12) dobijamo samousaglaxenu jednaqinu za ∆k:

∆k = −1

2

∑
l

∆l√
ξ2l +∆2

l

Ukl. (2.16)

U BCS aproksimaciji interakcija je efektivno privlaqna i konstantna, Ukl = −U ,
ali samo za elektrone koji se nalaze unutar energijskog intervala xirine Debajeve en-
ergije, ℏωD, u okolini Fermijevog nivoa. Tada se iz (2.16) dobija

∆k = ∆ ≈ 2ℏωD exp(−1/(ρ(0)U)), (2.17)

opet uzimaju�i u obzir aproksimaciju slabe veze ρ(0)U ≪ 1. Tako�e, koriste�i (2.8) i
(2.15) nalaze se koeficijenti uk i vk:

v2k =
1

2

(
1− ξk

Ek

)
=

1

2

(
1− ξk√

ξ2k +∆2

)
, (2.18)

u2k =
1

2

(
1 +

ξk√
ξ2k +∆2

)
= 1− v2k. (2.19)

Mo�e se pokazati da je energija superprovodnog sta�a ni�a od energije normalnog
sta�a. Razlika u energijama naziva se energijom kondenzacije i na T = 0 ona je [135, 138]

Us(0)− Un(0) = −1

2
ρ(0)∆(0)2, (2.20)

gdje je ∆(0) vrijednost superprovodnog energijskog procjepa na temperaturi T = 0.
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2.1.3 Metod sred�eg po	a

Varijaciona metoda koja je korix�ena u prethodnom odje	ku predstav	a dobar alat
za tra�e�e osnovnog sta�a sistema. Me�utim, za prouqava�e osobina na konaqnim tem-
peraturama i spektra kvaziqestica pogodnija je metoda samousaglaxenog po	a koju su
razvili Bogo	ubov [124] i Valatin (John George Valatin) [139] 1958. godine, nezavisno
jedan od drugog.

Poxto je osnovno sta�e BCS hamiltonijana spariva�a koherentna superpozicija mno-
goqestiqnih sta�a koja se sastoje od Kuperovih parova, oqekuje se da je oqekivana vri-
jednost operatora tipa ĉk↑ ĉ−k↓ nenulta u osnovnom sta�u. Aproksimacija sred�eg po	a
generalno se sastoji u zamjeni proizvoda operatora AB sa [140]

AB ≈ ⟨A⟩B + A⟨B⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩, (2.21)

pri qemu je grexka koja se na ovaj naqin pravi drugog reda po devijacijama operatora A
i B u odnosu na �ihove oqekivane vrijednosti

(A− ⟨A⟩)(B − ⟨B⟩). (2.22)

Ako se uvede da su A = ĉ†k↑ ĉ
†
−k↓ i B = ĉ−l↓ ĉl↑ i primijeni ova aproksimacija na BCS

hamiltonijan (2.5) dobija se

ĤBCS =
∑
kσ

ξk ĉ
†
kσ ĉkσ +

∑
kl

Ukl

(
⟨ĉ†k↑ĉ†−k↓⟩ ĉ−l↓ĉl↑ + ĉ†k↑ĉ

†
−k↓⟨ĉ−l↓ĉl↑⟩ − ⟨ĉ†k↑ĉ†−k↓⟩⟨ĉ−l↓ĉl↑⟩

)
.

(2.23)
Ako se sada definixu veliqine

∆k = −
∑
l

Ukl⟨c−l↓cl↑⟩ i ∆∗
k = −

∑
l

Ukl⟨c†l↑c†−l↓⟩, (2.24)

hamiltonijan postaje

ĤBCS =
∑
kσ

ξk ĉ
†
kσ ĉkσ −

∑
k

∆∗
k ĉ−k↓ĉk↑ −

∑
k

∆k ĉ
†
k↑ĉ

†
−k↓ + const. (2.25)

Da bi se dijagonalizovao ovaj hamiltonijan uvode se novi fermionski operatori koji su
linearna kombinacija elektronskih kreacionih i anihilacionih operatora(

γk↑
γ†−k↓

)
=

(
u∗k −vk
v∗k uk

)(
ĉk↑
ĉ†−k↓

)
. (2.26)

Ova transformacija naziva se Bogo	ubov	evom (ili Bogo	ubov-Valatinovom) transfor-
macijom. Poxto su γ-operatori fermionski oni zadovo	avaju fermionske antikomuta-
cione relacije i iz �ih se izvodi veza{

γk↑, γ
†
k↑

}
= |uk|2 + |vk|2 = 1. (2.27)

Koriste�i Bogo	ubov	eve transformacije (2.26) za dijagonalizaciju hamiltanijana koji
u dijagonalnom obliku izgleda kao

HBCS = const.+
∑
k

√
ξ2k + |∆k|2

(
γ†k↑γk↑ + γ†−k↓γ−k↓

)
, (2.28)
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nalazi se da funkcije uk i vk treba da zadovo	e relacije (2.18) i (2.19) koje su dobijene
i u prethodnom odje	ku varijacionom metodom. Ukoliko se pretpostavi da va�i ξ−k = ξk
i |∆−k| = |∆k| xto je pos	edica simetrije vremenske inverzije dolazi se do

HBCS = EBCS +
∑
kσ

Ek γ
†
kσγkσ, (2.29)

gdje je Ek =
√
ξ2k + |∆k|2 energija kvaziqestiqnih ekscitacija. Po analogiji sa Lan-

dauovom teorijom Fermi teqnosti ove kvaziqestice nazivamo kvazielektronima i kvazixu-
p	inama. Disperziona relacija normalnog i BCS sta�a prikazana je na slici 2.1. Sada

Slika 2.1: Kvaziqestiqne energije u zavisnosti od impulsa k. BCS disperzija (crvena
puna linija) pokazuje energijski procjep jednak ∆, dok ga u normalnom sta�u (plava
isprekidana linija) nema.

je konstanta koja se pojav	uje u hamiltonijanu (2.25) zamije�ena sa EBCS xto predstav	a
energiju sistema kada u �emu nema kvaziqestica. Qi�enica da EBCS zavisi od tempera-
ture preko ⟨ĉ−k↓ĉk↑⟩ pokazuje da kondenzat generalno nije BCS osnovno sta�e koje je ranije
diskutovano. Me�utim, mo�e se pokazati da se u limesu T → 0 ono poklapa sa osnovnim
sta�em.

Koriste�i Bogo	ubov	eve transformacije u definiciji parametra ure�e�a (2.24)
nalazi se

∆k = −
∑
k′

Ukk′uk′vk′ [1− 2nF (Ek′)]

= −
∑
k′

Ukk′
∆k′

2
√
ξ2k′ + |∆k′ |2

[1− 2nF (Ek′)]

= −
∑
k′

Ukk′
∆k′

2Ek′
[1− 2nF (Ek′)] ,

(2.30)

pri qemu je iskorix�eno da je ⟨γ†k′↑γk′↑⟩ = nF (Ek′), ⟨γ−k′↓γ
†
−k′↓⟩ = 1−nF (Ek′), ⟨γ†k′↑γ

†
−k′↓⟩ = 0

i ⟨γ−k′↓γk′↑⟩ = 0. Ovdje je nF (Ek) Fermijeva funkcija raspodjele

nF (Ek) =
1

exp(βEk) + 1
, (2.31)
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gdje je β = 1/kBT , a kB je Bolcmanova konstanta. Uvo�e�em BCS aproksimacije da je
Ukk′ = −U i ∆k = ∆k′ = ∆, nakon prelaska sa sume na integraciju, prethodna samousa-
glaxena jednaqina (2.30) postaje

1

ρ(0)U
=

∫ ℏωD

0

dξ
tanh

(
β
2

√
ξ2 +∆2

)
√
ξ2 +∆2

. (2.32)

Rjexava�em ove jednaqine dobija se zavisnost energijskog procjepa od temperature, ∆(T ),
koja je prikazana na slici 2.2.

Slika 2.2: Zavisnost vrijednosti energijskog procjepa superprovodnika od temperature.

Iz jednaqine (2.32) mo�e se odrediti i kritiqna temperatura, Tc, na kojoj nestaje
osobina superprovod	ivosti i energijski procjep se zatvara, ∆(Tc) → 0, pa se mo�e na�i
i odnos energijskog procjepa na nultoj temperaturi i kritiqne temperature [135, 140]

∆(0)

kBTc
= 1.764. (2.33)

Ovaj odnos je blizak vrijednosti izmjerenoj za jednostavne elementarne superprovodnike.
Na primjer, za kalaj se dobija ∆(0)/(kBTc) ≈ 1,73. Me�utim, za superprovodnike sa jaqim
elektronsko-fononskim spreza�em, kao xto je �iva i nekonvencionalni superprovod-
nici, slaga�e s teorijskim rezultatom nije zadovo	avaju�e. To je djelimiqno pos	edica
pojednostav	enog modela u kome interakcija ne zavisi od temperature, a ne toliko ne-
dostatka aproksimacije sred�eg po	a [140].

2.1.4 Simetrija superprovod	ivog procjepa

Mnogi eksperimenti i teorijska predvi�a�a vezana za visokotemperaturne superprovod-
nike ukazuju na odstupa�e od izotropne s-wave simetrije parametra ure�e�a karakteris-
tiqne za konvencionalne BCS superprovodnike. Takvi materijali nazivaju se nekonven-
cionalnim superprovodnicima [141, 142]. Za razliku od konvencionalnih superprovod-
nika, kod kojih je superprovodni energijski procjep konstantan na qitavoj Fermijevoj
povrxi, u nekonvencionalnim superprovodnicima parametar ure�e�a zavisi od pravca
impulsa elektrona. Kao pos	edica ove anizotropije mogu se javiti nodalne linije ili
taqke na Fermijevoj povrxi, na kojima energijski procjep nestaje. Prisustvo nodova
dovodi do pojave niskoenergetskih kvaziqestiqnih ekscitacija i znaqajno utiqe na ter-
modinamiqka i transportna svojstva sistema.
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Simetrija parametra ure�e�a odre�ena je simetrijom kristalne rexetke. U opxtem
sluqaju, parametar ure�e�a se mora transformisati prema jednoj od ireducibilnih
reprezentacija taqkaste grupe kristala. Za kupratne superprovodnike relevantna je
taqkasta grupa D4h, pri qemu konvencionalna s-wave simetrija pripada reprezentaciji
A1g, dok je dominantna superprovodna faza opisana dx2−y2 simetrijom, koja pripada
reprezentaciji B1g [141]. Odgovaraju�i parametar ure�e�a mije�a znak pri rotaciji za
90◦. Upravo ova promjena znaka predstav	a osnovno obi	e�je d-wave superprovodnosti.

Slika 2.3: Magnituda i faza superprovodnog parametra ure�e�a za razliqite simetrije
spariva�a u kupratima. Slika je prilago�ena iz [24].

Brojni eksperimenti potvr�uju ovakvu sliku. Fazno-osjet	ivi eksperimenti na �oze-
fsonovim spojevima pokazali su postoja�e faznog pomaka za π, xto predstav	a direktan
dokaz promjene znaka parametra ure�e�a [142]. ARPES tehnika (eng. Angle-resolved photo-
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emission spectroscopy) omogu�ila je direktno odre�iva�e zavisnosti energijskog procjepa
od polo�aja na Fermijevoj povrxi [143]. Dodatno, mjere�a magnetne dubine penetracije
i specifiqne toplote pokazuju linearno ili stepenasto temperaturno ponaxa�e karak-
teristiqno za postoja�e nodalnih kvaziqestiqnih ekscitacija [144]. Iako ve�ina eksper-
imenata potvr�uje dominantnu d-wave simetriju u kupratima, u pojedinim materijalima
uoqena je i s-wave komponenta. Takva mijexana sta�a, poput d + s ili d + is, mogu nas-
tati us	ed prisustva spo	ax�eg magnetnog po	a, neqisto�a, povrxinskih efekata ili
naruxene kristalne simetrije.

Na slici 2.3 prikazane su neke od mogu�ih simetrija parametra ure�e�a u kuprat-
nim superprovodnicima. Za s-wave simetriju amplituda i faza parametra ure�e�a su
konstantne na qitavoj Fermijevoj povrxi. Nasuprot tome, kod d-wave simetrije ampli-
tuda nestaje du� nodalnih pravaca, dok parametar ure�e�a pri �ihovom prelasku mije�a
znak, xto odgovara faznom pomjeraju za π. Zbog toga eksperimenti koji ispituju samo am-
plitudu energijskog procjepa nijesu dovo	ni za jednoznaqno odre�iva�e simetrije spari-
va�a, ve� je neophodno koristiti fazno-osjet	ive metode [24].

U okviru BCS teorije, parametar ure�e�a definixe se kao [135, 136]

∆(k) =

∫
d3p

(2π)3
U(k,p) ⟨c−p↓cp↑⟩ , (2.34)

gdje U(k,p) predstav	a efektivni potencijal spariva�a. Ovaj izraz pokazuje da ani-
zotropija parametra ure�e�a proizlazi direktno iz anizotropije efektivne elektronske
interakcije.

Za sisteme sa simetrijom prostorne inverzije ukupna talasna funkcija Kuperovog
para mora biti antisimetriqna pri zamjeni elektrona. U sluqaju spinski singletnog
spariva�a spinski dio talasne funkcije je antisimetriqan, pa orbitalni dio mora biti
simetriqan, odnosno va�i

∆(k) = ∆(−k). (2.35)

U skladu s tim, potencijal spariva�a mo�e se razviti po bazisnim funkcijama ire-
ducibilnih reprezentacija kristalne grupe [145],

U = Us + Ud + · · · , (2.36)

pri qemu je prvi qlan izotropan i odgovara s-wave kanalu, dok anizotropni drugi qlan
opisuje d-wave spariva�e. Za tetragonalne kristale dominantna je dx2−y2 komponenta
koja ima oblik

∆(k) ∼ −2|Ud|(k̂2x − k̂2y), (2.37)

iz qega slijedi da parametar ure�e�a mo�emo napisati u obliku

∆ = ∆0 cos 2α, (2.38)

gdje je α ugao izme�u impulsa elektrona i kristalografske a-ose. Ako je θ ugao izme�u
pravca kreta�a elektrona i laboratorijske x-ose, a β ugao izme�u kristalografske a-ose
i x-ose, dobija se

∆ = ∆0 cos(2θ − 2β), (2.39)

xto eksplicitno pokazuje da se nodalni pravci odre�uju orijentacijom kristala. Ova
angularna zavisnost predstav	a karakteristiqan znak d-wave simetrije i nalazi se u
osnovi ve�ine eksperimentalnih metoda kojima se odre�uje simetrija parametra ure�e�a.
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2.2 Bogo	ubov -de �enov formalizam

BCS formalizam je dobar za prouqava�e osobina homogenih superprovodnika. Me�u-
tim, kada je rijeq o superprovov	ivom parametru ure�e�a koji varira sa promjenom koor-
dinata, tj. u heterostrukturama koje se sastoje od superprovodnika i drugih materijala
pogodan je Bogo	ubov - de �enov (BdG) formalizam. U ovom odje	ku prikaza�emo izvod-
je�e Bogo	ubov-de �enovih jednaqina [146] u sluqaju kad postoji polarizacija spina,
tj. kad se radi o spoju singletnog superprovodnika sa spinski aktivnim materijalima
[147]. Polazi se od hamiltonijana mnogoelektronskog sistema u reprezentaciji druge
kvantizacije u koordinatnom prostoru

H =

∫
drψ†

α(r) (He − h(r)σ)ψα(r) +
1

2

∫
dr

∫
dr′ψ†

α(r)ψ
†
β(r

′)Ueff(r, r
′)ψβ(r

′)ψα(r). (2.40)

Ovdje su ψ†
α(r) i ψα(r) operatori kreacije i anihilacije elektrona sa spinom α ∈ {↑, ↓}

u polo�aju r. Oni zadovo	avaju standardne antikomutacione relacije{
ψα(r), ψ

†
β(r

′)
}
= δαβδ(r− r′), (2.41){

ψα(r), ψβ(r
′)
}
=
{
ψ†
α(r), ψ

†
β(r

′)
}
= 0. (2.42)

Jednoqestiqni hamiltonijan He dat je sa

He = − ℏ2

2m
∇2 − µ, (2.43)

gdje je µ hemijski potencijal. Ukoliko u spoju postoji spinski aktivni materijal, npr.
feromagnet, opisujemo ga efektivnim Stonerovim izmjenskim po	em h, a σ su Pauli-
jeve matrice, σ = (σx, σy, σz)

T . Pretpostav	a se da je Ueff(r, r
′) negativno qime uvodimo

efektivnu privlaqnu interakciju u drugom sabirku hamiltonijana (2.40). Tako�e, in-
terakcija je parna, tj. va�i simetrija Ueff(r, r

′) = Ueff(r
′, r). U hamiltonijanu (2.40)

podrazumijeva se sumira�e po ponov	enim spinskim indeksima. U ovom radu bavimo se
singletnim superprovodnicima, pa drugi sabirak u hamiltonijanu mo�emo reorganizo-
vati na naqin da se ostvaruje spariva�e elektrona suprotnih spinova

1

2

∫
dr

∫
dr′ψ†

↑(r)ψ
†
↓(r

′)Ueff(r, r
′)ψ↓(r

′)ψ↑(r) +
1

2

∫
dr

∫
dr′ψ†

↓(r)ψ
†
↑(r

′)Ueff(r, r
′)ψ↑(r

′)ψ↓(r).

(2.44)
Primje�uju�i sada metod sred�eg po	a, analogno kao u odje	ku 2.1.3 i uvode�i defini-
cije potencijala spariva�a

∆(r, r′) = Ueff(r− r′)⟨ψ↓(r
′)ψ↑(r)⟩ = −Ueff(r− r′)⟨ψ↑(r)ψ↓(r

′)⟩, (2.45)

∆∗(r, r′) = Ueff(r− r′)⟨ψ†
↑(r)ψ

†
↓(r

′)⟩ = −Ueff(r− r′)⟨ψ†
↓(r

′)ψ†
↑(r)⟩, (2.46)

dobija se efektivni hamiltonijan sred�eg po	a

Heff =

∫
dr

(
ψ†
α(r)

(
He − h(r)σ

)
ψα(r) +

∫
dr′∆(r, r′)ψ†

↑(r
′)ψ†

↓(r) +

+

∫
dr′∆∗(r, r′)ψ↓(r)ψ↑(r

′) +

∫
dr′

|∆(r, r′)|2
Ueff(r, r′)

)
.

(2.47)
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Koriste�i fermionske antikomutacione relacije i operatorski identitet

[A,BC] = {A,B}C −B {A,C} (2.48)

dobijaju se s	ede�e komutacione relacije [148]

[ψ↑(r),Heff ] = (He − hz)ψ↑(r)− (hx − ihy)ψ↓(r) +

∫
dr′∆(r, r′)ψ†

↓(r
′), (2.49)

[ψ↓(r),Heff ] = (He + hz)ψ↓(r)− (hx + ihy)ψ↑(r)−
∫
dr′∆(r, r′)ψ†

↑(r
′), (2.50)

gdje su hx, hy i hz komponente vektora izmjenskog po	a, h, u Dekartovim koordinatama.

U ci	u dijagonalizacije efektivnog hamiltonijana (2.47) operatori po	a se mogu
razviti Bogo	ubov	evim kanonskim transformacijama

ψ↑(r) =
∑
n

(
un↑(r)γn − v∗n↑(r)γ

†
n

)
, i ψ↓(r) =

∑
n

(
un↓(r)γn + v∗n↓(r)γ

†
n

)
(2.51)

pri qemu su amplitude kvazielektrona i kvazixup	ina, unσ i vnσ, izabrane tako da
dijagonalizuju efektivni hamiltonijan izra�en operatorima γn

Heff = Eg +
∑
n

Enγ
†
nγn, (2.52)

gdje je Eg energija osnovnog sta�a, a En su energije kvaziqestiqnih ekscitacija.

Da bi elektronski operatori po	a ψσ(r) zadovo	avali antikomutacione relacije
(2.41) i (2.42), i kvaziqestiqni operatori γn moraju da zadovo	avaju fermionske an-
tikomutacione relacije{

γn, γ
†
m

}
= δnm i {γn, γm} =

{
γ†n, γ

†
m

}
= 0, (2.53)

odakle direktno slijedi relacija kompletnosti koju zadovo	avaju amplitude u i v∑
n

[unσ(r)u
∗
nσ′(r′) + vnσ(r)v

∗
nσ′(r′)] = δσσ′ δ(r− r′). (2.54)

Jednostavno se pokazuje da va�e s	ede�e ralacije

[Heff , γn] = −Enγn (2.55)[
Heff , γ

†
n

]
= Enγ

†
n (2.56)

Izjednaqava�em koeficijenata koji stoje uz operatore γn i γ†n dolazi se do jednaqina
koje zadovo	avaju kvaziqestiqne amplitude [25, 146{148]

(He − hz)un↑(r)− (hx − ihy)un↓(r) +

∫
dr′∆(r, r′)vn↓(r

′) = Enun↑(r),

− (hx + ihy)un↑(r) + (He + hz)un↓(r) +

∫
dr′∆(r, r′)vn↑(r

′) = Enun↓(r),∫
dr′∆∗(r, r′)un↓(r

′)− (He − hz) vn↑(r)− (hx + ihy) vn↓(r) = Envn↑(r),∫
dr′∆∗(r, r′)un↑(r

′)− (hx − ihy) vn↑(r)− (He + hz) vn↓(r) = Envn↓(r).

(2.57)
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Ove jednaqine poznate su pod nazivom Bogo	ubov { de �enove jednaqine i predstav	a-
ju osnovu mikroskopskog opisa nehomogenih superprovodnih materijala. Bogo	ubov{de
�enove jednaqine koje su ovdje prikazane predstav	aju svojstveni problem za kvaziq-
estiqne ekscitacije u prisustvu prostorno zavisnog superprovodnog parametra ure�e�a
i eventualnog po	a koje cijepa degeneraciju spinskih bendova. �ihovim rjexava�em
dobijaju se energije kvaziqestica i odgovaraju�e talasne funkcije, iz kojih je mogu�e
izraqunati lokalnu gustinu sta�a, struju, magnetizaciju i druge fiziqke opservable.
Posebno su pogodne za prouqava�e superprovod	ivih heterostruktura kod kojih dolazi
do izra�enog efekta blizine i prostorne modulacije potencijala spariva�a [146, 149].

Poxto je µ ≫ |∆(r, r′)| mo�e se re�i da se Kuperov par sastoji od dva elektrona
sa Fermijeve povrxi i da je potencijal spariva�a odre�en pravcem kvaziqestica na
Fermijevoj povrxi. Komponente talasne funkcije, u(r) i v(r), tada se mogu izraziti kao
proizvod brzo osciluju�eg qlana exp(ikF r) i sporo promjen	ivih u(ek, r) i v(ek, r) [150]:

u[v](r) = u[v](ek, r) exp(ikF r), (2.58)

gdje je ek = kF/kF jediniqni vektor koji odre�uje pravac kvaziqestice i kF =
√
2mµ/ℏ2.

Da bi se procijenio integral u (2.57) koristi se aproksimacija da je veliqina Kuperovog
para, tj. efektivni domet elektron-elektron interakcije, mnogo ma�i od skale na kojoj se
mije�a sparuju�i potencijal. Ako se uvede polo�aj centra mase, R = (r+r′), i relativne
koordinate, s = r− r′, uz uslov da je zadovo	ena relacija

∆(ek, r) =

∫
ds∆(s, r)e−kFx, (2.59)

xto predstav	a efektivni potencijal spariva�a koji osje�a qestica sa impulsom u
pravcu orta ek u polo�aju r, nalazi se da se integrali u BdG jednaqinama (2.57) mogu
aproksimirati sa [150{152]∫

dr′∆(r, r′)vnσ(r
′) =

∫
dr′∆(s,R)vnσ(r

′) =

= eikF r

∫
ds∆(s, r− s/2)vnσ(ek, r− s)e−ikFx =

≈ eikF r

∫
ds∆(s, r)vnσ(ek, r)e

−ikFx =

= eikF r∆(ek, r)vnσ(ek, r) =

= ∆(ek, r)vnσ(r),

(2.60)

i ∫
dr′∆∗(r, r′)unσ(r

′) =

∫
dr′∆∗(s,R)unσ(r

′) =

= eikF r

∫
ds∆∗(s, r− s/2)unσ(k̂, r− s)e−ikF s =

≈ eikF r

∫
ds∆∗(s, r)unσ(ek, r)e

−ikF s =

= eikF r

[∫
ds∆(s, r)eikF s

]∗
unσ(ek, r) =

= eikF r∆∗(−ek, r)unσ(ek, r) =

= ∆∗(−ek, r)unσ(r).

(2.61)
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U tre�em redu izraza (2.60) i (2.61) primije�ena je aproksimacija

∆(s, r− s/2) ≈ ∆(s, r)− s

2
·∇∆(s, r) ≈ ∆(s, r), (2.62)

xto je opravdano ukoliko je du�ina koherencije mnogo ve�a od veliqine Kuperovog para.
Tako�e, poxto je rijeq o spinski singletnom spariva�u (singletnim superprovodnicima)
va�i da je ∆(−ek, r) = ∆(ek, r)

1. Dakle, jednaqine (2.57) mogu se prepisati u obliku
[33, 147]

(He − hz)un↑(r)− (hx − ihy)un↓(r) + ∆(k̂, r)vn↓(r) = Enun↑(r),

− (hx + ihy)un↑(r) + (He + hz)un↓(r) + ∆(k̂, r)vn↑(r) = Enun↓(r),

∆∗(k̂, r)un↓(r)− (He − hz) vn↑(r)− (hx + ihy) vn↓(r) = Envn↑(r),

∆∗(k̂, r)un↑(r)− (hx − ihy) vn↑(r)− (He + hz) vn↓(r) = Envn↓(r).

(2.63)

U sluqaju kad izmjensko po	e nije prisutno (tj. kad nije prisutno bilo koje po	e koje
cijepa spinske bendove { spin-splitting field), BdG jednaqine (2.57) se mogu dekuplovati u
dva para jednaqina i tada je dovo	no posmatrati samo jedan par koji je npr. [146, 152]

Heu(r) +

∫
dr′∆(r, r′)v(r′) = Eu(r),

−Hev(r) +

∫
dr′∆∗(r, r′)u(r′) = Ev(r),

(2.64)

gdje je u(r) = u↑(r) i v(r) = v↓(r), ili u(r) = u↓(r) i v(r) = v↑(r).

2.3 Efekat blizine i Andrejev	eva refleksija

Kada se superprovod	ivi materijal na�e u kontaktu sa drugim materijalima dexava se
da superprovod	ive osobine "cure" u taj materijal. Iako se Kuperovi parovi formiraju
samo u superprovodniku oni mogu da u�u do nekog rastoja�a u materijal sa kojim je
superprovodnik doveden u kontakt i na taj naqin indukuju lokalne superprovodne osobine
u tom materijalu [127].

Ovi fenomeni nazivaju se efektom blizine (eng. proximity effect). S obzirom na to
da obezbje�uje elementarni mehanizam za konverziju elektronskih sta�a u normalnom
metalu u Kuperove parove u superprovodnom kondenzatu, Andrejev	eva refleksija igra
centralnu ulogu u objax�e�u efekta blizine [130].

2.3.1 Efekat blizine

Spojevi materijala koji imaju razliqita ure�e�a dovode do modifikacije �ihovih
osobina u blizini �ihove me�usobne granice. Ako je jedan od materijala superprovod-
nik onda se ova pojava naziva superprovodnim efektom blizine. Teoriju efekta blizine
razvili su 1960-ih godina de �en [129, 146, 153, 154] i Vertamer [155, 156] i ona opisuje
prodira�e Kuperovih parova u normalni metal, kada dva elektrona (ili dvije xup	ine)
ostaju me�usobno korelisani u normalnom metalu do nekog rastoja�a od granice materi-
jala [6]. Ovo rastoja�e zavisi od stepena neure�enosti u normalnom metalu i od tempera-

1Za tripletne superprovodnike je ∆(−ek, r) = −∆(ek, r).
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ture. U qistim metalima dubina prodira�a odre�ena je termalnom du�inom koherencije

ξN =
ℏvF,N
2πkBT

, (2.65)

xto se mo�e interpretirati kao rastoja�e koje kvaziqestica pre�e kre�u�i se brzinom
vF,N za vrijeme ℏ/(2πkBT ) prije nego xto do�e do termalne dekoherencije. U sluqaju
da je granica izme�u materijala atomski glatka i za balistiqko kreta�e kvaziqestica,
dubina prodira�a zavisi od upadnog ugla kvaziqestica pa Fermijevu brzinu, vF,N , treba
zamijeniti �enom komponentom du� pravca normalnog na granicu izme�u materijala
(npr. du� x-ose), vF,N,x [6].

Sa druge strane, dva elektrona koja potiqu iz normalnog metala konvertuju se u Ku-
perov par u superprovodniku na rastoja�ima

ξS =
ℏvF,S
π∆(T )

, (2.66)

gdje je vF,S Fermijeva brzina u superprovodniku, a ∆(T ) je superprovodni energijski
procjep. Ova veliqina naziva se du�inom koherencije i ovaj pojam uveo je Pipard 1953.
godine [157]. Na ovaj naqin superprovod	ivost je "oslab	ena" u blizini granice ma-
terijala, xto se naziva inverznim efektom blizine (eng. inverse proximity effect) [6].
Na slici 2.4 kvalitativno je prikazana zavisnost superprovodnog ure�e�a u blizini
granice izme�u normalnog metala i superprovodnika.

Slika 2.4: Zavisnost superprovodnog parametra ure�e�a od uda	enosti od granice
izme�u normalnog metala i superprovodnika.

U blizini granice superprovodnika i feromagneta efekat blizine dovodi do ekspo-
nencijalno opadaju�eg oscilatornog ponaxa�a talasne funkcije Kuperovog para u fero-
magnetnoj sredini. Ovo se mo�e objasniti pomo�u Larkin-Ovqinikov-Fulde-Ferel sta�a
o qemu �e biti rijeqi u narednom odje	ku. U qistom sluqaju karakteristiqna du�ina
na kojoj opadaju superprovodne korelacije i du�ina oscilacija su

ξF1 =
ℏvF,x
2πkBT

i ξF2 =
ℏvF,x
h

, (2.67)

respektivno [6]. h je jaqina izmjenskog po	a u feromagnetnoj oblasti. Va�na osobina
efekta blizine koji se manifestuje u spojevima singletnog superprovodnika i fero-
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magneta je pojava tripletnih spinskih korelacija izme�u elektrona sa suprotnom ori-
jentacijom spina, ↑↓ + ↓↑.

2.3.2 Andrejev	eva refleksija

Prilikom transporta kvaziqestica kroz superprovodne heterostrukture osnovni meh-
anizam konverzije normalne struje u superstruju (struja Kuperovih parova) i obratno,
na granicama spoja normalni metal/superprovodnik je proces Andrejev	eve refleksije.
Ovaj proces interakcije elektrona sa kondenzatom Kuperovih parova uveo je A. F. An-
drejev 1964. godine u svom radu o toplotnoj provodnosti mijexanog sta�a u superprovod-
nicima [130]. U sliqno vrijeme to su uradili i de �en i Sent-�ejms [149].

Mehanizam Andrejev	eve refleksije je znaqajan kada postoji promjena superprovodnog
parametra ure�e�a du� pravca kreta�a kvaziqestica. Dakle, ono se mo�e interpre-
tirati kao rasija�e indukovano postoja�em prostorne varijacije parametra ure�e�a u
vjextaqki naprav	enim slojevitim strukturama. Andrejev	eva refleksija je fenomen
usko povezan sa efektom blizine. Ona opisuje korelacije izme�u kvaziqestica sa nor-
malne strane granice koje se jav	aju kao pos	edica penetracije Kuperovih parova. U
nastavku �emo dati fiziqko objax�e�e Andrejev	eve refleksije na osnovu Landauove
teorije Fermijeve teqnosti [6].

Andrejev	eva refleksija u normalnom metalu

Pretpostavimo da se provodni elektron spina ↑ i energije µ+ε koja je bliska hemijskom
potencijalu µ kre�e u pozitivnom smjeru x-ose ka superprovodniku. Tako�e, pretposta-
v	amo da je energija ekscitacije, ε, ma�a od vrijednosti energijskog procjepa, ∆, u super-
provodniku. Takav elektron ne mo�e da u�e u superprovodnik jer ne postoje dozvo	ena
sta�a unutar energijskog procjepa. On se mo�e transmitovati u superprovodnik samo
zajedno sa drugim elektronom spina ↓, energije µ − ε i sa pribli�no suprotnim im-
pulsom. Na taj naqin, kao Kuperov par, ulaze u superprovodni kondenzat na hemijskom
potencijalu 2µ. Kada je ∆ ≪ µ disperziona relacija elektrona mo�e da se aproksimira
sa [6]

E(k) = µ+ ℏvF (k− kF ), (2.68)

gdje je ℏkF Fermijev impuls, a vF = v(kF ) Fermijeva brzina. Dakle, u okviru ove
aproksimacije, energija ekscitacije je ℏvF (k−kF ), a grupna brzina upadnih elektrona je
vF . Ako posmatramo kvaziqesticu spina ↑ sa impulsom ℏk1 = ℏ(kF1+δk1) qija je energija
ekscitacije ε1 = ℏvF1δk1, ona se sparuje sa drugom kvaziqesticom spina ↓ sa impulsom
ℏk2 = ℏ(−kF1 + δk2) i ekscitacionom energijom ε2 = −ℏvF1δk2. Poxto se zahtijeva da je
ε1 = −ε2, to dovodi do relacije ℏvF1(δk2 − δk1) = 0, pa mo�emo da izaberemo kF1 tako da
va�i δk1 = δk2 = δk [6].

Elektron spina ↓ koji sad nedostaje ekvivalentan je ekscitaciji xup	ine sa energijom
−ε2 = +ε1, i impulsom −ℏk2 = ℏ(kF1 − δk), qija je grupna brzina v(k2) ≈ −vF1 i
spin ↑. Proces se mo�e posmatrati kao rasija�e qestice naelektrisa�a e, impulsa
ℏ(kF + δk), i brzine vF u xup	inu naelektrisa�a −e, impulsa ℏ(kF − δk), i brzine −vF .
Ovakav par, elektron-xup	ina, je razlog da je gustina struje evF +(−e)(−vF ) = 2evF dva
puta ve�a od gustine struje upadne qestice. Upadni elektron (brzine vF1) je pribli�no
"retroreflektovan" (brzinom ≈ −vF1) kao xup	ina [6]. Ovako opisani proces je upravo
proces Andrejev	eve rafleksije [130].

Mogu�i mali ugao izme�u pravca kojim se kre�e reflektovana xup	ina i pravca
upadne qestice jav	a se zbog varijacije Fermijeve brzine izme�u impulsa ℏkF i ℏ(kF±δk),
i reda je ε/EF , gdje je EF Fermijeva energija [158]. Retrorefleksija je idealna kada se
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upadna qestica kre�e ortogonalno na granicu i kada nema superstruje du� �ene povr-
xine. U Andrejev	evom qestica-xup	ina procesu, energija i spin su oquvani, naelek-
trisa�e nije, a impuls je samo pribli�no oquvan. Naelektrisa�e 2e i (djelimiqno)
impuls ℏQ = 2ℏδk su transferovani u superprovodni kondenzat: dva elektrona sa suprot-
nim spinovima ulaze u superprovodnik, kreiraju�i Kuperov par sa nenultim impulsom
para, koji se pridru�uje kondenzatu, dovode�i do (male) superstruje za konaqne ekscita-
cione energije. Impuls ℏQ je time djelimiqno transferovan na granicu, a djelimiqno
u kondenzat rezultuju�i u superstruju. U sta�u ravnote�e, i pri odsustvu makroskopske
superstruje, ova struja se ponixtava inverznim procesom kada Kuperov par ulazi u nor-
malni metal pri qemu se kvazixup	ina konvertuje u kvazielektron [6].

Za atomski qistu granicu, ako postoji makroskopska superstruja sa impulsom Ku-
perovog para ℏkS u superprovodniku koji je paralelan granici, onda konzervacija im-
pulsa zahtijeva da kreirani Kuperov par ulazi u kondenzat sa impulsom paralelnim
granici takvim da je 2ℏδk|| = ℏkS. Dobija se (pretpostav	aju�i da je vFx > 0) 2ℏδkx =
(2ε− ℏvFkS) /vFx. Posebno, za ℏkS = 0 samo kx se mo�e promijeniti u sluqaju Andrejev	e-
vog procesa. U ovom sluqaju, kako δk|| mora biti nula, impuls Kuperovog para je dat sa
[6]

ℏQε =
2ε

vFx

. (2.69)

Proces Andrejev	eve refleksije je fazno koherentan, tj. faze upadne qestice i an-
drejev	evski reflektovane xup	ine su korelisane. Ako je parametar ure�e�a super-
provodnika ∆ = |∆|eiφ, fazna razlika izme�u upadnog elektrona i reflektovane xu-
p	ine je χ(ε)− φ, a izme�u upadne xup	ine i reflektovanog elektrona je χ(ε) + φ. Ov-
dje χ(ε) = − arccos(ε/|∆|) opisuje fazno kax�e�e zbog qi�enice da tokom Andrejev	eve
refleksije qestica i xup	ina prodiru u superprovodnik do du�ine

ξ(s)c =
ℏv(s)F√
|∆|2 − ϵ2

. (2.70)

Tokom �ihovog kreta�a u normalnom metalu, fazna koherentnost je izgub	ena zbog male
razlike u impulsima elektrona i xup	ine, date sa 2ℏδkx = 2ε/vFx. Kad se usred�i po
svim pravcima impulsa korelaciona funkcija para se raspada sa uda	enox�u od granice
kao ∼ ξ

(N)
c /x, pri qemu definixemo ξ

(N)
c = ℏvF/2ε. Za opservable u ravnote�i, du�ina

raspada mo�e se dobiti zamje�uju�i ε u izrazu za ℏδkx sa najni�om Macubarinom energi-
jom iπkBT [159]. Ovo dovodi do eksponencijalnog raspada na skali du�ine ℏvF/2πkBT
du� svake balistiqke trajektorije, xto je taqno du�ina koherencije iz efekta blizine.
Na osnovu ove qi�enice vidimo da su dva fenomena, efekat blizine i Andrejev	eva
refleksija isprepleteni i ne mogu se razmatrati odvojeno [6].

Larkin-Ovqinikov-Fulde-Ferel sta�a

Ako se razmotri superprovod	ivost u spo	�em magnetnom po	u ili u slabom feromag-
netnom materijalu, bendovi sa razliqitim spinom elektrona se razdvajaju po energiji za
2h:

ε(k) → ε(k)− h(k) · σ, (2.71)

gdje je h izmjensko po	e koje se mo�e povezati sa efektivnim magnetnim po	em, Beff ,
prema relaciji h = µeBeff (za slobodne elektrone magnetni moment je negativan, µe < 0).
Pomjera�e u energiji dovodi do cijepa�a Fermijeve povrxi za dvije projekcije spina,
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pa postoji razlika u impulsima kF↑ i kF↓ [6]

ℏq = ℏ(kF↑ − kF↓) =
2h(kF )

vF

, (2.72)

Ovdje je pretpostav	eno da je Fermijeva brzina vF pribli�no ista za oba spinska benda
zbog malog cijepa�a. Prema tome, da bi se u sistemu formirali Kuperovi parovi koji
se sastoje od elektrona sa Fermijevom energijom, tj. parovi (kF↑,−kF↓) i (kF↓,−kF↑),
potrebno je da oni imaju konaqan impils ℏq. Ovo dovodi do toga da parametar ure�e�a
mo�emo da napixemo kao linearnu kombinaciju qlanova koji su odre�eni razliqitim
impulsima Kuperovih parova [6]

∆(r) =
∑
n

∆n exp(iqnr). (2.73)

Ovakva sta�a teorijski su predvidjeli 1964. godine, nezavisno jedni od drugih, Fulde i
Ferel [160], i Larkin i Ovqinikov [161]. Zbog toga se nazivaju Larkin-Ovqinikov-Fulde-
Ferel sta�ima (LOFF)2. Iz gor�e formule uoqava se oscilatorni karakter parametra
ure�e�a po prostornim koordinatama u ovakvim sistemima.

Andrejev	eva refleksija u feromagnetu

Mehanizam Andrejev	eve refleksije u feromagnetnim metalima slo�eniji je nego u
normalnim metalima [162]. U ovom sluqaju elektronski bendovi su spinski pocijepani
us	ed izmjenskog po	a. Ukoliko se radi o slabom feromagnetu onda je h ≪ EF . Upadni
elektron sa projekcijom spina ↑ sad ima komponentu impulsa normalnu na granicu izme�u
feromagneta i superprovodnika (npr. x-komponenta) datu sa [6]

ℏk1x = ℏkFx +
ε+ h

vFx

. (2.74)

On se sparuje sa elektronom spina ↓ qija je x-komponenta impulsa

ℏk2x = −ℏkFx +
ε+ h

vFx

. (2.75)

Ovo �e dovesti do stvara�a Kuperovog para qiji je impuls centra mase 2(ε+ h)/vFx. Sa
druge strane, ako je upadni elektron spina ↓, on se sparuje sa elektronom spina ↑, a znak
ispred h se mije�a u odnosu na gor�e jednaqine, xto dovodi do toga da je impuls centra
mase para 2(ε− h)/vFx.

Ako se impuls Kuperovog para razdvoji na dva dijela, sa odgovaraju�im talasnim
brojevima Qh = 2h/ℏvFx i Qε = 2ε/ℏvFx, vidimo da se umjesto singletnog Kuperovog para
(↑↓ − ↓↑)eiQεx kao u sluqaju nemagnetnog normalnog metala, sada kreira Kuperov par
oblika

(↑↓ eiQhx− ↓↑ e−iQhx)eiQεx. (2.76)

Ovo sta�e para je upravo LOFF tipa, samo xto je sada indukovano efektom blizine, a ne
u superprovodnom balku. Ovakvo sta�e Kuperovog para mo�e se razdvojiti na singletni,
(↑↓ − ↓↑) ≡ |S = 0, Sz = 0⟩, i na tripletni dio (↑↓ + ↓↑) ≡ |S = 1, Sz = 0⟩, xto daje [6]

[cos(QJx)|0, 0⟩+ i sin(QJx)|1, 0⟩] eiQεx. (2.77)

2U zapadnoj literaturi qex�e se koristi naziv FFLO.
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Tripletna komponenta tako�e prodire i u superprovodnik do du�ine koherencije dovode�i
do singlet-triplet mijexa�a u superprovodniku u blizini granice feromagnet/superpro-
vodnik. Na slici 2.5 prikazana je zavisnost superprovodnog parametra ure�e�a od uda	e-

Slika 2.5: Superprovodni parametar ure�e�a u blizini superprovodnik/feromagnet
granice. Singletna (plava linija) i tripletna komponenta (crvena linija) se priguxuju
u feromagnetu osciluju�i suprotnim fazama.

nosti od superprovodnik/feromagnet granice. Sta�e Kuperovog para je mjexavina spin-
skog singleta i tripleta. Na slici je prikazano da singletna i tripletna komponenta
osciluju i da se raspadaju eksponencijalno na skali iste du�ine. Tako�e, singletne am-
plitude osciluju kao cos(Qhx), a tripletne kao sin(Qhx). Sa pove�a�em izmjenskog po	a
feromagneta sma�uje se dubina prodira�a Kuperovih parova u feromagnetnu oblast, tj.
du�ina na kojoj dolazi do dekoherencije je kra�a [6].

Ukoliko se posmatra spoj sa nehomogenim feromagnetom, npr. S/F1/F2 gdje su fero-
magneti F1 i F2 sa razliqitim pravcima izmjenskog po	a tj. sa razliqitim osama kvan-
tizacije spina, Kuperov par koji ulazi u prvi feromagnet ima singletnu komponentu i
tripletnu komponentu sa suprotnim orijentacijama spina. Kad tripletna komponenta
pre�e iz F1 u F2 sloj sa stanovixta ose kvantizacije u drugom feromagnetu vidi se kao
triplet sa jednakim orijentacijama spina ∼ (↑↑ + ↓↓). Ovi tripleti mogu da pre�ive
na mnogo ve�im rastoja�ima i nazivaju se dugodometnim tripletnim korelacijama [163].
Singletna komponenta je rotaciono simetriqna i raspada se na isti naqin bez obzira na
orijentaciju ose kvantizacije spina [4].

2.3.3 Povrxinska Andrejev	eva vezana sta�a u d-wave super-

provodnicima

U ovom odje	ku primijeni�emo Bogo	ubov{de �enov formalizam da bismo pokazali
mogu�nost pojave povrxinskih Andrejev	evih vezanih sta�a (surface Andreev bound states,
SABS) u d-wave superprovodnicima [151, 152]. Za karakterizaciju SABS sta�a potrebno
je ispitati granicu ili povrxinu nekonvencionalnih superprovodnika koriste�i BdG
jednaqine (2.64). Kao model mo�e se posmarati dvodimenzionalni d-wave superprovodnik
sa ravnom granicom koja je pozicionirana u x = 0, a superprovodnik je smjexten u
poluravan x > 0 (slika 2.6).

U ovako postav	enom sistemu postoji translatorna invarijantnost du� y-ose, pa ta-
lasnu funkciju kvaziqestica mo�emo zapisati u obliku

Ψ(r) = ψ(θ, x) exp(ikyy), (2.78)
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Slika 2.6: Dvodimenzionalni N/S spoj kod koga je granica u x = 0, a d-wave superprovod-
nik se nalazi u oblasti x > 0. Kvazielektroni i kvazixup	ine u superprovodniku
predstav	ene su punim i isprekidanim strelicama, respektivno, i one "osje�aju" poten-
cijale spariva�a ∆ = ∆(θ) i ∆̃ = ∆(π− θ). Smjer strelice oznaqava smjer grupne brzine
odgovaraju�ih kvaziqestica.

gdje je ky = kF sin θ. Talasnu funkciju u superprovodniku mo�emo pisati kao linearnu
kombinaciju elektronske i xup	inske komponente kao

ψ(θ, x) = c(E, θ)

(
u
v

)
exp(ikexx) + d(E, θ)

(
ṽ
ũ

)
exp(−ikhxx), (2.79)

gdje su [152, 164]

u =

√
1

2

(
1 +

Ω

E

)
, ũ =

√√√√1

2

(
1 +

Ω̃

E

)
,

v =

√
1

2

(
1− Ω

E

)
∆∗

|∆| , ṽ =

√√√√1

2

(
1− Ω̃

E

)
∆̃

|∆̃|
,

(2.80)

Ω =


√
E2 − |∆|2 , E ≥ |∆|,

i
√
|∆|2 − E2 ,−|∆| ≤ E ≤ |∆|,

−
√
E2 − |∆|2 , E ≤ −|∆|,

(2.81)

Ω̃ =



√
E2 −

∣∣∣∆̃∣∣∣2 , E ≥ |∆̃|,

i

√
|∆̃|2 − E2 ,−|∆̃| ≤ E ≤ |∆̃|,

−
√
E2 − |∆̃|2 , E ≤ −|∆̃|.

(2.82)

Uvo�e�em pogodnih parametara Γ i Γ̃:

Γ =
v

u
=

∆∗

E + Ω
, (2.83)
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Γ̃ =
ṽ

ũ
=

∆̃

E + Ω̃
, (2.84)

dobija se da je talasna funkcija kvaziqestica u superprovodniku oblika [152]

ψ(θ, x) = C(E, θ)

(
1
Γ

)
exp(ikxex) +D(E, θ)

(
Γ̃
1

)
exp(−ikhex). (2.85)

Da bismo u potpunosti odredili talasnu funkciju ψ(θ, x) potrebno je da odredimo ko-
eficijente C(θ, E) i D(θ, E), xto se mo�e uraditi name�u�i graniqne uslove na talasnu
funkciju u x = 0 kao

ψ(θ, x = 0) = 0. (2.86)

Zahtijevaju�i netrivijalna rjexe�a, nalazi se da je uslov za postoja�e SABS sta�a dat
sa

ΓΓ̃ = 1. (2.87)

Energiju SABS sta�a dobijamo rjexavaju�i ovu jednaqinu po E. U sluqaju kad je |∆| = |∆̃|
za energiju SABS sta�a dobija se jednostavan izraz [151]

ESABS = ∆0 cos

(
χ̃− χ

2

)
sgn

[
sin

(
χ̃− χ

2

)]
, (2.88)

gdje je ∆0 maksimalna vrijednost potencijala spariva�a, a lokalni fazni faktori su

exp{iχ} =
∆

|∆| i exp{iχ̃} =
∆̃

|∆̃|
. (2.89)

U sluqaju kad je ∆ = −∆̃, ili preciznije, kad god je

∆∆̃ < 0, (2.90)

imamo da je χ̃ − χ = π xto je razlog za pojavu povrxinskih Andrejev	evih vezanih
sta�a nulte energije ESABS = 0 (zero energy surface Andreev bound states, ZESABS)
[165, 166]. ZESABS sta�a privukla su veliku pa��u i postala jedno od centralnih
tema prilikom prouqava�a visokotemperaturnih kuprata [166]. ZESABS sta�a eksperi-
mentalno su uoqena tunelskom spektroskopijom xto je dalo opravda�e za uspostav	a�e
simetrije spariva�a u visokotemperaturnim kupratima kao singletno d-wave spariva�e
[167].

U ovom sluqaju potencijal spariva�a mo�e se izraziti pomo�u ugla izme�u kristalne
a-ose kuprata (jer se jedan od pravaca sa maksimalnim spariju�im d-wave potencijalom
poklapa sa tom osom) i normale na granicu superprovodnika koju u navedenom modelu
definixemo x-osom. Ako taj ugao oznaqimo sa β, onda je potencijal spariva�a koji
osje�a kvaziqestica koja propagira u pravcu definisanom uglom θ u odnosu na x-osu dat
sa

∆ = ∆0 cos(2θ − 2β) i ∆̃ = ∆0 cos(2θ + 2β) (2.91)

Koriste�i uslov za pojavu ZESABS sta�a, ∆∆̃ < 0, nalazi se [25, 152, 165{168]:

(1) za |β| ≤ π/4 ZESABS sta�a se pojav	uju za π/4− |β| < |θ| < π/4 + |β|,

(2) za β = 0 nema ZESABS sta�a za bilo koje θ,

(3) za β = ±π/4 ZESABS sta�a postoje za svako θ osim za nodalni pravac θ = 0.
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Pojava ZESABS sta�a na povrxini d-wave superprovodnika ima znaqajan uticaj na
transportne osobine razliqitih heterostruktura u kojima uqestvuju visokotemperaturni
kuprati.

2.4 �ozefsonov spoj

�ozefsonovi spojevi predstav	aju jednu od najva�nijih realizacija makroskopskih
kvantnih efekata u kondenzovanoj materiji. Rijeq je o sistemu dva superprovodnika
odvojena tankom slabom vezom (eng. weak link), koja mo�e da bude izolator, normalni metal
ili geometrijsko su�e�e [169{171]. Kroz takvu strukturu mo�e da teqe superstruja bez
primije�enog napona, xto je pos	edica tunelova�a Kuperovih parova us	ed preklapa�a
makraskopskih talasnih funkcija dva superprovodna kondenzata.

Teorijsku osnovu �ozefsonovog efekta postavio je Brajan �ozefson (Brian D. Joseph-
son) 1962. godine. On je pokazao da struja kroz slabu vezu zavisi od fazne razlike izme�u
talasnih funkcija dva superprovodnika. Ovaj rezultat je bio revolucionaran, jer je prvi
put direktno povezao kvantnu fazu sa makroskopski mjer	ivim elektriqnim efektom
[13]. Eksperimentalna potvrda uslijedila je ubrzo nakon toga kad su Anderson i Rovel
demonstrirali �ozefsonov efekat u SIS (superprovodnik / izolator / superprovodnik)
tunelskim spojevima [172].

Priroda slabe veze odre�uje transportna svojstva spoja, zbog qega se �ozefsonovi spo-
jevi najqex�e klasifikuju prema materijalu koji razdvaja dva superprovodnika [14, 170].
Najjednostavniji i istorijski prvi realizovani su SIS spojevi, kod kojih tanka izola-
torska barijera omogu�ava kvantnomehaniqko tunelova�e Kuperovih parova. Oni pred-
stav	aju najbli�u realizaciju originalnog �ozefsonovog modela i zbog svoje repro-
ducibilnosti dugo su bili dominantni u superprovodniqkoj elektronici. U SNS spo-
jevima izolator je zamije�en normalnim metalom (N), kroz koji se superstruja prenosi
zahva	uju�i efektu blizine. Deb	ina i elektronska svojstva normalnog sloja odre�uju
kritiqnu struju i dinamiku spoja [14, 173].

Kada slabu vezu qini feromagnetni (F) sloj nastaju SFS spojevi. U ovim struk-
turama dolazi do kompeticije izme�u superprovodnog i feromagnetnog ure�e�a, pri
qemu izmjensko po	e uzrokuje oscilatorno ponaxa�e superprovodnog parametra ured-
je�a unutar feromagneta. Kao pos	edica toga mo�e se ostvariti prelaz izme�u 0 i π
�ozefsonovog sta�a, xto SFS spojeve qini posebno znaqajnim za superprovodniqku spin-
troniku i kvantne logiqke elemente [1, 2].

Pored ovih osnovnih tipova, razvijen je veliki broj heterostruktura kao xto su SINIS,
SIFS, SFIFS i druge vixeslojne konfiguracije, koje omogu�avaju podexava�a transpar-
entnosti barijere i polarizacije spina. Pos	ed�ih godina intenzivno se istra�uju i
spojevi u kojima slabu vezu qine poluprovodnici, dvodimenzionalni materijali poput
grafena i topoloxki izolatori, zbog mogu�nosti kontrole superstruje i realizacije
egzotiqnih kvantnih sta�a [5, 174].

Kod visokotemperaturnih superprovodnika (eng. high temperature superconductors,
HTS) situacija je znatno slo�enija nego kod konvencionalnih niskotemperaturnih ma-
terijala. Kratka koherentna du�ina, anizotropija i d-wave simetrija parametra ure-
�e�a ote�avaju izradu reproducibilnih tunelskih barijera [170, 171]. �ozefsonovi
spojevi najqex�e se realizuju odgovaraju�om mikrostrukturom epitaksijalnih filmova.
Zbog toga se kod HTS sistema qesto govori o tehnologijama realizacije spojeva, a ne samo
o tipu slabe veze [169, 171].

Najrasprostra�eniji pristup predstav	aju grain-boundary (zrnasta granica) ili bi-

24



Slika 2.7: Shematski prikaz simetriqnog grain-boundary �ozefsonovog spoja HTS su-
perprovodnika. Ugao misorijentacije izme�u kristalnih zrna, α, i orijentacija d-wave
parametra ure�e�a su prikazani. Preuzeto iz [175].

kristalni spojevi, kod kojih granica izme�u dva kristalna zrna prirodno djeluje kao
slaba veza (slika 2.7). Kritiqna struja ovih spojeva prvenstveno zavisi od ugla mis-
orijentacije izme�u kristalnih rexetki. Alternativni pristupi uk	uquju i tzv. step-
edge spojeve, kod kojih se slaba veza formira na stepenastoj topografiji podloge, i
ramp-edge spojeve, gdje se barijera ostvaruje depozicijom preko prethodno formirane
kose (ramp) povrxine. Razvojem mikro- i nanofabrikacionih tehnologija, poput fo-
tolitografije, elektronske litografije i fokusiranog jonskog snopa, omogu�ena je real-
izacija �ozefsonovih spojeva qije su dimenzije reda nekoliko desetina nanometara, xto
je otvorilo put integraciji superprovodniqkih kvantnih kola i slo�enih �ozefsonovih
mre�a [14, 169, 171].

2.4.1 �ozefsonova struja

�ozefson je predvidio da ukoliko postoji fazna razlika izme�u dva superprovodnika
razdvojena tankom izolatorskom barijerom, φ = φ1 − φ2, Kuperovi parovi mogu da pro�u
kroz barijeru pri nultom naponu, tako da je rezultuju�a struja [13]

I(φ) = Ic sinφ, (2.92)

gdje je Ic maksimalna gustina bezdisipativnog strujnog toka (�ozefsonova kritiqna
struja). Strujno-fazna relacija (eng. current-phase relation, CPR) je fundamentalna os-
obina �ozefsonovih spojeva koja predstav	a makroskopski uvid u mikroskopsku fiziku
transporta Kuperovih parova. Mikroskopsko izvo�e�e kritiqne struje iz BCS teorije
za SIS spojeve dali su Ambegaokar i Baratov [176]

Ic(T ) =
π∆(T )

2eRN

tanh
∆(T )

2kBT
, (2.93)

gdje je RN otpor spoja u normalnom sta�u. Na nultoj temperaturi, T = 0, ovaj izraz
se svodi na Ic(T = 0) = π∆(0)/2eRN xto odgovara struji u normalnom sta�u spoja pri
primije�enom naponu od π∆/2e. Za transparentne SNS spojeve Kulik je izveo dva puta
ve�u kritiqnu struju na nultoj temperaturi [177], Ic(0) = π∆(0)/eRN , gdje je sada RN =
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(e2vFρ(0)S)
−1, a ρ(0) gustina sta�a u normalnom sloju na Fermijevoj povrxi za jedan

spinski stepen slobode, i S je povrxina popreqnog presjeka kontakta. U ovom spoju
zavisnost struje od fazne razlike nije sinusna, ve� postaje "testerasta".

Ukoliko se na spoj dva superprovodnika dovede naponska razlika V , transfer Kuper-
ovog para iz jednog superprovodnika u drugi dovodi do promjene energije za 2eV . Poxto
se radi o bezdisipativnom procesu, ova energija se pojav	uje u obliku izraqenog fotona
frekvencije 2eV/ℏ. �ozefson je predvidio da �e se fazna razlika mije�ati sa vremenom
po zakonu [13]

dφ

dt
=

2eV

ℏ
, (2.94)

pri qemu �e kroz barijeru te�i naizmjeniqna struja amplitude Ic sa istom frekvencijom.

CPR, osim u tunelskim SIS spojevima, nije sinusnog oblika ve� se jav	a doprinos
vixih harmonika. Poxto je periodiqna funkcija fazne razlike sa periodom 2π, mogu�e
je zapisati u obliku Fourijeove dekompozicije [1]:

I(φ) =
∞∑
n=1

In sin(nφ), (2.95)

gdje je najve�i doprinos prvih harmonika. Kad je rijeq o feromagnetnim �ozefsonovim
spojevima prodira�e superprovodnih talasnih funkcija u feromagnet pra�eno je oscila-
tornim ponaxa�em us	ed kojeg struja mo�e promijeniti znak u zavisnosti od deb	ine
F-sloja i temperature. To je tzv. prelaz iz 0-sta�a u π-sta�e spoja, kada fazno zavisna
slobodna energija koja je sa strujom povezana kao [173]

I(φ) =
2e

ℏ
∂F (φ)

∂φ
, (2.96)

promijeni polo�aj minimuma iz φ = 0 u φ = π. Pri 0− π-faznim prelazima pri kojima
se gubi prvi harmonik, za odr�a�e konaqne kritiqne struje najznaqajniji postaje drugi
harmonik.

CPR jako zavisi od simetrije sistema. Kada su oquvane simetrije vremenske inverzije
i prostorne inverzije koje transformixu φ → −φ i I → −I, CPR zadovo	ava relaciju
I(φ) = −I(−φ) i �en Furije razvoj sadr�i samo sinusne qlanove. U suprotnom, kada
su ove simetrije naruxene, xto se mo�e ostvariti npr. spin-orbitnom interakcijom
i prisustvom Zemanovog po	a, CPR zadovo	ava I(φ) ̸= −I(−φ), jer slobodna energija
spoja nije vixe simetriqna na transformaciju φ → −φ, tj. F (φ) ̸= F (−φ). Furijeov
razvoj CPR sada sadr�i i kosinusne qlanove, xto daje konaqnu struju pri nultoj faznoj
razlici, I(φ = 0) ̸= 0. Ova pojava se naziva anomalnim �ozefsonovim efektom. Jedna
od realizacija anomalne struje je u tzv. φ0-spojevima, gdje postoji dodatni fazni pom-
jeraj u odnosu na konvencionalni CPR, tj. I(φ) = Ic sin(φ+ φ0), tako da �ozefsonova
slobodna energija ima minimum za faznu razliku φ0 ̸= 0, π [34, 35, 165]. Osim anomalnog
efekta, kao pos	edica naruxe�a simetrije vremenske inverzije i prostornih inverzija,
�ozefsonovi spojevi pokazuju osobinu da je vrijednost kritiqne struje zavisna od sm-
jera struje. Vrijednost kritiqne struje, I+c , u jednom smjeru, nije ista kao vrijednost
kritiqne struje u suprotnom smjeru, |I−c |. Ovo je tzv. superprovodni diodni efekat, koji
je prvo eksperimentalno otkriven u superprovodnim superrexetkama 2020. godine [63], a
zatim u �ozefsonovim spojevima 2022. godine [64], gdje je ovaj efekat izra�eniji.
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2.4.2 Andrejev	eva vezana sta�a

U �ozefsonovim spojevima koherentni transport kvaziqestica kroz barijeru obezbje-
�uju vixestruke Andrejev	eve refleksije na granicama izme�u barijere i jednog i dru-
gog superprovodnika. Naime, elektron koji ulazi iz normalnog regiona u jedan super-
provodnik biva Andrejev	evski reflektovan u xup	inu ka drugoj granici gdje se ponovo
reflektuje u elektron (slika 2.8). Ovaj cikliqni proces vixestrukih Andrejev	evih
refleksija vodi ka kvantizaciji faze akumulirane tokom jedne kompletne pet	e, xto
rezultira diskretnim vezanim sta�ima unutar procjepa, koji zavise od fazne razlike
superprovodnih kondenzata [178].

Slika 2.8: Shematski prikaz vixestruke Andrejev	eve refleksije i transporta Kuper-
ovih parova preko Andrejev	evih vezanih sta�a. Elektron (crni krug) se reflektuje
kao xup	ina (bijeli krug) na granici sa desnim superprovodnikom, a xup	ina se zatim
reflektuje nazad kao elektron na lijevoj granici. Rezultat je prenos Kuperovog para
kroz �ozefsonov spoj. Preuzeto iz [179].

U tunelskim, SIS spojevima, Andrejev	eva vezana sta�a se formiraju na granici sa
barijerom, dok se u SNS spojevima vezana sta�a prote�u kroz cio normalan metal unutar
superprovod	ivog procjepa. U sluqaju tankih barijera (eng. short junctions) postoje samo
dva sta�a, dok se sa pove�a�em deb	ine pove�ava broj sta�a. U najjednostavnijem sluqaju
kratkog jednokanalnog spoja, fazno zavisni spektar je dat relacijom [173, 180]

E±(φ) = ±∆

√
1− τ sin2

(φ
2

)
, (2.97)

gdje je τ koeficijent transmisije transportnog kanala, a ∆ superprovodni energijski
procjep. Zbog svoje osjet	ivosti na faznu razliku superprovodnih elektroda, trans-
misiju kanala i geometriju spoja, Andrejev	eva vezana sta�a predstav	aju k	uqni kon-
cept u opisiva�u kvantnog transporta u �ozefsonovim kontaktima i prirodno se jav	aju
u xirokom spektru superprovod	ivih heterostrukturnih sistema.

Ukupna �ozefsonova struja mo�e se izraziti kao

I(φ) =
2e

ℏ
∑
n

f(En)
∂En(φ)

∂φ
, (2.98)

gdje f(En) predstav	a Fermi-Dirakovu raspodjelu. Ovaj izraz je opxti rezultat koji
povezuje spektar Andrejev	evih vezanih sta�a sa makroskopskom �ozefsonovom strujom
[173].
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Glava 3

Makmilanova Grinova funkcija

1968. godine Makmilan (W. L. McMillan) je razvio teoriju Grinovih funkcija koja je
pogodna za izraqunava�a prilikom izuqava�a pojava koje su pos	edica efekta blizine
kod normalni metal/superprovodnik spojeva [181]. Ova teorija postla je standard u
prouqava�u superprovod	ivih heterostruktura. Ona se primje�uje na balistiqke spo-
jeve kod kojih se nosioci naelektrisa�a, elektroni i xup	ine, mogu predstaviti tzv.
koherentnim talasnim funkcijama [164]. Grinova funkcija konstruixe se pomo�u ovih
talasnih funkcija. Prilikom �ene primjene za izraqunava�e �ozefsonove struje, pred-
nost ove tehnike je xto izvedena formula pokazuje jasnu korespondenciju izme�u nedisi-
pativnog strujnog toka i transporta kvaziqestica, budu�i da zavisi od koeficijenata
rasija�a kvaziqestica [88].

U ovoj glavi dajemo prikaz konstrukcije retardovane i advansirane Makmilanove
Grinove funkcije, kao i izvo�e�e izraza za �ozefsonovu struju u spojevima koji su
prouqavani u ovoj disertaciji.

3.1 Konstrukcija Makmilanove Grinove funkcije

Grinova funkcija se mo�e predstaviti u obliku

G(x, x′, E) =
∑
µ

⟨x|µ⟩⟨µ|x′⟩
E − ϵµ ± iδ

(3.1)

gdje su x = (r, t), x′ = (r′, t′), δ je infinitezimalno mali pozitivan broj pri qemu gor�i
znak odgovara retardovanoj, a do�i advansiranoj Grinovoj funkciji [164, 182]. Vektori
|µ⟩ qine komletan skup sta�a koji zadovo	avaju jednaqine

H|µ⟩ = ϵµ|µ⟩, (3.2)∑
µ

|µ⟩⟨µ| = I, (3.3)

gdje je H hamiltonijan sistema, a I je jediniqni operator. Najqex�e nije mogu�e izvr-
xiti sumira�e u izrazu (3.1) analitiqki i da bi se to izbjeglo koristimo Makmilanovu
metodu za konstrukciju Grinove funkcije [181]. Retardovana i advansirana Grinova
funkcija definisane su sa

GR(r, r′, t, t′) = −iΘ(t− t′)⟨
{
Ψ̂(r), Ψ̂†(r′)

}
⟩, (3.4)
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i
GA(r, r′, t, t′) = iΘ(t′ − t)⟨

{
Ψ̂(r), Ψ̂†(r′)

}
⟩, (3.5)

gdje je Θ(t) Hevisajdova step funkcija, Ψ̂(r) su operatori po	a, a uglaste zagrade oz-
naqavaju statistiqko usred�ava�e po velikom kanonskom ansamblu [145]. Ove funkcije
zadovo	avaju jednaqine [25, 164]

(E −H(r))GR(A)(r, r′, E) = δ(r− r′), (3.6)

i
GR(A)(r, r′, E)(E −H(r′)) = δ(r− r′), (3.7)

gdje je δ(r) Dirakova delta funkcija. U jednaqini (3.6) operator E−H djeluje na Grinovu
funkciju sa lijeva na desno, dok u jednaqini (3.7) djeluje sa desna na lijevo. Generalno,
ova Grinova funkcija mo�e se napisati u obliku [164]

G = Ψ(r)ΦT (r′) (3.8)

gdje su Ψ(r) =
∑

m pmΨm(r) i Φ(r′) =
∑

n qnΦn(r
′) pri qemu su m i n kvantni brojevi, a

pm i qn su koeficijenti koji se odre�uju u okviru Makmilanove teorije. Funkcije Ψm(r)
i Φn(r

′) zadovo	avaju jednaqine

(E −H(r))Ψm(r) = 0, (3.9)

i
ΦT

n (r
′)(E −H(r′)) = 0. (3.10)

Transponova�em prethodnog izraza nalazimo

(E −HT (r′))Φn(r
′) = 0. (3.11)

Da bismo naxli HT (r′) potrebno je da imamo u vidu da je kTj = −kj, gdje je j = {x′, y′, z′}
pri qemu je kj diferencijalni operator u koordinatnom prostoru kj = −i∂j. Na primjer,
za 2× 2 hamiltonijan

H(r′) =
∑
j

hj(kx′ , ky′ , kz′)σj, (3.12)

gdje su σj ∈ {σ0, σx, σy, σz} jediniqna i Paulijeve matrice, transponovani hamiltonijan
je

HT (r′) =
∑
j

hj(−kx′ ,−ky′ ,−kz′)σ∗
j , (3.13)

gdje ∗ predstav	a kompleksnu konjugaciju [164]. Radi pogodnosti, uvodi se operator H̃ =
HT koji se u literaturi naziva konjugovanim hamiltonijanom. Talasne funkcije koje su
svojstvene za H̃ i za H su jednoznaqno povezane na naqin da je

ΦT
kx,ky ,kz(E) = Ψ†

−kx,−ky ,−kz
(E), (3.14)

ili
Φkx,ky ,kz(E) = Ψ∗

−kx,−ky ,−kz(E). (3.15)

Dakle Hilbertovi prostori razapeti svojstvenim sta�ima hamiltonijana H̃ i H su jed-
noznaqno povezani, a Grinove funkcije zadovo	avaju jednaqine

(E −H(r))GR/A(r, r′, E) = δ(r− r′), (3.16)
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i
(E − H̃(r′))

[
GR/A

]T
(r, r′, E) = δ(r− r′). (3.17)

Ukoliko razmatramo dvodimenzionalni nehomogeni superprovod	ivi sistem smjexten u
(x, y)-ravan takav da posjeduje translatornu simetriju du� y-ose onda je impuls ky dobar
kvantni broj. Tada Grinova funkcija ima oblik

GR/A(r, r′, E) = G
R/A
ky

(x, x′, E)eiky(y−y′). (3.18)

Dakle, tra�imo rjexe�a jednaqine (3.9) sa kvantnim brojem ky (tzv. direktni procesi),
a rjexe�a jednaqine (3.11) sa kvantnim brojem −ky (tzv. konjugovani procesi).

Deta	nu proceduru nala�e�a retardovane i advansirane Makmilanove Grinove funk-
cije za dvodimenzionalne superprovod	ive heterostrukture koje sadr�e spinski aktivna
po	a da�emo u narednom odje	ku.

3.2 Makmilanova Grinova funkcija u superprovod-

nim heterostrukturama sa spinski aktivnim ma-

terijalima

U ovom odje	ku predstavi�emo deta	no proceduru nala�e�a Makmilanove Grinove
funkcije. Posmatrajmo planarni �ozefsonov spoj S/M/S gdje je S superprovodnik koji
mo�e da ima s-wave ili d-wave simetriju parametra ure�e�a, a M je spinski aktivni ma-
terijal od koga je naqi�ena barijera kao xto je feromagnet ili altermagnet sa proizvo-
	nom orijentacijom po	a spinskog cijepa�a. Bogo	ubov-de �enov hamiltonijan dat je
sa [20, 148]

H =


H0 − hz −hx + ihy 0 ∆̂

−hx − ihy H0 + hz ∆̂ 0

0 ∆̂∗ −H0 + hz −hx − ihy
∆̂∗ 0 −hx + ihy −H0 − hz

 (3.19)

gdje je kinetiqki dio jednoqestiqnog hamiltonijana H0 =
ℏ2k2
2m

−µ, pri qemu je µ hemijski
potencijal. h = (hx, hy, hz)

T su komponente po	a koje polarizuje spin kvaziqestica u
oblasti barijere, a superprovodni parametar ure�e�a modelujemo pomo�u Hevisajdovih
(step) funkcija

∆̂ = ∆eiφΘ(−x)Θ(x− d), (3.20)

gdje je d deb	ina barijere du� x-ose, a koordinatni poqetak, x = 0, je postav	en na lijevoj
S/M granici. Hamiltonijan posjeduje translacionu simetriju du� y-ose, pa elementarna
propagiraju�a sta�a u lijevom superprovodniku, koja se dobijaju kao rjexe�a svojstvenog
problema BdG hamiltonijana, Hψ = Eψ, mogu se napisati u obliku

ψ↑
α = Aeikexx+ikyy, ψ↓

α = Ceikexx+ikyy,

ψ↑
ᾱ = Beikhxx+ikyy, ψ↓

ᾱ = Deikhxx+ikyy,

ψ↑
β = Ãe−ik̃exx+ikyy, ψ↓

β = C̃e−ik̃exx+ikyy,

ψ↑
β̄
= B̃e−ik̃hxx+ikyy, ψ↓

β̄
= D̃e−ik̃hxx+ikyy.

(3.21)

Ovdje su A, B, C, D, Ã, B̃, C̃ i D̃ kolone dimenzije 4 date sa
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A =


ueiφ/2

0
0

∆∗

|∆|
|E|
E
ve−iφ/2

 , C =


0

ueiφ/2

∆∗

|∆|
|E|
E
ve−iφ/2

0

 ,

B =


veiφ/2

0
0

∆∗

|∆|
|E|
E
ue−iφ/2

 , D =


0

veiφ/2

∆∗

|∆|
|E|
E
ue−iφ/2

0

 ,

Ã =


ũeiφ/2

0
0

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ṽe−iφ/2

 , C̃ =


0

ũeiφ/2

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ṽe−iφ/2

0

 ,

B̃ =


ṽeiφ/2

0
0

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ũe−iφ/2

 , D̃ =


0

ṽeiφ/2

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ũe−iφ/2

0

 ,

(3.22)

gdje su BCS faktori, za koje va�i u2 + v2 = 1, dati sa

u =

√
1

2

(
1 +

Ω

E

)
, v =

√
1

2

(
1− Ω

E

)
,

ũ =

√√√√1

2

(
1 +

Ω̃

E

)
, ṽ =

√√√√1

2

(
1− Ω̃

E

)
,

(3.23)

a Ω =
√
E2 − |∆|2 i Ω̃ =

√
E2 − |∆̃|2. Indeksi α(ᾱ) i β(β̄) oznaqavaju pravce u kojima

propagiraju kvaziqestice definisane uglovima γ(γ − π) i (π − γ)(−γ) u odnosu na pozi-
tivan smjer x-ose koja le�i du� spoja ortogonalno na ravne granice izme�u razliqitih
materijala, respektivno. U sluqaju d-wave superprovodnika, us	ed �egove anizotropije,
parametri ure�e�a se razlikuju u ovim pravcima i dati su sa

∆(γ) = ∆(T ) cos(2(γ − β))eiφ,

∆̃(γ) = ∆(T ) cos (2(γ + β))eiφ.
(3.24)

gdje je ∆(T ) maksimalna vrijednost parametra ure�e�a u zavisnosti od temperature.
Parametar β je ugao koji mjeri orijentaciju superprovodne elektrode i predstav	a ugao
pod kojim se vidi maksimum parametra ure�e�a u odnosu na x-osu.

Longitudinalne komponente talasnih vektora kvaziqestica (x-komponente) su

kex =

√
2m

ℏ2
(
µ+

√
E2 − |∆|2

)
− k2y, (3.25)

khx =

√
2m

ℏ2
(
µ−

√
E2 − |∆|2

)
− k2y, (3.26)

k̃ex =

√
2m

ℏ2

(
µ+

√
E2 − |∆̃|2

)
− k2y, (3.27)
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k̃hx =

√
2m

ℏ2

(
µ−

√
E2 − |∆̃|2

)
− k2y, (3.28)

gdje je ky = kF sin γ transverzalna komponenta talasnog vektora kvaziqestica i odr�ana
je za svaki pojedinaqni proces rasija�a i u tom smislu predstav	a dobar kvantni broj.
Oznake e i h odnose se na kvazielektrone i kvazixup	ine, respektivno.

Rjexe�a za elementarna propagiraju�a sta�a kvaziqestica u lijevom superprovod-
niku koja uqestvuju u tzv. konjugovanim procesima rasija�a, za koja je −ky dobar kvantni
broj su

ψ̂↑
β̄
= A1e

ik̃exx′−ikyy′ , ψ̂↓
β̄
= C1e

ik̃exx′−ikyy′ ,

ψ̂↑
β = B1e

ik̃hxx
′−ikyy′ , ψ̂↓

β = D1e
ik̃hxx

′−ikyy′ ,

ψ̂↑
ᾱ = Ã1e

−ikexx′−ikyy′ , ψ̂↓
ᾱ = C̃1e

−ikexx′−ikyy′ ,

ψ̂↑
α = B̃1e

−ikhxx
′−ikyy′ , ψ̂↓

α = D̃1e
−ikhxx

′−ikyy′ ,

(3.29)

gdje su A1, B1, C1, D1, Ã1, B̃1, C̃1 i D̃1 kolone koje su rjexe�a transponovanog hamiltoni-
jana (3.19) date sa

A1 =


ũe−iφ/2

0
0

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ṽeiφ/2

 , C1 =


0

ũe−iφ/2

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ṽeiφ/2

0

 ,

B1 =


ṽe−iφ/2

0
0

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ũeiφ/2

 , D1 =


0

ṽe−iφ/2

∆̃∗

|∆̃|
|E|
E
ũeiφ/2

0

 ,

Ã1 =


ue−iφ/2

0
0

∆∗

|∆|
|E|
E
veiφ/2

 , C̃1 =


0

ue−iφ/2

∆∗

|∆|
|E|
E
veiφ/2

0

 ,

B̃1 =


ve−iφ/2

0
0

∆∗

|∆|
|E|
E
ueiφ/2

 , D̃1 =


0

ve−iφ/2

∆∗

|∆|
|E|
E
ueiφ/2

0

 .

(3.30)

3.2.1 Retardovana Grinova funkcija

Retardovana Grinova funkcija GR(x, x′, E + iδ) je analitiqka u gor�oj kompleksnoj
poluravni. Za �enu konstrukciju koristimo tzv. izlazne talase. Zbog transverzalne
invarijantnosti razmatranog sistema du� y-ose ona ima oblik

GR
x>x′(x, x′, y, y′) = GR

x>x′(x, x′, E, ky)e
ikyy−ikyy′ za x > x′. (3.31)

Oznake E i ky u Grinovoj funkciji sa desne strane znaka jednakosti u prethodnoj jed-
naqini slu�e da uka�u da se radi o funkciji konstruisanoj pomo�u procesa rasija�a
za energiju kvaziqestica, E, koje se kre�u sa transverzalnim impulsom ky. U da	em
tekstu ovu funkciju �emo oznaqavati sa GR

x>x′(x, x′). Makmilanovom metodom za �enu
konstrukciju imamo [181, 183]
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GR
x>x′(x, x′) = α11Ψ

↑
1(x)Ψ̂

↑T
3 (x′) + α12Ψ

↑
1(x)Ψ̂

↓T
3 (x′) + α13Ψ

↓
1(x)Ψ̂

↑T
3 (x′) + α14Ψ

↓
1(x)Ψ̂

↓T
3 (x′)+

+ α21Ψ
↑
2(x)Ψ̂

↑T
3 (x′) + α22Ψ

↑
2(x)Ψ̂

↓T
3 (x′) + α23Ψ

↓
2(x)Ψ̂

↑T
3 (x′) + α24Ψ

↓
2(x)Ψ̂

↓T
3 (x′)+

+ α31Ψ
↑
1(x)Ψ̂

↑T
4 (x′) + α32Ψ

↑
1(x)Ψ̂

↓T
4 (x′) + α33Ψ

↓
1(x)Ψ̂

↑T
4 (x′) + α34Ψ

↓
1(x)Ψ̂

↓T
4 (x′)+

+ α41Ψ
↑
2(x)Ψ̂

↑T
4 (x′) + α42Ψ

↑
2(x)Ψ̂

↓T
4 (x′) + α43Ψ

↓
2(x)Ψ̂

↑T
4 (x′) + α44Ψ

↓
2(x)Ψ̂

↓T
4 (x′).

(3.32)
Druga grana retardovane Grinove funkcije ima oblik

GR
x<x′(x, x′, y, z′) = GR

x<x′(x, x′)eikyy−ikyy′ za x < x′, (3.33)

pri qemu je

GR
x<x′(x, x′) = β11Ψ

↑
3(x)Ψ̂

↑T
1 (x′) + β12Ψ

↑
3(x)Ψ̂

↓T
1 (x′) + β13Ψ

↓
3(x)Ψ̂

↑T
1 (x′) + β14Ψ

↓
3(x)Ψ̂

↓T
1 (x′)+

+ β21Ψ
↑
3(x)Ψ̂

↑T
2 (x′) + β22Ψ

↑
3(x)Ψ̂

↓T
2 (x′) + β23Ψ

↓
3(x)Ψ̂

↑T
2 (x′) + β24Ψ

↓
3(x)Ψ̂

↓T
2 (x′)+

+ β31Ψ
↑
4(x)Ψ̂

↑T
1 (x′) + β32Ψ

↑
4(x)Ψ̂

↓T
1 (x′) + β33Ψ

↓
4(x)Ψ̂

↑T
1 (x′) + β34Ψ

↓
4(x)Ψ̂

↓T
1 (x′)+

+ β41Ψ
↑
4(x)Ψ̂

↑T
2 (x′) + β42Ψ

↑
4(x)Ψ̂

↓T
2 (x′) + β43Ψ

↓
4(x)Ψ̂

↑T
2 (x′) + β44Ψ

↓
4(x)Ψ̂

↓T
2 (x′).

(3.34)
BdG talasne funkcije Ψ↑

i i Ψ↓
i (i = 1, 2, 3, 4) odgovaraju mogu�im direktnim procesima

rasija�a koji se razlikuju na osnovu osobina upadne kvaziqestice. Postoji osam takvih
procesa. Naime, upadna kvaziqestica mo�e da bude kvazielektron ili kvazixup	ina
spina ↑ ili ↓ koja nailazi na barijeru iz lijevog ili iz desnog superprovodnika. Ove
funkcije su linearne kombinacije elementarnih propagiraju�ih sta�a sa koeficijen-
tima koji se odnose na Andrejev	evu refleksiju i normalnu refleksiju. Zbog spinski
aktivne barijere rasijane kvaziqestice mogu da imaju oquvanu projekciju spina koju je
imala upadna kvaziqestica ili da imaju suprotnu projekciju spina. Talasne funkcije
koje odgovaraju direktnim procesima rasija�a koji su shematski prikazani na slikama
3.1 (a)-(h) su, redom:

Ψ↑
1 = ψ↑

α + a↑↑1 ψ
↑
ᾱ + a↑↓1 ψ

↓
ᾱ + b↑↑1 ψ

↑
β + b↑↓1 ψ

↓
β, (3.35)

Ψ↑
2 = ψ↑

β̄
+ a↑↑2 ψ

↑
β + a↑↓2 ψ

↓
β + b↑↑2 ψ

↑
ᾱ + b↑↓2 ψ

↓
ᾱ, (3.36)

Ψ↑
3 = c↑↑3 ψ

↑
β + c↑↓3 ψ

↓
β + d↑↑3 ψ

↑
ᾱ + d↑↓3 ψ

↓
ᾱ, (3.37)

Ψ↑
4 = c↑↑4 ψ

↑
ᾱ + c↑↓4 ψ

↓
ᾱ + d↑↑4 ψ

↑
β + d↑↓4 ψ

↓
β, (3.38)

Ψ↓
1 = ψ↓

α + a↓↑1 ψ
↑
ᾱ + a↓↓1 ψ

↓
ᾱ + b↓↑1 ψ

↑
β + b↓↓1 ψ

↓
β, (3.39)

Ψ↓
2 = ψ↓

β̄
+ a↓↑2 ψ

↑
β + a↓↓2 ψ

↓
β + b↓↑2 ψ

↑
ᾱ + b↓↓2 ψ

↓
ᾱ, (3.40)

Ψ↓
3 = c↓↑3 ψ

↑
β + c↓↓3 ψ

↓
β + d↓↑3 ψ

↑
ᾱ + d↓↓3 ψ

↓
ᾱ, (3.41)

Ψ↓
4 = c↓↑4 ψ

↑
ᾱ + c↓↓4 ψ

↓
ᾱ + d↓↑4 ψ

↑
β + d↓↓4 ψ

↓
β. (3.42)
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Slika 3.1: Shematska ilustracija direktnih procesa rasija�a za retardovanu Grinovu
funkciju. Kvazielektroni predstav	eni su punim, a kvazixup	ine isprekidanim stre-
licama. Crvenom bojom oznaqene su kvaziqestice spina ↑, a plavom spina ↓.
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Na primjer, za proces prikazan na slici 3.1 (a) upadna qestica koja iz lijevog su-
perprovodnika nailazi na barijeru je kvazielektron spina ↑ oznaqen crvenom punom
strelicom i opisan talasnom funkcijom ψ↑

α. On se na barijeri andrejev	evski rasijava
u kvazixup	inu spina ↑ ili ↓ koje su na slici oznaqene isprekidanim crvenim i plavim
strelicama koje odgovaraju funkcijama ψ↑

ᾱ i ψ↓
ᾱ, respektivno. Koeficijenti koji odgo-

varaju ovim rasija�ima su oznaqeni sa a↑↑1 i a↑↓1 . Oznake koeficijenata su takve da prva
oznaka projekcije spina odgovara spinu upadne qestice, a druga spinu rasijane qestice.
Upadni kvazielektron mo�e pri normalnoj refleksiji da se rasije i u kvazielektrone sa
obje mogu�e projekcije spina (crvana i plava puna strelica) koji su opisani funkcijama
ψ↑
β i ψ↓

β, a koeficijenti koji odgovaraju normalno rasijanim qesticama u ovom procesu

oznaqeni su sa b↑↑1 i b↑↓1 . Na analogan naqin uvedene su oznake koeficijenata za Andreje-
v	evu i normalnu refleksiju prilikom konstrukcije talasnih funkcija u oblasti li-
jevog superprovodnika kod ostalih procesa rasija�a kod kojih upadna qestica nailazi sa
lijeve strane (slike 3.1 (b), (e) i (f)). Kada je upadna qestica iz desnog superprovodnika
onda se talasna funkcija u lijevom superprovodniku dobija kao linearna kombinacija
transmitovanih sta�a. Na slici 3.1 (c) prikazan je proces rasija�a kada kvazielektron
spina ↑ nailazi na barijeru sa desne strane. Tada transmitovani kvazielektroni mogu
biti sa obje projekcije spina (ψ↑

β i ψ↓
β), a koeficijenti za ovu transmisiju oznaqeni

su sa c↑↑3 i c↑↓3 . Pored kvazielektrona mogu�a je i transmisija kvazixup	ina koje su
opisane funkcijama ψ↑

ᾱ i ψ↓
ᾱ, kojima odgovaraju koeficijenti d

↑↑
3 i d↑↓3 , respektivno. I

kod koeficijenata transmisije prva spinska oznaka odgovara spinu upadne kvaziqestice,
a druga spinu transmitovane kvaziqestice. Na analogan naqin uvedene su oznake koefi-
cijenata i u ostalim procesima kod kojih se talasna funkcija u lijevom superprovodniku
konstruixe na osnovu transmitovanih sta�a (slike 3.1 (d), (g) i (h)).

Talasne funkcije Ψ̂↑
i i Ψ̂↓

i (i = 1, 2, 3, 4) koje odgovaraju konjugovanim procesima rasi-
ja�a shematski prikazanim na slikama 3.2 (a)-(h), date su, redom

Ψ̂↑
1 = ψ̂↑

β̄
+ â↑↑1 ψ̂

↑
β + â↑↓1 ψ̂

↓
β + b̂↑↑1 ψ̂

↑
ᾱ + b̂↑↓1 ψ̂

↓
ᾱ (3.43)

Ψ̂↑
2 = ψ̂↑

α + â↑↑2 ψ̂
↑
ᾱ + â↑↓2 ψ̂

↓
ᾱ + b̂↑↑2 ψ̂

↑
β + b̂↑↓2 ψ̂

↓
β (3.44)

Ψ̂↑
3 = ĉ↑↑3 ψ̂

↑
ᾱ + ĉ↑↓3 ψ̂

↓
ᾱ + d̂↑↑3 ψ̂

↑
β + d̂↑↓3 ψ̂

↓
β (3.45)

Ψ̂↑
4 = ĉ↑↑4 ψ̂

↑
β + ĉ↑↓4 ψ̂

↓
β + d̂↑↑4 ψ̂

↑
ᾱ + d̂↑↓4 ψ̂

↓
ᾱ (3.46)

Ψ̂↓
1 = ψ̂↓

β̄
+ â↓↑1 ψ̂

↑
β + â↓↓1 ψ̂

↓
β + b̂↓↑1 ψ̂

↑
ᾱ + b̂↓↓1 ψ̂

↓
ᾱ (3.47)

Ψ̂↓
2 = ψ̂↓

α + â↓↑2 ψ̂
↑
ᾱ + â↓↓2 ψ̂

↓
ᾱ + b̂↓↑2 ψ̂

↑
β + b̂↓↓2 ψ̂

↓
β (3.48)

Ψ̂↓
3 = ĉ↓↑3 ψ̂

↑
ᾱ + ĉ↓↓3 ψ̂

↓
ᾱ + d̂↓↑3 ψ̂

↑
β + d̂↓↓3 ψ̂

↓
β (3.49)

Ψ̂↓
4 = ĉ↓↑4 ψ̂

↑
β + ĉ↓↓4 ψ̂

↓
β + d̂↓↑4 ψ̂

↑
ᾱ + d̂↓↓4 ψ̂

↓
ᾱ (3.50)
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Slika 3.2: Shematska ilustracija konjugovanih procesa rasija�a za retardovanu Gri-
novu funkciju. Kvazielektroni predstav	eni su punim, a kvazixup	ine isprekidanim
strelicama. Crvenom bojom oznaqene su kvaziqestice spina ↑, a plavom spina ↓.
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Zamje�uju�i ove talasne funkcije u izraze (3.32) i (3.34) uz (3.21) i (3.29) nalazi se

GR
x>x′(x, x′) = I + II + III, (3.51)

gdje su

I = g1AC̃
T
1 e

ikexx−ikexx′
+ g2AÃ

T
1 e

ikexx−ikexx′
+

+ g3B̃B
T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+ g4D̃B

T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+

+ g5CC̃
T
1 e

ikexx−ikexx′
+ g6CÃ

T
1 e

ikex−ikexx′
+

+ g7B̃D
T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+ g8D̃D

T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
,

(3.52)

II = g9AB
T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+ g10AD

T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+

+ g11CB
T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+ g12CD

T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+

+ g13B̃C̃
T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+ g14D̃C̃

T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+

+ g15B̃Ã
T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+ g16D̃Ã

T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
,

(3.53)

i

III = g1

(
eikhxx−ikexx′

(
a↑↑1 BC̃

T
1 + a↑↓1 DC̃

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↑↑1 ÃC̃

T
1 + b↑↓1 C̃C̃

T
1

))
+

+ g2

(
eikhxx−ikexx′

(
a↑↑1 BÃ

T
1 + a↑↓1 DÃ

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↑↑1 ÃÃ

T
1 + b↑↓1 C̃Ã

T
1

))
+

+ g3

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↑↑2 BB

T
1 + b↑↓2 DB

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
a↑↑2 ÃB

T
1 + a↑↓2 C̃B

T
1

))
+

+ g4

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↓↑2 BB

T
1 + b↓↓2 DB

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
a↓↑2 ÃB

T
1 + a↓↓2 C̃B

T
1

))
+

+ g5

(
eikhxx−ikexx′

(
a↓↑1 BC̃

T
1 + a↓↓1 DC̃

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↓↑1 ÃC̃

T
1 + b↓↓1 C̃C̃

T
1

))
+

+ g6

(
eikhxx−ikexx′

(
a↓↑1 BÃ

T
1 + a↓↓1 DÃ

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↓↑1 ÃÃ

T
1 + b↓↓1 C̃Ã

T
1

))
+

+ g7

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↑↑2 BD

T
1 + b↑↓2 DD

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
a↑↑2 ÃD

T
1 + a↑↓2 C̃D

T
1

))
+

+ g8

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↓↑2 BD

T
1 + b↓↓2 DD

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
a↓↑2 ÃD

T
1 + a↓↓2 C̃D

T
1

))
+

+ g9

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
a↑↑1 BB

T
1 + a↑↓1 DB

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b↑↑1 ÃB

T
1 + b↑↓1 C̃B

T
1

))
+

+ g10

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
a↑↑1 BD

T
1 + a↑↓1 DD

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b↑↑1 ÃD

T
1 + b↑↓1 C̃D

T
1

))
+

+ g11

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
a↓↑1 BB

T
1 + a↓↓1 DB

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b↓↑1 ÃB

T
1 + b↓↓1 C̃B

T
1

))
+

+ g12

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
a↓↑1 BD

T
1 + a↓↓1 DD

T
1

)
+ e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b↓↑1 ÃD

T
1 + b↓↓1 C̃D

T
1

))
+

+ g13

(
eikhxx−ikexx′

(
b↑↑2 BC̃

T
1 + b↑↓2 DC̃

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
a↑↑2 ÃC̃

T
1 + a↑↓2 C̃C̃

T
1

))
+

+ g14

(
eikhxx−ikexx′

(
b↓↑2 BC̃

T
1 + b↓↓2 DC̃

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
a↓↑2 ÃC̃

T
1 + a↓↓2 C̃C̃

T
1

))
+

+ g15

(
eikhxx−ikexx′

(
b↑↑2 BÃ

T
1 + b↑↓2 DÃ

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
a↑↑2 ÃÃ

T
1 + a↑↓2 C̃Ã

T
1

))
+

+ g16

(
eikhxx−ikexx′

(
b↓↑2 BÃ

T
1 + b↓↓2 DÃ

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
a↓↑2 ÃÃ

T
1 + a↓↓2 C̃Ã

T
1

))
,

(3.54)

pri qemu su novi neodre�eni koeficijenti (g1, ..., g16) dati pomi�u prethodno uvedenih
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sa

g1 = α12ĉ
↓↓
3 + α11ĉ

↑↓
3 + α32d̂

↓↓
4 + α31d̂

↑↓
4 , (3.55)

g2 = α12ĉ
↓↑
3 + α11ĉ

↑↑
3 + α32d̂

↓↑
4 + α31d̂

↑↑
4 , (3.56)

g3 = α42ĉ
↓↑
4 + α41ĉ

↑↑
4 + α22d̂

↓↑
3 + α21d̂

↑↑
3 , (3.57)

g4 = α44ĉ
↓↑
4 + α43ĉ

↑↑
4 + α24d̂

↓↑
3 + α23d̂

↑↑
3 , (3.58)

g5 = α14ĉ
↓↓
3 + α13ĉ

↑↓
3 + α34d̂

↓↓
4 + α33d̂

↑↓
4 , (3.59)

g6 = α14ĉ
↓↑
3 + α13ĉ

↑↑
3 + α34d̂

↓↑
4 + α33d̂

↑↑
4 , (3.60)

g7 = α42ĉ
↓↓
4 + α41ĉ

↑↓
4 + α22d̂

↓↓
3 + α21d̂

↑↓
3 , (3.61)

g8 = α44ĉ
↓↓
4 + α43ĉ

↑↓
4 + α24d̂

↓↓
3 + α23d̂

↑↓
3 , (3.62)

g9 = α32ĉ
↓↑
4 + α31ĉ

↑↑
4 + α12d̂

↓↑
3 + α11d̂

↑↑
3 , (3.63)

g10 = α32ĉ
↓↓
4 + α31ĉ

↑↓
4 + α12d̂

↓↓
3 + α11d̂

↑↓
3 , (3.64)

g11 = α34ĉ
↓↑
4 + α33ĉ

↑↑
4 + α14d̂

↓↑
3 + α13d̂

↑↑
3 , (3.65)

g12 = α34ĉ
↓↓
4 + α33ĉ

↑↓
4 + α14d̂

↓↓
3 + α13d̂

↑↓
3 , (3.66)

g13 = α22ĉ
↓↓
3 + α21ĉ

↑↓
3 + α42d̂

↓↓
4 + α41d̂

↑↓
4 , (3.67)

g14 = α24ĉ
↓↓
3 + α23ĉ

↑↓
3 + α44d̂

↓↓
4 + α43d̂

↑↓
4 , (3.68)

g15 = α22ĉ
↓↑
3 + α21ĉ

↑↑
3 + α42d̂

↓↑
4 + α41d̂

↑↑
4 , (3.69)

g16 = α24ĉ
↓↑
3 + α23ĉ

↑↑
3 + α44d̂

↓↑
4 + α43d̂

↑↑
4 . (3.70)

Tako�e, na isti naqin mo�emo raspisati i retardovanu Grinovu funkciju za x < x′:

GR
x<x′ = I + II + III, (3.71)

gdje su

I = h1ÃA
T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+ h2C̃A

T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+

+ h3BB̃
T
1 e

ikhxx−ikhxx
′
+ h4BD̃

T
1 e

ikhxx−ikhxx
′
+

+ h5ÃC
T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+ h6C̃C

T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+

+ h7DB̃
T
1 e

ikhxx−ikhxx
′
+ h8DD̃

T
1 e

ikhxx−ikhxx
′
,

(3.72)
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II = h9BA
T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+ h10DA

T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+

+ h11BC
T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+ h12DC

T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+

+ h13ÃB̃
T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+ h14ÃD̃

T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+

+ h15C̃B̃
T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+ h16C̃D̃

T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
,

(3.73)

III = h1

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
â↑↑1 ÃB

T
1 + â↑↓1 ÃD

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↑↓1 ÃC̃

T
1 + b̂↑↑1 ÃÃ

T
1

))
+

+ h2

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
â↑↑1 C̃B

T
1 + â↑↓1 C̃D

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↑↓1 C̃C̃

T
1 + b̂↑↑1 C̃Ã

T
1

))
+

+ h3

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↑↑2 BB

T
1 + b̂↑↓2 BD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
â↑↓2 BC̃

T
1 + â↑↑2 BÃ

T
1

))
+

+ h4

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↓↑2 BB

T
1 + b̂↓↓2 BD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
â↓↓2 BC̃

T
1 + â↓↑2 BÃ

T
1

))
+

+ h5

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
â↓↑1 ÃB

T
1 + â↓↓1 ÃD

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↓↓1 ÃC̃

T
1 + b̂↓↑1 ÃÃ

T
1

))
+

+ h6

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
â↓↑1 C̃B

T
1 + â↓↓1 C̃D

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↓↓1 C̃C̃

T
1 + b̂↓↑1 C̃Ã

T
1

))
+

+ h7

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↑↑2 DB

T
1 + b̂↑↓2 DD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
â↑↓2 DC̃

T
1 + â↑↑2 DÃ

T
1

))
+

+ h8

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↓↑2 DB

T
1 + b̂↓↓2 DD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
â↓↓2 DC̃

T
1 + â↓↑2 DÃ

T
1

))
+

+ h9

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
â↑↑1 BB

T
1 + â↑↓1 BD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
b̂↑↓1 BC̃

T
1 + b̂↑↑1 BÃ

T
1

))
+

+ h10

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
â↑↑1 DB

T
1 + â↑↓1 DD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
b̂↑↓1 DC̃

T
1 + b̂↑↑1 DÃ

T
1

))
+

+ h11

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
â↓↑1 BB

T
1 + â↓↓1 BD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
b̂↓↓1 BC̃

T
1 + b̂↓↑1 BÃ

T
1

))
+

+ h12

(
eikhxx+ik̃hxx

′
(
â↓↑1 DB

T
1 + â↓↓1 DD

T
1

)
+ eikhxx−ikexx′

(
b̂↓↓1 DC̃

T
1 + b̂↓↑1 DÃ

T
1

))
+

+ h13

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b̂↑↑2 ÃB

T
1 + b̂↑↓2 ÃD

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
â↑↓2 ÃC̃

T
1 + â↑↑2 ÃÃ

T
1

))
+

+ h14

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b̂↓↑2 ÃB

T
1 + b̂↓↓2 ÃD

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
â↓↓2 ÃC̃

T
1 + â↓↑2 ÃÃ

T
1

))
+

+ h15

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b̂↑↑2 C̃B

T
1 + b̂↑↓2 C̃D

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
â↑↓2 C̃C̃

T
1 + â↑↑2 C̃Ã

T
1

))
+

+ h16

(
e−ik̃exx+ik̃hxx

′
(
b̂↓↑2 C̃B

T
1 + b̂↓↓2 C̃D

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
â↓↓2 C̃C̃

T
1 + â↓↑2 C̃Ã

T
1

))
,

(3.74)

pri qemu su novi koeficijenti izra�eni preko prethodno uvedenih dati sa

h1 = β11c
↑↑
3 + β13c

↓↑
3 + β31d

↑↑
4 + β33d

↓↑
4 , (3.75)

h2 = β11c
↑↓
3 + β13c

↓↓
3 + β31d

↑↓
4 + β33d

↓↓
4 , (3.76)

h3 = β21d
↑↑
3 + β23d

↓↑
3 + β41c

↑↑
4 + β43c

↓↑
4 , (3.77)

h4 = β22d
↑↑
3 + β24d

↓↑
3 + β42c

↑↑
4 + β44c

↓↑
4 , (3.78)

h5 = β12c
↑↑
3 + β14c

↓↑
3 + β32d

↑↑
4 + β34d

↓↑
4 , (3.79)
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h6 = β12c
↑↓
3 + β14c

↓↓
3 + β32d

↑↓
4 + β34d

↓↓
4 , (3.80)

h7 = β21d
↑↓
3 + β23d

↓↓
3 + β41c

↑↓
4 + β43c

↓↓
4 , (3.81)

h8 = β22d
↑↓
3 + β24d

↓↓
3 + β42c

↑↓
4 + β44c

↓↓
4 , (3.82)

h9 = β11d
↑↑
3 + β13d

↓↑
3 + β31c

↑↑
4 + β33c

↓↑
4 , (3.83)

h10 = β11d
↑↓
3 + β13d

↓↓
3 + β31c

↑↓
4 + β33c

↓↓
4 , (3.84)

h11 = β12d
↑↑
3 + β14d

↓↑
3 + β32c

↑↑
4 + β34c

↓↑
4 , (3.85)

h12 = β12d
↑↓
3 + β14d

↓↓
3 + β32c

↑↓
4 + β34c

↓↓
4 , (3.86)

h13 = β21c
↑↑
3 + β23c

↓↑
3 + β41d

↑↑
4 + β43d

↓↑
4 , (3.87)

h14 = β22c
↑↑
3 + β24c

↓↑
3 + β42d

↑↑
4 + β44d

↓↑
4 , (3.88)

h15 = β21c
↑↓
3 + β23c

↓↓
3 + β41d

↑↓
4 + β43d

↓↓
4 , (3.89)

h16 = β22c
↑↓
3 + β24c

↓↓
3 + β42d

↑↓
4 + β44d

↓↓
4 . (3.90)

Graniqni uslovi koje zadovo	ava Grinova funkcija dobijaju se integracijom izraza
(3.16) i dati su sa

∂

∂x
G(x, x′, ky, E)

∣∣∣∣
x=x′+0

− ∂

∂x
G(x, x′, ky, E)

∣∣∣∣
x=x′−0

=
2m

ℏ2
σ0 ⊗ τz, (3.91)

G(x, x′, ky, E)|x=x′+0 − G(x, x′, ky, E)|x=x′−0 = 0, (3.92)

gdje je σ0 jediniqna matrica u spinskom prostoru, a τz Paulijeva matrica u Nambu pros-
toru. Rjexava�em ovih graniqnih uslova dobijamo koeficijente gi i hi (i = 1, ..., 16).
Poxto desna strana gor�ih jednakosti ne zavisi od koordinata, izjednaqavaju�i II(x, x+
0) = II(x, x − 0) u sluqaju takve orijentacije parametra superprovodnog ure�e�a d-wave

superprovodnika pri kojoj je kex ≠ k̃ex i khx ̸= k̃hx zbog linearne nezavisnosti eksponen-
cijalnih faktora sa lijeve i desne strane znaka jednakosti, lako se nalazi da su gi i hi
(i = 9, ..., 16) jednaki nuli. U sluqaju da je superprovodna elektroda sa s-wave simetrijom

ili d-wave kod koje je β = 0 (dx2−y2) ili β = π/4 (dxy) onda je kex = k̃ex i khx = k̃hx, i u
tim sluqajevima �emo dobiti, imaju�i u vidu linearnu nezavisnost matrica,

g9AB
T
1 = h9BA

T
1 , g13B̃C̃

T
1 = h14ÃD̃

T
1 ,

g10AD
T
1 = h11BC

T
1 , g14D̃C̃

T
1 = h16C̃D̃

T
1 ,

g11CB
T
1 = h10DA

T
1 , g15B̃Ã

T
1 = h13ÃB̃

T
1 ,

g12CD
T
1 = h12DC

T
1 , g16D̃Ã

T
1 = h15C̃B̃

T
1 .

(3.93)
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Rjexavaju�i ove matriqne jednaqine dobijamo

g9 = g10 = g11 = g12 = g13 = g14 = g15 = g16 = 0,

h9 = h10 = h11 = h12 = h13 = h14 = h15 = h16 = 0.
(3.94)

Sada graniqne uslove (3.91) i (3.92) mo�emo svesti na

∂

∂x
I(x, x′, ky, E)

∣∣∣∣
x=x′+0

− ∂

∂x
I(x, x′, ky, E)

∣∣∣∣
x=x′−0

=
2m

ℏ2
σ0 ⊗ τz, (3.95)

I(x, x′, ky, E)|x=x′+0 − I(x, x′, ky, E)
∣∣
x=x′−0

= 0. (3.96)

Nakon rjexava�a ovih jednaqina, i uvede�i aproksimaciju kex ≈ khx ≈ k̃ex ≈ k̃hx ≈
kF cos γ s obzirom na to da je E, |∆| ≪ µ, nalazimo

g2 = h3 = g5 = h8 = − iE

2kF cos γ Ω

2m

ℏ2
, (3.97)

i

g3 = h1 = g8 = h6 = − iE

2kF cos γ Ω̃

2m

ℏ2
, (3.98)

a ostali koeficijenti su nulti

g1 = g4 = g6 = g7 = h2 = h4 = h5 = h7 = 0. (3.99)

Pomo�u funkcija III(x, x′) i III(x, x′) nalazimo relacije deta	nog balansa koje osigu-
ravaju zadovo	e�e graniqnih uslova (3.91) i (3.92):

g2a
↑↑
1 = h3â

↑↑
2 , tj. a↑↑1 = â↑↑2 ,

g2a
↑↓
1 = h8â

↓↑
2 , tj. a↑↓1 = â↓↑2 ,

g2b
↑↑
1 = h1b̂

↑↑
1 ,

g2b
↑↓
1 = h6b̂

↓↑
1 ,

g3b
↑↑
2 = h3b̂

↑↑
2 ,

g3b
↑↓
2 = h8b̂

↓↑
2 ,

g3a
↑↑
2 = h1â

↑↑
1 , tj. a↑↑2 = â↑↑1 ,

g3a
↑↓
2 = h6â

↓↑
1 , tj. a↑↓2 = â↓↑1 ,

g5a
↓↑
1 = h3â

↑↓
2 , tj. a↓↑1 = â↑↓2 ,

g5a
↓↓
1 = h3â

↓↓
2 , tj. a↓↓1 = â↓↓2 ,

g5b
↓↑
1 = h1b̂

↑↓
1 ,

g5b
↓↓
1 = h6b̂

↓↓
1 ,

g8b
↓↑
2 = h3b̂

↑↓
2 ,

g8b
↓↓
2 = h8b̂

↓↓
2 ,

g8a
↓↑
2 = h1â

↑↓
1 , tj. a↓↑2 = â↑↓1 ,

g8a
↓↓
2 = h6â

↓↓
1 , tj. a↓↓2 = â↓↓1 .

(3.100)

Na osnovu ove analize mo�emo napisati konaqno rjexe�e za retardovanu Makmilanovu
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Grinovu funkciju u oblasti lijevog superprovodnika �ozefsonovog spoja S/M/S:

GR
x>x′(x, x′) = g2

[
AÃT

1 e
ikexx−ikexx′

+

+ eikhxx−ikexx′
(
a↑↑1 BÃ

T
1 + a↑↓1 DÃ

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↑↑1 ÃÃ

T
1 + b↑↓1 C̃Ã

T
1

)]
+

+ g3

[
B̃BT

1 e
−ik̃hxx+ik̃hxx

′
+

+ e−ik̃exx+ik̃hxx
′
(
a↑↑2 ÃB

T
1 + a↑↓2 C̃B

T
1

)
+ eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↑↑2 BB

T
1 + b↑↓2 DB

T
1

)]
+

+ g5

[
CC̃T

1 e
ikexx−ikexx′

+

+ eikhxx−ikexx′
(
a↓↑1 BC̃

T
1 + a↓↓1 DC̃

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b↓↑1 ÃC̃

T
1 + b↓↓1 C̃C̃

T
1

)]
+

+ g8

[
D̃DT

1 e
−ik̃hxx+ik̃hxx

′
+

+ e−ik̃exx+ik̃hxx
′
(
a↓↑2 ÃD

T
1 + a↓↓2 C̃D

T
1

)
+ eikhxx+ik̃hxx

′
(
b↓↑2 BD

T
1 + b↓↓2 DD

T
1

)]
,

(3.101)
i

GR
x<x′(x, x′) = h1

[
ÃAT

1 e
−ik̃exx+ik̃exx′

+

+ e−ik̃exx+ik̃hxx
′
(
â↑↑1 ÃB

T
1 + â↑↓1 ÃD

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↑↑1 ÃÃ

T
1 + b̂↑↓1 ÃC̃

T
1

)]
+

+ h3

[
BB̃T

1 e
ikhxx−ikhxx

′
+

+ eikhxx−ikexx′
(
â↑↑2 BÃ

T
1 + â↑↓2 BC̃

T
1

)
+ eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↑↑2 BB

T
1 + b̂↑↓2 BD

T
1

)]
+

+ h6

[
C̃CT

1 e
−ik̃exx+ik̃exx′

+

+ e−ik̃exx+ik̃hxx
′
(
â↓↑1 C̃B

T
1 + â↓↓1 C̃D

T
1

)
+ e−ik̃exx−ikexx′

(
b̂↓↑1 C̃Ã

T
1 + b̂↓↓1 C̃C̃

T
1

)]
+

+ h8

[
DD̃T

1 e
ikhxx−ikhxx

′
+

+ eikhxx−ikexx′
(
â↓↑2 DÃ

T
1 + â↓↓2 DC̃

T
1

)
+ eikhxx+ik̃hxx

′
(
b̂↓↑2 DB

T
1 + b̂↓↓2 DD

T
1

)]
.

(3.102)

3.2.2 Advansirana Grinova funkcija

U ovom odje	ku koristi�emo Makmilanov metod [181] da konstruixemo advansiranu
Grinovu funkciju GA(x, x′, E− iδ) koja je analitiqka u do�oj kompleksnoj poluravni. Za
�enu konstrukciju koristimo tzv. ulazne talase. Odgovaraju�i direktni i konjugovani
procesi rasija�a prikazani su na slikama 3.3 i 3.4, respektivno. Kao i za retardovanu,
zbog transverzalne invarijantnosti razmatranih sistema, za x > x′ advansirana Grinova
funkcija ima oblik GA

x>x′(x, x′, y, y′) = GA
x>x′eiky(y−y′), gdje je

GA
x>x′(x, x′) = α′

11Φ
↑
1(x)Φ̂

↑T
3 (x′) + α′

12Φ
↑
1(x)Φ̂

↓T
3 (x′) + α′

13Φ
↓
1(x)Φ̂

↑T
3 (x′) + α′

14Φ
↓
1(x)Φ̂

↓T
3 (x′)+

+ α′
21Φ

↑
2(x)Φ̂

↑T
3 (x′) + α′

22Φ
↑
2(x)Φ̂

↓T
3 (x′) + α′

23Φ
↓
2(x)Φ̂

↑T
3 (x′) + α′

24Φ
↓
2(x)Φ̂

↓T
3 (x′)+

+ α′
31Φ

↑
1(x)Φ̂

↑T
4 (x′) + α′

32Φ
↑
1(x)Φ̂

↓T
4 (x′) + α′

33Φ
↓
1(x)Φ̂

↑T
4 (x′) + α′

34Φ
↓
1(x)Φ̂

↓T
4 (x′)+

+ α′
41Φ

↑
2(x)Φ̂

↑T
4 (x′) + α′

42Φ
↑
2(x)Φ̂

↓T
4 (x′) + α′

43Φ
↓
2(x)Φ̂

↑T
4 (x′) + α′

44Φ
↓
2(x)Φ̂

↓T
4 (x′),

(3.103)
a za x < x′ ima oblik GA

x<x′(x, x′, y, y′) = GA
x<x′eiky(y−y′), gdje je
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GA
x<x′(x, x′) = β′

11Φ
↑
3(x)Φ̂

↑T
1 (x′) + β′

12Φ
↑
3(x)Φ̂

↓T
1 (x′) + β′

13Φ
↓
3(x)Φ̂

↑T
1 (x′) + β′

14Φ
↓
3(x)Φ̂

↓T
1 (x′)+

+ β′
21Φ

↑
3(x)Φ̂

↑T
2 (x′) + β′

22Φ
↑
3(x)Φ̂

↓T
2 (x′) + β′

23Φ
↓
3(x)Φ̂

↑T
2 (x′) + β′

24Φ
↓
3(x)Φ̂

↓T
2 (x′)+

+ β′
31Φ

↑
4(x)Φ̂

↑T
1 (x′) + β′

32Φ
↑
4(x)Φ̂

↓T
1 (x′) + β′

33Φ
↓
4(x)Φ̂

↑T
1 (x′) + β′

34Φ
↓
4(x)Φ̂

↓T
1 (x′)+

+ β′
41Φ

↑
4(x)Φ̂

↑T
2 (x′) + β′

42Φ
↑
4(x)Φ̂

↓T
2 (x′) + β′

43Φ
↓
4(x)Φ̂

↑T
2 (x′) + β′

44Φ
↓
4(x)Φ̂

↓T
2 (x′).

(3.104)

Talasne funkcije u oblasti lijevog superprovodnika koje se odnose na direktne pro-
cese rasija�a (slika 3.3), a koje ulaze u gor�e izraze date su sa:

Φ↑
1 = ψ↑

β + a′ ↑↑1 ψ↑
β̄
+ a′ ↑↓1 ψ↓

β̄
+ b′ ↑↑1 ψ↑

α + b′ ↑↓1 ψ↓
α, (3.105)

Φ↑
2 = ψ↑

ᾱ + a′ ↑↑2 ψ↑
α + a′ ↑↓2 ψ↓

α + b′ ↑↑2 ψ↑
β̄
+ b′ ↑↓2 ψ↓

β̄
, (3.106)

Φ↑
3 = c′ ↑↑3 ψ↑

α + c′ ↑↓3 ψ↓
α + d′ ↑↑3 ψ↑

β̄
+ d′ ↑↓3 ψ↓

β̄
, (3.107)

Φ↑
4 = c′ ↑↑4 ψ↑

β̄
+ c′ ↑↓4 ψ↓

β̄
+ d′ ↑↑4 ψ↑

α + d′ ↑↓4 ψ↓
α, (3.108)

Φ↓
1 = ψ↓

β + a′ ↓↑1 ψ↑
β̄
+ a′ ↓↓1 ψ↓

β̄
+ b′ ↓↑1 ψ↑

α + b′ ↓↓1 ψ↓
α (3.109)

Φ↓
2 = ψ↓

ᾱ + a′ ↓↑2 ψ↑
α + a′ ↓↓2 ψ↓

α + b′ ↓↑2 ψ↑
β̄
+ b′ ↓↓2 ψ↓

β̄
, (3.110)

Φ↓
3 = c′ ↓↑3 ψ↑

α + c′ ↓↓3 ψ↓
α + d′ ↓↑3 ψ↑

β̄
+ d′ ↓↓3 ψ↓

β̄
, (3.111)

Φ↓
4 = c′ ↓↑4 ψ↑

β̄
+ c′ ↓↓4 ψ↓

β̄
+ d′ ↓↑4 ψ↑

α + d′ ↓↓4 ψ↓
α, (3.112)

a one koje odgovaraju konjugovanim procesima rasija�a (slika 3.4) su date sa:

Φ̂↑
1 = ψ̂↑

ᾱ + â′ ↑↑1 ψ̂↑
α + â′ ↑↓1 ψ̂↓

α + b̂′ ↑↑1 ψ̂↑
β̄
+ b̂′ ↑↓1 ψ̂↓

β̄
, (3.113)

Φ̂↑
2 = ψ̂↑

β + â′ ↑↑2 ψ̂↑
β̄
+ â′ ↑↓2 ψ̂↓

β̄
+ b̂′ ↑↑2 ψ̂↑

α + b̂′ ↑↓2 ψ̂↓
α, (3.114)

Φ̂↑
3 = ĉ′ ↑↑3 ψ̂↑

β̄
+ ĉ′ ↑↓3 ψ̂↓

β̄
+ d̂′ ↑↑3 ψ̂↑

α + d̂′ ↑↓3 ψ̂↓
α, (3.115)

Φ̂↑
4 = ĉ′ ↑↑4 ψ̂↑

α + ĉ′ ↑↓4 ψ̂↓
α + d̂′ ↑↑4 ψ̂↑

β̄
+ d̂′ ↑↓4 ψ̂↓

β̄
, (3.116)

Φ̂↓
1 = ψ̂↓

ᾱ + â′ ↓↑1 ψ̂↑
α + â′ ↓↓1 ψ̂↓

α + b̂′ ↓↑1 ψ̂↑
β̄
+ b̂′ ↓↓1 ψ̂↓

β̄
, (3.117)

Φ̂↓
2 = ψ̂↓

β + â′ ↓↑2 ψ̂↑
β̄
+ â′ ↓↓2 ψ̂↓

β̄
+ b̂′ ↓↑2 ψ̂↑

α + b̂′ ↓↓2 ψ̂↓
α, (3.118)

Φ̂↓
3 = ĉ′ ↓↑3 ψ̂↑

β̄
+ ĉ′ ↓↓3 ψ̂↓

β̄
+ d̂′ ↓↑3 ψ̂↑

α + d̂′ ↓↓3 ψ̂↓
α, (3.119)

Φ̂↓
4 = ĉ′ ↓↑4 ψ̂↑

α + ĉ′ ↓↓4 ψ̂↓
α + d̂′ ↓↑4 ψ̂↑

β̄
+ d̂′ ↓↓4 ψ̂↓

β̄
. (3.120)

43



Slika 3.3: Shematska ilustracija direktnih procesa rasija�a za advansiranu Grinovu
funkciju. Kvazielektroni predstav	eni su punim, a kvazixup	ine isprekidanim stre-
licama. Crvenom bojom oznaqene su kvaziqestice spina ↑, a plavom spina ↓.
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Slika 3.4: Shematska ilustracija konjugovanih procesa rasija�a za advansiranu Gri-
novu funkciju. Kvazielektroni predstav	eni su punim, a kvazixup	ine isprekidanim
strelicama. Crvenom bojom oznaqene su kvaziqestice spina ↑, a plavom spina ↓.
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Zamje�uju�i ove talasne funkcije u izraze (3.103) i (3.104) uz (3.21) i (3.29) nalazi
se

GA
x>x′ = I′ + II′ + III′, (3.121)

gdje su

I′ = g1ÃA
T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+ g2C̃A

T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+

+ g3BD
T
1 e

ikhxx−ikhxx
′
+ g4BB

T
1 e

ikexx−ikhxx
′
+

+ g5ÃC
T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+ g6C̃C

T
1 e

−ik̃exx+ik̃exx′
+

+ g7DD
T
1 e

ikexx−ikhxx
′
+ g8DB

T
1 e

ikexx−ikhxx
′
,

(3.122)

II′ = g′9BA
T
1 e

−ikexx+ik̃exx′
+ g′10DA

T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+

+ g′11BC
T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+ g′12DC

T
1 e

ikhxx+ik̃exx′
+

+ g′13ÃD̃
T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+ g′14C̃D̃

T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+

+ g′15ÃB̃
T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
+ g′16C̃B̃

T
1 e

−ik̃exx−ikhxx
′
,

(3.123)

i

III′ = g′1

(
eikexx+ik̃exx′

(
b′↑↑1 AAT

1 + b′↑↓1 CAT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
a′↑↑1 B̃AT

1 + a′↑↓1 D̃AT
1

))
+

+ g′2

(
eikexx+ik̃exx′

(
b′↓↑1 AAT

1 + b′↓↓1 CAT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
a′↓↑1 B̃AT

1 + a′↓↓1 D̃AT
1

))
+

+ g′3

(
eikexx−ikhxx

′
(
a′↑↑2 AD̃T

1 + a′↑↓2 CD̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↑↑2 B̃D̃T

1 + b′↑↓2 D̃D̃T
1

))
+

+ g′4

(
eikexx−ikhxx

′
(
a′↑↑2 AB̃T

1 + a′↑↓2 CB̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↑↑2 B̃B̃T

1 + b′↑↓2 D̃B̃T
1

))
+

+ g′5

(
eikexx+ik̃exx′

(
b′↑↑1 ACT

1 + b′↑↓1 CCT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
a′↑↑1 B̃CT

1 + a′↑↓1 D̃CT
1

))
+

+ g′6

(
eikexx+ik̃exx′

(
b′↓↑1 ACT

1 + b′↓↓1 CCT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
a′↓↑1 B̃CT

1 + a′↓↓1 D̃CT
1

))
+

+ g′7

(
eikexx−ikhxx

′
(
a′↓↑2 AD̃T

1 + a′↓↓2 CD̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↓↑2 B̃D̃T

1 + b′↓↓2 D̃D̃T
1

))
+

+ g′8

(
eikexx−ikhxx

′
(
a′↓↑2 AB̃T

1 + a′↓↓2 CB̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↓↑2 B̃B̃T

1 + b′↓↓2 D̃B̃T
1

))
+

+ g′9

(
eikexx+ik̃exx′

(
a′↑↑2 AAT

1 + a′↑↓2 CAT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b′↑↑2 B̃AT

1 + b′↑↓2 D̃AT
1

))
+

+ g′10

(
eikexx+ik̃exx′

(
a′↓↑2 AAT

1 + a′↓↓2 CAT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b′↓↑2 B̃AT

1 + b′↓↓2 D̃AT
1

))
+

+ g′11

(
eikexx+ik̃exx′

(
a′↑↑2 ACT

1 + a′↑↓2 CCT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b′↑↑2 B̃CT

1 + b′↑↓2 D̃CT
1

))
+

+ g′12

(
eikexx+ik̃exx′

(
a′↓↑2 ACT

1 + a′↓↓2 CCT
1

)
+ e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b′↓↑2 B̃CT

1 + b′↓↓2 D̃CT
1

))
+

+ g′13

(
eikexx−ikhxx

′
(
b′↑↑1 AD̃T

1 + b′↑↓1 CD̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
a′↑↑1 B̃D̃T

1 + a′↑↓1 D̃D̃T
1

))
+

+ g′14

(
eikexx−ikhxx

′
(
b′↓↑1 AD̃T

1 + b′↓↓1 CD̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
a′↓↑1 B̃D̃T

1 + a′↓↓1 D̃D̃T
1

))
+

+ g′15

(
eikexx−ikhxx

′
(
b′↑↑1 AB̃T

1 + b′↑↓1 CB̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
a′↑↑1 B̃B̃T

1 + a′↑↓1 D̃B̃T
1

))
+

+ g′16

(
eikexx−ikhxx

′
(
b′↓↑1 AB̃T

1 + b′↓↓1 CB̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
a′↓↑1 B̃B̃T

1 + a′↓↓1 D̃B̃T
1

))
,

(3.124)

pri qemu su novi koeficijenti izra�eni preko starih dati sa

g′1 = α′
12ĉ

′↓↑
3 + α′

11ĉ
′↑↑
3 + α′

32d̂
′↓↑
4 + α′

31d̂
′↑↑
4 , (3.125)
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g′2 = α′
14ĉ

′↓↑
3 + α′

13ĉ
′↑↑
3 + α′

34d̂
′↓↑
4 + α′

33d̂
′↑↑
4 , (3.126)

g′3 = α′
42ĉ

′↓↓
4 + α′

41ĉ
′↑↓
4 + α′

22d̂
′↓↓
3 + α′

21d̂
′↑↓
3 , (3.127)

g′4 = α′
42ĉ

′↓↑
4 + α′

41ĉ
′↑↑
4 + α′

22d̂
′↓↑
3 + α′

21d̂
′↑↑
3 , (3.128)

g′5 = α′
12ĉ

′↓↓
3 + α′

11ĉ
′↑↓
3 + α′

32d̂
′↓↓
4 + α′

31d̂
′↑↓
4 , (3.129)

g′6 = α′
14ĉ

′↓↓
3 + α′

13ĉ
′↑↓
3 + α′

34d̂
′↓↓
4 + α′

33d̂
′↑↓
4 , (3.130)

g′7 = α′
44ĉ

′↓↓
4 + α′

43ĉ
′↑↓
4 + α′

24d̂
′↓↓
3 + α′

23d̂
′↑↓
3 , (3.131)

g′8 = α′
44ĉ

′↓↑
4 + α′

43ĉ
′↑↑
4 + α′

24d̂
′↓↑
3 + α′

23d̂
′↑↑
3 , (3.132)

g′9 = α′
22ĉ

′↓↑
3 + α′

21ĉ
′↑↑
3 + α′

42d̂
′↓↑
4 + α′

41d̂
′↑↑
4 , (3.133)

g′10 = α′
24ĉ

′↓↑
3 + α′

23ĉ
′↑↑
3 + α′

44d̂
′↓↑
4 + α′

43d̂
′↑↑
4 , (3.134)

g′11 = α′
22ĉ

′↓↓
3 + α′

21ĉ
′↑↓
3 + α′

42d̂
′↓↓
4 + α′

41d̂
′↑↓
4 , (3.135)

g′12 = α′
24ĉ

′↓↓
3 + α′

23ĉ
′↑↓
3 + α′

44d̂
′↓↓
4 + α′

43d̂
′↑↓
4 , (3.136)

g′13 = α′
32ĉ

′↓↓
4 + α′

31ĉ
′↑↓
4 + α′

12d̂
′↓↓
3 + α′

11d̂
′↑↓
3 , (3.137)

g′14 = α′
34ĉ

′↓↓
4 + α′

33ĉ
′↑↓
4 + α′

14d̂
′↓↓
3 + α′

13d̂
′↑↓
3 , (3.138)

g′15 = α′
32ĉ

′↓↑
4 + α′

31ĉ
′↑↑
4 + α′

12d̂
′↓↑
3 + α′

11d̂
′↑↑
3 , (3.139)

g′16 = α′
34ĉ

′↓↑
4 + α′

33ĉ
′↑↑
4 + α′

14d̂
′↓↑
3 + α′

13d̂
′↑↑
3 . (3.140)

Na isti naqin mo�emo raspisati i advansiranu Grinovu funkciju za x < x′:

GA
x<x′ = I

′
+ II

′
+ III

′
, (3.141)

gdje su

I
′
= h′1AÃ

T
1 e

ikexx−ikexx′
+ h′2AC̃

T
1 e

ikexx−ikexx′
+

+ h′3B̃B
T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+ h′4D̃B

T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+

+ h′5CÃ
T
1 e

ikexx−ikexx′
+ h′6CC̃

T
1 e

ikexx−ikexx′
+

+ h′7B̃D
T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
+ h′8D̃D

T
1 e

−ik̃hxx+ik̃hxx
′
,

(3.142)
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II
′
= h′9AB

T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+ h′10AD

T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+

+ h′11CB
T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+ h′12CD

T
1 e

ikexx+ik̃hxx
′
+

+ h′13B̃Ã
T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+ h′14D̃Ã

T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+

+ h′15B̃C̃
T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
+ h′16D̃C̃

T
1 e

−ik̃hxx−ikexx′
,

(3.143)

i

III
′
= h′1

(
eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↑↑1 AAT

1 + b̂′↑↓1 ACT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
â′↑↓1 AD̃T

1 + â′↑↑1 AB̃T
1

))
+

+ h′2

(
eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↓↑1 AAT

1 + b̂′↓↓1 ACT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
â′↓↓1 AD̃T

1 + â′↓↑1 AB̃T
1

))
+

+ h′3

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
â′↑↑2 B̃AT

1 + â′↑↓2 B̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↑↓2 B̃D̃T

1 + b̂′↑↑2 B̃B̃T
1

))
+

+ h′4

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
â′↑↑2 D̃AT

1 + â′↑↓2 D̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↑↓2 D̃D̃T

1 + b̂′↑↑2 D̃B̃T
1

))
+

+ h′5

(
eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↑↑1 CAT

1 + b̂′↑↓1 CCT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
â′↑↓1 CD̃T

1 + â′↑↑1 CB̃T
1

))
+

+ h′6

(
eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↓↑1 CAT

1 + b̂′↓↓1 CCT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
â′↓↓1 CD̃T

1 + â′↓↑1 CB̃T
1

))
+

+ h′7

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
â′↓↑2 B̃AT

1 + â′↓↓2 B̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↓↓2 B̃D̃T

1 + b̂′↓↑2 B̃B̃T
1

))
+

+ h′8

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
â′↓↑2 D̃AT

1 + â′↓↓2 D̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↓↓2 D̃D̃T

1 + b̂′↓↑2 D̃B̃T
1

))
+

+ h′9

(
eikexx+ik̃exx′

(
â′↑↑2 AAT

1 + â′↑↓2 ACT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
b̂′↑↓2 AD̃T

1 + b̂′↑↑2 AB̃T
1

))
+

+ h′10

(
eikexx+ik̃exx′

(
â′↓↑2 AAT

1 + â′↓↓2 ACT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
b̂′↓↓2 AD̃T

1 + b̂′↓↑2 AB̃T
1

))
+

+ h′11

(
eikexx+ik̃exx′

(
â′↑↑2 CAT

1 + â′↑↓2 CCT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
b̂′↑↓2 CD̃T

1 + b̂′↑↑2 CB̃T
1

))
+

+ h′12

(
eikexx+ik̃exx′

(
â′↓↑2 CAT

1 + â′↓↓2 CCT
1

)
+ eikexx−ikhxx

′
(
b̂′↓↓2 CD̃T

1 + b̂′↓↑2 CB̃T
1

))
+

+ h′13

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b̂′↑↑1 B̃AT

1 + b̂′↑↓1 B̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
â′↑↓1 B̃D̃T

1 + â′↑↑1 B̃B̃T
1

))
+

+ h′14

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b̂′↑↑1 D̃AT

1 + b̂′↑↓1 D̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
â′↑↓1 D̃D̃T

1 + â′↑↑1 D̃B̃T
1

))
+

+ h′15

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b̂′↓↑1 B̃AT

1 + b̂′↓↓1 B̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
â′↓↓1 B̃D̃T

1 + â′↓↑1 B̃B̃T
1

))
+

+ h′16

(
e−ik̃hxx+ik̃exx′

(
b̂′↓↑1 D̃AT

1 + b̂′↓↓1 D̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
â′↓↓1 D̃D̃T

1 + â′↓↑1 D̃B̃T
1

))
,

(3.144)

pri qemu su novi koeficijenti izra�eni preko starih dati sa

h′1 = β′
11c

′↑↑
3 + β′

13c
′↓↑
3 + β′

31d
′↑↑
4 + β′

33d
′↓↑
4 , (3.145)

h′2 = β′
12c

′↑↑
3 + β′

14c
′↓↑
3 + β′

32d
′↑↑
4 + β′

34d
′↓↑
4 , (3.146)

h′3 = β′
21d

′↑↑
3 + β′

23d
′↓↑
3 + β′

41c
′↑↑
4 + β′

43c
′↓↑
4 , (3.147)

h′4 = β′
21d

′↑↓
3 + β′

23d
′↓↓
3 + β′

41c
′↑↓
4 + β′

43c
′↓↓
4 , (3.148)

h′5 = β′
11c

′↑↓
3 + β′

13c
′↓↓
3 + β′

31d
′↑↓
4 + β′

33d
′↓↓
4 , (3.149)

h′6 = β′
12c

′↑↓
3 + β′

14c
′↓↓
3 + β′

32d
′↑↓
4 + β′

34d
′↓↓
4 , (3.150)

h′7 = β′
22d

′↑↑
3 + β′

24d
′↓↑
3 + β′

42c
′↑↑
4 + β′

44c
′↓↑
4 , (3.151)

h′8 = β′
22d

′↑↓
3 + β′

24d
′↓↓
3 + β′

42c
′↑↓
4 + β′

44c
′↓↓
4 , (3.152)

h′9 = β′
21c

′↑↑
3 + β′

23d
′↓↑
3 + β′

41d
′↑↑
4 + β′

43d
′↓↑
4 , (3.153)
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h′10 = β′
22c

′↑↑
3 + β′

24c
′↓↑
3 + β′

42d
′↑↑
4 + β′

44d
′↓↑
4 , (3.154)

h′11 = β′
21c

′↑↓
3 + β′

23c
′↓↓
3 + β′

41d
′↑↓
4 + β′

43d
′↓↓
4 , (3.155)

h′12 = β′
22c

′↑↓
3 + β′

24c
′↓↓
3 + β′

42d
′↑↓
4 + β′

44d
′↓↓
4 , (3.156)

h′13 = β′
11d

′↑↑
3 + β′

13d
′↓↑
3 + β′

31c
′↑↑
4 + β′

33c
′↓↑
4 , (3.157)

h′14 = β′
11d

′↑↓
3 + β′

13d
′↓↓
3 + β′

31c
′↑↓
4 + β′

33c
′↓↓
4 , (3.158)

h′15 = β′
12d

′↑↑
3 + β′

14d
′↓↑
3 + β′

32c
′↑↑
4 + β′

34c
′↓↑
4 , (3.159)

h′16 = β′
12d

′↑↓
3 + β′

14d
′↓↓
3 + β′

32c
′↑↓
4 + β′

34c
′↓↓
4 . (3.160)

Advansirana Grinova funkcija, tj. funkcije GA
x>x′(x, x′) i GA

x<x′(x, x′) zadovo	avaju
iste graniqne uslove (3.91) i (3.92) kao i retardovana Grinova funkcija. Istim postup-
kom kao kod retardovane, nalazimo da su vrijednosti koeficijenata koji su razliqiti
od nule

g′1 = h′3 = g′6 = h′8 =
iE

2kF cos γ Ω̃

2m

ℏ2
, (3.161)

i

g′4 = h′1 = g′7 = h′6 =
iE

2kF cos γ Ω

2m

ℏ2
, (3.162)

a ostali koeficijenti su nulti.

Pomo�u funkcija III′(x, x′) i III
′
(x, x′) nalazimo relacije deta	nog balansa koje osig-

uravaju zadovo	e�e graniqnih uslova (3.91) i (3.92):

g′1b
′↑↑
1 = h′1b̂

′↑↑
1 ,

g′1b
′↑↓
1 = h′6b̂

′↓↑
1 ,

g′1a
′↑↑
1 = h′3â

′↑↑
2 , tj. a′↑↑1 = â′↑↑2 ,

g′1a
′↑↓
1 = h′8â

′↓↑
2 , tj. a′↑↓1 = â′↓↑2 ,

g′4a
′↑↑
2 = h′1â

′↑↑
1 , tj. a′↑↑2 = â′↑↑1 ,

g′4a
′↑↓
2 = h′6â

′↓↑
1 , tj. a′↑↓2 = â′↓↑1 ,

g′4b
′↑↑
2 = h′3b̂

′↑↑
2 ,

g′4b
′↑↓
2 = h′8b̂

′↓↑
2 ,

g′6b
′↓↑
1 = h′1b̂

′↑↓
1 ,

g′6b
′↓↓
1 = h′6b̂

′↓↓
1 ,

g′6a
′↓↑
1 = h′3â

′↑↓
2 , tj. a′↓↑1 = â′↑↓2 ,

g′6a
′↓↓
1 = h′8â

′↓↓
2 , tj. a′↓↓1 = â′↓↓2 ,

g′7a
′↓↑
2 = h′1â

′↑↓
1 , tj. a′↓↑2 = â′↑↓1 ,

g′7a
′↓↓
2 = h′6â

′↓↓
1 , tj. a′↓↓2 = â′↓↓1 ,

g′7b
′↓↑
2 = h′3b̂

′↑↓
2 ,

g′7b
′↓↓
2 = h′8b̂

′↓↑
2 .

(3.163)

Na osnovu prethodnog konaqno mo�emo napisati rjexe�e za advansiranu Makmilanovu
Grinovu funkciju u oblasti lijevog superprovodnika �ozefsonovog spoja S/M/S:
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GA
x>x′(x, x′) = g′1

[
ÃAT

1 e
−ik̃exx+ik̃exx′

+

+ e−ik̃hxx+ik̃exx′
(
a′↑↑1 B̃AT

1 + a′↑↓1 D̃AT
1

)
+ eikexx+ik̃exx′

(
b′↑↑1 AAT

1 + b′↑↓1 CAT
1

)]
+

+ g′4

[
BB̃T

1 e
ikhxx−ikhxx

′
+

+ eikex−ikhxx
′
(
a′↑↑2 AB̃T

1 + a′↑↓2 CB̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↑↑2 B̃B̃T

1 + b′↑↓2 D̃B̃T
1

)]
+

+ g′6

[
C̃CT

1 e
−ik̃exx+ik̃exx′

+

+ e−ik̃hxx+ik̃exx′
(
a′↓↑1 B̃CT

1 + a′↓↓1 D̃CT
1

)
+ eikexx+ik̃exx′

(
b′↓↑1 ACT

1 + b′↓↓1 CCT
1

)]
+

+ g′7

[
DD̃T

1 e
ikhxx−ikhxx

′
+

+ eikexx−ikhxx
′
(
a′↓↑2 D̃T

1 + a′↓↓2 CD̃T
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b′↓↑2 B̃D̃T

1 + b′↓↓2 D̃D̃T
1

)]
(3.164)

i

GA
x<x′(x, x′) = h′1

[
AÃT

1 e
ikexx−ikexx′

+

+ eikexx−ikhxx
′
(
â′↑↑1 AB̃T

1 + â′↑↓1 AD̃T
1

)
+ eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↑↑1 AAT

1 + b̂′↑↓1 ACT
1

)]
+

+ h′3

[
B̃BT

1 e
−ik̃hxx+ik̃hxx

′
+

+ e−ik̃hxx+ik̃exx′
(
â′↑↑2 B̃AT

1 + â′↑↓2 B̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↑↑2 B̃B̃T

1 + b̂′↑↓2 B̃D̃T
1

)]
+

+ h′6

[
CC̃T

1 e
ikexx−ikexx′

+

+ eikexx+ikhxx
′
(
â′↓↑1 CB̃T

1 + â′↓↓1 CD̃T
1

)
+ eikexx+ik̃exx′

(
b̂′↓↑1 CAT

1 + b̂′↓↓1 CCT
1

)]
+

+ h′8

[
D̃DT

1 e
−ik̃hxx+ik̃hxx

′
+

+ e−ik̃hxx+ik̃exx′
(
â′↓↑2 D̃AT

1 + â′↓↓2 D̃CT
1

)
+ e−ik̃hxx−ikhxx

′
(
b̂′↓↑2 D̃B̃T

1 + b̂′↓↓2 D̃D̃T
1

)]
(3.165)

3.3 Izraqunava�e �ozefsonove struje

U ovom odje	ku skicira�emo izvo�e�e izraza za �ozefsonovu struju u S/M/S spojevima
koriste�i se Makmilanovom Grinovom funkcijom koja se odnosi na oblast lijevog super-
provodnika i u �emu �emo uzeti da je faza superprovodnog kondenzata φL = 0, dok je u
desnom φR = φ qime obezbje�ujemo faznu razliku φR − φL = φ. Gustina naelektrisa�a,
izra�ena pomo�u operatora po	a je

P = −e
(
Ψ̂†

↑Ψ̂↑ + Ψ̂†
↓Ψ̂↓

)
. (3.166)

Odavde nalazimo da je izvod po vremenu gustine naelektrisa�a dat sa

∂P

∂t
= −e

(
∂Ψ̂†

↑

∂t
Ψ̂↑ + Ψ̂†

↑
∂Ψ̂↑

∂t
+
∂Ψ̂†

↓

∂t
Ψ̂↓ + Ψ̂†

↓
∂Ψ̂↓

∂t

)
. (3.167)
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Vremenska evolucija operatora po	a odre�ena je jednaqinama

iℏ
∂Ψ̂↑

∂t
= − ℏ2

2m
∆Ψ̂↑ +∆(r)Ψ̂†

↓, (3.168)

iℏ
∂Ψ̂↓

∂t
= − ℏ2

2m
∆Ψ̂↓ +∆(r)Ψ̂†

↑, (3.169)

iℏ
∂Ψ̂†

↑

∂t
=

ℏ2

2m
∆Ψ̂†

↑ +∆(r)Ψ̂↓, (3.170)

iℏ
∂Ψ̂†

↓

∂t
=

ℏ2

2m
∆Ψ̂†

↓ +∆(r)Ψ̂↑, (3.171)

gdje je ∆ diferencijalni operator Laplasa, a ∆(r) je superprovodni parametar ure�e-
�a. Zamje�uju�i parcijalne izvode operatora po	a po vremenu u (3.167) i koriste�i
identitet

Φ∆Ψ = ∇ · (Φ∇Ψ)−∇Φ∇Ψ, (3.172)

dobija se
∂P

∂t
= − eℏ

2im
∇ ·

(
∇Ψ̂†

↑Ψ̂↑ − Ψ̂†
↑∇Ψ̂↑ +∇Ψ̂†

↓Ψ̂↓ − Ψ̂†
↓∇Ψ̂↓

)
− e

iℏ

(
∆(r)Ψ̂↓Ψ̂↑ +∆(r)Ψ̂†

↑Ψ̂
†
↓ +∆(r)Ψ̂↑Ψ̂↓ +∆(r)Ψ̂†

↓Ψ̂
†
↑

)
.

(3.173)

Upore�uju�i ovaj izraz sa jednaqinom kontinuiteta

∂P

∂t
+∇ · J+ S = 0, (3.174)

nalazimo da je

J =
eℏ
2im

(
∇Ψ̂†

↑Ψ̂↑ − Ψ̂†
↑∇Ψ̂↑ +∇Ψ̂†

↓Ψ̂↓ − Ψ̂†
↓∇Ψ̂↓

)
, (3.175)

i
S =

e

iℏ

(
∆(r)Ψ̂↓Ψ̂↑ +∆(r)Ψ̂†

↑Ψ̂
†
↓ +∆(r)Ψ̂↑Ψ̂↓ +∆(r)Ψ̂†

↓Ψ̂
†
↑

)
. (3.176)

Sors qlan (eng. source term), S, koji se ne jav	a u uobiqajenim jednaqinama kontinu-
iteta je pos	edica toga xto potencijal spariva�a predstav	amo u obliku Hevisajdove
(step) funkcije (3.20), a ne raqunamo samousaglaxeno �egovu promjenu na granicama su-
perprovodnika. On slu�i za konverziju superstruje u oblasti superprovodnika i bio
bi nula kad bi se sproveo potpuni samousaglaxeni proraqun. Eksperimentalna mjere�a
i dosadax�a izraqunava�a �ozefsonove struje pokazuju da su razlike izme�u ova dva
naqina dovo	no male da ne mije�aju kvalitativne osobine �ozefsonove CPR, a samousa-
glaxeni numeriqki proraquni zahtijevaju znaqajnije kompjuterske resurse.

Nakon Vikove rotacije, t → iτ , proizvode operatora mo�emo predstaviti pomo�u
matriqnih elemenata Macubarine Grinove funkcije i nalazimo [16]

⟨Jx⟩ =
eℏkBT
4im

lim
x′→x

(
∂

∂x′
− ∂

∂x

)〈
Ψ̂†

↑(x
′τ ′)Ψ̂↑(xτ) + Ψ̂†

↓(x
′τ ′)Ψ̂↓(xτ) −

−Ψ̂↑(x
′τ ′)Ψ̂†

↑(xτ)− Ψ̂↓(x
′τ ′)Ψ̂†

↓(xτ)
〉

=
eℏkBT
4im

lim
x′→x

(
∂

∂x′
− ∂

∂x

)
(G11 +G22 +G33 +G44) .

(3.177)

Macubarine Grinove funkcije dobijamo analitiqkim produ�e�em
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GR(E + iδ) → G(i|ωn|) i GA(E − iδ) → G(−i|ωn|), (3.178)

pri qemu su ωn Macubarine frekvencije koje su za sistem fermiona date sa

ωn = πkBT (2n+ 1), (3.179)

gdje je n = 0,±1,±2, ..., a T je temperatura sistema. Dakle, iz (3.177) qitamo da je

⟨Jx⟩ =
eℏkBT
4im

lim
x′→x

(
∂

∂x′
− ∂

∂x

)
TrG(x, x′, iωn, ky). (3.180)

Sliqno, za sors qlan imamo

⟨S⟩ = ekBT

iℏ
∆(r) lim

x′→x

〈
Ψ̂↓(x

′τ ′)Ψ̂↑(xτ) + Ψ̂†
↑(x

′τ ′)Ψ̂†
↓(xτ) + Ψ̂↑(x

′τ ′)Ψ̂↓(xτ) + Ψ̂†
↓(x

′τ ′)Ψ̂†
↑(xτ)

〉
,

(3.181)
odakle qitamo

⟨S⟩ = ekBT

iℏ
lim
x′→x

(∆(r)G14 +∆(r)G23 −∆(r)G41 −∆(r)G32) . (3.182)

Macubarinu Grinovu funkciju za pozitivne frekvencije, ωn > 0, dobijamo iz retar-
dovane Makmilanove funkcije (3.101) analitiqkim produ�e�em E+ iδ → iωn i primje�-
uju�i izraz (3.180) na �u nalazimo

〈
JR
x

〉
=
eℏkBT
4im

{
− 4ikexng2n + 4ik̃hxng3n+

+ (−i)
(
kexn + khxn

)
g2n

(
a↑↑1n + a↓↓1n

)
2unvn e

i(khxn−kexn)x+

+ (i)
(
k̃exn + k̃hxn

)
g3n

(
a↑↑2n + a↓↓2n

)
2ũnṽn e

i(k̃hxn−k̃exn)x+

+ (−i)
(
kexn − k̃exn

)
g2n

(
b↑↑1n + b↓↓1n

)(
unũn + vnṽn sgn(∆) sgn(∆̃)

)
e−i(kexn+k̃exn)x+

+ (i)
(
k̃hxn − khxn

)
g3n

(
b↑↑2n + b↓↓2n

)(
vnṽn + unũn sgn(∆) sgn(∆̃)

)
e−i(khxn+k̃hxn)x

}
,

(3.183)
gdje indeks n slu�i da oznaqi veliqine koje odgovaraju Macubarinoj frekvenciji ωn.
Imaju�i u vidu da je kexn ≈ k̃exn i khxn ≈ k̃hxn zanemarujemo pos	ed�a dva sabirka. Prva
dva sabirka �e se kompenzovati sa odgovaraju�im qlanovima koji se dobijaju prilikom
raquna�a struje za ωn < 0, a za xta se koristi analitiqko produ�e�e advansirane Mak-
milanove Grinove funkcije. Iz tog razloga odmah �emo ih izostaviti radi jednostavnijeg
zapisiva�a izraza, pa je〈

JR
x

〉
=
eℏkBT
4im

{
(−i)

(
kexn + khxn

)
g2n

(
a↑↑1n + a↓↓1n

)
2unvn e

i(khxn−kexn)x+

+ (i)
(
k̃exn + k̃hxn

)
g3n

(
a↑↑2n + a↓↓2n

)
2ũnṽn e

i(k̃hxn−k̃exn)x
}
.

(3.184)

52



Na sliqan naqin, koriste�i (3.182), nalazi se da je struja koja potiqe od sors qlana

JR
s =

∫ 0

x

〈
SR
〉
dx =

ekBT

iℏ

{
|∆|
(
v2n − u2n

)
g2n

(
a↑↑1n + a↓↓1n

) khxn + kexn
i (k2hxn − k2exn)

(
1− ei(khxn−kexn)x

)
+

+ |∆̃|
(
ṽ2n − ũ2n

)
g3n

(
a↑↑2n + a↓↓2n

) k̃hxn + k̃exn

i
(
k̃2hxn − k̃2exn

) (1− ei(k̃hxn−k̃exn)x
)}

.

(3.185)
Ukupna struja je

JR =
〈
JR
x

〉
+ JR

s . (3.186)

Imaju�i u vidu da je

uv =
|∆|
2E

, ũṽ =
|∆̃|
2E

, (3.187)

u2 − v2 =
Ω

E
, ũ2 − ṽ2 =

Ω̃

E
, (3.188)

k2hx − k2ex = −2
2m

ℏ2
Ω, k̃2hx − k̃2ex = −2

2m

ℏ2
Ω̃, (3.189)

kao i da je
Ωn = i sgn(ωn)

√
ω2
n + |∆|2, (3.190)

Ω̃n = i sgn(ωn)

√
ω2
n + |∆̃|2, (3.191)

nakon sabira�a izraza (3.184) i (3.185) uz sumira�e po svim transverzalnim kanalima,
ky, i po svim Macubarinim frekvencijama ωn > 0, poslije sre�iva�a dolazimo do izraza
za izraqunava�e ukupne �ozefsonove struje za pozitivne Macubarine frekvencije

IR =
ekBT

2ℏ
∑
ky

ωn>0

 |∆|√
ω2
n + |∆|2

(kexn + khxn)
a↑↑1n + a↓↓1n
2kFx

− |∆̃|√
ω2
n + |∆̃|2

(
k̃exn + k̃hxn

) a↑↑2n + a↓↓2n
2kFx

 .

(3.192)

Opisanim postupkom, uz analitiqko produ�e�e advansirane Makmilanove Grinove
funkcije dolazi se do izraza za izraqunava�e ukupne �ozefsonove struje za negativne
Macubarine frekvencije

IA =
ekBT

2ℏ
∑
ky

ωn<0

 |∆|√
ω2
n + |∆|2

(kexn + khxn)
a′↑↑2n + a′↓↓2n

2kFx

− |∆̃|√
ω2
n + |∆̃|2

(
k̃exn + k̃hxn

) a′↑↑1n + a′↓↓1n

2kFx

 .

(3.193)

Ukupna �ozefsonova struja dobija se kao zbir doprinosa koji potiqe od pozitivnih
i negativnih frekvencija:

I(φ) = IR + IA, (3.194)

xto predstav	a generalizaciju Furusaki-Cukada formule za izraqunava�e �ozefsonove
CPR za sluqaj d-wave superprovodnika povezanih spinski aktivnom barijerom. Naime,
Furusaki i Cukada su izveli 1991. godine formulu za izraqunava�e �ozefsonove struje
u sluqaju spojeva izotropnih s-wave superprovodnika sa barijerom koja mo�e biti nor-
malni metal ili izolator [88].

Ukoliko se primijeni Andrejev	eva aproksimacija pri kojoj je

kex ≈ khx ≈ k̃ex ≈ k̃hx ≈ kFx, (3.195)
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xto se opravdava qi�enicom da je |∆|, |E| ≪ µ, ispostav	a se da su ova dva doprinosa
jednaka, pa se �ozefsonova CPR mo�e sa dovo	nom preciznox�u raqunati kao [16, 20,
33, 81, 184]

I(φ) =
ekBT

ℏ
∑
ky

ωn>0

 a↑↑1n + a↓↓1n√
ω2
n + |∆|2

|∆| − a↑↑2n + a↓↓2n√
ω2
n + |∆̃|2

|∆̃|

 . (3.196)

CPR zavisi samo od koeficijenata za Andrejev	evu refleksiju i to samo onih koji
se odnose na situaciju kad je spin andrejev	evski rasijane kvaziqestice isti kao i spin
upadne kvaziqestice. Koeficijenti a↑↑1 i a↓↓1 odnose se na procese sa upadnim kvazielek-
tronom spina ↑ i ↓, respektivno, pri qemu se reflektuju kvazixup	ine iste projekcije
spina, a koeficijenti a↑↑2 i a↓↓2 na procese sa upadnom kvazixup	inom spina ↑ i ↓, re-
spektivno, pri qemu se reflektuju kvazielektroni sa nepromije�enom projekcijom spina.
Drugim rijeqima, ovi procesi se odnose na prolazak Kuperovog para na desno ili na li-
jevo [88].
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Glava 4

�ozefsonov efekat u DFFD
spojevima

U ovoj glavi analizira se �ozefsonov efekat u spojevima sa proizvo	no orijentisanim
superprovod	ivim elektrodama sa d-wave simetrijom parametra ure�e�a i sa barijerom
koja se sastoji od dva feromagnetna sloja sa razliqito orijentisanim vektorima magne-
tizacija. Naime, u pos	ed�ih nekoliko decenija, razvoj tzv. ramp-edge tehnike [185{187]
omogu�io je fabrikaciju �ozefsonovih spojeva sa proizvo	nim uglom izme�u kristal-
nih osa superprovod	ivih materijala i �ihove me�usobne granice, xto je motivisalo
istra�iva�a pojava koje zavise od orijentacije [188{191].

Istra�ivan je uzajamni uticaj orijentacije kristala superprovodnih elektroda i
ugla misorijentacije izme�u magnetizacija u feromagnetnom dvosloju. Karakteristiqni
oxtri minimumi (u da	em tekstu dipovi) na krivama koje predstav	aju zavisnost kriti-
qne struje od deb	ine barijere povezani su sa 0− π faznim prelazima, ili sa prelazima
izme�u π/2 sta�a i koegzistencije 0 i π sta�a, zavisno od tipa spoja. Za svaku speci-
fiqnu orijentaciju superprovod	ivih elektroda u �ozefsonovim spojevima sa pogodno
izabranom deb	inom barijere i jaqinom izmjenskog po	a u feromagnetima, pokazuje se
mogu�nost postiza�a razliqitih faznih razlika osnovnog sta�a spoja mije�a�em me�u-
sobne orijentacije feromagnetnog po	a, xto je mnogo lakxe za primjenu nego promjenom
deb	ine barijere ili temperature. Tako�e, na faznim dijagramima deb	ina { feromag-
netna misorijentacija uoqene su zone koegzistencije stabilnih i metastabilnih sta�a
spoja [33].

Rezultati predstav	eni u ovoj glavi zasnovani su na objav	enom radu [33]:

S. Djurdjević and Z. Popović, Influence of d-wave superconductor orientation on Josephson
current and phase difference in junctions with inhomogeneous ferromagnet, PTEP 2021,
083I02 (2021).
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4.1 Model

Posmatramo dvodimenzionalni �ozefsonov spoj smjexten u xy-ravan koji se sastoji od
dvije polubeskonaqne superprovod	ive elektrode sa d-wave simetrijom spariva�a (DL i
DR) i dva feromagnetna sloja (F1 i F2) u barijeri (slika 4.1). Deb	ine feromagnetnih
slojeva su d1 i d2, a vektori �ihovih magnetizacija mogu da imaju proizvo	ne pravce u
yz-ravni. Izmjenska po	a u F1 i F2 su h1 = h1(0, sinα1, cosα1) i h2 = h2(0, sinα2, cosα2),
respektivno. Relativni ugao izme�u magnetizacija u dva feromagneta je α = α2 − α1.

Slika 4.1: Shematski prikaz DLF1F2DR �ozefsonovog spoja. Vektori magnetizacija le�e
u yz ravni i sa z-osom formiraju uglove α1 i α2. Prikazan je potencijal spariva�a sa
d-wave simetrijom, gdje su βL i βR uglovi izme�u â-osa kristala i x-ose u lijevoj i desnoj
superprovod	ivoj elektrodi, respektivno [33].

Da bismo izraqunali �ozefsonovu struju u ovakvom tipu spoja potrebno je da odredimo
transportne koeficijente kvaziqestica primje�uju�i Bogo	ubov-de �enov formalizam.
U Nambu-spinskom prostoru BdG hamiltonijan je [146]

HBdG =

(
H ∆̂

∆̂∗ −H̃

)
. (4.1)

Jednoqestiqni hamiltonijan dat je sa

H = H0 +W (r) +
∑
i=1,2

HFi
, (4.2)

gdje H0 = (ℏ2k2/2m − µ)σ0 kinetiqki qlan, µ je hemijski potencijal, a m je efektivna
masa kvaziqestica. Radi jednostavnosti, pretpostav	amo da su hemijski potencijali
kao i efektivne mase jednaki u svim djelovima spoja. σ0 je jediniqna 2 × 2 matrica.
Potencijal na granicama izme�u slojeva modeliramo sa W (r) =

∑
iWiδ(x − xi), gdje

je Wi efektivna jaqina izolatorskog potencijala, a δ(x) je Dirakova delta funkcija.
Polo�aji granica koje su pararlelne y-osi odre�eni su koordinatama xi. Feromagnetni
qlanovi dati su sa

HF1 = −h1σΘ(x)Θ(d1 − x),

HF2 = −h2σΘ(x− d1)Θ(d1 + d2 − x),
(4.3)

gdje Θ(x) Hevisajdova funkcija, a σ = (σx, σy, σz)
T je vektor Paulijevih matrica. Poten-

cijal spariva�a u superprovodnicima definisan je sa

∆̂ = ∆LσxΘ(x) + ∆RσxΘ(x− d1 − d2). (4.4)

Budu�i da je u spoju zadovo	ena translaciona invarijantnost du� pravca y-ose, kom-
ponenta impulsa paralelna granicama izme�u djelova spoja, ky = kF sin θ, je oquvana.
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Slika 4.2: Shematska ilustracija refleksije i transmisije na feromagnetnoj barijeri
kada kvazielektron nailazi iz lijevog superprovodnika sa: (a) projekcijom spina (↑)
- (crvena puna strelica), (b) projekcijom spina (↓) - (plava puna strelica), ili kada
kvazixup	ina nailazi iz lijevog superprovodnika sa: (c) projekcijom spina (↑) - (crvena
isprekidana strelica), (d) projekcijom spina (↓) - (plava isprekidana linija).

Talasna funkcija koja zadovo	ava BdG jednaqine,

HBdGΨ(r) = EΨ(r), (4.5)

tada ima oblik
Ψ(r) = eikyyψ(x, θ), (4.6)

gdje je θ ugao izme�u x-ose i talasnog vektora kvaziqestice. Nepoznata talasna funkcija
ψ(x, θ) du� x-pravca mo�e se zapisati u qetiri oblasti spoja kao

ψ(x, θ) = ψDL
(x, θ)Θ(−x) + ψF1(x, θ)Θ(x)Θ(d1 − x)+

+ ψF2(x, θ)Θ(x− d1)Θ(d1 + d2 − x) + ψDR
(x, θ)Θ(x− d1 − d2).

(4.7)

Svaka od komponenti, ψDL
(x, θ), ψF1(x, θ), ψF2(x, θ) i ψDR

(x, θ), dobija se rjexava-
�em svojstvenog problema BdG hamiltonijana zasebno u svakoj od qetiri oblasti spoja,
nakon qega se konstruxu talasne funkcije u skladu sa odgovaraju�im procesima rasi-
ja�a. Postoji osam procesa rasija�a kojima odgovara osam tipova upadnih kvaziqes-
tica: kvazielektron ili kvazixup	ina, sa spinom ↑ ili spinom ↓, koje na barijeru
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nailaze iz lijeve ili iz desne superprovod	ive elektrode. U prethodnoj glavi izveli
smo Furusaki-Cukada formulu (3.196) za izraqunava�e �ozefsonove struje u zavisnosti
od fazne razlike izme�u superprovodnika. Ispostavilo se da ona zavisi samo od koefi-
cijenata za Andrejev	evu refleksiju za prva qetiri direktna procesa koji su korix�eni
za konstrukciju retardovane Makmilanove Grinove funkcije. Na slici 4.2 prikazana su
ova qetiri procesa koji odgovaraju sluqaju kada kvaziqestice nailaze na barijeru iz
lijevog superprovodnika. Poxto je barijera spinski aktivna ona mo�e da promijeni
orijentaciju spina rasijanih qestica. Vidjeli smo i da formula (3.196) zavisi samo
od koeficijenata za Andrejev	evu refleksiju pri kojoj je spin upadne i reflektovane
qestice isti. Me�utim, ne smijemo iz formalizma isk	uqiti rasijane kvaziqestice
sa suprotnom projekcijom spina kako bismo ispravno odredili numeriqke vrijednosti
potrebnih amplituda vjerovatno�e.

Parametar ure�e�a u lijevoj i desnoj d-wave superprovod	ivoj elektrodi zavisi od
pravca kvaziqestica i dat je sa

∆L[R](θ) = ∆(T ) cos
(
2(θ − βL[R])

)
eiφL[R] , (4.8)

∆̃L[R](θ) = ∆(T ) cos (2(θ + βL[R]))e
iφL[R] . (4.9)

Ovdje, βL i βR oznaqavaju uglove izme�u x-ose i â-osa kristala lijeve i desne elektrode,
respektivno. Temperaturna zavisnost amplitude potencijala spariva�a je [192]

∆(T ) = ∆(0) tanh

(
1.74

√
Tc
T

− 1

)
. (4.10)

Oznake, ∆L[R] i ∆̃L[R], koristimo za kvaziqestice qiji je pravac propagacije definisan
uglovima θ i π − θ u odnosu na x-osu. Ovi pravci, oznaqeni sa γ (γ̄) i β (β̄) indeksima,
navedeni su i na slici 4.2. Indeksom γ oznaqena je talasna funkcija kvazielektrona
koji propagira u pravcu pod uglom θ u odnosu na x-osu. Indeksom γ̄ oznaqena je talasna
funkcija kvazixup	ine koja propagita u pravcu π + θ. Indeksima, β i β̄ oznaqene su
talasne funkcije kvazielektrona i kvazixup	ina koji propagiraju u pravcima π − θ i
−θ, respektivno.

Rjexe�a BdG hamiltonijana, koja predstav	aju elementarna propagiraju�a sta�a u
superprovod	ivim oblastima su

ψ↑
γj(x, θ) =

(
uje

iφj/2, 0, 0,
∆∗

j

|∆j|
vje

−iφj/2

)T

eik
+
j x, (4.11)

ψ↓
γj(x, θ) =

(
0, uje

iφj/2,
∆∗

j

|∆j|
vje

−iφj/2, 0

)T

eik
+
j x, (4.12)

ψ↓
γ̄j(x, θ) =

(
0, vje

iφj/2,
∆∗

j

|∆j|
uje

−iφj/2, 0

)T

eik
−
j x, (4.13)

ψ↑
γ̄j(x, θ) =

(
vje

iφj/2, 0, 0,
∆∗

j

|∆j|
uje

−iφj/2

)T

eik
−
j x, (4.14)

ψ↑
βj(x, θ) =

(
ũje

iφj/2, 0, 0,
∆̃∗

j

|∆̃j|
ṽje

−iφj/2

)T

e−ik̃+j x, (4.15)
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ψ↓
βj(x, θ) =

(
0, ũje

iφj/2,
∆̃∗

j

|∆̃j|
ṽje

−iφj/2, 0

)T

e−ik̃+j x, (4.16)

ψ↓
β̄j
(x, θ) =

(
0, ṽje

iφj/2,
∆̃∗

j

|∆̃j|
ũje

−iφj/2, 0

)T

e−ik̃−j x, (4.17)

ψ↑
β̄j
(x, θ) =

(
ṽje

iφj/2, 0, 0,
∆̃∗

j

|∆̃j|
ũje

−iφj/2

)T

e−ik̃−j x, (4.18)

gdje su BCS amplitude

uj =

√
1

2

(
1 +

Ωj

E

)
, vj =

√
1

2

(
1− Ωj

E

)
, (4.19)

ũj =

√√√√1

2

(
1 +

Ω̃j

E

)
, ṽj =

√√√√1

2

(
1− Ω̃j

E

)
, (4.20)

i Ωj =
√
E2 − |∆j(θ)|2, dok je Ω̃j =

√
E2 − |∆̃j(θ)|2. Longitudinalne (x) komponente

talasnih vektora u superprovodnicima su

k±j =

√
2m

ℏ2
(µ±

√
E2 − |∆j|2)− k2y, (4.21)

k̃±j =

√
2m

ℏ2
(µ±

√
E2 − |∆̃j|2)− k2y. (4.22)

gdje se gor�i znak odnosi na kvazielektrone, a do�i na kvazixup	ine. Indeks j slu�i
za razlikova�e lijevog i desnog superprovodnika i j ∈ {L,R}.

U lijevom feromagnetu elementarna propagiraju�a sta�a su

ψ↑
1γ[β](x) =

(
cos

α1

2
, i sin

α1

2
, 0, 0

)T
e+[−]iq+1↑x, (4.23)

ψ↓
1γ[β](x) =

(
i sin

α1

2
, cos

α1

2
, 0, 0

)T
e+[−]iq+1↓x, (4.24)

ψ↓
1γ̄[β̄]

(x, θ) =
(
0, 0, i sin

α1

2
, cos

α1

2

)T
e+[−]iq−1↓x, (4.25)

ψ↓
1γ̄[β̄]

(x, θ) =
(
0, 0, cos

α1

2
, i sin

α1

2

)T
e+[−]iq−1↑x, (4.26)

a u desnom feromagnetu

ψ↑
2γ[β](x) =

(
cos

α2

2
, i sin

α2

2
, 0, 0

)T
e+[−]iq+2↑x, (4.27)

ψ↓
2γ[β](x) =

(
i sin

α2

2
, cos

α2

2
, 0, 0

)T
e+[−]iq+2↓x, (4.28)

ψ↓
2γ̄[β̄]

(x, θ) =
(
0, 0, i sin

α2

2
, cos

α2

2

)T
e+[−]iq−2↓x, (4.29)
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ψ↓
2γ̄[β̄]

(x, θ) =
(
0, 0, cos

α2

2
, i sin

α2

2

)T
e+[−]iq−2↑x, (4.30)

gdje su longitudinalne (x) komponente talasnih vektora

q±1σ =

√
2m

ℏ2
(µ+ ρσh1 ± E)− k2y, (4.31)

q±2σ =

√
2m

ℏ2
(µ+ ρσh2 ± E)− k2y. (4.32)

I ovdje gor�i znak odgovara kvazielektronima, a do�i kvazixup	inama. ρσ = +1 za
projekciju spina σ =↑, i ρσ = −1 za projekciju spina σ =↓.

Na slici 4.2 prikazani su procesi rasija�a kada kvazielektron ili kvazixup	ina
sa projekcijom spina ↑ ili ↓ nailaze sa lijeve strane na barijeru. Rjexe�a za talasne
funkcije u procesu kada je upadna qestica kvazielektron sa projekcijom spina ↑ (slika
4.2 (a)), u svakoj oblasti spoja, data su kao linearna kombinacija elementarnih propagi-
raju�ih sta�a

ψe↑
DL

(x, θ) = ψ↑
γL(x, θ) + a↑↑1 ψ

↑
γ̄L(x, θ) + a↑↓1 ψ

↓
γ̄L(x, θ) + b↑↑1 ψ

↑
βL(x, θ) + b↑↓1 ψ

↓
βL(x, θ), (4.33)

ψe↑
F1
(x, θ) = f1ψ

↑
γ(x, θ) + f2ψ

↓
γ(x, θ) + f3ψ

↑
β(x, θ) + f4ψ

↓
β(x, θ) +

+f5ψ
↓
γ̄(x, θ) + f6ψ

↑
γ̄(x, θ) + f7ψ

↓
β̄
(x, θ) + f8ψ

↑
γ̄(x, θ), (4.34)

ψe↑
F2
(x, θ) = g1ψ

↑
γ(x, θ) + g2ψ

↓
γ(x, θ) + g3ψ

↑
β(x, θ) + g4ψ

↓
β(x, θ) +

+g5ψ
↓
γ̄(x, θ) + g6ψ

↑
γ̄(x, θ) + g7ψ

↓
β̄
(x, θ) + g8ψ

↑
γ̄(x, θ), (4.35)

ψe↑
DR

(x, θ) = c↑↑1 ψ
↑
γR(x, θ) + c↑↓1 ψ

↓
γR(x, θ) + d↑↑1 ψ

↑
β̄R

(x, θ) + d↑↓1 ψ
↓
β̄R

(x, θ). (4.36)

Koeficijenti a↑↑1 i a↑↓1 predstav	aju amplitude vjerovatno�e za Andrejev	evu reflek-
siju bez i sa promjenom orijentacije spina, a b↑↑1 i b↑↓1 su odgovaraju�i koeficijenti za
normalnu refleksiju u lijevom superprovodniku. Koeficijenti fi i gi (i = 1, ..., 8) su
amplitude vjerovatno�e za propagiraju�a sta�a u lijevom i desnom feromagnetu, respek-
tivno. Amplitude vjerovatno�e za normalnu transmisiju u desni superprovodnik su c↑↑1 i
c↑↓1 , a za Andrejev	evu transmisiju su d

↑↑
1 i d↑↓1 . Rjexe�a za preostala tri procesa mogu se

zapisati na analogan naqin, uz novi skup koeficijenata, u skladu sa shemama prikazanim
na slikama 4.2 (b), (c) i (d).

Koeficijenti rasija�a se odre�uju na osnovu graniqnih uslova koji su u ovom sluqaji
dati sa

ψ(x, θ)|xi+0 = ψ(x, θ)|xi−0 = ψ(xi, θ), (4.37)

dψ(x, θ)

dx

∣∣∣
xi+0

− dψ(x, θ)

dx

∣∣∣
xi−0

= Zik
(S)
F ψ(xi, θ), (4.38)

gdje su izolatorske granice, koje se nalaze u xi = 0, d1, d1 + d2, opisane bezdimenzionim
parametrom Zi = 2mWi/ℏ2kF (i = 1, 2, 3).

Ovi graniqni uslovi rjexavaju se numeriqki, i za svaku energiju i transverzalni
impuls ky, postoje 24 jednaqine u kojima je 24 nepoznata koeficijenta rasija�a. Za
izraqunava�e �ozefsonove struje prema formuli (3.196) koja je izvedena u prethodnoj
glavi poterbni su samo koeficijenti za Andrejev	evu refleksiju sa oquvanim spinom,
a↑↑1 , a

↓↓
1 , a

↑↑
2 i a↓↓2 .

60



0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 10 20 30 40 50 60
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 

I cR
N

(0,0)
(0, )

(a)

I cR
N

 

 

dkF

(b)

Slika 4.3: Kritiqna struja, Ic, u zavisnosti od deb	ine feromagnetnog dvosloja, d, za
T/Tc = 0.1, h/EF = 0.1, i qetiri razliqite orijentacije desne d-wave superprovodne
elektrode: βR = 0 (crna linija), βR = π/10 (plava linija), βR = 3π/20 (roze linija),
βR = π/4 (crvena linija). Lijeva superprovodna elektroda ima orijentaciju dx2−y2 , tj.
βL = 0, u svim sluqajevima. (a) α = 0, (b) α = π/2.

4.2 Rezultati: uloga orijentacije superprovodnog pa-

rametra ure�e�a i orijentacije magnetizacija

Poslije numeriqkog sabira�a po Macubara frekvencijama i integracijom po transver-
zalnim transportnim kanalima, formula (3.196) daje CPR za opisane �ozefsonove spo-
jeve. Vrijednost kritiqne �ozefsonove struje dobija se prema

Ic = max
φ

|I(φ)|, (4.39)

gdje je φ = φL − φR razlika makroskopskih faza lijevog i desnog superprovod	ivog
kondenzata. Radi jednostavnosti, predstavi�emo rezultate u sluqaju kad su feromagnetni
slojevi jednake deb	ine, d1 = d2 = d/2, i sa jednakim izmjenskim po	ima, h1 = h2 = h.
Tako�e, pretpostav	amo da su jednaki intenziteti Fermijevih talasnih vektora u svim
djelovima spoja, k

(S)
F = k

(F )
F = kF , i da su granice izme�u razliqitih materijala potpuno

transparentne, Z1 = Z2 = Z3 = 0.
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Na slici 4.3 prikazana je kritiqna �ozefsonova struja (normalizovana na otpor
RN = 4π2ℏ/(e2kF )) u zavisnosti od deb	ine feromagnetnog dvosloja za spoj u kojem lijeva
superprovodna elektroda ima orijentaciju dx2−y2 (βL = 0), dok desna elektroda mo�e da
ima proizvo	nu orijentaciju βR. Poxto deb	ina feromagnetne barijere, d, i izmjensko
po	e, h, imaju pribli�no reciproqan uticaj na struju kroz spoj [37], kritiqnu struju
prikazujemo u funkciji deb	ine barijere za h = 0.1EF . Oscilatorni karakter Ic(d)
us	ed prisustva izmjenskog po	a prikazan je za razliqite orijentacije desne d-wave
superprovodne elektrode, (βL, βR) = (0, 0), (0, π/10), (0, 3π/20) i (0, π/4). Radi ilustracije
uticaja ugla misorijentacije, α, izme�u magnetizacija u feromagnetima u yz-ravni, krive
Ic(d) prikazane su za dva sluqaja, α = 0 i α = π/2, na slikama 4.3(a) i 4.3(b), redom.

Za DFFD spojeve kod kojih je βR ≠ π/4, minimumi na krivama Ic(d) razdvajaju 0 i π
sta�a �ozefsonovog spoja koja se naizmjeniqno smje�uju, poqevxi od 0 sta�a sa lijeve
strane. Minimumi za spoj tipa (βL, βR) = (0, π/4) razdvajaju intervale koegzistencije
stabilnih 0 i π sta�a od intervala u kojima je stabilno sta�e �ozefsonovog spoja π/2
sta�e, pri qemu se sa lijeve strane poqi�e sa π/2 sta�em1. Imaju�i u vidu da parametar
ure�e�a u d-wave superprovodnicima ima qetiri lobusa, sa naizmeniqnim znakovima
koji su razdvojeni qvorovima u kojima superprovodni energijski procjep ixqezava, u
spoju tipa (0, π/4) harmonici oznaqeni neparnim indeksom u �ozefsonovoj CPR datoj
izrazom (2.95) su potisnuti, xto daje

I(φ) =
∑
n≥1

I2n sin(2nφ). (4.40)

Najqex�e je najdominantniji prvi qlan u ovom razvoju pa �ozefsonova struja ima dvostru-
ko ve�u periodiqnost po fazi u odnosu na spojeve sa konvencionalnim ili d-wave super-
provodnicima kod kojih je βL = 0, a βR ̸= π/4 [193]. Za α = 0 u spoju tipa (0, π/4) postoje
qetiri minimuma na krivoj Ic(d) (za kFd < 60), dok se sa pove�a�em ugla α broj mini-
muma sma�uje, tako da za α = π/2 postoje dva minimuma. Za sve ostale tipove spojeva
(0, βR ̸= π/4), u sluqaju α = 0, na krivama Ic(d) postoje dva jasno uoq	iva minimuma (za
kFd < 60), dok za α = π/2 nema oxtrih minimuma xto ukazuje da se tada fazni prelaz ne
indukuje promjenom deb	ine barijere. Sa pove�a�em ugla βR od 0 do π/4, kritiqna struje
se sma�uje za svaku odre�enu vrijednost ugla misorijentacije, α, izme�u magnetizacija.

Na osnovu proraquna krivih Ic(d) i polo�aja oxtrih minimuma na �ima za diskretan
broj uglova α sa vrijednostima izme�u 0 i π, na slikama 4.4(a), 4.4(b) i 4.4(c) su prikazani
fazni dijagrami u (d, α) ravni za DFFD spojeve tipa (0, 0), (0, 3π/20) i (0, π/4), redom.
Za spojeve tipa (0, 0) i (0, 3π/20), (d, α) fazni dijagram pokazuje jedan polukrug (oznaqen
crnim kvadratima za spoj tipa (0, 0), slika 4.4(a), i plavim kvadratima za spoj tipa
(0, 3π/20), slika 4.4(b)) koji je povezan sa najvixe dva oxtra minimuma na krivama Ic(d)
za 0 ≤ α < π/2, dok za π/2 ≤ α ≤ π oxtri minimumi ne postoje. Linija u (d, α)
dijagramu oznaqena kvadrati�ima razdvaja oblasti parametara u kojima se spoj nalazi
u stabilnom 0 ili π sta�u, dok za vrijednosti parametara koje odgovaraju liniji kojoj
kvadrati�i pripadaju postoji koegzistencija 0 i π sta�a. Treba napomenuti da sliqan
(d, α) fazni dijagram postoji i za sve spojeve tipa (0, βR ̸= π/4), u kojima su mogu�a
samo stabilna 0 i π sta�a. Osjenqenim oblastima oko polukrugova prikazana je oblast
parametara u kojoj mogu koegzistirati stabilna i metastabilna sta�a. Na slikama 4.4(a)

1Sta�e �ozefsonovog spoja odre�eno je faznom razlikom izme�u superprododnika u kojoj slobodna

�ozefsonova energija koja je defininisana sa

F (φ) ∼
∫ φ

0

I(φ′)dφ′

posti�e minimum.
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Slika 4.4: Fazni dijagram u zavisnosti od ugla misorijentacije, α, izme�u magneti-
zacija, i deb	ine, d, barijere, za T/Tc = 0.1, h/EF = 0.1. (a) (βL, βR) = (0, 0), (b)
(βL, βR) = (0, 3π/20), (c) (βL, βR) = (0, π/4). Osjenqene oblasti oko polukrugova predsta-
v	aju oblasti u (d, α) ravni u kojima koegzistiraju stabilna i metastabilna sta�a.
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i 4.4(b), stabilno 0 i metastabilno π sta�e koegzistiraju u osjenqenoj oblasti izvan
polukruga, dok stabilno π i metastabilno 0 sta�e koegzistiraju u osjenqenoj oblasti
unutar polukruga. Sa pove�a�em ugla βR, oxtri minimumi na krivama Ic(d) se blago
pomjeraju ka ve�im deb	inama, xto se mo�e uoqiti pore�e�em slika 4.4(a) i 4.4(b) za
bilo koje vrijednosti α izme�u 0 i π/2.

Sa druge strane, kada je lobus parametra ure�e�a jedne elektrode okrenut ka qvoru
druge elektrode, (βL, βR) = (0, π/4), fazni dijagram u (d, α) ravni pokazuje dva umetnuta
polukruga (formirana crvenim kvadrati�ima na slici 4.4(c)), koji su povezani sa na-
jvixe qetiri minimuma (za kFd < 60) na krivama Ic(d), prikazanim za sluqaj α = 0 na
slici 4.3(a), i dva minimuma za sluqaj α = π/2 na slici 4.3(b). Ovdje linije oznaqene
kvadrati�ima na (d, α) dijagramu razdvajaju oblasti parametara u kojima je spoj u stabil-
nom π/2 sta�u i oblasti u kojima postoji koegzistencija stabilnih 0 i π sta�a (dvostruko
degenerisano osnovno sta�e spoja), kao xto je prikazano na slici 4.4(c). Za vrijednosti
parametara koje odgovaraju ovim dvjema linijama postoji koegzistencija tri sta�a: 0,
π/2 i π. U osjenqenoj oblasti izvan velikog polukruga koegzistiraju stabilno π/2 sta�e
i metastabilna 0 i π sta�a, dok u osjenqenoj oblasti unutar ve�eg polukruga koegzisti-
raju stabilna 0 i π sta�a i metastabilno π/2 sta�e. U osjenqenoj oblasti izvan ma�eg
polukruga koegzistiraju stabilna 0 i π sta�a i metastabilno π/2 sta�e, dok u osjenqenoj
oblasti unutar ma�eg polukruga koegzistiraju stabilno π/2 sta�e i metastabilna 0 i π
sta�a.
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Slika 4.5: Zavisnost �ozefsonove struje, I(φ), i odgovaraju�e slobodne energije, F (φ),
od fazne razlike za spoj tipa (0, π/4), pri qemu je dkF = 30, T/Tc = 0.1, h/EF = 0.1 i tri
vrijednosti ugla misorijentacije magnetizacija: (a) i (b) α = 0, (c) i (d) α = 14.52π/20,
(e) i (f) α = 8π/20.

Grafici fazne zavisnosti �ozefsonove struje, I(φ), i slobodne energije spoja, F (φ),
na osnovu kojih se odre�uje fazna razlika osnovnog sta�a spoja, φG, u kojoj funkcija
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F (φ) posti�e minimum, prikazani su na slici 4.5 za kFd = 30 i razliqite vrijed-
nosti α odabrane tako da odgovaraju polo�ajima u (d, α) ravni u kojima postoje samo
stabilna sta�a. Za α = 0 jedino stabilno sta�e je φG = π/2, prikazano kao jedini min-
imum na F (φ), slika 4.5(b), dok je fazna zavisnost struje sliqna obliku I ∼ sin(2φ+ π),
slika 4.5(a), (na isti naqin kao u referenci [31]). Za vrijednost α = 14.52π/20 koja
odgovara liniji sa kvadrati�ima ve�eg polukruga na slici 4.4(c), postoji trojka sta�a
φG = 0, π/2, π (minimumi slobodne energije imaju jednake vrijednosti za tri vrijednosti
fazne razlike, kao xto je prikazano na slici 4.5(d)), a fazna zavisnost struje je sliqna
deformisanoj krivoj I ∼ sin 4φ (slika 4.5(c)). Za α = 8π/20 kriva F (φ) pokazuje koegzis-
tenciju stabilnih 0 i π sta�a (slika 4.5(f)), a fazna zavisnost struje je sliqna krivoj
I ∼ sin 2φ (slika 4.5(e)). Dakle, u d-wave �ozefsonovom spoju koji sadr�i dva feromag-
netna sloja, osnovno sta�e spoja se mo�e mije�ati izme�u koegzistencije 0 i π sta�a i π/2
sta�a promjenom relativne orijentacije dvije magnetizacije. U taqki prelaza jav	aju
se trostruko degenerisana, 0, π/2 i π, sta�a. Poxto razmatramo �ozefsonov spoj tipa
(0, π/4), struja je jednaka nuli za faznu razliku φ = nπ/2, a u faznoj zavisnosti struje
mogu postojati samo harmonici oznaqeni parnim indeksom [165, 194]. Stoga, u taqki
koegzistencije 0, π/2 i π sta�a, qetvrti harmonik ima dominantan doprinos, I ∼ sin 4φ,
na isti naqin kao u SFS spoju konvencionalnih superprovodnika, gdje drugi harmonik
ima dominantan doprinos u taqki koegzistencije 0 i π sta�a [1]. Odstupa�a od geometrije
spoja tipa (0, π/4) isk	uquju mogu�nost realizacije ravnote�ne fazne razlike φG = π/2
i samim tim isk	uquju mogu�nost pojave qetvrtog harmonika u CPR.
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Slika 4.6: Zavisnost �ozefsonove struje, I(φ), i odgovaraju�e slobodne energije, F (φ), od
fazne razlike za spoj tipa (0, π/4), dkF = 30, T/Tc = 0.1, h/EF = 0.1 i qetiri vrijednosti
ugla misorijentacije: α = 4π/20, α = 5π/20, α = 14π/20 i α = 14.72π/20.
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Na slici 4.6 prikazani su grafici I(φ) i odgovaraju�e F (φ) za istu vrijednost kFd =
30 i vrijednosti α odabrane iz osjenqenih oblasti (α = 4π/20, α = 5π/20, α = 14π/20, α =
14.72π/20) na slici 4.4(c), gdje postoji koegzistencija stabilnih i metastabilnih sta�a.
Grafici u prvoj i qetvrtoj vrsti slike 4.6 odgovaraju sta�ima spoja sa koegzistencijom
stabilnog π/2 sta�a i metastabilnih 0 i π sta�a. Druga i tre�a vrsta sta�ima sa
koegzistencijom stabilnih 0 i π sta�a i metastabilnog π/2 sta�a. Oblast koegzistencije
je u�a za (0, π/4) nego za spoj tipa (0, βR ̸= π/4), gdje se oblast deb	ina u kojoj dolazi do
koegzistencije stabilnih i metastabilnih sta�a pove�ava sa porastom α.
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Slika 4.7: Kritiqna struja, Ic, u zavisnosti od ugla misorijentacije, α, za T/Tc = 0.1,
h/EF = 0.1, za dva tipa spija, (βL, βR) = (0, 0) (crna linija) i (βL, βR) = (0, π/4) (crvena
linija). (a) dkF = 20, (b) dkF = 30 i (c) dkF = 55.

Pored oscilacija kritiqne �ozefsonove struje sa d, ona se mije�a i sa α xto je
prikazano na slikama 4.7(a), 4.7(b) i 4.7(c) za vrijednosti deb	ine barijere kFd = 20,
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30 i 55, redom, i za dva tipa spojeva (0, 0) i (0, π/4). Mogu�i oxtri minimumi na ovim
graficima ukazuju na promjenu fazne razlike osnovnog sta�a �ozefsonovog spoja. Stoga
je prelaz izme�u 0 i π sta�a u spoju tipa (0, 0) (na isti naqin kao u SFFS spoju [20]) i
mogu�i naizmjeniqni prelaz izme�u π/2 i koegzistencije 0 i π sta�a u spoju tipa (0, π/4)
mogu�e izazvati promjenom ugla misorijentacije magnetizacija, α. Ovo bi moglo biti
korisno za primjene, jer se fino podexava�e izme�u 0 i π sta�a u spoju tipa (0, 0), kao
i izme�u π/2, 0 i π sta�a u spoju tipa (0, π/4), mo�e lakxe posti�i promjenom α nego
promjenom deb	ine [21].

Za kFd = 55 kritiqna struja monotono raste sa α za oba razmatrana tipa spojeva
(slika 4.7(c)). Poxto je spoj dovo	no uda	en od taqke faznog prelaza u (d, α) ravni, on
se jasno nalazi u 0 sta�u za (0, 0) i u π/2 sta�u za spoj tipa (0, π/4) za sve vrijednosti
ugla misorijentacije magnetizacija, α.
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Slika 4.8: Kritiqna struja, Ic, u zavisnosti od orijentacije, β, d-wave superprovodnika
za spoj tipa (βL, βR) = (0, β), T/Tc = 0.1, h/EF = 0.1, za pet vrijednosti ugla misori-
jentacije: α = 0 (crna linija), α = π/8 (plava linija), α = 3π/8 (roze linija), α = 5π/8
(cijan linija) i α = π (zelena linija). (a) dkF = 30, (b) dkF = 40 i (c) dkF = 55.
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Zavisnost kritiqne struje od orijentacije desne superprovodne elektrode pri fik-
siranoj orijentaciji lijeve elektrode, βL = 0 ((0, β) tip spoja), data je na slikama 4.8(a),
4.8(b) i 4.8(c) za tri deb	ine feromagnetne barijere kFd = 30, 40 i 55, respektivno, i za
pet vrijednosti ugla misorijentacije, α = 0, π/8, 3π/8, 5π/8 i π. Na krivama se uoqavaju
dvije grane simetriqne u odnosu na β = π/4, gdje kritiqna struja dosti�e minimalnu
vrijednost, jer je efekat razbija�a Kuperovih parova najjaqi, a pravac x-ose se poklapa
sa nodalnim pravcem parametra ure�e�a desnog superprovodnika. Krive pokazuju glatki
ili oxtri minimum u β = π/4, u zavisnosti od vrijednosti ugla misorijentacije α i de-
b	ine barijere d. Postoja�e oxtrog minimuma povezano je sa π/2 sta�em koje je mogu�e
u spoju tipa (0, π/4), za vrijednosti α i d koje omogu�avaju pojavu ovog sta�a u skladu sa
faznim dijagramom na slici 4.4(c). Sa druge strane, glatki minimum na krivoj oznaqava
da za takav izbor parametara nije mogu�e π/2 sta�e. Treba napomenuti da je u sluqaju
antiparalelnih magnetizacija (α = π) kritiqna struja ve�a nego u paralelnom sluqaju
i sliqna onoj kad se u barijeri nalazi normalni metal (DND spoj), us	ed qi�enice da
je uticaj suprotnih magnetizacija gotovo ponixten [20].

4.3 Zak	uqak

U ovoj glavi smo pokazali kako se mo�e kontrolisati i realizovati spoj sa faznim
razlikama osnovnog sta�a koje, pored koegzistencije dva stabilna sta�a 0 i π, uk	uquju
i koegzistenciju tri stabilna sta�a 0, π i π/2, promjenom kristalne orijentacije d-wave
superprovodnih elektroda ili relativne orijentacije izmjenskih po	a u feromagnet-
nom dvosloju. Pored stabilnih sta�a, uoqili smo i oblasti koegzistencije stabilnih i
metastabilnih sta�a. Kvalitativno, naxi rezultati su u saglasnosti sa prethodno dobi-
jenim karakteristikama u (0, 0) i (0, π/4) DFD heterospojevima [31]. Xtavixe, mogu�nost
ostvariva�a prelaza u sta�e π/2 u spoju tipa (0, π/4), promjenom relativnog ugla izme�u
magnetizacija u feromagnetnoj dvoslojnoj barijeri, mo�e predstav	ati dodatni dokaz
u prilog d-wave simetriji parametra ure�e�a u kupratima. Mogu�nost kontrole faze
tako�e nalazi primjenu u nekoliko oblasti superprovodne elektronike, kao xto su kri-
ogena memorija i ure�aji za kvantno raqunarstvo.
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Glava 5

Diodni i anomalni �ozefsonov

efekat u DFD spojevima sa Raxba

spin-orbitnom spregom na granicama

materijala

U ovoj glavi prouqavan je �ozefsonov efekat u dvodimenzionalnom spoju sa proizvo	no
orijentisanim d-wave superprovod	ivim elektrodama i homogenom feromagnetnom bari-
jerom uz prisustvo Raxba spin-orbitalne sprege (SOC) i izolatorske barijere na grani-
cama izme�u razliqitih materijala u spoju. Poxto razmatramo superprovodnike sa d-
wave simetrijom parametra ure�e�a, kod kojih potencijal spariva�a mije�a znak na
Fermijevoj povrxi u zavisnosti od smjera propagacije kvaziqestica kao i zbog SOC
spreza�a, CPR u ovakvim heterospojevima mo�e ispo	iti mnoxtvo novih osobina.

Ovdje se prvenstveno fokusiramo na �ozefsonov diodni efekat (JDE), ispituju�i
mogu�nost �egove kontrole pomo�u me�usobne orijentacije lijeve i desne superprovod	ive
elektrode, izmjenskog po	a u feromagnetu, jaqine Raxba SOC i transparentnosti na
granicama. Budu�i da je pojava JDE povezana sa naruxe�em simetrije vremenske i pros-
torne inverzije ukupnog hamiltonijana spoja [54], odgovaraju�om simetrijskom analizom
opisali smo uslove pod kojima se JDE jav	a. Istovremeno prisustvo qlanova sinφ, sin 2φ
i cosφ u Furijeovom razvoju CPR neophodno je za pojavu JDE [65]. Analizirali smo
uslove za postiza�e znaqajne vrijednosti diodne efikasnosti. Sliqan spoj sa s-wave
superprovodnicima ve� je prouqavan u radu [184], ali taj spoj ne ispo	ava ni anomalni
�ozefsonov efekat (AJE), niti �ozefsonov diodni efekat (JDE). Pokazali smo da je
fazni prelaz izme�u 0-olikog i π-olikog sta�a spoja povezan sa asimetrijom kritiqne
struje u diodnom efektu i da se mo�e kontrolisati promjenom vrijednosti izmjenskog
po	a, kao i modulacijom jaqine Raxba SOC. Tako�e, analizirana je i uloga temperature
u postiza�u znaqajnijih vrijednosti diodne efikasnosti i faznih prelaza u spoju.

Rezultati navedeni u ovoj glavi zasnovani su na objav	enom radu [81]:

S. Djurdjević and Z. Popović, Josephson diode effect in d-wave superconductor/ ferromagnet/
d-wave superconductor junction with interfacial Rashba spin-orbit coupling, PTEP 2025, 103I01
(2025).
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5.1 Porijeklo spin-orbitne sprege

Spin-orbitna interakcija ima relativistiqko porijeklo i da bi se opisao naqin na
koji se uvodi u nerelativistiqkuXredingerovu jednaqinu, mora se krenuti od Dirakovog
hamiltonijana za qesticu spina 1/2 u prisustvu spo	ax�eg potencijala V (r)

H = cα · p+ βmc2 + V (r)I4×4, (5.1)

gdje je m masa elektrona u mirova�u, c brzina svjetlosti u vakuumu, I4×4 jediniqna
matrica dimenzije 4× 4, dok su β, αx, αy i αz matrice dimenzije 4× 4 date sa

β =

(
I2×2 0
0 −I2×2

)
, αx =

(
0 σx
σx 0

)
, αy =

(
0 σy
σy 0

)
, αz =

(
0 σz
σz 0

)
, (5.2)

gdje je I2×2 jediniqna matrica dimenzije 2× 2, dok su σx, σy i σz Paulijeve matrice.

Svojstveni vektori hamiltonijanaH predstav	aju qetvorokomponentne talasne funkcije
koje se mogu izraziti pomo�u spinorskih funkcija χ i ϕ

ψ =

(
χ
ϕ

)
. (5.3)

Tada svojstvena jednaqina, (E −H)ψ = 0, postaje(
(E − V (r)−mc2)I2×2 −cσ · p

−cσ · p (E − V (r) +mc2)I2×2

)(
χ
ϕ

)
=

(
0
0

)
. (2.5)

Odavde se dobija
(E − V (r)−mc2)χ− cσ · pϕ = 0, (5.4)

−cσ · pχ+ (E − V (r) +mc2)ϕ = 0. (5.5)

Kada se iz jednaqine (5.5) izrazi ϕ dobija se

ϕ =
cσ · p

E − V (r) +mc2
χ. (5.6)

Uvrxtava�em ovog izraza u (5.4) nalazi se

(E −mc2)χ = V (r)χ+ cσ · p cσ · p
E − V (r) +mc2

χ. (5.7)

Ako se uvede veliqina ES = E−mc2 koja predstav	a energiju iz Xredingerove jednaqine,
prethodnu jednaqinu mogu�e je napisati u obliku

ESχ = V (r)χ+
1

2m
σ · p 1

1 + ES−V (r)
2mc2

σ · pχ. (5.8)

U nerelativistiqkom limesu je ES ≪ mc2, i tada mo�e da se primijeni aproksimacija

1

1 + ES−V (r)
2mc2

≈ 1− ES − V (r)

2mc2
. (5.9)
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Ako se, da	e, iskoriste relacije

pV (r) = V (r)p− iℏ∇V (r), (5.10)

(σ · ∇V (r))(σ · p) = (∇V (r) · p) + iσ · (∇V (r)× p), (5.11)

(σ · p)(σ · p) = p2, (5.12)

jednaqina (5.8) mo�e se prepisati u obliku

ESχ =

[
V (r) +

p2

2m

(
1− ES − V (r)

2mc2

)]
χ− ℏ2

4m2c2
(∇V (r))(∇χ) + ℏ

4m2c2
σ · (∇V (r)× p)χ.

(5.13)
U nerelativistiqkom limesu va�e aproksimacije

ES − V (r) ≈ p2/2m, (5.14)

i
(ES − V (r))p2 ≈ p4/2m, (5.15)

pa u aproksimativnom obliku Dirakovu jednaqinu je mogu�e napisati u formi

ESχ =

(
p2

2m
+ V (r)− p4

8m3c2
− ℏ2

4m2c2
(∇V (r)) · ∇+

ℏ
4m2c2

σ · (∇V (r)× p)

)
χ. (5.16)

Prva dva sabirka predstav	aju nerelativistiqki hamiltonijan, tre�i qlan je klasiqna
relativistiqka korekcija, qetvrti qlan je tzv. Darvinov qlan i predstav	a relativis-
tiqku korekciju koja ne zavisi od spina i nema klasiqni analog, a peti sabirak pred-
stav	a hamiltonijan spin-orbitne interakcije, koji determinixe spregu izme�u spin-
skih i orbitalnih stepeni slobode,

HSOC =
ℏ

4m2c2
(∇V (r)× p) · σ. (5.17)

Na granici izme�u razliqitih materijala, tj. u sistemima koji naruxavaju simetriju
prostorne inverzije kakav je i spoj superprovodnika i feromagneta, pojav	uje se elek-
triqno po	e normalno na ravan sistema. Za sistem koji je smjexten u xy-ravan, elek-
triqno po	e je du� z-ose. U tom sluqaju hamiltonijan Raxba SOC izgleda kao

HSOC = R(k× ez) · σ = R(kxσy − kyσx), (5.18)

gdje je R fenomenoloxki Raxba parametar koji opisuje jaqinu spin-orbitne interakcije.
Hamiltonijan dvodimenzionalnog elektronskog gasa u prisustvu Raxba interakcije je

H =
ℏ2k2

2m
±R(kxσy − kyσx). (5.19)

Odgovaraju�a disperziona relacija je

E± =
ℏ2k2

2m
±Rk. (5.20)

Odavde se vidi da su u odsustvu Raxba interakcije (R = 0) spinski bendovi degenerisani,
dok u prisustvu Raxba interakcije dolazi do razbija�a ove degeneracije. Svojstveni
vektori hamiltonijana (5.19) su
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Ψ± =
1√
2

(
1

±ieiθ
)
eikr, (5.21)

gdje je θ = arctan(ky/kx) ugao izme�u pravca impulsa i x-ose. Formiraju se dva helikalna
spinska benda sa helicitetima ±, xto znaqi da �e spinovi biti ortogonalni na vektor
impulsa elektrona, ℏk. Ovo se mo�e pokazati nalaze�i oqekivane vrijednosti za oper-
atore spina u ovim svojstvenim sta�ima. Opisana fiziqka situacija ilustrovana je na
slici 5.1.

Slika 5.1: (a) Disperziona relacija u odsustvu SOC ima dvostruko degenerisane spinske
bendove. (b) Fermijeva povrx u odsustvu SOC, (c) Razdvaja�e spinskih bendova us	ed
Raxba SOC i (d) Spin je fiksiran za vektor impulsa na Fermijevoj povrxi (spin-
momentum locking) koja je pocijepana u impulsnom prostoru na dva helikalna benda u
prisustvu Raxba SOC.

5.2 Model

U ovoj glavi razmatramo dvodimenzionalni �ozefsonov spoj koji se sastoji od dva
polubeskonaqna d-wave superprovodnika (DL i DR) i homogene feromagnetne barijere
deb	ine d sa proizvo	nom magnetizacijom u yz-ravni. Na ravnim granicama izme�u
slojeva, da bismo postigli xto realniji model, pretpostav	amo izolatorski i Raxba
SOC potencijal (Slika 5.2). Izolatorski potencijal uvodimo kako bismo opisali ne-
savrxenosti na granicama materijala, a Raxba SOC kako bismo opisali mogu�i uticaj
strukturne asimetrije.

Da bismo izraqunali �ozefsonovu struju, kao i u prethodnoj glavi, potrebno je prvo
razmotriti Bogo	ubov-de �enov hamiltonijan (4.1) s tim xto je sada jednoqestiqni
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Slika 5.2: Shematska ilustracija DLFDR �ozefsonovog spoja. Vektor magnetizacije
le�i u yz-ravni i zaklapa ugao α sa z-osom. Prikazani su potencijali spariva�a sa
d-wave simetrijom gdje su βL i βR uglovi izme�u kristalnih â-osa i x-ose u lijevoj i
desnoj superprovod	ivoj elektrodi, respektivno.

hamiltonijan mo�emo zapisati u obliku

H = H0 +HF +
∑
j=L,R

Hj, (5.22)

gdje je H0 = ℏ2k2/2m − µ. I ovdje, radi jednostavnosti, pretpostav	amo da su hemijski
potencijal i efektivne mase kvaziqestica jednake u svim djelovima sistema. U feromag-
netnom sloju imamo

HF = −hσΘ(x)Θ(d− x), (5.23)

gdje izmjensko po	e h sa z-osom zaklapa ugao α, tj.

h = h

 0
sinα
cosα

 . (5.24)

Na lijevoj (xL = 0) i desnoj (xR = d) superprovodnik/feromagnet granici pretpostav	a-
mo potencijal u obliku Dirakove δ-funkcije

HL,R = [WL,R +RL,R(k× ex)σ]δ(x− xL,R), (5.25)

gdje prvi qlan opisuje izolatorsku barijeru (netransparentnost), a drugi je potencijal
Raxba SOC [195, 196], koji je modelovan pretpostav	aju�i da postoji gradijent skalarnog
potencijala du� pravca definisanog ortom ex (du� x-ose) poxto su u naxem spoju kon-
taktne linije izme�u razliqitih materijala paralelne y-osi. RL,R su fenomenoloxki
parametri koji modeluju jaqinu Raxba spin-orbitnog spreza�a na lijevoj i desnoj granici,
respektivno. Potencijal spariva�a definisan je sa

∆̂ = ∆LσxΘ(−x) + ∆RσxΘ(x− d). (5.26)

Parametar ure�e�a u lijevoj i desnoj superprovod	ivoj elektrodi, ∆L i ∆R, opisan je
na isti naqin kao u prethodnoj glavi (vidjeti izraze (4.8), (4.9) i (4.10)).

Zbog translatorne invarijantnosti sistema du� y-ose dovo	no je da na�emo talasnu
funkciju ψ(x, θ) koju u ovom sluqaju mo�emo napisati preko komponenti u razliqitim
oblastima �ozefsonovog spoja kao

ψ(x, θ) = ψDL
(x, θ)Θ(−x) + ψF (x, θ)Θ(x)Θ(d− x) + ψDR

(x, θ)Θ(x− d). (5.27)
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Koriste�i shemu qetiri tipa procesa rasija�a (slika 4.2) koji su relevantni za izraqu-
nava�e �ozefsonove struje (3.196), komponente ψDL

, ψF i ψDR
mo�emo napisati kao lin-

earnu kombinaciju elementarnih propagiraju�ih sta�a u odgovaraju�im oblastima spoja.
Na primjer, za proces prikazan na slici 4.2 (a) kada je upadna qestica kvazielektron
koji na barijeru nailazi iz lijeve superprovod	ive elektrode bi�e

ψe↑
DL

(x, θ) = ψ↑
γL(x, θ) + a↑↑1 ψ

↑
γ̄L(x, θ) + a↑↓1 ψ

↓
γ̄L(x, θ) + b↑↑1 ψ

↑
βL(x, θ) + b↑↓1 ψ

↓
βL(x, θ), (5.28)

ψe↑
F (x, θ) = f1ψ

↑
γ(x, θ) + f2ψ

↓
γ(x, θ) + f3ψ

↑
β(x, θ) + f4ψ

↓
β(x, θ) +

+f5ψ
↓
γ̄(x, θ) + f6ψ

↑
γ̄(x, θ) + f7ψ

↓
β̄
(x, θ) + f8ψ

↑
γ̄(x, θ), (5.29)

ψe↑
DR

(x, θ) = c↑↑1 ψ
↑
γR(x, θ) + c↑↓1 ψ

↓
γR(x, θ) + d↑↑1 ψ

↑
β̄R

(x, θ) + d↑↓1 ψ
↓
β̄R

(x, θ). (5.30)

Elementarna propagiraju�a sta�a u razliqitim oblastima spoja odre�ena su na isti
naqin kao u prethodnoj glavi.

Za svaki od qetiri procesa rasija�a sa slike 4.2 postoji 16 nepoznatih koeficijenata:
4 u lijevom, 4 u desnom superprovodniku i 8 u feromagnetnoj barijeri. U formulu
za �ozefsonovu struju (3.196) ulaze koeficijenti za Andrejev	evu refleksiju, koji se
odre�uju na osnovu graniqnih uslova na talasne funkcije

ψ(x, θ)|xj−0 = ψ(x, θ)|xj+0, (5.31)

dψ(x, θ)

dx

∣∣∣
xj+0

− dψ(x, θ)

dx

∣∣∣
xj−0

=
2m

ℏ2kF
(Wjτ0σ0 −Rjkyτ0σz)ψ(xj, θ), (5.32)

gdje su xj = xL = 0 i xj = xR = d, a τ0 i σ0 su 2 × 2 jediniqne matrice u qestiqno-
xup	inskom prostoru i spinskom prostoru, respektivno.

Radi numeriqkih proraquna uvodimo bezdimenzione parametre ZL[R] = 2mWL[R]/(ℏ2kF )
koji mjere jaqinu izolatorskog potencijala na lijevoj i desnoj granici, dok χL[R] =
2mRL[R]/ℏ2 mjere odgovaraju�e jaqine Raxba SOC na pomenutim granicama izme�u super-
provod	ivih i feromagnetnih materijala. Radi jednostavnosti, prikazani su rezultati
za jednake transparentnosti na lijevoj i desnoj granici (ZL = ZR = Z), i za jednake
vrijednosti jaqina Raxba SOC (χL = −χR = χ).

5.3 Rezultati

Poxto razmatramo superprovodnike sa d-wave simetrijom parametra ure�e�a, med-
jusobni uticaj orijentacije kristalnih rexetki superprovod	ivih elektroda, Raxba
spin-orbitne sprege i konaqne transparentnosti na granicama spoja, kao i izmjenskog
po	a u feromagnetnoj barijeri, odre�uje transport kvaziqestica, a samim tim i strujno-
faznu relaciju (CPR), koja mo�e ispo	iti mnoxtvo novih osobina. Pri razliqitim
konfiguracijama u kojima se relevantni parametri spoja podexavaju tako da su istovre-
meno naruxene simetrije prostorne i vremenske inverzije, mo�e do�i do razlike izme�u
intenziteta kritiqnih struja u suprotnim smjerovima, odnosno do pojave �ozefsonovog
diodnog efekta.

Veliqina kojom se opisuje diodni efekat je diodna efikasnost, definisana kao

Q =
I+c − |I−c |
I+c + |I−c |

, (5.33)
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gdje su I+c i I−c vrijednosti kritiqnih struja koje definixemo sa

I+c = max
φ

I(φ) i I−c = min
φ
I(φ). (5.34)

5.3.1 Uloga orijentacija

U ovoj glavi ispitivali smo �ozefsonov spoj sa feromagnetnom barijerom qije je izm-
jensko po	e usmjereno du� z-ose (h = hz), u prisustvu Raxba SOC i konaqne transpar-
entnosti granica me�u materijalima. U ovim spojevima pojava diodnog efekta (I+c ̸=
|I−c |, odnosno Q ̸= 0) prvenstveno zavisi od orijentacije kristala lijeve i desne super-
provod	ive elektrode. Na slici 5.3 prikazane su zavisnosti diodne efikasnosti Q od
uglova βL i βR (−π/4 ≤ βL[R] ≤ π/4). Paneli su prikazani za dvije vrijednosti izmjen-
skog po	a, hz = 0.8µ i hz = 0.45µ, dvije orijentacije magnetizacije (du� z-ose (α = 0,
hz > 0) i u suprotnom smjeru (α = π, hz < 0)), kao i za dvije vrijednosti simetriqne
Raxba SOC na granicama, χ = 1.25 i χ = −1.25, u prisustvu slabog izolatorskog poten-
cijala (Z = 0.5), za kratku feromagnetnu barijeru deb	ine d = 2k−1

F (short junction) i
temperaturu T/Tc = 0.1.

Slika 5.3: Diodna efikasnost Q u zavisnosti od orijentacije lijevog i desnog d-wave
superprovod	ivog kristala βL i βR za h = hz, dkF = 2, Z = 0.5 i T/Tc = 0.1. Gor�i red
panela prikazuje sluqajeve sa χ = 1.25: (a) hz = −0.8µ, (b) hz = −0.45µ, (c) hz = 0.45µ
i (d) hz = 0.8µ. Do�i red panela prikazuje sluqajeve sa χ = −1.25: (e) hz = −0.8µ, (f)
hz = −0.45µ, (g) hz = 0.45µ, (h) hz = 0.8µ.

Promjenom jaqine izmjenskog po	a mogu�e je promijeniti znak i vrijednost diodne
efikasnosti. Diodna efikasnost mo�e se kontrolisati promjenom orijentacije super-
provod	ivih elektroda i mo�e dosti�i znaqajne vrijednosti, ve�e od 30%. Zbog simetrije
d-wave parametra ure�e�a, ona pokazuje periodiqnost od π/2 u ravni (βL, βR):

Q(βL, βR) = Q(βL + π/2, βR) = Q(βL, βR + π/2) = Q(βL + π/2, βR + π/2). (5.35)
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Tako�e, diodna efikasnost pokazuje da je simetriqna funkcija u odnosu na glavnu dijag-
onalu, antisimetriqna u odnosu na sporednu dijagonalu i antisimetriqna pri inverziji
kroz taqku (0, 0) u ravni (βL, βR):

Q(βL, βR) = Q(−βR,−βL) = −Q(βR, βL) = −Q(−βL,−βR). (5.36)

Prema tome, diodni efekat izostaje za spojeve tipa (βL, βR) = (0,±π/4) i (±π/4, 0).
Tako�e, izostaje za βL = ±βR, a u zavisnosti od ostalih parametara spoja va�i da je Q = 0
i za one orijentacije d-wave superprovod	ivih elektroda kod kojih diodna efikasnost
mije�a znak (bijele taqke izme�u plavih i crvenih oblasti na slici 5.3).

Pore�e�em parova panela (a) i (d), (b) i (c), (e) i (h), kao i (f) i (g) sa slike 5.3,
mo�e se uoqiti da je jedina razlika izme�u odgovaraju�ih panela promjena znaka diodne
efikasnosti pri promjeni znaka izmjenskog po	a. Zbog toga diodna efikasnost zadovo	a-
va relaciju

Q(hz) = −Q(−hz). (5.37)

Sliqno tome, pore�e�em parova panela (a) i (e), (b) i (f), (c) i (g), kao i (d) i (h), nalazi
se da diodna efikasnost zadovo	ava i relaciju

Q(χ) = −Q(−χ), (5.38)

odakle neposredno slijedi
Q(hz, χ) = Q(−hz,−χ), (5.39)

xto se mo�e uoqiti, na primjer, pore�e�em panela (c) i (f), odnosno (d) i (e).

Prema tome, karakteristike i konstrukcija �ozefsonovog spoja odre�uju kako efikas-
nost diode, tako i anomalnu struju, qije osobine proizilaze iz svojstava strujno-fazne
relacije (CPR), koja predstav	a fundamentalnu karakteristiku �ozefsonovog spoja i
poprima egzotiqna svojstva us	ed nereciproqnog karaktera �ozefsonove struje. U op-
xtem sluqaju, �ozefsonova struja se mo�e razviti u Furijeov red [16]

I(φ) =
∑
n≥1

[In sin(nφ) + Jn cos(nφ)], (5.40)

gdje je n pozitivan cio broj. Da bi struja pri nultoj faznoj razlici, φ, bila razliqita
od nule, neophodno je prisustvo qlanova Jn cos(nφ) u izrazu za I(φ). Stoga, ukoliko
su naruxene sve (unitarne ili antiunitarne) transformacije, U , koje transformixu
hamiltonijan H na naqin UH(φ)U † = H(−φ), u strujno-faznoj relaciji pojav	uju se
qlanovi Jn cos(nφ), qime postaje mogu� anomalni transport u �ozefsonovom spoju, za
koji va�i I(φ) ̸= −I(−φ).

Kad je rijeq o �ozefsonovom spoju tipa (βL, βR) = (0, 0) sa barijerom od normalnog
metala, postoji ukupno 16 transformacija koje preslikavaju H(φ) u H(−φ) [54]. To su
transformacije

σiT, PyσiT, Pxσi i PxPyσi, (5.41)

gdje su σi (i = 0, x, y, z) jediniqna matrica i Paulijeve matrice u spinskom prostoru, Px i
Py operacije prostorne inverzije du� x i y ose, respektivno, dok je T operator vremenske
inverzije.

Da bi se javila anomalna struja, odnosno da bi koeficijenti Jn bili razliqiti od
nule, neophodno je naruxiti sve navedene simetrije. Sve one su naruxene u �ozefsonovom
spoju sa feromagnetnom barijerom qije izmjensko po	e ima nenultu komponentu du� z-
ose (hz ̸= 0), u prisustvu Raxba SOC na granicama (χ ̸= 0) i za orijentacije d-wave
superprovod	ivih elektroda koje zadovo	avaju uslov da je βL ̸= ±βR.
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Jox jedna simetrija koja mo�e biti prisutna u spoju transformixe hamiltonijan
prema relaciji

UH(φ, hz)U
† = H(−φ, hz), (5.42)

xto povlaqi da va�i
I(φ, hz) = −I(−φ, hz). (5.43)

Kao pos	edica toga, kritiqne �ozefsonove struje u suprotnim smjerovima imaju jednake
apsolutne vrijednosti, odnosno

I+c (hz) = −I−c (hz). (5.44)

Ove transformacije predstav	aju podskup transformacija qije naruxe�e je odgovorno za
pojavu anomalnog �ozefsonovog efekta. U prisustvu Raxba SOC na granicama neophodno
je da va�i βL ≠ ±βR kako bi se naruxila ova simetrija i omogu�ila pojava diodnog
efekta.

Na sliqan naqin mogu se analizirati i simetrije koje odre�uju zavisnost kritiqnih
struja I±c (βL, βR) od orijentacije superprovod	ivih elektroda. Postoja�e transforma-
cija U koje zadovo	avaju

UH(φ, βL, βR)U
† = H(φ,−βR,−βL), (5.45)

podrazumijeva da va�i
I(φ, βL, βR) = I(φ,−βR,−βL), (5.46)

pa kritiqne struje moraju biti simetriqne u odnosu na glavnu dijagonalu u ravni (βL, βR),
odnosno

I±c (βL, βR) = I±c (−βR,−βL). (5.47)

Jedna od transformacija koja ostaje oquvana u prisustvu Raxba SOC na granicama i
magnetizacije u barijeri spoja jeste PxσxT , pa diodna efikasnost pokazuje parnost u
odnosu na glavnu dijagonalu u ravni (βL, βR), opisanu jednaqinom (5.36).

Sa druge strane, postoja�e transformacija U koje zadovo	avaju

UH(φ, βL, βR)U
† = H(−φ, βR, βL), (5.48)

xto implicira
I(φ, βL, βR) = −I(−φ, βR, βL), (5.49)

odnosno
I+c (βL, βR) = −I−c (βR, βL), (5.50)

dovodi do antisimetriqnosti diodne efikasnosti u odnosu na sporednu dijagonalu u
ravni (βL, βR). Jedna transformacija ovog tipa jeste PyPx, koja ostaje oquvana u spojevima
razmatranim na panelima slike 5.3.

Na slici 5.4 prikazane su strujno-fazne relacije za razliqite orijentacije super-
provod	ivih elektroda. Za orijentaciju tipa (βL, βR) = (0, 0) (slika 5.4(a)) qetiri CPR
krive se poklapaju, tj.

I(φ, hz, χ) = I(φ,−hz, χ) = I(φ, hz,−χ) = I(φ,−hz,−χ). (5.51)

Ovo je pos	edica postoja�a simetrijskih operacija

UH(φ, hz)U
† = H(φ,−hz) i UH(φ, χ)U † = H(φ,−χ) (5.52)
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Slika 5.4: Lijeva kolona: strujno-fazna relacija, I(φ), za T/Tc = 0.1, dkF = 2, Z = 0.5,
i za qetiri skupa parametara: hz = 0.8µ, χ = −1.25 (plava), hz = −0.8µ, χ = −1.25 (crna),
hz = 0.8µ, χ = 1.25 (crvena) i hz = −0.8µ, χ = 1.25 (zelena). (a) (βL, βR) = (0, 0), (b)
(βL, βR) = (0, 0.25π) i (c) (βL, βR) = (0.03π, 0.23π) tip spoja. U gor�em i do�em umetku
panela (c), I(φ) za (βL, βR) = (0.23π, 0.03π) i (βL, βR) = (−0.03π,−0.23π) tipove spoja,
respektivno. Desna kolona: koeficijenti �ozefsonove struje (d) I1, (e) I2 i (f) J1 u
zavisnosti od orijentacija lijevog i desnog d-wave superprovod	ivog kristala, βL i βR,
za hz = 0.8µ, χ = 1.25, dkF = 2, Z = 0.5 i T/Tc = 0.1.
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U ovom tipu spoja transformacija PxPyσzT oquvana je u prisustvu Raxba SOC na grani-
cama, dok je transformacija Py oquvana u prisustvu nenulte magnetizacije du� z-ose, za
odgovaraju�e simetrijske operacije. Kao pos	edica, CPR je antisimetriqna i ne jav	a
se anomalna struja. Tako�e, diodni efekat je odsutan jer je βL = βR = 0.

CPR krive su linearna kombinacija sinusnih funkcija fazne razlike i posjeduju 2π
periodiqnost po faznoj razlici, φ, sa dominantnim prvim harmonikom, I ∼ I1 sinφ, u
pore�e�u sa zanemar	ivim doprinosima vixih harmonika. Ovo je u skladu sa panelima
(d), (e) i (f) na slici 5.4, gdje su prikazani koeficijenti I1, I2 i J1 iz relacije (5.40)
u zavisnosti od βL i βR. Mo�e se uoqiti da je koeficijent J1 jednak nuli, dok I1 ima
dominantnu vrijednost u odnosu na doprinos harmonika I2 u sluqaju spoja (βL, βR) = (0, 0).

Na slikama 5.4(b) i 5.4(c) prikazane su CPR za spojeve tipa (0, 0.25π) i (0.03π, 0.23π),
respektivno. Crna i crvena, kao i plava i zelena kriva se poklapaju jer va�i

I(φ, h, χ) = I(φ,−h,−χ). (5.53)

Tako�e, va�i
I(φ, hz) = −I(−φ,−hz), i I(φ, χ) = −I(−φ,−χ), (5.54)

xto je pos	edica postoja�a simetrija

UH(φ, hz)U
† = H(−φ,−hz) i UH(φ, χ)U † = H(−φ,−χ), (5.55)

respektivno, xto se potvr�uje pore�e�em crnih i crvenih sa plavim i zelenim kri-
vama. Sve krive pokazuju 2π periodiqnost. Deta	an postupak simetrijske analize bi�e
prikazan u narednoj glavi.

Za spoj tipa (0, 0.25π) �ozefsonova struja nestaje pri faznim razlikama superprovod-
nika φ = −π/2 i φ = π/2 (I(φ = −π/2) = I(φ = π/2) = 0), xto ukazuje da je pojava anoma-
lne struje ekvivalentna pojavi neparnih kosinusnih harmonika J2n+1 cos((2n+ 1)φ), sa
dominantnim prvim harmonikom J1 cosφ, u Furijeovom razvoju struje (5.40). Tako�e,
prisutni su samo parni sinusni harmonici I2n sin(2nφ), sa dominantnim doprinosom
I2 sin(2φ) (vidjeti desnu kolonu na slici 5.4). Diodni efekat nije prisutan jer va�i
I+c = |I−c |, us	ed postoja�a taqaka u odnosu na koje je CPR antisimetriqna, φ = −π/2 i
φ = π/2.

U spoju tipa (0.03π, 0.23π), gdje je diodna efikasnost maksimalna (vidjeti sliku 5.3),
dolazi do koegzistencije tri harmonika: sinφ, sin 2φ i cosφ, uporedivih amplituda prema
numeriqkim rezultatima prikazanim na panelima (d), (e) i (f) slike 5.4. Ovo predstav	a
neophodan uslov za postiza�e velike diodne efikasnosti [65].

Pore�e�em slike 5.4(c) sa umecima za tipove spojeva (−0.03π,−0.23π) i (0.23π, 0.03π)
jasno se vidi da CPR zadovo	ava relacije

I(φ, βL, βR) = −I(−φ,−βL,−βR), I(φ, βL, βR) = −I(−φ, βR, βL), (5.56)

xto je u skladu sa relacijama (5.36) za efikasnost diode.

5.3.2 Uloga barijere i parametara na granici

U ovom odje	ku razmatramo spoj tipa (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), kod koga su istovremeno
prisutni i anomalni i diodni �ozefsonov efekat. Na slikama 5.5(a) i 5.5(b) prikazana
je zavisnost I+c i |I−c | od izmjenskog po	a h = (0, 0, hz), za tanku barijeru deb	ine dkF =
2, nisku temperaturu T/Tc = 0.1, jaqinu Raxba SOC χ = 1.25 i za vixe vrijednosti
parametra Z. U sluqaju kada se izme�u dvije superprovod	ive elektrode nalazi barijera
od normalnog metala (hz = 0), vrijednosti I+c i |I−c | su jednake i diodni efekat je odsutan,
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Slika 5.5: Zavisnost I+c (plava kriva) i |I−c | (crvena kriva) od izmjenskog po	a za spoj sa
transparentnox�u granica (a) Z = 0 (crta-taqka), Z = 0.5 (puna) i Z = 1 (isprekidana),
(b) Z = 3 (crta-taqka-taqka) i Z = 4 (taqkasta). (c) zavisnost fazne razlike osnovnog
sta�a, φG, od izmjenskog po	a, (d) zavisnost diodne efikasnosti, Q, od izmjenskog po	a
za tri vrijednosti transparentnosti na granicama: Z = 0.5 (zelena), Z = 1 (crvena)
i Z = 4 (plava). CPR po transportnim kanalima za hz = 0.6µ prikazana je na umetku
panela (c). Ostali parametri spoja su: (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), T/Tc = 0.1, dkF = 2 i
χ = 1.25.

xto je i oqekivano jer je simetrija vremenske inverzije oquvana. Sa porastom hz jav	a
se razlika izme�u I+c i |I−c |, xto dovodi do pojave �ozefsonovog diodnog efekta (JDE),
pri qemu je sma�e�e I+c izra�enije nego sma�e�e |I−c |, dok za hz < 0 va�i suprotno. Ove
krive pokazuju asimetriqnu prirodu pri promjeni znaka izmjenskog po	a

|I±c (hz)| ≠ |I±c (−hz)| i |I±c (hz)| = |I∓c (−hz)|, (5.57)

nezavisno od vrijednosti parametra Z. Ovo je u skladu sa neparnom zavisnox�u koefici-
jenata Jn od hz, budu�i da su koeficijenti In parne funkcije od hz, xto se mo�e vidjeti
na slici 5.6, gdje je prikazana zavisnost koeficijenata I1, I2 i J1 od izmjenskog po	a.
Ova asimetrija predstav	a i jedan od pokazate	a istovremenog naruxava�a simetrije
vremenske inverzije i simetrije prostorne inverzije [74, 76].

Krive I+c (hz) i |I−c (hz)| pokazuju dipove za razliqite vrednosti hz, pri qemu va�i
|I±c (hd)| = |I∓c (−hd)|, gdje je hd vrijednost izmjenskog po	a pri kojoj se dip jav	a. Ovi
dipovi na I+c (hz) i |I−c (hz)| predstav	aju pokazate	 promjene faze u nekim kanalima CPR-
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Slika 5.6: Zavisnost koeficijenata �ozefsonove struje I1 (crvena), I2 (zelena) i J1
(plava) od izmjenskog po	a za (βL, βR) = (0.03π, 0.23π) tip spoja, dkF = 2, χ = 1.25,
Z = 0.5 i za dvije vrijednosti temperature: T/Tc = 0.1 (puna linija) i T/Tc = 0.7
(isprekidana linija).

a. Naime, u ovom tipu spoja ukupni CPR se dobija kao zbir svih CPR-ova po transverzal-
nim kanalima, ky, koji doprinose transportu (vidjeti jednaqinu (3.196)). CPR-ovi koji
odgovaraju razliqitim kanalima ky su me�usobno razliqiti (xto dovodi do blago razli-
qitih pojedinaqnih faznih pomjeraja koji zavise od ky), xto se mo�e vidjeti na umetku
slike 5.5(c), gdje su prikazani CPR-ovi po kanalima. Zbog toga kumulativna CPR ne
predstav	a qisto 0 ili π sta�e, ve� fazna razlika osnovnog sta�a spoja poprima vri-
jednosti koje su obiqno u blizini 0 ili π, pa se takva sta�a nazivaju 0-olika ili π-olika
[74]. Fazna razlika osnovnog sta�a �ozefsonovog spoja, φG, ukupne CPR u zavisnosti od
hz prikazana je na slici 5.5(c). Mo�e se vidjeti da, osim 0 − π-olikih prelaza koji se
jav	aju pri malim vrijednostima Z sa skokovima izme�u 0-olikog i π-olikog sta�a, za
ve�e vrijednosti Z dolazi do kontinualnog 0− π-olikog faznog prelaza, jer φG mo�e da
uzme sve vrijednosti izme�u 0 i π (vidjeti plavu krivu na slici 5.5(c)). To znaqi da se
polo�aj globalnog minimuma slobodne energije mo�e kontinualno pomjerati od 0 ka π.

Vrijednost izmjenskog po	a pri kojoj se kumulativna fazna razlika osnovnog sta�a,
φG, mije�a iz 0-olikog u π-oliko sta�e je upravo ona vrijednost pri kojoj diodna efikas-
nost mije�a znak i pri kojoj se I+c (hz) i |I−c (hz)| sijeku. To se mo�e vidjeti pore�e�em
slike 5.5(c) i slike 5.5(d), na kojoj je prikazana diodna efikasnost, Q, u zavisnosti od
hz.

Kada se krive I+c (hz) i |I−c (hz)| sa slike 5.5(a) sijeku, tj. kada va�i I+c (h∗z) = |I−c (h∗z)|,
diodna efikasnost, Q, mije�a znak pri hz = h∗. Na primjer, za Z = 0.5 ovo se dexava
pri h∗z = 0.63µ i −0.63µ (vidjeti zelenu krivu na slici 5.5(d)). Ovo se, kao xto je ranije
objax�eno, manifestuje kroz fazni prelaz koji se jav	a pri istoj vrednosti h∗z (vidjeti
sliku 5.5(c)). Ove taqke presjeka krivih I+c (hz) i |I−c (hz)| pra�ene su postoja�em dipa za
hd = 0.43µ ili −0.8µ na krivoj I+c (hz) sa lijeve strane presjeka, kao i dipa za hd = 0.8µ
ili −0.43µ na krivoj |I−c (hz)| sa desne strane presjeka. Kao rezultat toga, kriva Q(hz)
pokazuje dip u hz = 0.43µ [pik u hz = −0.43µ], zatim raste [opada] skoro linearno, prolazi
kroz nulu u h∗z = 0.63µ [h∗z = −0.63µ] i dosti�e pik [dip] u hz = 0.8µ [hz = −0.8µ]. Za
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Slika 5.7: (a) Zavisnost I+c (plava kriva) i |I−c | (crvena kriva) od izmjenskog po	a
za dvije vrijednosti jaqine Raxba SOC: χ = 0.8 (pune krive) i χ = 4.0 (isprekidane
krive) (U umetku je prikazana zavisnost koeficijenata �ozefsonove struje I1 (crvena),
I2 (zelena) i J1 (plava) od izmjenskog po	a za dvije vrijednosti jaqine Raxba SOC: χ = 0.8
(puna kriva) i χ = 4.0 (isprekidana kriva)), (b) zavisnost fazne razlike osnovnog sta�a,
φG, od izmjenskog po	a, i (c) zavisnost diodne efikasnosti, Q, od izmjenskog po	a za
dvije vrijednosti jaqine Raxba SOC: χ = 0.8 (roza) i χ = 4.0 (zelena). Ostali parametri
spoja su: (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), T/Tc = 0.1, dkF = 2, i Z = 0.5.

ove vrijednosti izmjenskog po	a pri kojima diodna efikasnost dosti�e pik ili dip,
koeficijenti I1, I2 i J1 su istog reda veliqine, xto se mo�e vidjeti iz punih krivih
na slici 5.6. Jox jedan pik [dip] na krivoj Q(hz) u hz = 0.39µ [hz = −0.39µ] pos	edica
je postoja�a dipa na toj vrijednosti izmjenskog po	a na krivoj |I−c (hz)| [I+c (hz)], ali bez
faznog prelaza uprkos postoja�u dipova. Uticaj sma�e�a transparentnosti granica,
prikazan na slici 5.5(b), ogleda se u sma�e�u amplitude struje i xire�u pikova na
krivama I+c (hz) i |I−c (hz)| u okolini hz = 0, uz gotovo horizontalan oblik i veoma malu
me�usobnu razliku [74]. Ovo se manifestuje pojavom platoa Q ≈ 0 na krivoj Q(hz) ( vi-
djeti plavu krivu na slici 5.5(d)), pa je diodni efekat izra�en samo u konaqnom opsegu
vrijednosti hz u kojem je razlika izme�u I+c (hz) i |I−c (hz)| dovo	no velika. U pore�e�u
sa sluqajem gdje su granice ve�e transparentnosti, jav	a se odsustvo oxtrih pikova
na Q(hz), xto je pos	edica odsustva oxtrih dipova na |I−c (hz)|, jer je u ovom sluqaju
minimum ostvaren kroz glatku krivu. Ovo je povezano sa postoja�em kontinualnog 0−π-
olikog faznog prelaza pri ve�im Z (vidjeti plavu krivu na slici 5.5(c)). Poxto se
φG mije�a kontinualno, kada je fazna razlika ma�a od π/2 ka�emo da je sistem u 0-
olikom sta�u, a kada je ve�a od π/2 u π-olikom sta�u. Prema tome, 0 − π-oliki prelaz
se jav	a na onim vrijednostima izmjenskog po	a za koje je φG = π/2. Mogu�nost ovakvih
kontinualnih prelaza potiqe od razliqitog CPR-a za razliqite ky kanale, kao xto je
ranije diskutovano.

Drugi naqin za podexava�e diodnog efekta jeste pomo�u jaqine Raxba SOC-a. Uticaj
χ na I+c i |I−c |, kao i na koeficijente I1, I2 i J1 u funkciji od hz, prikazani su na slici
5.7(a) i na �enom umetku, respektivno, za spoj visoke transparentnosti (Z = 0.5), za
dvije vrijednosti χ = 0.8 i χ = 4, uz iste ostale parametre kao na slici 5.5. Pri
ve�im vrijednostima χ, vrijednosti I+c (hz) i |I−c (hz)|, kao i vrijednosti koeficijenata
I1, I2 i J1, su ma�e. Za ma�e χ krive I+c (hz) i |I−c (hz)| sijeku se nekoliko puta, ali ovi
presjeci, koji dovode do promjene znaka diodne efikasnosti sa hz (vidjeti sliku 5.7(a)),
nijesu nu�no pokazate	 faznog prelaza, jer moraju biti pra�eni postoja�em minimuma
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u I+c (hz) sa lijeve strane i minimuma u |I−c (hz)| sa desne strane �ihovog presjeka [74].
Stoga, za χ = 0.8, samo promjena znaka Q pri hz = 0.57µ, koja je pos	edica promjene znaka
koeficijenta I1, odgovara 0 − π-olikom faznom prelazu, kao xto je prikazano na slici
5.7(b). Pove�a�em χ, na sliqan naqin kao i pove�a�em Z, 0−π-oliki fazni prelaz (koji
mo�e biti kontinualan) pomjera se ka ve�im vrijednostima izmjenskog po	a, us	ed qega
se izra�eni diodni efekat posti�e na ve�im po	ima.

Slika 5.8: (a) Strujno-fazna relacija, I(φ), i (b) slobodna energija, F (φ), za χ = 1.6
(zelena), χ = 1.89 (crvena), i χ = 2.2 (plava); (c) fazna razlika osnovnog sta�a, φG,
u zavisnosti od χ. Ostali parametri spoja su: (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), T/Tc = 0.1,
hz = 0.7µ, dkF = 2, i Z = 0.5.

Prelazak izme�u 0-olikih i π-olikih sta�a u ovom tipu spoja mogu�e je izazvati i
podexava�em jaqine Raxba SOC-a. Na slici 5.8(a) prikazane su CPR krive za nekoliko
vrijednosti χ odabranih u blizini 0 − π-olikog faznog prelaza, za hz = 0.7µ. Uprkos
sliqnom obliku ovih krivih, polo�aj odgovaraju�ih minimuma �ozefsonove slobodne
energije se mije�a (vidjeti sliku 5.8(b)), pri qemu se fazni prelaz kroz skok faze jav	a
za χ = 1.89, xto se mo�e vidjeti na slici 5.8(c), gdje je prikazana fazna razlika osnovnog
sta�a, φG, u funkciji od χ.

5.3.3 Uloga temperature

Temperaturna zavisnost diodnog efekta tako�e je interesantna za razmatra�e. Diodne
efikasnosti u funkciji hz, za dvije temperature T/Tc = 0.1 i T/Tc = 0.7, prikazane su na
slici 5.9(a). Pri ni�oj temperaturi prisutan je talasasti (nemonotoni) oblik, dok se
pri vixoj temperaturi formira plato na Q ≈ 0, us	ed gubitka razlike izme�u krivih
I+c (hz) i |I−c (hz)| na ni�im vrijednostima izmjenskog po	a (vidjeti sliku 5.9(b)). Pri
ve�im po	ima razlika izme�u I+c (hz) i |I−c (hz)| prisutna je qak i na vixoj tempera-
turi, xto dovodi do pojave minimuma i maksimuma na krivoj Q(hz), qija se izra�enost
pove�ava sa porastom temperature, jer interval u hz izme�u minimuma na I

+
c (hz) i |I−c (hz)|,

izme�u kojih se one sijeku, postaje u�i. Ovo je pra�eno promjenom znaka Q, koja odgovara
0 − π-olikom faznom prelazu. Pri vixoj temperaturi, intenzitet koeficijenta I1, iz
jednaqine (5.40), dominantan je u pore�e�u sa doprinosom vixih sinusnih harmonika i
svih kosinusnih harmonika, pri svim vrijednostima hz, osim u blizini vrijednosti izm-
jenskog po	a na kojoj I1 mije�a znak i postaje uporediv sa vrijednostima koeficijenata
I2 i J1 (vidjeti isprekidane krive na slici 5.6). Stoga je diodni efekat znaqajan samo
u okolini vrijednosti izmjenskog po	a pri kojoj koeficijent I1, a samim tim i diodna
efikasnost, mije�aju znak, dok je anomalna �ozefsonova struja gotovo ponixtena za sve
vrijednosti hz.
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Slika 5.9: (a) Zavisnost diodne efikasnosti, Q, od izmjenskog po	a za dvije vrijednosti
temperature: T/Tc = 0.1 (crna kriva) i T/Tc = 0.7 (roza kriva). (b) Zavisnost I+c (plava
kriva) i |I−c | (crvena kriva) od izmjenskog po	a. (c) Temperaturna zavisnost diodne
efikasnosti, Q, za hz = 0.635µ. Na lijevom umetku prikazana je temperaturna zavisnost
fazne razlike osnovnog sta�a, φG, a na desnom umetku temperaturna zavisnost |I±c | za
0.84Tc < T < 0.99Tc. Ostali parametri spoja su: (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), dkF = 2, Z = 0.5
i χ = 1.25.

Kako bismo odredili temperaturni fazni prelaz, prouqavali smo temperaturnu zav-
isnost diodne efikasnosti (slika 5.9(c)) za vrijednost izmjenskog po	a u oblasti u kojoj
Q(hz) (sa slike 5.9(a)) mije�a znak. Stoga, za hz = 0.635µ i iste ostale parametre kao
na slici 5.9(a), diodna efikasnost, kao i koeficijent I1, mije�aju znak pri tempera-
turi T/Tc = 0.49 (vidjeti sliku 5.9(c) i sliku 5.10(a), respektivno), xto je pos	edica
faznog prelaza pri toj temperaturi (vidjeti lijevi umetak na slici 5.9(c)). Temper-
aturna zavisnost Q u ovom sluqaju tako�e je karakterisana prisustvom oxtrog minimuma
pri T/Tc = 0.9 (tj. pri temperaturi na kojoj diodni efekat dosti�e maksimalnu vri-
jednost), xto je pos	edica postoja�a pregiba na I+c (hz) (vidjeti desni umetak na slici
5.9(c)). Pri ovoj temperaturi koeficijenti I1 i I2 se sijeku, pri qemu imaju istu vri-
jednost po apsolutnoj vrijednosti kao koeficijent J1, xto se mo�e vidjeti u umetku na
slici 5.10(a). Pregib na I+c (hz) pos	edica je skoka fazne razlike pri kojoj se jav	a mak-
simum I(φ) [16]. Stoga je promjenom temperature mogu�e posti�i znaqajne vrijednosti Q
uprkos maloj vrijednosti struje. Za druge vrijednosti izmjenskog po	a, koeficijenti I2
i J1 opadaju sa porastom temperature, pribli�avaju�i se nuli na vixim temperaturama,
dok koeficijent I1 zadr�ava nenultu vrijednost na svim temperaturama, kao xto se mo�e
vidjeti na slici 5.10(b), pa nije mogu�e posti�i 0− π-oliki fazni prelaz.
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Slika 5.10: Temperaturna zavisnost koeficijenata �ozefsonove struje I1 (crvano), I2
(zeleno) i J1 (plavo) za (βL, βR) = (0.03π, 0.23π), dkF = 2, χ = 1.25 i Z = 0.5. (a)
hz = 0.635µ. Uve�ani crte� za 0.4 < T/Tc < 0.99 prikazan je u umetku. (b) hz = 0.2µ
(isprekidane krive) i hz = 0.8µ (pune krive).

5.4 Zak	uqak

Teorijski smo istra�ivali �ozefsonov efekat u dvodimenzionalnom spoju d-wave su-
perprovodnik/feromagnet/d-wave superprovodnik sa konaqnim transparentnostima in-
terfejsa i u prisustvu Raxba SOC-a na S/F kontaktima. Utvrdili smo da su za pojavu
AJE i JDE istovremeno potrebni s	ede�i uslovi: Raxba SOC na granicama, nenulta kom-
ponenta izmjenskog po	a normalna na ravan spoja i nesimetriqna orijentacija dva super-
provodna kristala (βL ≠ ±βR). Tako�e smo analizom simetrije objasnili osobine JDE u
zavisnosti od kristalne orijentacije dva d-wave superprovodnika. Naxe istra�iva�e je
pokazalo kako se optimalna nereciproqnost superprovodne struje u ovom tipu spoja mo�e
ostvariti podexava�em jaqine izmjenskog po	a u feromagnetnoj barijeri, Raxba SOC-a
na ravnim granicama, kao i optimizacijom transparentnosti tih granica. Numeriqki
proraquni pokazuju da se kod diodnih CPR krivih istovremeno pojav	uju qlanovi sinφ,
sin 2φ i cosφ u Furijeovom razvoju. Za postiza�e ve�ih vrijednosti diodne efikasnosti
potrebno je da ovi qlanovi budu istog reda veliqine, pri qemu Q mo�e biti ve�e od
30%. Pokazali smo da se fazni prelaz izme�u 0-olikih i π-olikih sta�a mo�e ost-
variti ne samo promjenom jaqine izmjenskog po	a ve� i promjenom jaqine Raxba SOC-a.
Utvrdili smo da se fazni prelaz jav	a u oblasti u kojoj diodna efikasnost mije�a
znak, odnosno gdje se krive I+c i |I−c | sijeku, ali samo ako se �ihov presjek nalazi izme�u
minimuma kritiqnih struja. Tako�e, fazni prelazi mogu biti pra�eni skokom faze
ili biti kontinualni, budu�i da razliqiti pojedinaqni kanali imaju razliqite faze
osnovnog sta�a. Naxi rezultati pokazuju znaqajnu temperaturnu zavisnost karakteris-
tika diodnog efekta i ukazuju na mogu�nost temperaturno indukovanog 0-π-olikog faznog
prelaza uz odgovaraju�i izbor vrijednosti ostalih parametara.
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Glava 6

Diodni i anomalni �ozefsonov

efekat u spojevima sa nehomogenom

feromagnetnom barijerom

U ovoj glavi razmatramo nereciproqni transport naelektrisa�a u planarnim dvodi-
menzionalnim �ozefsonovim spojevima sa proizvo	no orijentisanim izmjenskim po	ima
u dva feromagnetna sloja u barijeri i Raxba spin-orbitnom spregom na granicama super-
provodnik/feromagnet. Superprovod	ive elektrode mogu imati s-wave ili proizvo	no
orijentisane d-wave parametre ure�e�a. Posebna pa��a posve�ena je uslovima potre-
bnim za pojavu anomalne �ozefsonove struje i nereciproqne kritiqne struje, I+c ̸= |I−c |,
odnosno anomalnom (AJE) i diodnom �ozefsonovom efektu (JDE).

U ci	u odre�iva�a ovih uslova sprovodena je sistematska analiza simetrija hamil-
tonijana spoja qime je izvrxena klasifikacija DFFD �ozefsonovih spojeva u tri klase.
Svi rezultati simetrijske analize su potvr�eni numeriqkim proraqunima �ozefsonove
struje u okviru Bogo	ubov{de �enovog formalizma, koriste�i uopxteni Furusaki{Cu-
kada (F-T) pristup za spin-aktivne granice i anizotropno spariva�e. Posebna pa��a
posve�ena je spoju sa dx2−y2/dxy orijentisanim superprovodnim elektrodama kod kojih se,
u sluqaju koplanarne orijentacije pravaca polarizacije spina na granicama i u dva fer-
omagnetna sloja, ne jav	a JDE, ali se jav	a konaqna struja na nultoj faznoj razlici, tj.
AJE. U tom sluqaju uspostav	en je kriterijum za prepoznava�e faznih prelaza izme�u
0-olikog i π-olikog sta�a spoja koji se ogleda u promjeni znaka anomalne �ozefsonove
struje [96].

Rezultati navedeni u ovoj glavi zasnovani su na objav	enom radu [96]:

S. Djurdjević and Z. Popović, Anomalous and diode Josephson effect in junctions with
inhomogeneous ferromagnetic barrier and interfacial Rashba spin-orbit coupling, Phys. Rev. B
114, 144503 (2026).
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6.1 Model

Razmatramo planarni dvodimenzionalni �ozefsonov spoj superprovodnik (SL)/fero-
magnet (FL)/feromagnet (FR)/superprovodnik (SR), koji se nalazi u xy-ravni, pri qemu
je x-osa normalna na granice izme�u slojeva. Lijevi i desni superprovodnik nalaze se u
poluravnima x < 0 i x > d, respektivno. Dva monodomenska feromagnetna sloja jednake
deb	ine nalaze se u oblastima 0 < x < d/2, za lijevi feromagnet, i d/2 < x < d, za desni
feromagnet. Na slici 6.1 prikazana je shematska ilustracija razmatranog spoja.

Slika 6.1: Shematska ilustracija SLFLFRSR �ozefsonovog spoja. Vektori magnetizacije
u lijevom i desnom feromagnetu, hL i hR, proizvo	no su orijentisani, pri qemu su �i-
hove orijentacije odre�ene polarnim uglovima, θL i θR, i azimutalnim uglovima, ϕL i ϕR,
respektivno. Superprovodne elektrode mogu imati ili s-wave ili d-wave parametar ure-
�e�a, pri qemu su βL i βR uglovi izme�u â-osa lijevog i desnog superprovodnog kristala
i x-ose, respektivno.

Superprovodnici mogu imati ili izotropan (s-wave) ili anizotropan (d-wave) param-
etar ure�e�a. U sluqaju d-wave simetrije spariva�a, orijentacije lijevog i desnog su-
perprovodnog kristala definisane su uglovima βL i βR, respektivno, koji predstav	aju
uglove izme�u pravca lobusa parametra ure�e�a i x-ose. U dva feromagnetna sloja unutar
barijere dozvo	ene su proizvo	no orijentisane magnetizacije. Kako bi model bio xto
realistiqniji, potencijali na ravnim kontaktima izme�u razliqitih materijala (SL/FL

i FR/SR) modeluju se izolacionim barijerama i, us	ed promjene pozadinskog elektro-
statiqkog potencijala na kontaktima du� x-ose, Raxba spin-orbitnim spreza�em.

Superprovodnici se opisuju u okviru BCS modela, dok za feromagnete koristimo
Stonerov model. Bogo	ubov{de �enov hamiltonijan je [81, 146]

HBdG =

(
H ∆̂

∆̂∗ −H̃

)
, (6.1)

gdje

H = H0 +
∑
j

HF
j +

∑
i

Hi (6.2)

predstav	a jednoqestiqni Hamiltonijan. Ovdje je H0 = ℏ2k2
2m

− µ �egov kinetiqki dio.
Radi jednostavnosti pretpostav	amo da su hemijski potencijal i efektivna masa jed-
naki u svim djelovima spoja. Drugi qlan u jednoqestiqnom hamiltonijanu odnosi se na
izmjensko po	e, pri qemu j ∈ L,R oznaqava lijevi i desni feromagnetni sloj, tako da su

HF
L = −hLσΘ(x)Θ(d/2− x), (6.3)

HF
R = −hRσΘ(x− d/2)Θ(d− x). (6.4)
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Pretpostav	amo da su vektori magnetizacija u dva feromagnetna sloja proizvo	no ori-
jentisani sa pravcima definisanim azimutalnim, ϕj, i polarnim, θj, uglovima (vidjeti
sliku 6.1), pri qemu su intenziteti izmjenskog po	a u feromagnetnim domenima jednaki,
hj = h(sin θj cosϕj, sin θj sinϕj, cos θj)

T .
Tre�i qlan u jednoqestiqnom hamiltonijanu (6.2) modeluje granice izme�u super-

provodnih i feromagnetnih materijala pomo�u potencijala oblika Dirakove δ-funkcije,

Hi = [Wi +Ri(k× ex)σ]δ(x− xi), (6.5)

gdje i ∈ {L,R} oznaqava lijevu i desnu S/F granicu. Ovdje je prvi qlan, Wi, izolatorski
potencijal, dok drugi qlan predstav	a potencijal Raxba SOC [195, 196], koji se modeluje
pod pretpostavkom da je gradijent skalarnog potencijala du� x-pravca, s obzirom na to da
su graniqne linije kontakata izme�u razliqitih materijala paralelne sa y-osom. Jaqina
Raxba SOC opisana je fenomenoloxkim parametrom Ri. Xup	inski dio hamiltonijana,
H̃ iz jednaqine (6.1), dobija se zamjenom σ u H sa σ̃ = (−σx, σy, σz)T . Direkciona i
temperaturna zavisnost parametra ure�e�a data je na isti naqin kao i u prethodnim
glavama ((4.8), (4.9) i (4.10)).

BdG talasne funkcije u razliqitim djelovima spoja konstruixu se na isti naqin kao
u glavi 4 (vidjeti izraze (4.33), (4.34), (4.35) i (4.36)). Me�utim, sada graniqni uslovi
izgledaju malo drugaqije us	ed postoja�a Raxba SOC na S/F granicama [96]

ψSL
(0) = ψFL

(0),

ψ′
FL
(0)− ψ′

SL
(0) =

2m

ℏ2
(WLσ0τ0 − ℏvFRLkyσzτz)ψ(0),

ψFL
(d/2) = ψFR

(d/2),

ψ′
FR
(d/2)− ψ′

FL
(d/2) = 0,

ψFR
(d) = ψSR

(d),

ψ′
SR
(d)− ψ′

FR
(d) =

2m

ℏ2
(WRσ0τ0 − ℏvFRRkyσzτz)ψ(d).

(6.6)

Kao i ranije, ovi graniqni uslovi slu�e za numeriqko odre�iva�e koeficijenata u
razliqitim procesima rasija�a. Za izraqunava�e �ozefsonove struje prema formuli
(3.196) potrebni su koeficijenti za Andrejev	evu refleksiju pri kojoj je spin kvaziqe-
stica nepromije�en.

6.2 Simetrijska analiza

U ovom odje	ku razmatramo uslove za pojavu anomalnog i diodnog �ozefsonovog efekta
koriste�i analizu simetrije hamiltonijana spoja, budu�i da dva hamiltonijana povezana
unitarnom ili antiunitarnom transformacijom imaju identiqne spektre. Uobiqajeno
je da je CPR neparna funkcija fazne razlike izme�u dva superprovodna kondenzata,
I(φ) = −I(−φ). To podrazumijeva postoja�e transformacije, U , koja preslikava hamil-
tonijan na naqin da je UH(φ)U † = H(−φ). U tom sluqaju je I(φ = 0) = 0, pa AJE nije
prisutan. To je, na primjer, sluqaj kod �ozefsonovog spoja sa normalnim metalom kao
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barijerom i superprovodnim elektrodama sa izotropnom s-wave ili anizotropnom d-wave
simetrijom parametra ure�e�a sa orijentacijom (βL, βR) = (0, 0), bez spin-orbitne sprege
na S/F granicama. U ovom sluqaju postoji skup od 16 unitarnih ili antiunitarnih
transformacija koje preslikavaju H(φ) u H(−φ): σiT , PyσiT , Pxσi i PxPyσi, gdje su σi
(i = 0, x, y, z) jediniqna matrica i Paulijeve matrice u spinskom prostoru, T je operator
vremenske inverzije, dok su Px i Py operatori parnosti du� x- i y-ose, respektivno, xto
dovodi do odsustva AJE [54, 81], kako je diskutovano i u prethodnoj glavi. Neophodan
uslov za pojavu AJE jeste da sve ove transformacije simetrije budu naruxene.

Nax model �ozefsonovog spoja uk	uquje dodatne elemente, dva monodomenska fero-
magnetna sloja sa proizvo	nim orijentacijama izmjenskog po	a u barijeri, Raxba SOC na
granici izme�u superprovodnih i feromagnetnih materijala, kao i mogu�nost proizvo	ne
orijentacije parametra ure�e�a u d-wave superprovodnicima. Zbog toga je potrebna da	a
analiza kako bismo odredili uslove pod kojima mo�e do�i do pojave AJE.

U dodatku A, u tabeli A1, prikazane su transformacije hamiltonijana korix�ene u
ovoj analizi, kao i naqin na koji one mije�aju elemente od kojih hamiltonijan zavisi.
Neke od transformacija koje preslikavaju H(φ) u H(−φ) naruxene su prisustvom SOC-
a. Za naruxe�e preostalih simetrija potrebna je odgovaraju�a me�usobna orijentacija
superprovodnih elektroda i pravaca po	a spinskog cijepa�a u dva feromagnetna sloja.
Ove transformacije i odgovaraju�i uslovi pod kojima se ove simetrije naruxavaju nave-
deni su u tabeli 6.1. Radi jednostavnosti, kao xto je ve� navedeno, pretpostav	amo da
su jaqine izmjenskih po	a u dva feromagneta jednake, hL = hR = h, kao i da su jaqine
Raxba SOC-a jednake, sa suprotnim znacima na dvjema S/F granicama, RL = −RR = R.

Tabela 6.1: Tabela transformacija UH(φ)U † = H(−φ) i varijabli koje naruxavaju
simetriju. Ova tabela ne uk	uquje transformacije koje su ve� naruxene pomo�u Raxba
SOC.

U Superprovodnici Feromagneti

T Najma�e jedan F je prisutan.
σzT hzL ̸= 0 or hzR ̸= 0
Pxσx βL ̸= −βR (θL, ϕL) ̸= (π − θR,−ϕR)
Pxσy βL ̸= −βR (θL, ϕL) ̸= (π − θR, π − ϕR)
PxPy βL ̸= βR (θL, ϕL) ̸= (θR, ϕR)
PyσxT βL ̸= 0 or βR ̸= 0 hxL ̸= 0 or hxR ̸= 0
PyσyT βL ̸= 0 or βR ̸= 0 hyL ̸= 0 or hyR ̸= 0
PyPxσz βL ̸= βR (θL, ϕL) ̸= (θR, ϕR + π)

U �ozefsonovom spoju sa s-wave ili d-wave superprovodnim elektrodama sa ori-
jentacijom (βL, βR) = (0, 0), potrebno naruxe�e simetrije posti�e se isk	uqivo odgo-
varaju�im orijentacijama pravaca po	a spinskog cijepa�a u feromagnetima, xto se vidi
iz tabele 6.1. Transformacije simetrije koje se trivijalno naruxavaju su: T (ako postoji
najma�e jedan feromagnet), σzT (ako najma�e jedan feromagnet ima nenultu komponentu
izmjenskog po	a u z-pravcu), PyσxT (ako najma�e jedan feromagnet ima nenultu kompo-
nentu izmjenskog po	a u x-pravcu) i PyσyT (ako najma�e jedan feromagnet ima nenultu
komponentu izmjenskog po	a u y-pravcu). Stoga je neophodan uslov za naruxe�e ovih
simetrija prisustvo sve tri komponente izmjenskog po	a u barijeri.

Iz tabele 6.1 proizilazi da su transformacije Pxσx i Pxσy naruxene kada je θL ̸=
π−θR ili ϕL ̸= −ϕR i ϕL ̸= π−ϕR. Treba napomenuti da ove transformacije preslikavaju
ϕL − ϕR u ϕL − ϕR. Me�utim, budu�i da �ozefsonova struja zavisi samo od relativnog
azimutalnog ugla izme�u izmjenskih po	a u feromagnetima us	ed preferirane ose kvan-
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tizacije spina (ose z definisane Raxba SOC-om na granicama), ove simetrije su oquvane
za sve vrijednosti ϕL i ϕR kada je θL = π − θR.

Dodatno, pokazuje se da su transformacije PxPy i PxPyσz naruxene za θL ̸= θR ili
ϕL ̸= ϕR i ϕL ̸= π + ϕR. U sluqaju kada je θL = θR, za naruxe�e simetrije potrebno je da
ϕL ̸= ϕR i ϕL ̸= π + ϕR, odnosno da vektori ez, hL i hR budu nekoplanarni. U ostalim
sluqajevima, kada je θL ̸= θR, nekoplanarnost nije potrebna za naruxe�e ovih simetrija.

Me�utim, kako bismo razjasnili uslove za postoja�e AJE u ovim tipovima spojeva,
potrebno je razmotriti transformacije pod kojima se hamiltonijan preslikava iz
H(φ, βL, βR) u H(−φ,−βL,−βR) i ispitati da li su one naruxene. Pored transformacija
koje su ve� naruxene prisustvom Raxba SOC-a, transformacije PyσxT i PyσyT ostaju
oquvane za sve θL i θR kada je ϕL = ϕR i ϕL = π + ϕR, odnosno u sluqaju kada su vektori
ez, hL i hR koplanarni. To znaqi da je �ozefsonova struja antisimetriqna u odnosu na
taqku (βL, βR) = (0, 0), odnosno I(φ, βL, βR) = −I(−φ,−βL,−βR), pa za (βL, βR) = (0, 0)
imamo I(0, 0, 0) = −I(0, 0, 0), xto dovodi do nulte anomalne �ozefsonove struje.

Dakle, uzimaju�i u obzir sve prethodne zak	uqke, mo�emo utvrditi uslove za po-
javu AJE u �ozefsonovim spojevima sa s-wave ili (βL, βR) = (0, 0) orijentisanim d-wave
superprovodnicima. Pored prisustva Raxba SOC-a na granicama, potrebno je da magne-
tizacije u dva feromagneta i z-osa budu nekoplanarne, kao i da va�i θL ̸= π−θR, odnosno
da z-komponente izmjenskih po	a u feromagnetnim slojevima ne budu suprotno usmjerene.

Za utvr�iva�e uslova za pojavu AJE u �ozefsonovim spojevima tipa βL = −βR potrebna
su dodatna razmatra�a. Konkretno, transformacije PxσxT i PxσyT , koje zamje�uju
promjen	ive θL i θR u hamiltonijanu spoja (vidjeti tabelu A2 u dodatku A) i daju
relaciju I(φ, θL, θR) = I(φ, θR, θL), ostaju oquvane za βL = −βR. Dodatno, transfor-
macija Pxσz, koja preslikava H(φ, θL, θR, βL, βR) u H(−φ, θR, θL,−βR,−βL) i daje relaciju
I(φ, θL, θR, βL, βR) = −I(−φ, θR, θL,−βR,−βL), tako�e ostaje oquvana za βL = −βR. Budu�i
da je za βL = −βR struja parna funkcija pri zamjeni θL i θR, imamo I(φ, θL, θR, βL, βR) =
−I(−φ, θL, θR,−βR,−βL), pa pos	ediqno slijedi I(φ = 0, βL,−βL) = −I(φ = 0, βL,−βL).
Nada	e, Pxσz preslikava ϕL−ϕR u ϕR−ϕL i ostaje oquvana kada je ϕL = ϕR ili ϕL = π+ϕR.
To znaqi da AJE izostaje za koplanarnu orijentaciju pravaca po	a spinskog cijepa�a
pri βL = −βR. Ovdje smo zanemarili qi�enicu da transformacija Pxσz mije�a znak
parametra Raxba SOC-a, R → −R. Razlog je to xto izraqunava�e CPR-a podrazumijeva
integraciju po svim kanalima sa transverzalnim impulsima ky, odnosno uk	uqeni su
doprinosi i za ky i za −ky. Stoga se promjena znaka Raxba qlana Rkyσz mo�e ekviva-
lentno predstaviti promjenom integracione promjen	ive ky → −ky. U sluqaju βL = −βR,
svi ostali qlanovi koji zavise od ky ostaju nepromije�eni pod ovom transformacijom.
Doprinos feromagnetnih slojeva ne zavisi od znaka ky i stoga ova transformacija ne
mije�a �ihov doprinos CPR-u.

Dodatno, transformacije Pxσx i Pxσy, koje preslikavajuH(φ, βL,−βL) uH(−φ, βL,−βL),
ostaju oquvane za θL = π − θR. U sluqaju koplanarne orijentacije vektora ez, hL i hR,
ova simetrija je tako�e oquvana, dok je za nekoplanarnu orijentaciju simetrija naruxena
kada je θL ̸= π − θR.

Na osnovu prethodnih razmatra�a mo�emo utvrditi opxte uslove za pojavu AJE u
spojevima sa s-wave i sa (βL,−βL), uk	uquju�i i tip (0, 0), orijentisanim d-wave super-
provodnim elektrodama: nekoplanarnost vektora ez, hL i hR (ϕL ̸= ϕR, ϕL ̸= π + ϕR),
zajedno sa uslovom θL ̸= π − θR.

Za spojeve tipa βL = βR ̸= 0, naruxe�e transformacija simetrije PxPy i PxPyσz, koje
preslikavaju H(φ) u H(−φ), posti�e se za θL ̸= θR ili ϕL ̸= ϕR i ϕR ̸= π + ϕL.

Za spojeve tipa βL ≠ ±βR, sve transformacije iz tabele 6.1, osim T i σzT , naruxene
su orijentacijom superprovodnih elektroda. Za naruxe�e ovih simetrija potreban je
najma�e jedan feromagnet sa nenultom z-komponentom izmjenskog po	a.
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Za nala�e�e uslova za pojavu JDE potrebno je razmotriti transformacije H(φ, h) →
H(−φ, h). Ako je ova simetrija oquvana, tada va�i I+c (h) = −I−c (h), xto pokazuje da
JDE nije prisutan. Ove transformacije su podskup transformacija koje su razmatrane u
analizi uslova potrebnih za pojavu AJE, pa se lako mo�e vidjeti da su uslovi za pojavu
JDE isti kao i uslovi za pojavu AJE.

Ovdje treba ista�i da je neophodnost postoja�a nenulte z-komponente izmjenskog po	a
u svim klasama spojeva direktna pos	edica �ihovih simetrijskih osobina. Budu�i da
Raxba spin-orbitna sprega na S/F granicama uvodi preferirani pravac spina preko
qlana HRSOC ∼ Rkyσz, izmjenska po	a koja le�e isk	uqivo u ravni spoja oquvavaju
kombinovanu simetriju σzT , koja ograniqava CPR na naqin da onemogu�ava pojavu nere-
ciproqne kritiqne struje. Nenulta komponenta izmjenskog po	a normalna na ravan spoja
naruxava ovu simetriju i time omogu�ava �ozefsonov diodni efekat.

Dakle, sa stanovixta uslova za pojavu anomalnog i diodnog efekta u �ozefsonovim
spojevima sa dva monodomenska feromagnetna sloja i Raxba SOC-om izme�u razliqitih
materijala, razlikujemo tri klase:

(1) spojeve sa s-wave ili βL = −βR orijentisanim d-wave superprovodnicima;

(2) spojeve sa βL = βR ̸= 0; i

(3) spojeve sa βL ̸= ±βR.

Prethodna analiza simetrije hamiltonijana spoja pretpostav	a jednake jaqine Raxba
SOC-a sa suprotnim znacima na dvjema granicama, pa je korisno razmotriti kako se
klasifikacija spojeva prema ovim simetrijama mije�a kada se ovaj uslov relaksira. Za
razliqite jaqine Raxba SOC-a (RL ̸= −RR), neke od transformacija simetrije kori-
x�enih u prethodnoj klasifikaciji vixe nijesu oquvane. Konkretno, transformacije
Pxσx i Pxσy vixe nijesu simetrije hamiltonijana spoja (vidjeti kraj�u desnu kolonu
tabele A1 u dodatku A), pa uslov θR ̸= π − θL vixe nije relevantan za pojavu AJE i
JDE. Pored toga, naruxava�e transformacija PxPy i PxPyσz, koje odre�uju drugu klasu
spojeva, dovodi do spaja�a druge i tre�e klase prema uslovima za nastanak AJE i JDE
dobijenim iz simetrijske analize.

Prema tome, �ozefsonovi spojevi sa nejednakim jaqinama Raxba SOC-a mogu se klasi-
fikovati u samo dvije klase prema simetriji:

(1) spojevi sa s-wave i βL = −βR orijentisanim d-wave superprovodnim elektrodama za
koje su AJE i JDE zabra�eni za koplanarne orijentacije vektora ez, hL i hR;

(2) spojevi sa βL = βR i βL ̸= ±βR orijentisanim d-wave superprovodnim elektrodama
za koje AJE i JDE ostaju zabra�eni ako nijedan feromagnetni sloj nema nenultu
z-komponentu izmjenskog po	a.

Zak	uqci dobijeni analizom simetrije u potpunosti su potvr�eni numeriqkim rezul-
tatima koji su predstav	eni u nastavku.

6.3 Numeriqki rezultati

U ovom odje	ku analiziramo kako orijentacije izmjenskih po	a u dva feromagnetna
sloja utiqu na karakteristike nereciproqnog transporta u tri prethodno definisane
klase �ozefsonovih spojeva, pri qemu pretpostav	amo jednake jaqine Raxba SOC-a sa
suprotnim znacima na dvjema S/F granicama. U svim numeriqkim proraqunima razma-
tramo spoj koji je translatorno invarijantan du� y-pravca, pri qemu se �ozefsonova
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struja dobija sumira�em po svim transverzalnim kanalima propagacije kvaziqestica,
budu�i da je transverzalni impuls, ky, oquvan. Pretpostav	amo da je Fermijeva energija
1000 puta ve�a od superprovodnog energijskog procjepa. Jaqine izmjenskih po	a i du�ine
normalizovane su inverznom Fermijevom energijom, µ, odnosno Fermijevim talasnim vek-
torom, kF . Prikazani rezultati dobijeni su za kratke �ozefsonove spojeve sa dkF = 10,
pri qemu je jaqina izmjenskih po	a u oba feromagneta h/µ = 0.8. Za potrebe numeriqkih
proraquna uvodimo bezdimenzione parametre kojima kvantifikujemo jaqinu izolatorskog
potencijala, ZL(R) = 2mWL(R)/(ℏ2kF ), i Raxba SOC-a, χL(R) = 2mRL(R)/ℏ2kF , na lijevoj i
desnoj S/F granici. Radi jednostavnosti, rezultate prikazujemo za simetriqan sluqaj sa
identiqnim transparentnostima na obje S/F granice (ZL = ZR = Z). Kako bismo mod-
elovali granice visoke transparentnosti, ali za realistiqan balistiqki spoj koji je
mogu� zahva	uju�i savremenim tehnikama izrade, biramo Z = 0.5. Prikazani rezultati
izraqunati su za χL = −χR = χ = 1.25 i nisku temperaturu, T/Tc = 0.1.

Najprije analiziramo prvu klasu �ozefsonovih spojeva definisanu u prethodnom o-
dje	ku. Anomalna �ozefsonova struja i diodna efikasnost, kao funkcije orijentacije
vektora magnetizacije u desnom feromagnetnom sloju (tj. kao funkcije uglova θR i ϕR),
prikazane su na slici 6.2: (a) i (e) za spojeve sa s-wave superprovodnicima; (b) i (f)
za d-wave superprovodnike sa (βL, βR) = (0, 0); (c) i (g) za d-wave superprovodnike sa
(βL, βR) = (0.1π,−0.1π); i (d) i (h) za d-wave superprovodnike sa (βL, βR) = (0.2π,−0.2π),
pri qemu je orijentacija izmjenskog po	a u lijevom feromagnetu fiksirana sa θL = 0.3π
i ϕL = 0.3π. Vrijednost i znak karakteristika nereciproqnog transporta jako zavise
kako od me�usobne orijentacije feromagnetnih slojeva, tako i od orijentacije parametara
ure�e�a u dvjema superprovodnim elektrodama. Svi paneli na lijevoj strani slike 6.2
pokazuju da I(0) i Q ixqezavaju za ϕR = ϕL = 0.3π i ϕR = ϕL + π = 1.3π, nezavisno
od ugla θR (vidjeti dvije vertikalne bijele linije), kao i za θR = 0, θR = π − θL =
0.7π i θR = π, nezavisno od ugla ϕR (vidjeti tri horizontalne bijele linije). Pojava
vertikalnih bijelih linija za koje je I(0) = 0 i Q = 0 potvr�uje da su, za koplanarnu
orijentaciju z-ose i izmjenskih po	a u dva feromagnetna sloja, i AJE i JDE zabra�eni
u ovoj klasi �ozefsonovih spojeva. Na osnovu uslova koplanarnosti mo�e se objasniti
i pojava dvije horizontalne bijele linije za θR = 0 i θR = π, nezavisno od ugla ϕR, dok
tre�a horizontalna bijela linija za θR = 0.7π odgovara orijentaciji feromagneta pri
kojoj su z-komponente izmjenskih po	a u dva feromagnetna sloja jednake po intenzitetu,
ali suprotnog znaka. Odsustvo AJE i JDE u skladu je sa zak	uqcima simetrijske analize
datim u prethodnom odje	ku.

Desna kolona na slici 6.2 prikazuje zavisnost Q i fazne razlike osnovnog sta�a, φG,
od azimutalnog ugla ϕR za fiksirani polarni ugao θR = 0.2π (slika 6.2 (i) i (j)), kao i
od polarnog ugla θR za fiksirani azimutalni ugao ϕR = 1.1π (slika 6.2 (k) i (l)), respek-
tivno. Us	ed prisustva Raxba SOC-a na S/F granicama, ukupna CPR nastaje kao rezultat
doprinosa svih transverzalnih ky kanala koji uqestvuju u transportu. Pos	ediqno, po-
jedinaqni fazni pomaci, razliqiti za razliqite vrijednosti ky, dovode do kumulativne
fazne razlike osnovnog sta�a koja nije nu�no jednaka 0 ili π, ve� mo�e poprimiti bilo
koju vrijednost u intervalu φG ∈ [0, π] [74, 81]. Treba napomenuti da je, za koplanarnu
orijentaciju po	a spinskog cijepa�a u dva feromagnetna sloja u barijeri, odnosno za
ϕR = 0.3π i ϕR = 1.3π, fazna razlika osnovnog sta�a jednaka isk	uqivo 0 ili π, dok je
Q = 0 za sve razmatrane spojeve (xto je prikazano isprekidanim linijama na slici 6.2
(j), odnosno (i)). Sliqno ponaxa�e uoqava se kada su z-komponente izmjenskih po	a u dva
feromagneta jednake po intenzitetu, ali suprotnog znaka, odnosno za θR = π− θL = 0.7π,
xto je prikazano isprekidanim linijama na slikama 6.2 (k) i (l).

0− π-oliki fazni prelazi mogu se indukovati promjenom me�usobne orijentacije dva
feromagneta u barijeri, tj. promjenom azimutalnog ugla ϕR ili polarnog ugla θR (vi-

92



0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

θ R
/π

(a)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1
(e)

0 0.5 1 1.5 2

−0.3

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

Q

(i)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

θ R
/π

(b)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1
(f)

0 0.5 1 1.5 2
φR/π

-1

-0.5

0

0.5

1

ϕ
G
/π

(j)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

θ R
/π

(c)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1
(g)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

Q

(k)

0 0.5 1 1.5 2
φR/π

0

0.5

1

θ R
/π

(d)

0 0.5 1 1.5 2
φR/π

0

0.5

1
(h)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
θR/π

-1

-0.5

0

0.5

1

ϕ
G
/π

(l)

-0.1

0.0

0.1

I(0)

-0.3

0.0

0.3

Q

-0.04

0.0

0.04

-0.25

0.0

0.25

-0.008

0.0

0.008

-0.15

0.0

0.15

-0.03

0.0

0.03

-0.35

0.0

0.35

Slika 6.2: (a)-(d) Anomalna �ozefsonova struja, I(0), i (e)-(h) diodna efikasnost, Q,
u zavisnosti od uglova ϕR i θR za fiksnu orijentaciju izmjenskog po	a u lijevom fer-
omagnetu (ϕL = 0.3π i θL = 0.3π), za s-wave ((a) i (e)), (βL, βR) = (0, 0) d-wave ((b) i
(f)), (βL, βR) = (0.1π,−0.1π) d-wave ((c) i (g)), (βL, βR) = (0.2π,−0.2π) d-wave ((d) i (h)),
tipove �ozefsonovih spojeva, respektivno. Diodna efikasnost, Q, i fazna razlika os-
novnog sta�a, φG, u zavisnosti od ϕR za fiksiran ugao θR = 0.2π (paneli (i) i (j)), i u
zavisnosti od θR za fiksiran ugao ϕR = 1.1π (paneli (k) i (l)), za s-wave (crna), (0, 0)
d-wave (crvena), (0.1π,−0.1π) d-wave (plava) i (0.2π,−0.2π) d-wave (zelena) tipove spoja.
Vertikalne plave isprekidane linije pokazuju koplanarnu orijentaciju po	a spinskog
cijepa�a u dva feromagnetna sloja i na S/F granicama. Ostali parametri su: h/µ = 0.8,
dkF = 10, T/Tc = 0.1, χ = 1.25, Z = 0.5.

djeti slike 6.2 (j) i (l), respektivno). Fazni prelaz se jav	a u blizini nagle promjene
znaka diodne efikasnosti, xto dovodi do pove�a�a vrijednostiQ u blizini taqke faznog
prelaza. Pored faznog prelaza indukovanog promjenom ϕR, koji se odvija kroz skok, kao u
sluqaju spojeva s-wave, (0, 0) i (0.1π,−0.1π), fazni prelaz mo�e nastupiti i kontinualno.
To je sluqaj za spoj tipa (0.2π,−0.2π), gdje se kontinualni fazni prelaz indukovan pro-
mjenom ϕR odvija pri φG = π/2 ili −π/2. Za |φG| < π/2 spoj se nalazi u 0-olikom sta�u,
dok je za |φG| > π/2 u π-olikom sta�u. Za ovaj tip spoja, fazni prelaz indukovan pro-
mjenom polarnog ugla θR ne jav	a se za ϕR = 1.1π, pa spoj ostaje u π-olikom sta�u za sve
vrijednosti θR (vidjeti sliku 6.2 (l)). Ovo ukazuje na to da se 0− π-oliki fazni prelaz
mo�e indukovati i promjenom me�usobne orijentacije d-wave superprovodnih elektroda
(βL = −βR = β) [81]. Na slici 6.3 (a) prikazane su CPR krive za proizvo	no orijentisane
magnetizacije u feromagnetnim slojevima, definisane uglovima ϕL = 0.3π, θL = 0.3π,
ϕR = 1.1π i θR = 0.2π, za nekoliko �ozefsonovih spojeva koji pripadaju prvoj klasi, xto
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Slika 6.3: (a) CPR za βL = −βR = β tip spoja za β = 0 (crvena), β = 0.05π (naran
asta),
β = 0.1π (�uta), β = 0.15π (	ubiqasta) i β = 0.2π (plava). Spoj prolazi kroz 0−π-oliki
fazni prelaz prilikom promjene orijentacija superprovodnih elektroda. (b) Diodna
efikasnost, Q, i (c) fazna razlika osnovnog sta�a, φG, u zavisnosti od β. Vertikalne
isprekidane crvene linije pokazuju vrijednosti β na kojima se dexava 0−π-oliki fazni
prelaz. Drugi parametri su: ϕL = 0.3π, θL = 0.3π, ϕR = 1.1π, θR = 0.2π, a ostali
parametri su isti kao na slici 6.2.

ukazuje na pojavu 0 − π-olikih faznih prelaza pri promjeni β. Odgovaraju�a zavisnost
fazne razlike osnovnog sta�a od β, prikazana na slici 6.3 (c), pokazuje da se 0−π-oliki
fazni prelazi jav	aju pri vrijednostima β za koje diodna efikasnost naglo prolazi
kroz nulu, xto je oznaqeno isprekidanim linijama na slici 6.3 (b).

Kako bismo analizirali AJE i JDE u drugoj klasi �ozefsonovih spojeva, prikaza�emo
rezultate za spoj tipa (βL, βR) = (0.15π, 0.15π). Orijentacija lijevog feromagnetnog
sloja fiksirana je na θL = 0.3π i ϕL = 0.3π. Anomalna �ozefsonova struja i diodna
efikasnost, kao funkcije orijentacije desnog feromagnetnog sloja (tj. uglova θR i ϕR),
prikazane su na slici 6.4 (a) i (b). Prema simetrijskoj analizi, postoje dvije karakteris-
tiqne orijentacije desnog feromagneta za koje su i AJE i JDE zabra�eni. Za razmatrani
�ozefsonov spoj, prva orijentacija odre�ena je sa θR = θL = 0.3π i ϕR = ϕL = 0.3π, dok
je druga odre�ena sa θR = θL = 0.3π i ϕR = ϕL + π = 1.3π, xto je oznaqeno presjecima
isprekidanih linija na slici 6.4 (a) i (b). Mo�e se uoqiti da na slici 6.4 postoje i
druge taqke u kojima I(0) i Q ixqezavaju, a koje zavise od vrijednosti ostalih parametara
spoja. Me�utim, samo za orijentacije magnetizacija u feromagnetnim slojevima u kojima
se isprekidane linije sijeku, i AJE i JDE su odsutni nezavisno od promjena ostalih
parametara razmatranog tipa spoja.

Tre�a klasa �ozefsonovih spojeva odnosi se na spojeve sa proizvo	no orijentisanim
d-wave superprovodnim elektrodama za koje va�i βR ̸= ±βL. Anomalna �ozefsonova
struja i diodna efikasnost, kao funkcije orijentacije izmjenskog po	a u desnom fer-
omagnetu, za spoj tipa (0.09π,−0.21π) prikazane su na slici 6.5 (a) i (b), respektivno.
Budu�i da je, prema uslovu utvr�enom analizom simetrije, za pojavu AJE i JDE neophodno
prisustvo nenulte z-komponente izmjenskog po	a u najma�e jednom feromagnetnom sloju,
orijentaciju magnetizacije u lijevom feromagnetu fiksirali smo u xy-ravni (θL = 0.5π
i ϕL = 0.3π), qime je obezbije�eno odsustvo nenulte z-komponente. Kao pos	edica toga,
I(0) i Q se anuliraju kada desni feromagnet ima orijentaciju θR = 0.5π, xto je potvrd-
jeno postoja�em horizontalne bijele linije na θR = 0.5π, nezavisno od ugla ϕR, kao
xto je prikazano na slici 6.5 (a) i (b). Us	ed transformacije σzT , z-komponenta
magnetizacije desnog feromagneta mije�a znak, hR,z → −hR,z, xto dovodi do relacije
I(φ, hR,z) = −I(−φ,−hR,z). Budu�i da su anomalna �ozefsonova struja i diodni odziv
neparne funkcije u odnosu na z-komponentu izmjenskog po	a [81], odgovaraju�e veliqine
mije�aju znak pri transformaciji θR → π − θR.

Me�usobni uticaj orijentacije magnetizacija u dva feromagnetna sloja i orijentacije
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Slika 6.4: (a) Anomalna �ozefsonova struja I(0) i (b) diodna efikasnost Q u zavisnosti
od uglova ϕR i θR, pri fiksiranoj orijentaciji izmjenskog po	a u lijevom feromagnetu
(ϕL = 0.3π i θL = 0.3π), za (βL, βR) = (0.15π, 0.15π) tip spoja. Taqke presjeka isprekidanih
linija oznaqavaju orijentaciju izmjenskog po	a desnog feromagneta za koje su AJE i JDE
zabra�eni. Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

d-wave superprovodnih elektroda znaqajno utiqe na karakteristike nereciproqnog trans-
porta i zaslu�uje deta	nije razmatra�e, budu�i da smo se do sada uglavnom fokusirali
na uslove pod kojima su AJE i JDE zabra�eni us	ed simetrije. Paneli na slici 6.6
prikazuju zavisnost diodne efikasnosti od uglova orijentacije superprovodnika βL i βR
za razliqite me�usobne konfiguracije pravaca po	a spinskog cijepa�a u feromagnetnoj
barijeri. Prve dvije kolone panela odgovaraju koplanarnim orijentacijama, ϕR = ϕL i
ϕR = π + ϕL, dok tre�a kolona predstav	a nekoplanarni sluqaj. Prvi red panela odgo-
vara sluqaju θR = θL, drugi sluqaju θR = π − θL, a tre�i sluqaju u kojem su z-komponente
izmjenskih po	a u feromagnetnim slojevima razliqite.

U nastavku analiziramo osobine simetrije raspodjela diodne efikasnosti u (βL, βR)
panelima prikazanim na slici 6.6.

Transformacije PyσxT i PyσyT (vidjeti tabelu A1 u Dodatku A) preslikavaju
H(φ, βL, βR) u H(−φ,−βL,−βR). Ove transformacije su oquvane za sve θL i θR kada
je ϕL = ϕR ili ϕL = ϕR + π, xto dovodi do relacije I+c (βL, βR) = −I−c (−βL,−βR). Stoga
je, za koplanarnu orijentaciju vektora ez, hL i hR, diodna efikasnost neparna funkcija
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Slika 6.5: (a) Anomalna �ozefsonova struja I(0) i (b) diodna efikasnost Q u zavisnosti
od uglova ϕR i θR za fiksiranu orijentaciju izmjenskog po	a u lijevom feromagnetu
(ϕL = 0.3π i θL = 0.5π), za (βL, βR) = (0.09π,−0.21π) tip spoja. Ostali parametri su isti
kao na slici 6.2.

u odnosu na βL i βR oko taqke (βL, βR) = (0, 0), odnosno zadovo	ava

Q(βL, βR) = −Q(−βL,−βR). (6.7)

Ovo je prikazano na panelima (a), (b), (d), (e), (g) i (h) slike 6.6, qime se potvr�uju
zahtjevi simetrije.

Sa druge strane, transformacija PxPy preslikava H(φ, βL, βR) u H(−φ,−βL,−βR) i
oquvana je za θL = θR i ϕL = ϕR ili ϕL = ϕR + π. To dovodi do neparnosti diodne
efikasnosti u odnosu na antidijagonalu, xto se mo�e potvrditi na panelima (a) i (b)
slike 6.6.

Da	e, transformacija PxσxT (vidjeti tabelu A2 u Dodatku A) preslikavaH(φ, βL, βR)
u H(φ,−βR,−βL), pri qemu va�i I±c (βL, βR) = I±c (−βR,−βL). Ova transformacija je oqu-
vana za θL = θR za sve azimutalne orijentacije ϕL i ϕR izmjenskih po	a u feromagnetima.
Kao pos	edica toga, diodna efikasnost je parna u odnosu na glavnu dijagonalu u (βL, βR)
ravni, xto se mo�e vidjeti na panelima (a), (b) i (c) slike 6.6.

Ukoliko postoje transformacije koje preslikavaju hamiltonijan H(φ, βL, βR) u
H(−φ,−βL,−βR), tada je diodna efikasnost neparna u odnosu na glavnu dijagonalu u

96



-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

β
L
/π

(a)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(b)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(c)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

β
L
/π

(d)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(e)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(f)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
βR/π

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

β
L
/π

(g)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
βR/π

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(h)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
βR/π

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(i)

-0.1

0.0

0.1

-0.2

0.0

0.2

-0.3

0.0

0.3

-0.4

0.0

0.4

-0.06

0.0

0.06

-0.2

0.0

0.2

-0.2

0.0

0.2

-0.1

0.0

0.1

-0.3

0.0

0.3

Slika 6.6: Diodna efikasnost Q u zavisnosti od orijentacije lijevog i desnog d-wave
superprovodnog kristala, βL i βR za θL = 0.3π i ϕL = 0.3π. (a) θR = 0.3π i ϕR = 0.3π, (b)
θR = 0.3π i ϕR = 1.3π, (c) θR = 0.3π i ϕR = 0, (d) θR = 0.7π i ϕR = 0.3π, (e) θR = 0.7π i
ϕR = 1.3π, (f) θR = 0.7π i ϕR = 0.8π, (g) θR = 0.4π i ϕR = 0.3π, (h) θR = 0.6π i ϕR = 1.3π,
(i) θR = 0.5π i ϕR = 0.8π. Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

(βL, βR) ravni. To su transformacije Pxσx i Pxσy, koje su oquvane za θL = π− θR, kao xto
je prikazano na panelima (d), (e) i (f) slike 6.6.

U sluqaju nekoplanarne orijentacije i razliqitih intenziteta z-komponenti izmjen-
skih po	a u dva feromagneta, ne postoji parnost u odnosu na taqku (0, 0) niti u odnosu
na glavnu i antidijagonalu, xto se mo�e vidjeti na panelu (i) slike 6.6.

Za koplanarnu orijentaciju pravaca po	a spinskog cijepa�a, odgovaraju�i paneli na
slici 6.6 pokazuju da je diodna efikasnost za superprovodne elektrode orijentisane kao
(0,±0.25π) i (±0.25π, 0) jednaka nuli, us	ed neparnosti Q u odnosu na taqku (0, 0) u ravni
(βL, βR) i periodiqnog ponaxa�a u zavisnosti od orijentacije superprovodnih elektroda
[81]

Q(βL, βR) = Q(βL ± π/2, βR ± π/2). (6.8)

Diodna efikasnost za spoj tipa (0, 0.25π) u funkciji orijentacije magnetizacije u
desnom feromagnetu, za θL = 0.3π i ϕL = 0.3π, prikazana na slici 6.7 (b), pokazuje
dvije vertikalne bijele linije na ϕR = ϕL = 0.3π i ϕR = ϕL + π = 1.3π, kao i dvije
horizontalne bijele linije na θR = 0 i π, budu�i da je diodni efekat zabra�en za ko-
planarnu orijentaciju pravaca po	a spinskog cijepa�a. Nasuprot tome, odgovaraju�a
anomalna �ozefsonova struja ima nenultu vrijednost za koplanarnu orijentaciju, kao
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Slika 6.7: (a) Anomalna �ozefsonova struja I(0) i (b) diodna efikasnost Q u zavisnosti
od uglova ϕR i θR, zajedno sa (c) faznom razlikom osnovnog sta�a, φG, u zavisnosti od
θR za ϕR = 0.3π (crvena) i ϕR = 1.3π (plava), raqunate za (βL, βR) = (0, 0.25π) d-wave tip
spoja. Orijentacija izmjenskog po	a u lijevom feromagnetu je fiksirana sa ϕL = 0.3π i
θL = 0.3π. Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

xto se vidi na slici 6.7 (a), xto je u skladu sa �enom klasifikacijom u tre�u klasu
spojeva definisanu u prethodnom odje	ku. Za koplanarnu orijentaciju, pravaca po	a
spinskog cijepa�a, transformacije PxσxT i PyσyT predstav	aju simetrije hamiltoni-
jana koje preslikavaju H(φ, 0, π/4) u H(−φ± π, 0, π/4), xto dovodi do 2π periodiqnosti
CPR-a (I(φ) = −I(−φ+ π)), pri qemu struja za faznu razliku φ = ±π/2 postaje jednaka
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nuli. Generalno, �ozefsonova CPR mo�e se razlo�iti na Furijeove komponente

I(φ) =
∑
n≥1

In sin(nφ) + Jn cos(nφ), (6.9)

dok u razmatranom sluqaju to znaqi da CPR sadr�i Furijeove komponente sin 2nφ i
cos (2n− 1)φ [47], a minimumi slobodne energije pokazuju da osnovno sta�e spoja mo�e
biti: π/2, koegzistencija 0-olikog i π-olikog sta�a u blizini π/2, −π/2, ili koegzis-
tencija 0-olikog i π-olikog sta�a u blizini −π/2 (vidjeti sliku 6.7 (c)). Ovo se raz-
likuje od sluqaja spoja tipa (0, π/4) bez SOC-a, gdje fazna razlika mo�e biti π/2 ili
koegzistencija 0 i π sta�a, xto je pos	edica π periodiqnosti sa samo sin 2nφ Furijeovim
komponentama u CPR-u [31, 33].

Fazni prelazi prikazani na slici 6.7 (c) odgovaraju efektivnom skoku fazne razlike
osnovnog sta�a za π. CPR za ovaj tip spoja mo�e se razlo�iti na Furijeove harmonike

I(φ) =
∑
n≥1

I2n sin(2nφ) + J2n−1 cos((2n− 1)φ). (6.10)

Budu�i da pomjera�e faze za π daje

I(φ± π) =
∑
n≥1

I2n sin(2nφ)− J2n−1 cos((2n− 1)φ), (6.11)

u taqki u kojoj se dexava fazni prelaz, gdje va�i uslov I(φ) = I(φ± π), slijedi da svi
neparni kosinusni harmonici moraju ixqezavati:

J2n−1 = 0, ∀n ∈ N. (6.12)

To znaqi da je u taqki faznog prelaza, u kojoj je JDE odsutan, anomalna �ozefsonova
struja jednaka nuli i mije�a znak pri prelasku kroz fazni prelaz. Ovakvo ponaxa�e
mo�e se potvrditi numeriqki pore�e�em panela (a), (b) i (c) na slici 6.7.

Nasuprot tome, za spoj tipa (0, 0.25π) sa nekoplanarnom orijentacijom pravaca po	a
spinskog cijepa�a, jav	a se JDE, xto dovodi do prisustva i sinusnih i kosinusnih
Furijeovih harmonika svih redova, tj. qlanova oblika sinnφ i cosnφ. Kao rezultat toga,
minimum slobodne energije je jedinstven (nedegenerisan) i odre�uje takozvana 0-olika i
π-olika sta�a. Na slici 6.8 (a) i (b) prikazane su, respektivno, diodna efikasnost
i odgovaraju�a fazna razlika osnovnog sta�a u funkciji ϕR za nekoliko vrijednosti
θR = 0.27π (crvena), θR = 0.4π (plava) i θR = 0.8π (zelena), pri fiksiranoj orijentaciji
lijevog feromagneta (θL = 0.3π i ϕL = 0.3π). Fazni prelaz izme�u 0-olikog i π-olikog
sta�a mo�e se indukovati promjenom ϕR. Za razliku od prve klase spojeva prikazane na
slici 6.2 (j), fazni prelaz se u ovom sluqaju jav	a za ϕR = 0.3π i ϕR = 1.3π, xto odgovara
koplanarnoj konfiguraciji.

Kako bismo ispitali zavisnost AJE i JDE od intenziteta izmjenskog po	a, razma-
tramo �ozefsonove spojeve sa s-wave i d-wave superprovodnim elektrodama orijentisanim
kao (0.09π,−0.21π), pri qemu biramo fiksirane orijentacije izmjenskih po	a u dva fer-
omagnetna sloja tako da su oba efekta dozvo	ena us	ed simetrije. Za razliku od sluqaja
normalne barijere izme�u superprovodnih elektroda, gdje su kritiqne struje u suprotnim
smjerovima jednake, prisustvo izmjenskog po	a dovodi do razlike izme�u I+c i |I−c |, xto
ukazuje na pojavu JDE, dok obje kritiqne struje pokazuju karakteristiqnu oscilatornu
zavisnost od intenziteta izmjenskog po	a, povezanu sa akumulacijom faze indukovanom
izmjenskim po	em u feromagnetnim �ozefsonovim spojevima (vidjeti sliku 6.9 (a) i
(b)).
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Slika 6.8: (a) Diodna efikasnost i (b) fazna razlika osnovnog sta�a, φG, u zavisnosti
od ϕR za θR = 0.27π (crvena), θR = 0.4π (plava), i θR = 0.8π (zelena) za (0, 0.25π) d-wave
spoj. Orijentacija izmjenskog po	a u lijevom feromagnetu je fiksirana sa ϕL = 0.3π i
θL = 0.3π. Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

Asimetriqno ponaxa�e I+c i |I−c | pri promjeni znaka izmjenskog po	a, |I±c (h)| ≠
|I±c (−h)| i |I±c (h)| = |I∓c (−h)|, slijedi iz transformacije vremenske inverzije strujno-
fazne relacije, I(φ, h) = −I(−φ,−h) [74, 81]. Ovo je u skladu sa parnom zavisnox�u
koeficijenata In od izmjenskog po	a, In(h) = In(−h), dok su koeficijenti Jn, odgovorni
za konaqnu struju pri nultoj faznoj razlici (vidjeti jednaqinu (6.9)), neparne funkcije
izmjenskog po	a, Jn(h) = −Jn(−h), kao xto je prikazano na slici 6.9 (c) i (d), gdje je
prikazana zavisnost koeficijenata I1, I2 i J1 od izmjenskog po	a.

Nemonotona zavisnost diodne efikasnosti od intenziteta izmjenskog po	a prikazana
je na slici 6.9 (e) i (f), pri qemu je vid	iva �ena neparna simetrija u odnosu na izm-
jensko po	e, Q(−h) = −Q(h). Diodna efikasnost mije�a znak pri vrijednostima izm-
jenskog po	a za koje se sijeku krive I+c i |I−c |, dok se �ene najve�e vrijednosti jav	aju u
blizini minimuma krivih kritiqnih struja. Ovo pove�a�e diodnog odziva poklapa se
sa intervalom izmjenskog po	a u kojem vode�i harmonijski doprinosi I1, I2 i J1 postaju
uporedivi po intenzitetu. To ukazuje da sna�na nereciproqnost proizlazi iz me�udjelo-
va�a konvencionalnih i anomalnih komponenti strujno-fazne relacije, a ne iz jednog
dominantnog harmonika.
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Slika 6.9: Paneli (a), (c) i (e) u lijevoj koloni odgovaraju s-wave �ozefsonovom spoju
koji sadr�i dva feromagneta sa pravcima magnetizacije odre�enim uglovima θL = 0.3π,
ϕL = 0.3π, θR = 0.26π i ϕR = 1.06π. Paneli (b), (d) i (f) u desnoj koloni odgovaraju d-wave
�ozefsonovom spoju sa orijentacijom (0.09π,−0.21π) i pravcima magnetizacije odre�enim
uglovima θL = 0.5π, ϕL = 0.3π, θR = 0.72π i ϕR = 0.05π. (a) i (b) Zavisnost kritiqne
struje u suprotnim smjerovima, I+c (crveno) i |I−c | (plavo), od izmjenskog po	a. (c) i (d)
Zavisnost vode�ih harmonijskih koeficijenata strujno-fazne relacije, I1 (crveno), I2
(plavo) i J1 (zeleno), od izmjenskog po	a. (e) i (f) Zavisnost diodne efikasnosti Q od
izmjenskog po	a. Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

6.4 Zak	uqak

U ovoj glavi smo prouqavali pojavu anomalnog i diodnog �ozefsonovog efekta u pla-
narnim 2D �ozefsonovim spojevima koji sadr�e dva feromagnetna sloja sa proizvo	no
orijentisanim vektorima magnetizacija, pri qemu se pretpostav	a da su jaqine Raxba
SOC jednake po intenzitetu i suprotnog znaka na S/F granicama. Za superprovodnike
je pretpostav	eno da imaju ili s-wave ili proizvo	no orijentisane d-wave parametre
ure�e�a. Sistematskom analizom simetrija hamiltonijana spoja identifikovali smo
uslove za pojavu AJE i JDE i klasifikovali spojeve u tri klase. U spojevima sa s-
wave ili d-wave superprovodnicima orijentisanim tako da je βL = −βR, pojava i AJE i
JDE zahtijeva nekoplanarnu orijentaciju pravaca izmjenskog po	a u feromagnetima sa
z-osom, zajedno sa uslovom da z-komponente izmjenskog po	a nijesu jednake i suprotnog
znaka. Za d-wave superprovodnike sa βL = βR ̸= 0, i AJE i JDE su zabra�eni kada su
polarne orijentacije magnetizacija jednake, a �ihove azimutalne orijentacije jednake
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ili suprotne. Za sve preostale orijentacije d-wave elektroda (βL ̸= ±βR), i AJE i JDE
se pojav	uju kada bar jedan od feromagnetnih slojeva ima nenultu komponentu magneti-
zacije normalnu na ravan spoja. Sve uslove dobijene analizom simetrija potvrdili smo
numeriqki, koriste�i Furusaki{Cukada tehniku, proxirenu na spinski aktivne mater-
ijale i anizotropne superprovodnike, za izraqunava�e �ozefsonove struje.

Za poseban sluqaj �ozefsonovog spoja sa superprovodnicima orijentisanim kao dx2−y2

i dxy, proraquni efikasnosti diode pokazali su da je, za koplanarnu orijentaciju pravaca
izmjenskog po	a i z-ose, JDE zabra�en us	ed dodatnih simetrija karakteristiqnih za
ovaj tip spoja. U odsustvu JDE, CPR se mo�e razviti u Furijeov red koji sadr�i qlanove
oblika sin 2nφ i cos(2n− 1)φ, qime se objax�ava koegzistencija 0-olikih i π-olikih
sta�a u okolini φ = ±π/2. Utvrdili smo da AJE nestaje na faznom prelazu izme�u ovih
sta�a, dok se promjena znaka anomalne �ozefsonove struje mo�e koristiti kao indikator
faznog prelaza spoja.

Pored sluqaja jednakih jaqina Raxba SOC, ukratko smo analizirali i nejednake ja-
qine Raxba SOC i pokazali da se klasifikacija na osnovu simetrija sma�uje sa tri na
dvije klase. Prva klasa odgovara s-wave i d-wave superprovodnicima sa βL = −βR, kod
kojih AJE i JDE izostaju kada su ez, hL i hR komplanarni. Druga klasa odgovara os-
talim orijentacijama d-wave superprovodnika, kod kojih AJE i JDE izostaju ako nijedan
od feromagnetnih slojeva nema z-komponentu izmjenskog po	a.

Numeriqki rezultati pokazuju da se znaqajna efikasnost diode, ve�a od 40%, mo�e ost-
variti podexava�em orijentacije superprovodnih elektroda i pravaca izmjenskog po	a
u feromagnetnim slojevima.
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Glava 7

Andrejev	eva vezana sta�a u SFFS i

DFFD spojevima

U ovoj glavi analiziramo Andrejev	eva vezana sta�a (ABS) u dvodimenzionalnim spo-
jevima sa feromagnetnom barijerom. Fokusiramo se na �ihov fazno-zavisni energet-
ski spektar i doprinos transportu naelektrisa�a. Polaze�i od zavisnosti ABS od
transverzalnog impulsa kvaziqestica i od orijentacije izmjenskih po	a u feromagnet-
nim slojevima, ispitujemo kako spinsko cijepa�e izazvano izmjenskim po	em i Raxba
SOC-om oblikuje energetske bendove ABS. Posebno se razmatra razlika izme�u spojeva sa
s-wave i d-wave superprovodnicima, kod kojih anizotropija parametra ure�e�a mo�e da
dovede do slo�enije strukture fazno-zavisnog spektra.

Analizom pojedinaqnih transverzalnih kanala ispituje se �ihova uloga u formi-
ra�u ukupne CPR, uk	uquju�i pojavu razliqitih harmonijskih komponenti. Na taj
naqin uspostav	a se direktna veza izme�u strukture ABS spektra i anomalnog i diodnog
�ozefsonovog efekta. Konaqno, pore�e�em CPR-ova dobijenih iz ABS spektra sa rezul-
tatima Furusaki-Cukada (F-T) pristupa odre�uje se znaqaj diskretnih ABS i kontinuum-
skih sta�a za transport. Posebna pa��a posve�ena je situacijama u kojima se doprinos
kontinuumskih sta�a ne mo�e zanemariti.

Rezultati navedeni u ovoj glavi zasnovani su na objav	enom radu [96]:

S. Djurdjević and Z. Popović, Anomalous and diode Josephson effect in junctions with
inhomogeneous ferromagnetic barrier and interfacial Rashba spin-orbit coupling, Phys. Rev. B
114, 144503 (2026).
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7.1 Formalizam u kontinualnom modelu

Drugi formalizam za dobija�e �ozefsonove struje zasniva se na faznoj zavisnosti
ABS spektra. Budu�i da razmatramo �ozefsonove spojeve qija je deb	ina barijere mnogo
ma�a od koherentne du�ine superprovodnika, dominantan doprinos transportnim os-
obinama potiqe od ABS [89, 197]. Graniqni uslovi (6.6) se mogu zapisati u matriqnom
obliku

AX = B, (7.1)

gdje je A matrica dimenzija 24 × 24, qiji elementi zavise od E, φ i γ, X je vektorska
kolona koja sadr�i 24 nepoznata koeficijenta raseja�a, dok je B vektorska kolona od 24
qlana koji potiqu od propagiraju�ih sta�a upadnih kvaziqestica. Energetski spektar
ABS dobija se iz uslova za postoja�e netrivijalnih rjexe�a jednaqine (7.1),

det(A) = 0. (7.2)

Za zadato ky, zavisnost E od φ mo�e se dobiti numeriqkim rjexava�em prethodne jedna-
qine. Energije ABS nalaze se unutar energetskog procjepa,

|E| ≤ min
{
|∆L|, |∆̃L|, |∆R|, |∆̃R|

}
. (7.3)

Na osnovu E(φ) slobodna energija mo�e se odrediti kao [89, 114, 198, 199]

F (φ) = −1

2

kF∑
ky=−kF

∑
i

Ei(φ) tanh

(
1

2

Ei

kBT

)
, (7.4)

gdje su Ei(φ) pozitivne energije ABS unutar energetskog procjepa, numerisane indeksom
i. �ozefsonova struja koja potiqe od kvantizovanih sta�a unutar energetskog procjepa
data je izrazom

I(φ) =
2e

ℏ
dF (φ)

dφ
. (7.5)

U ovom odje	ku analiziramo kako razliqite orijentacije izmjenskih po	a u dva fer-
omagnetna sloja utiqu na spektar niskoenergetskih ABS-ova i �ihove karakteristike u
nereciproqnom transportu. Razmatramo kratke spojeve, jer se u ovom re�imu unutar su-
perprovodnog energijskog procjepa pojav	uje samo nekoliko sta�a [52, 89], kao xto �e biti
prikazano u nastavku. Budu�i da razmatramo dvodimenzionalni spoj, postoji veliki broj
transverzalnih kanala, definisanih sa ky = kF sin γ, koji doprinose transportu naelek-
trisa�a. Kanali razliqito doprinose CPR-u, ne samo po intenzitetu struje, ve� i, us	ed
prisustva Raxba SOC-a, po faznim razlikama osnovnog sta�a pojedinaqnih kanala [74].
Ukupni CPR se dobija sumira�em doprinosa svih kanala ky. Stoga je neophodno uzeti
u obzir zajedniqki uticaj razliqitih popreqnih kanala na spektar ABS-ova. Budu�i da
rezultate prikazujemo za niske temperature, slobodna energija pojedinaqnog kanala (na
osnovu jednaqine (7.4)) mo�e se aproksimirati kao

F (γ, φ) = −1

2

∑
i

Ei(γ, φ), (7.6)

gdje su Ei(γ, φ) pozitivne energije ABS-ova koje zadovo	avaju 0 ≤ Ei ≤ ∆. CPR za svaki
kanal tada se dobija iz odgovaraju�eg ABS spektra korix�e�em jednaqine (7.5). Kanali
definisani suprotnim vrijednostima γ potrebni su za izraqunava�e slobodne energije
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iz fazno-zavisnog spektra ABS-ova, u skladu sa oquva�em simetrije qestica{xup	ina.
Uslovi pod kojima Andrejev	eva vezana sta�a dominantno odre�uju transport naelek-
trisa�a bi�e utvr�eni pore�e�em Furusaki{Cukada metode i pristupa zasnovanog na
ABS-ovima.

7.2 Spojevi sa s-wave superprovodnicima

Najprije razmatramo �ozefsonov spoj sa homogenim feromagnetom u barijeri, pri qemu
su θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR = 0.3π. Na slici 7.1 (a1), CPR razlo�en po upadnom uglu
pokazuje da je dominantni harmonik u svim kanalima ± sinφ, pa stoga i I(0) i Q ix
qezavaju. Ovo je pos	edica qi�enice da je za pojavu AJE u CPR-u neophodan kosinusni
qlan, dok je za JDE potrebna koegzistencija qlanova sinφ, sin 2φ i cosφ [65, 81]. Zavisnost
maksimalne �ozefsonove struje od γ, prikazana na slici 7.1 (b1), pokazuje nemonotono
ponaxa�e, pri qemu uoqeni minimumi ukazuju na promjenu znaka struje izme�u kanala,
za γ ∈ [0, π/2), budu�i da CPR razlo�en po uglu pokazuje parnost u odnosu na upadni ugao
γ.

Kako bismo razmotrili doprinos ABS-ova �ozefsonovoj struji za razliqite kanale,
na slici 7.1 (c1), (e1) i (g1) prikazujemo fazno-zavisne energetske spektre ABS-ova za
upadne uglove ±γ = 0, 0.105π i 0.125π, respektivno. ABS spektri su spinski nedegener-
isani i pokazuju dvije pozitivne energijske ABS grane, zajedno sa odgovaraju�im granama
negativne energije u skladu sa qestica-xup	ina simetrijom, pri qemu se krive za upadne
uglove ±γ gotovo poklapaju. I do�a i gor�a fazno-zavisna energijska grana simetriqne
su u odnosu na φ = 0. U sluqaju kvaziqestice koja upada normalno na granicu (γ = 0),
Raxba SOC nema uticaja, a spinska nedegenerisanost potiqe isk	uqivo od izmjenskog
po	a. Doprinosi energijskih grana ukupnoj superstruji su uporedivi, xto se mo�e vid-
jeti pore�e�em zelenih krivih, pune za do�u i isprekidane za gor�u granu pozitivne
energije, na slici 7.1 (d1), gdje su prikazani odgovaraju�i CPR-ovi. CPR-ovi koji potiqu
od obje grane imaju istu faznu razliku osnovnog sta�a (π-sta�e) za izabrane vrijednosti
parametara.

Sa pove�a�em upadnog ugla kvaziqestice (γ ̸= 0), fazno-zavisni spektar ostaje simet-
riqan u odnosu na φ = 0. ABS spektar za kanal ±γ = 0.105π, koji odgovara maksimalnoj
kritiqnoj struji, pokazuje da se do�a grana u blizini φ = 0 pomjera ka centru super-
provodnog energetskog procjepa, dok se gor�a grana pomjera ka ivici procjepa (vidjeti
sliku 7.1 (e1)). Za kanal ±γ = 0.125π, koji odgovara uglu pri kojem se jav	a maksimalna
kritiqna struja suprotnog znaka, do�a grana se u blizini φ = ±π potiskuje ka ni�im
energijama, dok je gor�a grana vezana za ivicu procjepa i postaje gotovo ravna u odnosu
na φ (vidjeti sliku 7.1 (g1)). Odgovaraju�i CPR-ovi prikazani su na slikama 7.1 (f1)
i (h1) i pokazuju da CPR-ovi koji potiqu od razliqitih grana imaju razliqite fazne
razlike osnovnog sta�a.

Dobro slaga�e ukupnih CPR-ova izvedenih iz fazno-zavisnih ABS grana za pojedi-
naqni kanal (naran
aste krive) sa onima dobijenim F-T metodom (crne krive), prikazanim
na slikama 7.1 (d1), (f1) i (h1), ukazuje na to da koherentnim transportom naelektrisa�a
dominantno uprav	aju ABS-ovi unutar energijskog procjepa. Odsustvo i AJE i JDE,
prikazano na CPR krivama, u skladu je sa naxom analizom simetrije i potvr�eno je i
F-T i ABS pristupom.

Zatim razmatramo sluqaj sa dva feromagneta u barijeri qije su magnetizacije sa z-
osom nekoplanarne, za koji naxa analiza simetrije predvi�a prisustvo i AJE i JDE.
Biramo orijentacije magnetizacija lijevog i desnog feromagneta (θL = 0.3π, ϕL = 0.3π,
θR = 0.26π i ϕR = 1.06π), koje odgovaraju konfiguraciji u kojoj diodna efikasnost dos-
ti�e maksimalnu vrijednost, u skladu sa slikom 6.2 (e). U ovom sluqaju, CPR razlo�en
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Slika 7.1: �ozefsonov spoj sa s-wave superprovodnim elektrodama. Paneli (a1){(h1)
odgovaraju homogenoj feromagnetnoj barijeri sa θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR = 0.3π.
Paneli (a2){(h2) odgovaraju spoju koji sadr�i dva feromagnetna sloja sa nekolinearnim
magnetizacijama, pri qemu su θL = 0.3π, ϕL = 0.3π, θR = 0.26π i ϕR = 1.06π. (a1),
(a2) Po upadnom uglu razlo�eni CPR, I(φ, γ), za popreqne kanale sa upadnim uglom
γ ∈ [−π/2, π/2]. (b1), (b2) Kritiqna �ozefsonova struja u funkciji upadnog ugla γ, pri
qemu su prikazane struje u suprotnim smjerovima I+c (crvena) i |I−c | (plava). Umetak
u panelu (b2) prikazuje efikasnost diode Q u funkciji γ. ABS i odgovaraju�a CPR
prikazani za: (c1), (c2) i (d1), (d2) γ = 0; (e1) i (f1) γ = ±0.105π; (g1) i (h1) γ =
±0.125π; (e2) i (f2) γ = ±0.07π; (g2) i (h2) γ = ±0.3π, respektivno. Crvene i plave
krive predstav	aju ABS energetske bendove za γ i −γ, respektivno. Treba napomenuti
da se za homogenu feromagnetnu barijeru krive za ±γ gotovo potpuno preklapaju. Puna i
isprekidana zelena kriva predstav	aju doprinose do�eg i gor�eg ABS energetskog benda,
respektivno. Naran
asta i crna kriva predstav	aju ukupne CPR za dati kanal, dobijene
ABS i F-T pristupima, respektivno. Preostali parametri su isti kao na slici 6.2.

po upadnom uglu prikazan na slici 7.1 (a2) postaje slo�eniji jer su doprinosi pojedi-
naqnih kanala razliqiti i pokazuju prisustvo harmonika sinφ, sin 2φ i cosφ. Razlika u
zavisnosti maksimalnih kritiqnih struja u suprotnim smjerovima, I+c (crvena kriva) i
|I−c | (plava kriva), od upadnog ugla γ, prikazana na slici 7.1 (b2), postaje izra�enija pri
ma�im upadnim uglovima kvaziqestica (vidjeti i umetak koji prikazuje diodnu efikas-
nost u funkciji γ). Za γ = 0 ABS spektar je nedegenerisan i simetriqan u odnosu na
φ = 0 (vidjeti sliku 7.1 (c2)). Do�a grana prolazi kroz nultu energiju u taqkama simet-
riqnim oko φ = 0, xto znaqi da se spoj nalazi u blizini 0 − π-olikog faznog prelaza
[44]. To dovodi do diskontinuiteta u strujno-faznoj relaciji u obliku testere i pris-
ustva znaqajnog drugog harmonika (puna zelena kriva na slici 7.1 (d2)). Gor�a grana
ima ma�i doprinos CPR-u, pri qemu je �en drugi harmonik suprotnog znaka u odnosu na
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doprinos do�e grane (isprekidana zelena kriva na slici 7.1 (d2)). Us	ed toga, ukupni
CPR dobijen iz ABS-ova zadr�ava oblik testere (naran
asta kriva na slici 7.1 (d2)), uz
primijetno odstupa�e od CPR-a dobijenog F-T metodom (crna kriva na slici 7.1 (d2)),
naroqito u blizini fazne razlike pri kojoj se jav	a ukrxta�e sa nultom energijom.

ABS spektri pokazuju asimetriju u odnosu na φ = 0 za kanale koji daju doprinos
diodnom i anomalnom efektu. Ovo ponaxa�e je prikazano na slikama 7.1 (e2) i (g2),
koje prikazuju ABS spektar za upadne uglove ±γ = 0.07π, pri kojem je diodna efikas-
nost znaqajna (vidjeti sliku 7.1 (b2)), i za ±γ = 0.3π, pri kojem je anomalni efekat
maksimalan (vidjeti sliku 7.1 (a2)), respektivno. U ovom sluqaju ABS grane za −γ i γ
se neznatno razlikuju, xto se mo�e vidjeti pore�e�em plavih krivih (za −γ) i crvenih
krivih (za γ) na slikama 7.1 (e2) i (g2). Simetrija E(−φ) = E(φ) je stoga naruxena, a
iskriv	eni fazno-zavisni ABS spektar odra�ava prisustvo i JDE i AJE, budu�i da su
uoq	ivi i razlika izme�u apsolutnih vrijednosti maksimalne i minimalne struje, kao i
anomalna superstruja za φ = 0, xto je prikazano na slikama 7.1 (f2) i (h2) [93, 95]. Domi-
nantan doprinos CPR-u potiqe od do�ih grana, budu�i da je gor�a grana gotovo ravna. Za
upadne uglove ±γ = 0.07π, ova niskoenergetska sta�a nalaze se blizu nulte energije oko
taqaka φ = ±π/2, xto dovodi do znaqajnog doprinosa drugog harmonika ukupnom CPR-u
(slike 7.1 (e2) i (f2)). Poxto nema ukrxta�a sa nultom energijom, CPR ov�e zadr�ava
gladak oblik. Kao i ranije, odstupa�e izme�u CPR-ova dobijenih F-T metodom i ABS
pristupom pove�ava se u blizini fazne razlike pri kojoj se pojav	uju niskoenergetski
ABS-ovi.

Za ve�i upadni ugao ±γ = 0.3π, pri kojem je anomalni efekat izra�en, CPR pokazuje
jasnu anomalnu karakteristiku us	ed asimetriqne prirode i znaqajnog nagiba do�e grane
za φ = 0, xto rezultira dominantnim qlanom cosφ (vidjeti sliku 7.1 (h2)). U ovom
sluqaju slaga�e CPR-ova dobijenih F-T metodom i ABS pristupom gotovo je potpuno.

Da	e razmatramo spoj sa nehomogenim feromagnetom, u kojem su vektori magnetizacije
u dva feromagnetna sloja suprotno orijentisani, odnosno θL = ϕL = 0.3π, θR = π − θL =
0.7π i ϕR = π + ϕL = 1.3π. U ovoj konfiguraciji i AJE i JDE su odsutni, xto je
potvr�eno naxom analizom simetrije. CPR razlo�en po upadnim uglovima (slika 7.2 (a))
pokazuje da dominantni doprinos struji potiqe od kanala sa malim upadnim uglovima
kvaziqestica. Svi kanali nalaze se u 0-olikom sta�u sa dominantnim harmonikom sinφ,
dok maksimalna struja kroz kanale monotono opada sa γ (vidjeti sliku 7.2 (b)). ABS
spektar ostaje simetriqan u odnosu na φ = 0 (slika 7.2 (c)), u skladu sa odsustvom i
JDE i AJE. ABS spektar sadr�i samo jednu pozitivnu energetsku granu, xto ukazuje
na spinski degenerisano sta�e. Ova degeneracija potiqe od specifiqnih orijentacija
pravaca po	a spinskog cijepa�a u spoju. Naime, dva izmjenska po	a djeluju suprotno na
spin kvaziqestice, dok Raxba SOC na dva interfejsa tako�e ima suprotne orijentacije
(u smjeru ez na lijevoj S/F granici i −ez na desnoj S/F granici). Dobro slaga�e F-T i
ABS pristupa je znaqajno (preklop	ene crne i naran
aste krive na slici 7.2 (d)), xto
ukazuje da struju dominantno nose ABS-ovi unutar energijskog procjepa, dok doprinos
kontinualnog dijela spektra ostaje zanemar	iv.
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Slika 7.2: Svi paneli odgovaraju �ozefsonovom spoju sa s-wave superprovodnim elek-
trodama i nehomogenom feromagnetnom barijerom, pri qemu su vektori magnetizacija u
dva feromagnetna sloja suprotno orijentisani (θL = ϕL = 0.3π, θR = π − θL = 0.7π i
ϕR = π + ϕL = 1.3π). (a) CPR razlo�en po uglu, I(φ, γ), za popreqne kanale sa upad-
nim uglom γ ∈ [−π/2, π/2]. (b) Kritiqna �ozefsonova struja u funkciji upadnog ugla
γ. (c) ABS energije u funkciji fazne razlike izme�u superprovodnika φ. Crvene i
plave krive predstav	aju ABS grane za γ i −γ, respektivno. (d) Odgovaraju�i CPR
za γ = 0.1π. Zelena kriva odgovara strujama ABS grana, dok naran
asta i crna kriva
predstav	aju ukupne CPR-ove za dati kanal dobijene ABS i F-T pristupom, respektivno.
Ostali parametri su isti kao na slici 6.2.

7.3 Spojevi sa d-wave superprovodnicima

Za analizu ABS spektara u sluqaju �ozefsonovog spoja sa d-wave superprovodnim elek-
trodama, najprije razmatramo �ozefsonov spoj sa βL = βR = 0.15π. Za homogeni fero-
magnet u barijeri, sa θL = θR = ϕL = ϕR = 0.3π, CPR razlo�ena po uglovima i zavisnost
maksimalne �ozefsonove struje od upadnog ugla prikazane su na slikama 7.3 (a1) i (b1),
respektivno. Globalno ponaxa�e je veoma sliqno onom na�enom u odgovaraju�em spoju sa
s-wave superprovodnim elektrodama, budu�i da je dominantni harmonik u svim kanalima
± sinφ, sa jednakim intenzitetima pozitivne I+c i negativne I−c kritiqne struje, xto
rezultira odsustvom i AJE i JDE. Sliqno tome, ABS spektar za normalni upad (umetak
na slici 7.3 (b1)) i odgovaraju�e CPR su kvalitativno sliqni sluqaju s-wave spoja, iako
su vrijednosti struje sma�ene us	ed u�eg superprovodnog procjepa koji potiqe od ugaono
zavisnog parametra ure�e�a [27].

ABS spektri za kanale sa maksimalnom kritiqnom strujom, ±γ = 0.105π, prikazani
su na slici 7.3 (c1), gdje crvena kriva odgovara γ = 0.105π, a plava kriva γ = −0.105π. U
ovom re�imu superprovodni energetski procjep postaje veoma uzak, a fazno-zavisne en-
ergetske grane ABS-ova pokazuju slo�enu strukturu. Za razliku od �ozefsonovog spoja
sa s-wave elektrodama, u sluqaju d-wave superprovodnika razlika izme�u ABS spektara
za γ i −γ je izra�enija us	ed anizotropije parametra ure�e�a. Za s-wave spoj, si-
metriqna zavisnost energije od faze u odnosu na φ = 0, za kanale γ i −γ, dovodi do
odsustva i anomalnog faznog pomaka i razlike izme�u kritiqnih struja u suprotnim
smjerovima. U spoju sa d-wave elektrodama, iako su sami ABS spektri asimetriqni u
odnosu na φ = 0, ukupna slobodna energija dobijena iz jednaqine (7.6), uk	uqiva�em do-
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Slika 7.3: Svi paneli odgovaraju �ozefsonovom spoju sa d-wave superprovodnim elektro-
dama tipa (0.15π, 0.15π). Paneli (a1){(h1) odgovaraju homogenoj feromagnetnoj barijeri,
sa θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR = 0.3π. Paneli (a2){(h2) odgovaraju spoju sa dva feromagneta
sa nekolinearnim magnetizacijama, za θL = 0.3π, ϕL = 0.3π, θR = 0.13π i ϕR = 1.16π.
(a1), (a2) CPR razlo�ene po uglovima, I(φ, γ), za popreqne kanale sa upadnim uglom
γ ∈ [−π/2, π/2]. (b1), (b2) �ozefsonova kritiqna struja kao funkcija upadnog ugla γ,
pri qemu su prikazane struje u suprotnim smjerovima, I+c (crveno) i |I−c | (plavo). ABS-
ovi i odgovaraju�e CPR prikazani su za: (c1) i (d1) ±γ = 0.105π; (e1) i (f1) ±γ = 0.13π;
(g1) i (h1) ±γ = 0.145π; (c2) i (d2) γ = 0; (e2) i (f2) ±γ = 0.075π; (g2) i (h2) ±γ = 0.35π,
respektivno. Crvena i plava kriva oznaqavaju ABS grane za γ i −γ, respektivno. Puna i
isprekidana zelena kriva predstav	aju doprinos do�e i gor�e ABS grane, respektivno.
Naran
asta i crna kriva predstav	aju ukupne CPR dobijene za dati kanal korix�e�em
ABS i F-T pristupa, respektivno. ABS za γ = 0 i diodna efikasnost kao funkcija γ
prikazani su kao umeci na panelima (b1) i (b2), respektivno. Ostali parametri su isti
kao na slici 6.2.

prinosa kanala γ i −γ, zadovo	ava simetriju F (φ) = F (−φ). Us	ed toga, ni AJE ni JDE
se ne pojav	uju. Za odre�ene vrijednosti fazne razlike, gor�a grana je potisnuta iz-
van superprovodnog procjepa i ne doprinosi struji koju nose ABS-ovi. Uprkos slo�enoj
fazno-zavisnoj strukturi ABS spektara, zbog gotovo zatvorenog superprovodnog procjepa
(∼ 0.03∆0), doprinos kontinualnih sta�a �ozefsonovoj struji je najznaqajniji (vidjeti
dodatak B), xto se vidi na slici 7.3 (d1), gdje CPR dobijena F-T pristupom (crna kriva)
znaqajno nadmaxuje CPR dobijenu iz ABS-ova (naran
asta kriva).

U sluqaju kanala ±γ = 0.13π, u kojem se za izabrane vrijednosti ostalih parametara
pojav	uje maksimalna struja suprotnog smjera, gor�a grana je u potpunosti izbaqena
izvan superprovodnog procjepa, dok je do�a grana potisnuta prema niskim energijama i
pokazuje ukrxta�e sa nultom energijom pri istoj vrijednosti φ za ±γ (vidjeti sliku 7.3
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(e1)), xto dovodi do CPR-a oblika testere sa izra�enim doprinosom drugog harmonika
(naran
asta kriva na slici 7.3 (f1)). Pojava ovog qlana mo�e se pripisati blizini ugla γ
pri kojem struja mije�a znak. Ovo ponaxa�e je suprotno CPR-u dobijenom F-T pristupom,
koje ne pokazuje znaqajan doprinos drugog harmonika (uporediti naran
astu i crnu krivu
na slici 7.3 (f1)). Neslaga�e izme�u ova dva pristupa potiqe od zajedniqkog uticaja
malog superprovodnog procjepa (≈ 0.2∆0) i prisustva ukrxta�a sa nultom energijom u
ABS spektru. Uda	ava�em od ugla pri kojem struja mije�a znak, na primjer za ±γ =
0.145π, ABS spektar ima samo jednu niskoenergetsku granu, koja se neznatno razlikuje
za kanale γ i −γ i vixe ne pokazuje ukrxta�e sa nultom energijom (slika 7.3 (g1)). U
ovom re�imu prvi harmonik sinφ ponovo dominira (slika 7.3 (h1)), a uoqava se i bo	e
slaga�e izme�u F-T i ABS pristupa.

Kada se homogeni feromagnet u barijeri zamijeni sa dva feromagneta sa nehomogenom
magnetizacijom, pri qemu je θL = ϕL = 0.3π, θR = 0.13π i ϕR = 1.16π, efikasnost diode
dosti�e svoju maksimalnu vrijednost, kao xto je prikazano na slici 6.4 (b). CPR ra-
zlo�en po uglu za ovaj spoj prikazan je na slici 7.3 (a2), ilustruju�i razliqite doprinose
pojedinaqnih kanala ukupnoj CPR. Na slici 7.3 (b2) i �enom umetku prikazane su, re-
spektivno, zavisnosti kritiqne struje i efikasnosti diode od upadnog ugla. ABS spektri
za tri reprezentativna upadna ugla ±γ = 0 (normalni upad), 0.075π (koji odgovara mak-
simalnoj efikasnosti diode) i 0.35π (koji odgovara najve�oj anomalnoj struji) prikazani
su na slikama 7.3 (c2), (e2) i (g2), dok su odgovaraju�e CPR prikazane na slikama 7.3 (d2),
(f2) i (h2). Ovi rezultati pokazuju kvalitativno sliqne karakteristike kao u sluqaju
sa s-wave superprovodnim elektrodama (slika 7.1), ali sa izra�enijom razlikom u en-
ergijama za ±γ pravce kvaziqestica, xto doprinosi asimetriqnoj slobodnoj energiji u
odnosu na φ = 0, a time i pojavi i AJE i JDE. Najizra�enije odstupa�e izme�u struja
dobijenih F-T i ABS pristupima uoqava se na slici 7.3 (h2), us	ed kombinovanog uticaja
malog energijskog procjepa (∼ 0.3∆0) i ABS bendova sa malim nagibom (vidjeti sliku
7.3 (g2)), xto dovodi do male struje koju nose ABS i dominantnog doprinosa sta�a iz
kontinualnog dijela spektra.

Kada su dva feromagneta u barijeri �ozefsonovog spoja sa d-wave elektrodama suprotno
orijentisana, za razliku od odgovaraju�eg s-wave spoja, prisutni su i AJE i JDE, u sa-
glasnosti sa naxom analizom simetrije. CPR razlo�ena po uglu, prikazana na slici 7.4
(a), sliqna je sluqaju s-wave spoja, sa monotono opadaju�om kritiqnom strujom u funkciji
upadnog ugla γ kvaziqestica. U svim kanalima, CPR su u 0-olikom sta�u. Sada postoji
mala razlika izme�u I+c i |I−c |, xto rezultira pojavom JDE sa slabom diodnom efikasnox
�u. ABS su degenerisani u svim kanalima us	ed suprotnog efektivnog djelova�a po	a
spinskog cijepa�a du� spoja. Za razliku od kanala γ = 0, gdje je ABS spektar simet-
riqan u odnosu na φ = 0 (slika 7.4 (b)), za γ ≠ 0 fazno-zavisni energetski bend postaje
asimetriqan, qime se omogu�ava pojava i AJE i JDE (slika 7.4 (c)). Kao i ranije, pri
sma�e�u superpovodnog energijskog procjepa postoji primijetna razlika izme�u F-T i
ABS metoda (vidjeti sliku 7.3(d)). CPR dobijena iz ABS (naran
asta kriva na slici 7.4
(d)) pokazuje efikasnost diode Q = 0.0054, dok CPR dobijena Furusaki-Cukada metodom
(crna kriva na slici 7.4 (d)) pokazuje Q = 0.0042.

Da	e razmatramo specijalan sluqaj �ozefsonovog spoja izme�u dx2−y2 i dxy super-
provodnih elektroda, odnosno spoj tipa (βL, βR) = (0, π/4), u kojem se pojav	uju nove
karakteristike. CPR razlo�ena po upadnom uglu za homogenu magnetizaciju u barijeri,
karakterisanu sa θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR = 0.3π, prikazana na slici 7.5 (a), pokazuje
nenultu anomalnu �ozefsonovu struju u pojedinaqnim kanalima, dok struja nestaje pri
faznim razlikama φ = ±π/2. Ovakvo ponaxa�e potiqe od simetrije koja dovodi do
relacije I(φ) = −I(−φ + π), kao xto je prethodno razmatrano. CPR u kanalima γ = 0
i ±γ = 0.25π jednaka je nuli jer se ovi pravci poklapaju sa nodalnim linijama param-
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Slika 7.4: Svi paneli odgovaraju d-wave �ozefsonovom spoju tipa (0.15π, 0.15π) sa ne-
homogenim feromagnetom u barijeri, pri qemu su vektori magnetizacija u dva fer-
omagnetna sloja suprotno orijentisani (θL = ϕL = 0.3π, θR = π − θL = 0.7π i
ϕR = π + ϕL = 1.3π). (a) CPR razlo�ena po uglu, I(φ, γ), za transverzalne kanale sa
upadnim uglom γ ∈ [−π/2, π/2]. (b) i (c) ABS za γ = 0 i γ = ±0.1π, respektivno. Crvena
i plava kriva predstav	aju ABS bendove za γ i −γ, respektivno. (d) CPR za γ = 0.1π,
pri qemu naran
asta i crna kriva predstav	aju rezultate dobijene korix�e�em ABS i
F-T pristupa, respektivno. Preostali parametri su isti kao na slici 6.2.

etara superprovodnog ure�e�a u desnom, odnosno lijevom superprovodniku. Kritiqne
struje u suprotnim smjerovima, I+c i |I−c |, jednake su (vidjeti sliku 7.5 (b)), xto rezul-
tira odsustvom JDE. ABS spektar za kanale ±γ = 0.095π (koji odgovara prvom maksimumu
kritiqne struje) i ±γ = 0.115π (koji odgovara drugom maksimumu kritiqne struje sa jedne
strane i najve�oj anomalnoj �ozefsonovoj struji sa druge strane, kao xto se vidi na slici
7.5 (b) i na �enom umetku) prikazan je na slikama 7.5 (c) i (e). Zavisnost energije od
faze pokazuje anulira�e izvoda, za sve bendove, u odnosu na φ za φ = ±π/2, xto odgo-
vara nultoj struji pri tim faznim razlikama (vidjeti slike 7.5 (d) i (f)), ukazuju�i na
prisustvo samo parnih harmonika u sinusnom dijelu i neparnih harmonika u kosinusnom
dijelu Furijeovog spektra CPR. Pos	ediqno, prisutna je mala, ali konaqna anomalna
struja, dok JDE izostaje. Na slici 7.5 (c), za ±γ = 0.095π, pojav	uju se tri benda na poz-
itivnim energijama unutar energijskog procjepa za fazne razlike u blizini φ = ±π/2.
Do�i bendovi pokazuju ukrxta�a na nultoj energiji koja su simetriqno pozicionirana
u odnosu na φ = ±π/2, xto dovodi do odgovaraju�e CPR testerastog oblika, prikazane
naran
astom krivom na slici 7.5 (d). Za kanal ±γ = 0.115π postoje dva benda na pozi-
tivnim energijama. Gor�i bend je potisnut ka ivici superprovodnog procjepa i daje slab
doprinos CPR-u, dok do�i bend ne pokazuje ukrxta�e na nultoj energiji (vidjeti sliku
7.5 (e)). U ovom re�imu je oqigledno da glavni doprinos �ozefsonovoj struji potiqe od
ABS, dok doprinos sta�a iz kontinualnog dijela spektra postaje relativno mali (vid
jeti sliku 7.5 (f)). Ovo ponaxa�e mo�e se pripisati relativno xirokom procjepu za
prikazani kanal i odsustvu ukrxta�a bendova na nultoj energiji. Tako�e je oqigledno
da CPR za ±γ = 0.115π ima suprotan znak sinusnog dijela Furijeovog spektra u pore�e�u
sa CPR za ±γ = 0.095π. Ovo ponaxa�e se mo�e tumaqiti kao promjena osnovnog sta�a
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Slika 7.5: Svi paneli odgovaraju d-wave �ozefsonovom spoju tipa (0, 0.25π) sa homogenim
feromagnetom u barijeri, karakterisanim sa θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR = 0.3π. (a) CPR
razlo�ena po uglu, I(φ, γ), za transverzalne kanale sa upadnim uglom γ ∈ [−π/2, π/2]. (b)
Kritiqna �ozefsonova struja u funkciji upadnog ugla γ. U umetku je prikazana anoma-
lna struja u funkciji γ. ABS i odgovaraju�e CPR prikazane su za: (c) i (d) γ = ±0.095π;
(e) i (f) γ = ±0.115π, respektivno. Crvena i plava kriva predstav	aju ABS bendove za
γ i −γ, respektivno. Zelena puna, isprekidana i taqkasta kriva odgovaraju strujama
koje potiqu od prvog, drugog i tre�eg benda, respektivno. Naran
asta i crna kriva
predstav	aju ukupne CPR za date kanale, dobijene korix�e�em ABS i F-T pristupa,
respektivno. Preostali parametri su isti kao na slici 6.2.

�ozefsonovog spoja u funkciji transverzalnog impulsa, koja se manifestuje minimumom
koji razdvaja odgovaraju�e maksimume na slici 7.5 (b).

Kada su magnetizacije dva feromagneta suprotno orijentisane u �ozefsonovom spoju
tipa (0, π/4), anomalna �ozefsonova struja ostaje konaqna, ali relativno slaba, dok
su kritiqne struje u suprotnim pravcima jednake po intenzitetu. Ovo je prikazano na
slikama 7.6 (a) i (b), gdje su prikazane CPR razlo�ene po uglu i kritiqna struja u
funkciji upadnog ugla γ. ABS spektri zavisni od faze i odgovaraju�e CPR za kanale
±γ = 0.045π (koji odgovara maksimalnoj kritiqnoj struji) i ±γ = 0.105π (koji odgovara
maksimalnoj anomalnoj struji) prikazani su na slikama 7.6 (c)-(f). Energije ABS os-
taju spinski degenerisane i pokazuju osobine sliqne prethodno razmatranim sluqajevima:
izostanak nagiba u odnosu na faznu razliku za φ = ±π/2. CPR za kanale ±γ = 0.045π
pokazuje testerasti oblik us	ed ukrxta�a ABS bendova na nultoj energiji u okolini
φ = ±π/2, xto dovodi do neslaga�a izme�u CPR dobijenih F-T i ABS pristupima. Za
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Slika 7.6: Svi paneli odgovaraju d-wave �ozefsonovom spoju tipa (0, 0.25π) sa neho-
mogenim feromagnetom u barijeri, pri qemu su vektori magnetizacije u dva feromag-
netna sloja suprotno orijentisani (θL = ϕL = 0.3π, θR = π − θL = 0.7π i ϕR = π + ϕL =
1.3π). (a) CPR razlo�ena po uglu, I(φ, γ), za transverzalne kanale sa upadnim uglom
γ ∈ [−π/2, π/2]. (b) Kritiqna �ozefsonova struja u funkciji upadnog ugla γ. U umetku
je prikazana anomalna struja u funkciji γ. ABS i odgovaraju�e CPR prikazane su za: (c)
i (d) γ = ±0.045π; (e) i (f) γ = ±0.105π, respektivno. Crvena i plava kriva predstavl-
jaju ABS bendove za γ i −γ, respektivno. Puna i isprekidana zelena kriva odgovaraju
strujama koje potiqu od do�eg i gor�eg benda, respektivno. Naran
asta i crna kriva
predstav	aju ukupne CPR za dati kanal, dobijene korix�e�em ABS i F-T pristupa, re-
spektivno. Preostali parametri su isti kao na slici 6.2.

kanale ±γ = 0.105π, superprovodni procjep postaje xiri (∼ 0.6∆0), dok energije ABS ne
pokazuju ukrxta�e na nultoj energiji. U ovom re�imu doprinosi bendova iz suprotnih
transverzalnih kanala gotovo su suprotni, xto rezultira malom �ozefsonovom stru-
jom koju nose ABS. Doprinos kontinualnog dijela spektra je znaqajan, xto dovodi do
neslaga�a izme�u F-T i ABS pristupa i pove�ane anomalne struje u ovom kanalu.

Efikasnost diode koja je prikazana na slici 6.7 (b) dosti�e svoju maksimalnu vri-
jednost za konfiguraciju magnetizacije θL = ϕL = 0.3π, θR = 0.27π i ϕR = 0.51π. CPR
razlo�ena po uglu za ovaj sluqaj prikazana je na slici 7.7 (a), pokazuju�i da je struja
konaqna na φ = ±π/2 us	ed prethodno pomenutog naruxe�a simetrije. Kritiqne struje
u oba smjera, I+c i |I−c |, kao funkcije γ, prikazane su na slici 7.7 (b), zajedno sa efikas-
nox�u diode u umetku. Najve�a anomalna struja jav	a se u kanalu ±γ = 0.1π, a ABS
spektar za ovaj kanal prikazan je na slici 7.7 (c). Fazno zavisni energetski bendovi
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Slika 7.7: Svi paneli odgovaraju d-wave �ozefsonovom spoju tipa (0, 0.25π) koji sadr�i
dva feromagneta sa nekolinearnim magnetizacijama, pri qemu je θL = 0.3π, ϕL = 0.3π,
θR = 0.27π i ϕR = 0.51π. (a) CPR razlo�en po uglu, I(φ, γ), za transverzalne kanale sa
upadnim uglom γ ∈ [−π/2, π/2]. (b) Kritiqna �ozefsonova struja u funkciji upadnog
ugla γ. U umetku je prikazana anomalna struja u funkciji γ. ABS i odgovaraju�e CPR
prikazane su za: (c) i (d) γ = ±0.1π; (e) i (f) γ = ±0.11π; (g) i (h) γ = ±0.227π,
respektivno. Crvena i plava kriva predstav	aju ABS bendove za γ i −γ, respektivno.
Puna, isprekidana i taqkasta zelena kriva odgovaraju strujama koje potiqu od do�eg i
gor�eg benda, respektivno. Naran
asta i crna kriva predstav	aju ukupne CPR za dati
kanal, dobijene korix�e�em ABS i F-T pristupa, respektivno. Preostali parametri su
isti kao na slici 6.2.

imaju konaqan nagib na φ = ±π/2. Za odre�ene fazne razlike, tri benda sa pozitivnim
energijama za γ = 0.1π pojav	uju se izme�u ukrxta�a na nultoj energiji (crvene krive
na slici 7.7 (c)). Istovremeno, za γ = −0.1π pri istoj fazi ne postoje ABS bendovi
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unutar eneretskog procjepa (plave krive na slici 7.7 (c)). Izra�ena asimetrija izme�u
spektara za suprotne transverzalne impulse objax�ava pojavu i AJE i JDE. Doprinosi
pojedinaqnih bendova CPR, kao i CPR dobijene ABS i F-T pristupima, prikazani su na
slici 7.7 (d). Neslaga�e izme�u �ih potiqe od ukrxta�a na nultoj energiji i qi�enice
da se gor�i bend, koji se nalazi blizu ivice procjepa, za odre�ene vrijednosti φ po-
tiskuje izvan procjepa, pri qemu ne doprinosi CPR. Za kanal ±γ = 0.11π (koji odgovara
maksimalnoj struji), ABS spektri su prikazani na slici 7.7 (e). Bendovi su potisnuti
ka vixim energijama i nema ukrxta�a na nultoj energiji, xto dovodi do bo	eg slaga�a
CPR-ova dobijenih F-T i ABS pristupima i ukazuje na znaqajan transport kroz ABS
unutar procjepapa (vidjeti sliku 7.7 (f)).

Efikasnost diode je maksimalna za γ = 0.227π. Odgovaraju�i ABS spektar i CPR
prikazani su na slikama 7.7 (g) i (h). Superprovodni energijski procjep je veoma mali i
samo jedan benda ostaje ispod �egove ivice, jako potisnut ka kontinualnom spektru, xto
objax�ava mali doprinos ABS ukupnoj �ozefsonovoj struji. CPR dobijena F-T metodom
je za tri reda veliqine ve�a od one dobijene ABS pristupom. Veliko neslaga�e jav	a se
i u efikasnosti diode: F-T pristup daje Q = 0.297, dok ABS pristup daje Q = 0.029 (10
puta ma�e).

7.4 Zak	uqak

U ovoj glavi analizirali smo kako orijentacije izmjenskog po	a u dva feromagnetna
sloja utiqu na fazno-zavisni energetski spektar ABS i �egove karakteristike, zajedno sa
doprinosima pojedinaqnih popreqnih kanala ukupnoj CPR. Spektar ABS postaje degener-
isan za suprotno orijentisane magnetizacije u dva feromagnetna sloja, jer Raxba SOC
na dvije S/F granice dovodi do spinskog cijepa�a u suprotnim smjerovima. Pokazali
smo da je razlika izme�u energetskih bendova u ABS spektru za konjugovane popreqne
kanale izra�enija u spoju sa d-wave superprovodnicima us	ed anizotropije parametra
ure�e�a i mogu�ih presjeka fazno-zavisnih energetskih bendova za dva pravca kreta�a
kvaziqestica, definisana sa −γ i γ. Nasuprot tome, fazno-zavisni ABS bendovi u spoju
sa s-wave superprovodnicima, za konjugovane pravce kreta�a kvaziqestica, prate jedna
drugu i razlikuju se samo po malom pomijera�u po energiji. Asimetriqni fazno-zavisni
ABS spektri oko φ = 0 ukazuju na prisustvo anomalnog faznog pomjeraja i nejednake
kritiqne struje u suprotnim smjerovima. Analizom ugaono razlo�enih CPR, utvrdili
smo da, kad god se JDE pojav	uje, razliqitim popreqnim kanalima mogu dominirati har-
monici sinφ, sin 2φ ili cosφ. Koegzistencija ovih komponenti predstav	a neophodan
uslov za pojavu JDE [65, 81].

Uslovi pod kojima ABS dominiraju transportom naelektrisa�a identifikovani su
pore�e�em F-T tehnike i ABS pristupa. U ve�ini sluqajeva, mali doprinos kontin-
uumskih sta�a dovodi do dobrog slaga�a CPR dobijenih primjenom ove dvije metode.
Uoq	ive razlike pojav	uju se prvenstveno u prisustvu presjeka ABS bendova na nultoj
energiji, gdje ABS pristup daje CPR testerastog oblika, dok odgovaraju�i F-T profili
ostaju glatki. U spojevima sa d-wave superprovodnicima, razlike uglavnom nastaju zbog
u�eg superprovodnog energijskog procjepa, koji mo�e postati gotovo zatvoren, qime se
pojaqava uloga kontinuumskog dijela spektra u transportu naelektrisa�a.

Naxi rezultati utvr�uju uslove zasnovane na simetrijama i mikroskopski mehanizam
za ostvariva�e nereciproqnog transporta naelektrisa�a u spin-aktivnim �ozefsonovim
spojevima [96].
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Glava 8

Andrejev	eva vezana sta�a u

spojevima altermagneta i

superprovodnika Raxba tipa

U ovoj glavi prouqavane su diferencijalne konduktanse u spojevima koji sadr�e d-wave
altermagnet (AM) i d-wave superprovodnik (D). Konkretno su raqunate totalne i po
upadnom uglu razlo�ene konduktanse u N/AM/D heterostrukturama, gdje je N normalni
metal. Primje�ivali smo Blonder-Tinkham-Klapvijk tehniku za izraqunava�e konduk-
tansi pretpostav	aju�i jaku izolatorsku barijeru na N/AM granci kako bismo andreje-
v	evski reflektovane kvaziqestice konfinirali u altermagnetnu oblast. Pikovi na
konduktansi na odre�enim vrijednostima energije, ni�im od vrijednosti superprovodnog
energijskog procjepa, ukazuju na pojavu Andrejev	evih vezanih sta�a na AM/D granici.
Konduktanse su raqunate u sluqaju dvije orijentacije altermagnetnog ure�e�a (dx2−y2

i dxy), i dvije orijentacije superprovodnog parametra ure�e�a (dx2−y2 i dxy). Pored
toga, ispitivan je uticaj Raxba SOC na broj i strukturu Andrejev	evih vezanih sta�a
u ovim spojevima, tako xto smo konduktanse izraqunali i kada je superprovodna elek-
troda Raxba tipa, tj. kada u �oj postoje dva Fermijeva benda, razdvojena u impulsnom
prostoru na dvije helicitetno razliqite Fermijeve povrxi. Osim toga ispitivali smo
i robusnost Andrejev	evih sta�a u odnosu na promjenu jaqine atermagnetnog spinskog
cijepa�a, tj. mogu�e promjene polo�aja pikova na konduktansama sa promjenom jaqine
altermagnetnog po	a.

Rezultati predstav	eni u ovoj glavi su u pripremi za objav	iva�e:

S. Djurdjević and Z. Popović, Subgap states in hibrid junctions made of altermagnets and
Rashba superconductors
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8.1 Altermagnetizam

Za razumijeva�e altermagnetnog ure�e�a korisno je najprije ukratko razmotriti os-
novne karakteristike feromagneta i antiferomagneta, sa kojima altermagnetizam dijeli
pojedine zajedniqke osobine. I kod feromagneta i kod antiferomagneta magnetna svo-
jstva materijala potiqu od izmjenske interakcije izme�u elektrona, ali se naqini na koje
su magnetni momenti raspore�eni u kristalnoj rexetki bitno razlikuju. Upravo odnos
izme�u magnetnog ure�e�a i simetrije kristalne rexetke predstav	a k	uq za razumije-
va�e altermagnetizma [102, 103].

Slika 8.1: (a-c) Shematska ilustracija rexetrki u feromagnetu (a), antiferomagnetu
(b), altermagnetu (c). Crvene i plave strelice predstav	aju spin ↑ i ↓, respektivno. (d-
f) Disperzije energija du� kx i ky pravaca za odgovaraju�a magnetna ure�e�a na panelima
(a-c), gdje plave i crvene krive predstav	aju suprotne spinove. Slika je prilago�ena iz
[200].

U feromagnetima izmjensko po	e dovodi do razliqite energije razliqitih spinskih
sta�a na svakom qvoru rexetke (slika 8.1(a)), qine�i da je na Fermijevoj povrxi jedno
spinsko sta�e nase	enije od drugog (slike 8.1(d) i 8.2(b)). U polumetalima sta�a sa ma�e
nase	enim spinom potpuno nestaju na Fermijevoj povrxi xto rezultira potpunom polar-
izacijom spina. Dakle, feromagneti posjeduju nenulti ukupni makroskopski magnetni
moment. Mogu se opisati feromagnetnim parametrom ure�e�a, tj. izmjenskim po	em.
Ovo izmjensko po	e je izotropno jer je feromagnetno sta�e invarijantno pri unitarnim
simetrijama kristalne rexetke [200, 201].

Drugi tip kolinearnih magneta su antiferomagneti koji imaju alterniraju�u po-
larizaciju spina u realnom prostoru, gdje svaka dva susjedna qvora rexetke posjeduju
suprotne spinove (slika 8.1(b)). Antiferomagneti su invarijantni pri translacijama
rexetke ili inverzionim simetrijama. Spinska degeneracija postoji zbog PT simetrije
(eng. parity-time inversion) (slika 8.1 (e)) [200, 201].

Altermagnetizam predstav	a tre�i oblik kolinearnog magnetnog ure�e�a. Altermag-
neti su sliqni feromagnetima po tome xto oba tipa magnetnog ure�e�a pokazuju spin-
ski pocijepane energetske bendove i spinski polarizovane Fermijeve povrxi. Me�utim,
spinska sta�a se u altermagnetima me�usobno kompenzuju rezultuju�i nultom magneti-
zacijom kao i kod antiferomagneta. Oni posjeduju po	e spinskog cijepa�a koje je parno
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Slika 8.2: Skica Fermijevih povrxi za ↑ (crveni krug) i ↓ (plavi krug) spinove u
razliqitim sistemima, (a) normalni metal, (b) feromagnet (s-wave magnetno ure�e�e),
(c) dxy-wave altermagnet i (d) dxy-wave altermagnet [200].

u impulsnom prostoru (eng. even-parity). Za razliku od antiferomagneta, u altermagne-
tima Kramersova degeneracija je razbijena jer se podrexetke sa razliqitim spinovima
ne mogu preslikati jedna u drugu translacijama ili inverzijama, ve� samo rotacijama u
realnom prostoru kao xto se vidi sa slika 8.1(c) i 8.1(f) [103]. PT simetrija je naruxena
kombinacijom geometrije kristalne rexetke i spinskog ure�e�a. Po	e spinskog cijepa�a
u altermagnetima nema porijeklo u relativistiqkim efektima xto ih razlikuje od rel-
ativistiqkog spin-orbitnog spreza�a. Zato je altermagnetno po	e mnogo ve�e i reda je
veliqine 1 eV (desetak puta ve�e nego SOC, ∼ 0.1eV) [102, 200].

Postoji vixe od 60 materijala za koje se, na osnovu teorijskih predvi�a�a, vjeruje
da posjeduju altermagnetne osobine. Oqekuje se da su RuO2 [99, 100, 103], Mn5Si3 [202],
MnF2 i MnO2 d-wave altermagneti [200]. Iako su teorijski predvi�eni prije nekoliko
godina, eksperimentalna potvrda altermagneta nije konaqna. U ovoj oblasti intenzivno
se radi, kako u istra�iva�u osobina samih altermagneta, tako i u prouqava�u mogu�ih
heterostruktura u kojima oni uqestvuju [109, 113, 114, 116].

8.1.1 Minimalni model altermagnetizma

Za opis altermagnetizma za potrebe prouqavamja transportnih osobina superprovodnih
heterostruktura najqex�e se uvodi minimalni model koji opisuje glavne osobine alter-
magneta [109, 116]. Za modelova�e nekonvencionalnog magnetnog ure�e�a koje opisuje
spinsko cijepa�e zavisno od impulsa u kontinualnom modelu se uvodi hamiltonijan [102]

H(k) =
ℏ2k2

2m
− µ−Mknk · σ, (8.1)

gdje je m efektivna masa elektrona, µ hemijski potencijal, dok Mk predstav	a od im-
pulsa zavisno po	e spinskog cijepa�a koje karakterixe magnetno ure�e�e, nk je je-
diniqni vektor koji odre�uje pravac polarizacije spina, a σ = (σx, σy, σz) je vektor
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Paulijevih matrica u spinskom prostoru [102, 200]. Disperziona relacija koja odgovara
hamiltonijanu (8.1) data je sa

ε±k =
ℏ2k2

2m
− µ±Mk, (8.2)

odakle se vidi da Mk odre�uje spinsko cijepa�e bendova. U ovom radu ograniqi�emo se
na dvodimenzionalni model kod koga je po	e spinskog cijepa�a u pravcu normalnom na
ravan materijala, tj. du� z-ose, pa je nk = (0, 0, 1)T .

Simetrija Mk mo�e se klasifikovati na isti naqin kao i simetrija superprovodnog
parametra ure�e�a. Tako se konvencionalno feromagnetno sta�e klasifikuje kao s-wave
magnetno ure�e�e

Mk,s = h, (8.3)

i nije zavisno od impulsa. Magnetno ure�e�e d-wave altermagneta je dato sa

Mk,d =
J

k2F

((
k2x − k2y

)
cos 2α + 2kxky sin 2α

)
, (8.4)

gdje α odre�uje orijentaciju altermagnetrnog po	a u odnosu na x-osu. Kada je α = 0
onda se govori o dx2−y2-wave altermagnetu, a kada je β = π/4 o dxy-wave altermagnetu. U
izrazima (8.3) i (8.4) jaqina izmjenskog po	a u feromagnetima oznaqena je sa h, a jaqina
po	a spinskog cijepa�a u altermagnetima sa J [102, 200].

8.2 Model N/AM/D spoja i formalizam

Ovdje razmatramo dvodimenzionalni spoj normalni metal (N)/ altermagnet (AM)/ d-
wave superprovodnik (D) koji le�i u xy-ravni. x-osa je postav	ena normalno na granice
izme�u razliqitih materilala tako da normalni metal le�i u poluravni x < 0, a su-
perprovodnik u poluravni x > d, gdje je d deb	ina altermagnetnog sloja izme�u �ih.
Hamiltonijan za ovaj sistem u BdG formi je1

H =

(
H0(kx, ky) iσy∆
−iσy∆ −H∗

0 (−kx,−ky)

)
, (8.5)

gdje je jednoqestiqni hamiltonijan dat sa

H0(kx, ky) =
ℏ2k2

2m
− µ+ Uδ(x)−MσzΘ(x)Θ(d− x) +HRΘ(x− d). (8.6)

Ovdje je U izolatorski potencijal na N/AM granici,M odre�uje simetriju po	a spinskog
cijepa�a u altermagnetu u kome je pravac polarizacije spina du� z-ose [116]

M = J1kxky +
J2
2

(
k2x + k2y

)
, (8.7)

gdje su J1 = 2Jk−2
F sin 2α i J2 = 2Jk−2

F cos 2α, a J je jaqina altermagnetnog po	a. ∆ je
superprovodni parametar ure�e�a koji u naxem sluqaju ima d-wave simetriju [65]

1Matriqni oblik ovog hamiltonijana drugaqiji je u odnosu na one korix�ene u prethodnim glavama.

Me�utim, ove dvije reprezentacije su unitarno povezane transformacijom

U =

(
I2×2 0
0 −σz

)
,

pa to ne�e uticati na raqunate fiziqke veliqine.
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∆ = ∆0

(
k2x − k2y
k2x + k2y

cos 2β − 2
kxky
k2x + k2y

sin 2β

)
Θ(x− d), (8.8)

gdje je β ugao izme�u pravca pozitivnog d-wave lobusa i x-ose. Pos	ed�i qlan u jed-
noqestiqnom hamiltonijanu (8.6) opisuje Raxba spin-orbitno spreza�e u superprovo-
dniku dato sa

HR = R(kyσx − kxσy), (8.9)

gdje je R jaqina spin-orbitnog spreza�a [195, 196]. Da bismo izraqunali konduktanse

Slika 8.3: Shematska ilustracija procesa rasija�a u N/AM/D spoju kada je upadna qes-
tica elektron spina ↑ iz normalnog metala. Raxba SOC je prisuran u superprovodniku.

N/AM/D spoja potrebno je da konstruixemo talasne funkcije u svakoj oblasti spoja. Kao
i ranije, za konstrukciju koristimo elementarna propagiraju�a sta�a koja su rjexe�a
BdG hamiltonijana u svakom pojedinaqnom dijelu spoja. Na slici 8.3 prikazan je proces
rasija�a kada je upadni elektron iz oblasti N spina ↑ (ψ↑

αL). On se na N/AM granici
reflektuje andrejev	evski u xup	ine sa spinovima ↑ i ↓ (ψ↑

ᾱL i ψ↓
ᾱL), i normalnom

refleksijom u elektrone sa spinovima ↑ i ↓ (ψ↑
βL i ψ↓

βL). Talasna funkcija u normalnom
metalu tada je

ψ1N(x) = ψ↑
αL + a↑↑1 ψ

↑
ᾱL + a↑↓1 ψ

↓
ᾱL + b↑↑1 ψ

↑
βL + b↑↓1 ψ

↓
βL, (8.10)

gdje su elementarna propagiraju�a sta�a

ψ↑
αL = e1e

ikexxeikyy, ψ↓
αL = e2e

ikexxeikyy,

ψ↑
ᾱL = e3e

ikhxxeikyy, ψ↓
ᾱL = e4e

ikhxxeikyy,

ψ↑
βL = e1e

−ikexxeikyy, ψ↓
βL = e2e

−ikexxeikyy,

(8.11)

sa

e1 =


1
0
0
0

 , e2 =


0
1
0
0

 , e3 =


0
0
1
0

 , e4 =


0
0
0
1

 , (8.12)

i longitudinalnom projekcijom talasnog vektora

ke(h)x =

√
2m

ℏ2
(µ+ (−)E)− k2y, (8.13)
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gdje je ky = kF sin θ transverzalna komponenta talasnog vektora paralelna granicama. θ
je ugao koji zaklapa pravac propagacije qestica sa x-osom. Analogno se odre�uje talasna
funkcija u N oblasti kada je upadni elektron spina ↓ i data je sa

ψ2N(x) = ψ↓
αL + a↓↑2 ψ

↑
ᾱL + a↓↓2 ψ

↓
ᾱL + b↓↑2 ψ

↑
βL + b↓↓2 ψ

↓
βL. (8.14)

Ovdje su aσσ
′

i i bσσ
′

i (gdje je i = 1, 2, σ(σ′) =↑ ili ↓) koeficijenti za Andrejev	evu i
normalnu refleksiju, respektivno, u posmatranim procesima rasija�a.

U altermagnetnoj oblasti (0 < x < d) talasna funkcija je data sa

ψ1AM(x) =
(
f1e1e

iq↑+ex x + f2e2e
iq↓+ex x + f3e3e

iq↑+hx x + f4e4e
iq↓+hx x+

+ f5e1e
iq↑−ex x + f6e2e

iq↓−ex x + f7e3e
iq↑−hx x + f8e4e

iq↓−hx x
)
eikyy,

(8.15)

gdje su talasni vektori [200]

qσ±ex = − 2ρσmJ sin 2α

ℏ2k2F + 2ρσmJ cos 2α
ky

± ℏ2k2F
ℏ2k2F + 2ρσmJ cos 2α

√
2m

(
1 +

2ρσmJ cos 2α

ℏ2k2F

)
(µ+ E)− ℏ2k2y +

4m2J2

ℏ2k4F
k2y,

(8.16)

qσ±hx =
2ρσmJ sin 2α

ℏ2k2F + 2ρσmJ cos 2α
ky

∓ ℏ2k2F
ℏ2k2F + 2ρσmJ cos 2α

√
2m

(
1 +

2ρσmJ cos 2α

ℏ2k2F

)
(µ− E)− ℏ2k2y +

4m2J2

ℏ2k4F
k2y.

(8.17)

Ovdje je ρ↑ = 1, ρ↓ = −1, a fi (i = 1, ..., 8) su koeficijenti linearne kombinacije ele-
mentarnih propagiraju�ih sta�a u altermagnetu. Talasna funkcija za upadni elektron
spina ↓, ψ2AM (x), dobija se analogno (8.15) samo sa drugim vrijednostima koeficijenata.

Desna elektroda sada je Raxba superprovodnik sa Fermijevom povrxi koja je u impul-
snom prostoru razdvojena na dva helikalna benda (slika 5.1d). Kvaziqestice koje propa-
giraju u superprovodniku za date vrijednosti energije, E, i tranverzalnog impulsa, ky,
sada imaju razliqite pravce propagacije (slika 8.3), pa �e, us	ed anizotropije, osje�ati
razliqite vrijednosti superprovodnog parametra ure�e�a, xto �emo oznaqavati sa ± u
gor�em indeksu zavisno od pripadnosti kvaziqestica razliqitim helikalnim bendovima.
Na taj naqin BdG talasna funcija u superprovodniku je

ψ1D(x) = c↑+1 ψ+
αR + c↑−1 ψ−

αR + d↑+1 ψ+
β̄R

+ d↑−1 ψ−
β̄R
, (8.18)

gdje su elementarna propagiraju�a sta�a data sa [74]

ψ+
αR =

1√
2


u+

−iu+χ+
α

i (∆+)∗

|(∆+)∗|v
+χ+

α
(∆+)∗

|(∆+)∗|v
+

 eik
+
exxeikyy, ψ−

αR =
1√
2


u−

iu−χ−
α

−i (∆−)∗

|(∆−)∗|v
−χ−

α
(∆−)∗

|(∆−)∗|v
−

 eik
−
exxeikyy,

ψ+
β̄R

=
1√
2


ṽ+

−iṽ+χ+
β̄

i (∆̃+)∗

|(∆̃+)∗| ũ
+χ+

β̄

(∆̃+)∗

|(∆̃+)∗| ũ
+

 e−ik̃+hxxeikyy, ψ−
β̄R

=
1√
2


ṽ−

iṽ−χ−
β̄

−i (∆̃−)∗

|(∆̃−)∗| ũ
−χ−

β̄

(∆̃−)∗

|(∆̃−)∗| ũ
−

 e−ik̃−hxxeikyy,

(8.19)
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Ovdje su longitudinalne komponente talasnih vektora kvazielektrona i kvazixuplina

k±ex =

√√√√√
∓mR

ℏ2
+

√(
mR

ℏ2

)2

+
2m

ℏ2

(
µ+

√
E2 − |∆±|2

)2

− k2y, (8.20)

k̃±hx =

√√√√√∓mR
ℏ2

+

√√√√(mR
ℏ2

)2

+
2m

ℏ2

(
µ−

√
E2 −

∣∣∣∆̃±
∣∣∣2)
2

− k2y, (8.21)

respektivno. Fazni faktori, χ±
α i χ±

β̄
, koji predstav	aju kompleksne brojeve sa jediniqne

kru�nice u kompleksnoj ravni odre�eni su pravcima propagacije odgovaraju�ih kvaziq-
estica i dati su sa [74]

χ+
α =

k+ex + iky√
k+2
ex + k2y

, χ−
α =

k−ex + iky√
k−2
ex + k2y

,

χ+
β̄
=

−k̃+hx + iky√
k̃+2
hx + k2y

, χ−
β̄
=

−k̃−hx + iky√
k̃−2
hx + k2y

.
(8.22)

BCS faktori, u±, ũ±, v± i ṽ±, dati su kao u izrazima (4.19) i (4.20), s tim xto je sada
potrebno voditi raquna o pripadnosti odgovaraju�em helikalnom bendu, tj. o pravcu
propagacije kvaziqestica.

Koeficijenti rasija�a se odre�uju na osnovu graniqnih uslova za BdG talasne funkcije
koji su, u ovom sluqaju, dati sa

ψ(x)|x=0+ = ψ(x)|x=0− , (8.23)

ψ(x)|x=d+ = ψ(x)|x=d− , (8.24)

(
1 + σz

J

µ
cos 2α

)
dψ(x)

dx

∣∣∣∣
x=0+

− dψ(x)

dx

∣∣∣∣
x=0−

= −iσz
J

µ
sin 2α ky ψ(x)|x=0 +

2mU

ℏ2
ψ(x)|x=0 ,

(8.25)

dψ(x)

dx

∣∣∣∣
x=d+

−
(
1 + σz

J

µ
cos 2α

)
dψ(x)

dx

∣∣∣∣
x=d−

= iσz
J

µ
sin 2α ky ψ(x)|x=d − iσy

mR

ℏ2
ψ(x)|x=d .

(8.26)

U ovom modelu pretpostav	amo jaku izolatorsku barijeru na granici N/AM, dok
granicu AM/D smatramo transparentnom. Na taj naqin omogu�avamo da je pad napona na
N/AM granici mnogo ve�i nego na AM/D granici [116]. U tim okolnostima, za izraquna-
va�e diferencijalnih konduktansi mo�e se iskoristiti Blonder-Tinkham-Klapvijkov
formalizam [167, 203, 204]

σ

σ0
=

∫ π/2

−π/2
σ(θ) cos θdθ∫ π/2

−π/2
σ0(θ) cos θdθ

, (8.27)
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gdje je

σ(θ) = 2 +
∣∣∣a↑↑1 ∣∣∣2 + ∣∣∣a↑↓1 ∣∣∣2 + ∣∣∣a↓↑2 ∣∣∣2 + ∣∣∣a↓↓2 ∣∣∣2 − ∣∣∣b↑↑1 ∣∣∣2 − ∣∣∣b↑↓1 ∣∣∣2 − ∣∣∣b↓↑2 ∣∣∣2 − ∣∣∣b↓↓2 ∣∣∣2 , (8.28)

dok je

σ0(θ) = 2−
∣∣∣b↑↑1N ∣∣∣2 − ∣∣∣b↑↓1N ∣∣∣2 − ∣∣∣b↓↑2N ∣∣∣2 − ∣∣∣b↓↓2N ∣∣∣2 , (8.29)

konduktansa kada je superprovodnik u normalnom sta�u, pri qemu su bσσ
′

iN koeficijenti
rasija�a za upadne elektrone spina σ.
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Slika 8.4: Normalizovane konduktanse za spoj sa α = 0 i β = 0 (a), α = 0 i β = 0.25π
(b). Plava linija odnosi se na sluqaj kad Raxba SOC nije prisutan χ = 0, a crvena kad
je χ = 0.4. Konduktanse po upadnom uglu θ za spojeve sa slika (a) i (b) za χ = 0 (c) i (d),
i za χ = 0.4 (e) i (f). Ostali parametri su Z = 4, kFd = 10 i J/µ = 0.4.
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8.3 Rezultati

Za numeriqko izraqunava�e diferencijalnih konduktansi u N/AM/D spojevima uvodi-
mo bezdimenzionalne veliqine, Z = 2mU/(ℏ2kF ) za izolatorski potencijal na N/AM
granici, i χ = 2mR/(ℏ2kF ) za parametrizaciju jaqine Raxba SOC u superprovodniku.
Tako�e, du�ina altermagnetnog sloja i jaqina po	a spinskog cijepa�a parametrizovane
su fermijevim talasnim brojem, kF , odnosno Fermijevom energijom, µ, respektivno. U
ovoj glavi uzimamo da je Z = 4 xto predstav	a jaku izolatorsku barijeru na N/AM
granici. Na taj naqin Andrejev	eve refleksije zarob	avamo u altermagnetnu oblast, i
time kvaziqestiqni transport konfiniramo u AM [200]. Deb	ina altermagnetnog sloja u
svim proraqunima je dkF = 10xto se smatra spojem kratke du�ine jer je kFd≪ µ/∆ ∼ 103.

Na slici 8.4 (a) i (b) prikazane su normalizovane diferencijalne konduktanse, σ/σ0,
za N/AM/D spojeve kod kojih je altermagnetno ure�e�e dx2−y2 , a superprovodna elektroda
ima dx2−y2 i dxy orijentaciju parametra ure�e�a, respektivno. Plave linije predstav	a-
ju konduktanse u odsustvu Raxba SOC u superprovodniku, a crvene kad je u spoju Raxba
superprovodnik. Uoqavaju se istaknuti pikovi na ovim graficima koji ukazuju na formi-
ra�e vezanih sta�a sa energijama ni�im od energije superprovodnog energijskog proc-
jepa. To su Andrejev	eva vezana sta�a. Jasno se vidi razlika kad u spoju uqestvuje
Raxba superprovodnik, ili kad uqestvuje superprovodnik u kome nema Raxba SOC-a.
To je pos	edica toga xto Raxba SOC mije�a spinsku teksturu superprovodnika u im-
pulsnom prostoru, xto dovodi do promjene numeriqkih vrijednosti koeficijenata za
Andrejev	evu i normalnu refleksiju. S obzirom na to da se radi o anizotropnom su-
perprovodnom ure�e�u, jasnija slika mo�e se ste�i na osnovu konduktansi razlo�enih
po transverzalnom impulsu, tj. po upadnom uglu qestica θ (slike 8.4 (c) (d) za χ = 0
i (e) (f) za χ = 0.4). Pikovi konduktansi na razliqitim θ pojav	uju se na razliqitim
energijama, ukazuju�i da energija vezanih sta�a zavisi od pravca qestice. Pikovi na
ukupnim konduktansama jav	aju se na onim energijama na kojima je disperzija E(θ) skoro
ravna (eng. flat) u odre�enom intervalu θ. Na slikama 8.4 (c) i (d) jasno se vide kon-
ture superprovodnog procjepa, dok na slikama 8.4 (e) i (f) imamo dvostruke obrise kon-
tura. To je pos	edica postoja�a dva spinska benda u impulsnom prostoru kod Raxba
superprovodnika, pa kvaziqestice sa istim transverzalnim impulsom imaju razliqite
pravce, i stoga, osje�aju razliqite vrijednosti superprovodnog procjepa. Osim toga, pos-
toji kritiqna vrijednost transverzalnog impulsa, kcy nakon koje qestice koje pripadaju
bendu sa helicitetom + postaju evanescentne i ne doprinose transportu [74]. Me�utim,
moraju se zadr�ati u formalizmu, jer bez obzira na to xto ne doprinose transportu one
znaqajno utiqu na vrijednosti koeficijenata rasija�a u sistemu. Tako�e, definiciju
parametra ure�e�a izrazili smo preko komponenti talasnog vektora, jer on postaje kom-
pleksan u sluqaju evanescentnih qestica. Druga va�na razlika koja se vidi na slikama
8.4 (e) i (f) je ta da ove slike nijesu simetriqne u odnosu na θ = 0 jer Raxba SOC naruxava
simetriju prostorne inverzije.

Na slici 8.5 (a) i (b) prikazane su normalizovane diferencijalne konduktanse, σ/σ0,
za N/AM/D spojeve kod kojih je altermagnetno ure�e�e dxy, a superprovodna elektroda
ima dx2−y2 i dxy orijentaciju parametra ure�e�a, respektivno. Plave linije predstav	aju
konduktanse u odsustvu Raxba SOC u superprovodniku, a crvene kad je spreza�e nenulto.
Sada se za dx2−y2 orijentaciju superprovodnika dobija oqekivani V oblik normalizovane
konduktanse u odsustvu Raxba SOC [200], dok se u prisustvu spin-orbitnog spreza�e ipak
jav	eju pikovi na energijama unutar superprovodnog procjepa (slika 8.4 (c)). Kad je rijeq
o dxy orijentaciji superprovodnika jav	a se sna�an pik konduktanse na nultoj energiji
xto ukazuje na pojavu ZESABS. Me�utim, u prisustvu Raxba SOC pored ovog istaknutog
pika jav	aju se i drugi, ma�i pikovi na nenultim energijama unutar procjepa (slika 8.5
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Slika 8.5: Normalizovane konduktanse za spoj sa α = 0.25π i β = 0 (a), α = 0.25π i
β = 0.25π (b). Plava linija odnosi se na sluqaj kad Raxba SOC nije prisutan χ = 0,
a crvena kad je χ = 0.4. Konduktanse po upadnom uglu θ za spojeve sa slika (a) i (b) za
χ = 0 (c) i (d), i za χ = 0.4 (e) i (f). Ostali parametri su Z = 4, kFd = 10 i J/µ = 0.4.

(b)). Jasnija slika stiqe se posmatraju�i konduktanse razlo�ene po upadnim uglovima
qestica. Na slici 8.5 (c) vidi se da se pikovi na konduktansi pojav	uju na ivicama
procjepa kad je χ = 0. Me�utim, za χ = 0.4 jasno se vide pokovi i unutar gepa na slici
8.5 (e). Sliqno se vidi i na slikama 8.5 (d) i (e) gdje se pojav	uje ravan bend na nultoj
energiji. Pored �ega, u prisustvu SOC jav	aju se i vezana sta�a na nenultim energijama.

Da	e je ispitivana zavisnost ABS u odnosu na jaqinu po	a spinskog cijepa�a u al-
termagnetnom sloju. Na slikama 8.6 i 8.7 prikazana je zavisnost normalizovanih konduk-
tansi od jaqine altermagnetnog po	a. Slika 8.6 pokazuje oscilova�e pikova konduktansi
sa J . Tako se vidi da je broj sta�a kada je orijentacija superprovodnika dx2−y2 ve�i nego
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Slika 8.6: Normalizovane konduktanse u zavisnosti od jaqine alermagnetnog po	a J/µ
za α = 0 i: (a) β = 0, χ = 0, (b) β = 0.25π, χ = 0, (c) β = 0, χ = 0.4, (d) β = 0.25π, χ = 0.4.
Ostali parametri su Z = 4, kFd = 10.

kad je superprovodnik dxy. Pojava vezanih sta�a nulte energije je mogu�a ali je jako
osjet	iva na vrijednost J . Ovakve osobine postoje i u prisustvu Raxba SOC i u �enom
odsustvu, osim xto se u sluqaju spoja sa Raxba superprovodnikom jav	a ve�i broj pikova.

U sluqaju kada je orijentacija altermagneta α = 0 zavisnost energija na kojima se
jav	aju pikovi konduktansi od J , znaqajno je drugaqija. Naime, na slici 8.7 vidi se da je
u sluqaju dx2−y2 orijentacije superprovodnika V oblik konduktansi robustan na promjenu
J . Tako�e, u sluqaju dxy orijentacije superprovodnika pik konduktanse na nultoj energiji
je robustan i ostaje dominantan na svim vrijednostima J . U prisustvu Raxba SOC u
superprovodniku ove osobine su zadr�ane s tim xto su se javila i druga sta�a unutar
superprovodnog gapa qija energija se mije�a sa promjenom J .

Pomenute osobine mogu se objasniti akumulacijom faze prilikom prolaska qestice
kroz altermagnetni sloj. Akumulacija faze proporcionalna je sa (k+e↑ − k−e↑ + k−h↓ − k+h↓)d,
gdje je d deb	ina altermagnetnog sloja. Ova akumulacija faze potisnuta je u dxy orijen-
tisanom altermagnetu, dok je znaqajna u dx2−y2 altermagnetnom ure�e�u xto objax�ava
oscilatorni karakter energija vezanih sta�a sa jaqinom po	a spinskog cijepa�a. Med-
jutim, pojava dodatnih vezanih sta�a kada se radi o spoju u kome uqestvuje Raxba su-
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perprovodnik ukazuje na to da akumulacija faze nije vezana samo za akumulaciju us	ed
prolaska kroz altermagnet, nego i za rotacije u spinskom prostoru koje dovode do ra-
zliqitih akumulacija u razliqitim pravcima kvaziqestica us	ed razdvojenih spinskih
bendova i spina fiksiranog za vektor impulsa (eng. spin-momentum locking).
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Slika 8.7: Normalizovane konduktanse u zavisnosti od jaqine alermagnetnog po	a J/µ
za α = 0.25π i: (a) β = 0, χ = 0, (b) β = 0.25π, χ = 0, (c) β = 0, χ = 0.4, (d) β = 0.25π,
χ = 0.4. Ostali parametri su Z = 4, kFd = 10.

8.4 Zak	uqak

Analizom diferencijalnih konduktansi u spojevima tipa N/AM/D pokazano je da elek-
tronska transportna svojstva znaqajno zavise od me�usobnog uticaja altermagnetnog spin-
skog cijepa�a, anizotropije superprovodnog d-wave parametra ure�e�a i Raxba spin-
orbitnog spreza�a u superprovodnoj elektrodi. U odsustvu Raxba SOC-a u superprovod-
noj elektrodi, ponaxa�e Andrejev	evih vezanih sta�a odre�eno je prvenstveno ori-
jentacijom parametra ure�e�a i akumulacijom faze pri prolasku kvaziqestica kroz
altermagnetni sloj. Zbog toga se kod dx2−y2 orijentacije altermagneta jav	a izra�ena
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zavisnost energija vezanih sta�a od jaqine po	a spinskog cijepa�a, J , dok su za dxy
orijentaciju ove promjene znatno slabije.

Uvo�e�em Raxba SOC-a u superpovodnik dolazi do cijepa�a spinskih kanala u im-
pulsnom prostoru i pojave dodatnih kvaziqestiqnih sta�a, xto se u konduktansama man-
ifestuje pojavom novih pikova unutar superprovodnog energijskog procjepa. Disperzija
energija vezanih sta�a u zavisnosti od upadnog ugla postaje slo�enija, jer razliqiti
helicitetni kanali mogu imati razliqite vrijednosti efektivnog superprovodnog proc-
jepa. Pos	edica toga je slo�enija struktura konduktanse i pojava dodatnih vezanih
sta�a, uk	uquju�i sta�a na nenultim energijama u sistemima u kojima bez SOC-a do-
miniraju V-oblik ili nultoenergetska Andrejev	eva vezana sta�a. Dobijeni rezultati
pokazuju da Raxba SOC predstav	a dodatni mehanizam kontrole spektra Andrejev	e-
vih vezanih sta�a, qije djelova�e zavisi od me�usobne orijentacije altermagnetnog i
superprovodnog parametra ure�e�a.
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Glava 9

Zak	uqna razmatra�a

U ovoj disertaciji prouqavane su transportne osobine dvodimenzionalnih heterostruk-
tura superprovodnika sa feromagnetnim i altermagnetnim materijalima. Posebna pa�-
�a posve�ena je �ozefsonovim spojevima sa d-wave superprovodnicima, u kojima kom-
binacija anizotropije parametra ure�e�a, magnetne strukture i Raxba spin-orbitnog
spreza�a omogu�ava kontrolu transporta naelektrisa�a. U zavrxnom dijelu disertacije
razmatran je i transport u heterostrukturama sa altermagnetnim materijalom, gdje su
analizirani uticaji altermagnetnog spinskog cijepa�a, d-wave anizotropije i Raxba
spin-orbitnog spreza�a na Andrejev	eva vezana sta�a i diferencijalnu konduktansu.

Nakon uvodne glave 1, u glavi 2 dat je pregled BCS teorije superprovod	ivosti,
Bogo	ubov-de �enovog formalizma, kao i osnove razumijeva�a efekta blizine u super-
provodnim heterostrukturama. Glava 3 posve�ena je konstrukciji Makmilanove Grinove
funkcije i izvo�e�u formule za �ozefsonovu struju kako bi se generalizovao Furusaki-
Cukada pristup na spojeve sa anizotropnim superprovodnim ure�e�em i spinski ak-
tivnim materijalima.

U glavi 4 pokazano je da se sta�e �ozefsonovog spoja sa feromagnetnim dvoslojem
mo�e kontrolisati promjenom kristalne orijentacije d-wave superprovodnih elektroda
i relativne misorijentacije izmjenskih po	a u feromagnetnim slojevima. Pored stabil-
nih 0 i π sta�a, u spojevima sa dx2−y2 i dxy orijentisanim superprovodnim elektrodama
na�ena je koegzistencija 0 i π sta�a, kao i π/2 sta�e. Tako�e, kontrolom me�usobne ori-
jentacije magnetizacija u taqkama faznog prelaza spoja mogu�e je ostvariti trostruko
degenerisano sta�e sa faznim razlikama minimuma slobodne �ozefsonove energije na
vrijednostima 0, π i π/2 [33].

U glavi 5 analiziran je uticaj Raxba spin-orbitnog spreza�a na transport u d-wave
superprovodnik/feromagnet/d-wave superprovodnik �ozefsonovom spoju. Pokazano je
da su za pojavu anomalnog i diodnog �ozefsonovog efekta istovremeno potrebni Raxba
SOC na S/F granicama, nenulta komponenta izmjenskog po	a normalna na ravan spoja i
nesimetriqna orijentacija superprovodnih kristala, βL ̸= ±βR. Analiza CPR pokazala
je da se velika diodna efikasnost jav	a us	ed postoja�a vixe harmonijskih komponenti,
minimalno sinφ, sin 2φ i cosφ. Kada su �ihove amplitude uporedivih redova veliqine,
dobijena je diodna efikasnost ve�a od 30%. Pokazano je i da se prelaz izme�u 0-olikog i
π-olikog sta�a mo�e ostvariti promjenom izmjenskog po	a ili Raxba SOC-a, pri qemu
fazni prelazi mogu biti kontinualni ili pra�eni skokom faze. Dobijeni rezultati
tako�e ukazuju na mogu�nost temperaturno indukovanih 0-π-olikih faznih prelaza [81].

Ova analiza je u glavi 6 proxirena na �ozefsonove spojeve sa dva feromagnetna sloja
uz Raxba SOC na S/F granicama. Sistematskom analizom simetrija hamiltonijana spoja
identifikovani su uslovi za pojavu AJE i JDE i spojevi su klasifikovani u tri klase.
Pokazano je da za s-wave superprovodnike, kao i za d-wave superprovodnike sa βL = −βR,
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pojava AJE i JDE zahtijeva nekoplanarnu orijentaciju dvije magnetizacije i z-ose, kao i
to da �ihove z-komponente nemaju jednake intenzitete i suprotne znakove. Za spojeve sa
βL = βR orijentisanim superprovodnim elektrodama AJE i JDE su zabra�eni kad je ori-
jentacija izmjenskih po	a takva da su im polarni uglovi jednaki, a azimutalni jednaki
ili se razlikuju za π. Za preostale orijentacije d-wave elektroda, βL ≠ ±βR, AJE i JDE
se mogu pojaviti kada bar jedan feromagnetni sloj ima nenultu komponentu izmjenskog
po	a normalnu na ravan spoja. Svi uslovi dobijeni analizom simetrija potvr�eni su
numeriqkim proraqunima. U ispitivanim konfiguracijama pokazano je da efikasnost
�ozefsonove diode mo�e da bude ve�a od 40% [96].

Za poseban sluqaj spoja izme�u dx2−y2 i dxy superprovodnika pokazano je da dodatne
simetrije mogu zabraniti JDE za koplanarne orijentacije magnetizacija i z-ose. U tom
sluqaju CPR sadr�i harmonike oblika sin 2nφ i cos(2n− 1)φ, xto omogu�ava razumije-
va�e koegzistencije 0-olikih i π-olikih sta�a. Anomalna �ozefsonova struja nestaje
na faznom prelazu izme�u ovih sta�a, dok �ena promjena znaka mo�e slu�iti kao in-
dikator prelaza [96].

Analiza Andrejev	evih vezanih sta�a u glavi 7 dala je dodatni uvid u mikroskopsko
porijeklo nereciproqnog transporta. Asimetrija ABS spektra oko φ = 0 povezana je
sa anomalnim faznim pomjerajem i nejednakim kritiqnim strujama u suprotnim smje-
rovima. U sluqajevima u kojima se pojav	uje JDE, razliqitim popreqnim kanalima mogu
dominirati razliqiti harmonici u CPR, a koegzistencija sinφ, sin 2φ i cosφ komponenti
predstav	a k	uqni uslov za pojavu diode. Pore�e�em ABS i Furusaki{Cukada pristupa
za izraqunava�e CPR pokazano je da ABS dominanantno doprinose transportu, kad god
ABS bendovi nijesi blizu presjeka sa nultom energijom (eng. zero energy crossing) ili kad
d-wave energijski procjep nije gotovo zatvoren [96].

U glavi 8 razmatran je transport u altermagnet/superprovodnik spojevima. Pokazano
je da diferencijalna konduktansa u N/AM/D spoju znaqajno zavisi od altermagnetnog
ure�e�a, orijentacije d-wave parametra ure�e�a i Raxba spin-orbitnog spreza�a. U
odsustvu Raxba SOC-a, ponaxa�e Andrejev	evih vezanih sta�a prvenstveno je odre�eno
orijentacijom parametra ure�e�a i fazom koju kvaziqestice akumuliraju pri prolasku
kroz altermagnetni sloj. Zavisnost energija ABS od jaqine altermagnetnog po	a posebno
je izra�ena za dx2−y2 orijentaciju, dok je za dxy orijentaciju znatno slabija. Uvo�e�em
Raxba SOC-a dolazi do formira�a helikalnih spinskih bendova u superpovodniku po-
jave dodatnih sta�a, xto se u konduktansi manifestuje pojavom novih pikova unutar su-
perprovodnog energijskog procjepa. Time je pokazano da Raxba SOC predstav	a dodatni
mehanizam za kontrolu ABS spektra i transportnog odziva superprovodnik/altermagnet
heterostruktura.

Na kraju, rezultati predstav	eni u ovoj disertaciji pokazuju da se slo�ena trans-
portna svojstva dvodimenzionalnih superprovodnih heterostruktura mogu razumjeti i
kontrolisati kroz me�usobni uticaj simetrije parametra ure�e�a, magnetne strukture
i spin-orbitnog spreza�a. Dobijeni rezultati pru�aju opis mehanizama koji odre�uju
faznu strukturu, nereciproqni transport i spektar Andrejev	evih vezanih sta�a, qime
doprinose bo	em razumijeva�u transportnih pojava u spin-aktivnim superprovodnim
heterostrukturama.
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Dodatak A

Simetrije hamiltonijana

Za �ozefsonove spojeve sa s-wave ili (βL, βR) = (0, 0) orijentisanim d-wave super-
provodnim elektrodama, i u odsustvu izmjenskog i SOC po	a, jednoqestiqni hamiltonijan
je dat izrazom

H =

(
ℏ2k2

2m
− µ

)
τz + ∆̂Θ(−x)Θ(x− d), (A.1)

pri qemu postoji 16 transformacija simetrije UH(φ)U † = H(−φ). Ove transformacije
su navedene u Tabeli A1.

Uvo�e�em dodatnih elemenata u spojeve, kao xto su feromagnetno izmjensko po	e
proizvo	ne orijentacije u dva sloja, Raxba SOC na S/F granicama i proizvo	no orijen-
tisane d-wave superprovodne elektrode, mo�e do�i do naruxava�a simetrije. To dovodi
do pojave nenulte �ozefsonove struje pri nultoj faznoj razlici izme�u superprovodnih
kondenzata. Tabela A1 pokazuje kako ove transformacije utiqu na elemente hamiltoni-
jana spoja. Analiza ovih transformacija i �ihovih pos	edica data je u glavnom tekstu.
Dodatne transformacije korix�ene u odje	cima 6.2 i 7 navedene su u tabeli A2.
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Tabela A1: Tabela transformacija UHU † i naqin na koji se mije�aju varijable od kojih zavisi hamiltonijan pri ovim transforma-
cijama. Dodatne kolone sa desne strane odnose se na sluqaj kad Raxba SOC na lijevoj i desnoj S/F granici nijesu jednaki.

U φ βL βR h cos θL h sin θLe
iϕL h cos θR h sin θRe

iϕR RL = −RR = R

T −φ βL βR h cos(π − θL) h sin θLe
i(π+ϕL) h cos(π − θR) h sin θRe

i(π+ϕR) R
Px −φ −βR −βL h cos θR h sin θRe

iϕR h cos θL h sin θLe
iϕL −R

σxT −φ βL βR h cos θL h sin θLe
i(π−ϕL) h cos θR h sin θRe

i(π−ϕR) −R
σyT −φ βL βR h cos θL h sin θLe

−iϕL h cos θR h sin θRe
−iϕR −R

σzT −φ βL βR h cos(π − θL) h sin θLe
iϕL h cos(π − θR) h sin θRe

iϕR R

PyT −φ −βL −βR h cos(π − θL) h sin θLe
i(π+ϕL) h cos(π − θR) h sin θRe

i(π+ϕR) −R
Pxσx −φ −βR −βL h cos(π − θR) h sin θRe

−iϕR h cos(π − θL) h sin θLe
−iϕL R

Pxσy −φ −βR −βL h cos(π − θR) h sin θRe
i(π−ϕR) h cos(π − θL) h sin θLe

i(π−ϕL) R

Pxσz −φ −βR −βL h cos θR h sin θRe
i(π+ϕR) h cos θL h sin θLe

i(π+ϕL) −R
PxPy −φ βR βL h cos θR h sin θRe

iϕR h cos θL h sin θLe
iϕL R

PyσxT −φ −βL −βR h cos θL h sin θLe
i(π−ϕL) h cos θR h sin θRe

i(π−ϕR) R
PyσyT −φ −βL −βR h cos θL h sin θLe

−iϕL h cos θR h sin θRe
−iϕR R

PxPyσz −φ −βR −βL h cos θR h sin θRe
i(π+ϕR) h cos θL h sin θLe

i(π+ϕL) R
PyσzT −φ −βL −βR h cos(π − θL) h sin θLe

iϕL h cos(π − θR) h sin θRe
iϕR −R

PxPyσx −φ βR βL h cos(π − θR) h sin θRe
−iϕR h cos(π − θL) h sin θLe

−iϕL −R
PxPyσy −φ βR βL h cos(π − θR) h sin θRe

i(π−ϕR) h cos(π − θL) h sin θLe
i(π−ϕL) −R

RL RR

RL RR

RR RL

−RL −RR

−RL −RR

RL RR

−RL −RR

−RR −RL

−RR −RL

RR RL

−RR −RL

RL RR

RL RR

−RR −RL

−RL −RR

RR RL

RR RL

132



Tabela A2: Tabela dodatnih transformacija UHU † i naqin na koji se mije�aju varijable od kojih zavisi hamiltonijan pri ovim
transformacijama. Dodatne kolone sa desne strane odnose se na sluqaj kad Raxba SOC na lijevoj i desnoj S/F granici nijesu jednaki.

U φ βL βR h cos θL h sin θLe
iϕL h cos θR h sin θRe

iϕR RL = −RR = R

σx φ βL βR h cos(π − θL) h sin θLe
−iϕL h cos(π − θR) h sin θRe

−iϕR −R
σy φ βL βR h cos(π − θL) h sin θLe

i(π−ϕL) h cos(π − θR) h sin θRe
i(π−ϕR) −R

σz φ βL βR h cos θL h sin θLe
i(π+ϕL) h cos θR h sin θRe

i(π+ϕR) R
Py φ −βL −βR h cos θL h sin θLe

iϕL h cos θR h sin θRe
iϕR −R

PxT φ −βR −βL h cos(π − θR) h sin θRe
i(π+ϕR) h cos(π − θL) h sin θLe

i(π+ϕL) −R
Pyσx φ −βL −βR h cos(π − θL) h sin θLe

−iϕL h cos(π − θR) h sin θRe
−iϕR R

Pyσy φ −βL −βR h cos(π − θL) h sin θLe
i(π−ϕL) h cos(π − θR) h sin θRe

i(π−ϕR) R

Pyσz φ −βL −βR h cos θL h sin θLe
i(π+ϕL) h cos θR h sin θRe

i(π+ϕR) −R
PxσxT φ −βR −βL h cos θR h sin θRe

i(π−ϕR) h cos θL h sin θLe
i(π−ϕL) R

PxσyT φ −βR −βL h cos θR h sin θRe
−iϕR h cos θL h sin θLe

−iϕL R

RL RR

−RL −RR

−RL −RR

RL RR

−RL −RR

RR RL

RL RR

RL RR

−RL −RR

−RR −RL

−RR −RL
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Dodatak B

Dodatni numeriqki rezultati

Zavisnosti energija ABS od upadnog ugla za orijentaciju d-wave elektroda (βL, βR) =
(0.15π, 0.15π) i homogenu feromagnetnu barijeru prikazane su na slikama B.1 (a)-(c) za
fazne razlike φ = −0.5π, 0 i 0.5π, respektivno. U ovom re�imu ne uoqavaju se ni
AJE ni JDE. Prikazani bendovi potvr�uju simetriju qestica{xup	ina, zadovo	avaju�i
relaciju E(γ, φ) = −E(−γ, φ). Budu�i da AJE nije prisutan, tako�e va�i relacija
E(γ, φ) = E(−γ,−φ), xto se mo�e provjeriti pore�e�em slika B.1 (a) i (c). Pos	ediqno,
va�i i relacija E(γ, φ) = −E(γ,−φ). Kao rezultat ovih relacija, ABS spektri zavisni
od faze za γ i −γ pokazuju ogledalnu simetriju (vidjeti slike 7.3 (c1), (e1) i (g1), gdje
AJE nije prisutan), pri qemu se presjeci bendova jav	aju na φ = 0.

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
-1

0

1

E
/∆

0

(a)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
-1

0

1 (b)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
-1

0

1 (c)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
γ/π

-1

0

1

E
/∆

0

(d)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
γ/π

-1

0

1 (e)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
γ/π

-1

0

1 (f)

Slika B.1: Energije ABS u funkciji upadnog ugla γ za d-wave �ozefsonov spoj tipa
(0.15π, 0.15π) za: (a)-(c) homogenu feromagnetnu barijeru sa θL = θR = 0.3π i ϕL = ϕR =
0.3π, i (d)-(f) nehomogenu feromagnetnu barijeru sa θL = 0.3π, ϕL = 0.3π, θR = 0.13π i
ϕR = 1.16π. Paneli (a) i (d) izraqunati su za φ = −0.5π, (b) i (e) za φ = 0, a (c) i (f) za
φ = 0.5π. Preostali parametri su isti kao na slici 6.2.

Na slikama B.1 (d)-(e) prikazane su energije ABS bendova u funkciji γ za sluqaj
nehomogene feromagnetne barijere, gdje se pojav	uju i AJE i JDE. U ovom sluqaju oquvana
ostaje samo simetrija qestica{xup	ina, dok su ostale simetrije naruxene. Kao rezultat
toga, gubi se ogledalna simetrija fazno zavisnih traka za γ i −γ, a svaki �ihov presjek
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postaje pomjeren u odnosu na φ = 0.
Bijele oblasti na panelima predstav	aju superprovodni energeijski procjep u funk-

ciji pravca kreta�a kvaziqestica. Pravci u kojima se procjep zatvara jasno su uoq	ivi
i poklapaju se sa nodalnim linijama∆ i ∆̃. Prisustvo jako sma�enih vrijednosti energi-
jskog procjepa dovodi do toga da bendovi budu potisnuti izvan gepa. To je glavni razlog
zbog kojeg, u sluqaju d-wave superprovodnika, sta�a koja nose struju nijesu dominantno
odre�ena ABS-ovima; znaqajan doprinos tako�e potiqe od sta�a u kontinualnom dijelu
spektra iznad energije procjepa. Stoga izraqunava�e �ozefsonove struje koriste�i samo
ABS nije dovo	no, dok F-T metoda pru�a potpuniji opis jer uk	uquje i ABS i sta�a
iznad superprovodnog procjepa.
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[67] C. Baumgartner, L. Fuchs, A. Costa, J. Picó-Cortés, S. Reinhardt, S. Gronin, G. C. Gard-
ner, T. Lindemann, M. J. Manfra, P. E. Faria Junior, D. Kochan, J. Fabian, N. Paradiso,
and C. Strunk, Journal of Physics: Condensed Matter 34, 154005 (2022).

[68] H. Wu, Y. Wang, Y. Xu, J. Liu, Q. Zhang, S. Zhao, H. Chen, Z. Lin, P. Li, T. Cao,
X. Zhang, P. Jarillo-Herrero, and L. He, Nature 604, 653 (2022).

138

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.89.195407
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.92.125443
https://doi.org/10.1209/0295-5075/110/57005
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.92.100503
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.174502
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.95.184508
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.144510
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.144510
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.103.L060503
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.106.174502
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.067004
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.155406
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.103.245302
https://doi.org/10.1126/sciadv.abo0309
https://doi.org/10.1103/PhysRevX.12.041013
https://doi.org/10.1088/1367-2630/ac6766
https://doi.org/10.1038/s41567-022-01701-0
https://doi.org/10.1038/s42254-023-00632-w
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.110.104518
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.109.184512
https://doi.org/10.1038/s41586-020-2590-4
https://doi.org/10.1038/s41565-021-01009-9
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.106.214524
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.106.214504
https://doi.org/10.1088/1361-648X/ac4d5e
https://doi.org/10.1038/s41586-022-04504-8


[69] B. Pal, A. Chakraborty, P. K. Sivakumar, M. Davydova, A. K. Gopi, A. K. Pandeya, J. A.
Krieger, Y. Zhang, M. Date, S. Ju, N. Yuan, N. B. M. Schröter, L. Fu, and S. S. P. Parkin,
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mental Physics 2015, 103I01 (2015).
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[191] Z. Popović and P. Miranović, Progress of Theoretical and Experimental Physics 2018,
043I01 (2018).

[192] B. Mühlschlegel, Zeitschrift für Physik 155, 313 (1959).

[193] T. Lindström, J. Johansson, T. Bauch, E. Stepantsov, F. Lombardi, and S. A. Charlebois,
Phys. Rev. B 74, 014503 (2006).

[194] A. Huck, A. van Otterlo, and M. Sigrist, Phys. Rev. B 56, 14163 (1997).

[195] E. Rashba, Soviet Physics, Solid State 2, 1109 (1960).

[196] Y. A. Bychkov and E. I. Rashba, JETP Lett. 39, 66 (1984).

[197] P. F. Bagwell, Phys. Rev. B 46, 12573 (1992).

[198] C. W. J. Beenakker, in Transport Phenomena in Mesoscopic Systems, edited by
H. Fukuyama and T. Ando (Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 1992) pp.
235–253.

[199] M. Alipourzadeh and Y. Hajati, Phys. Rev. B 111, 214515 (2025).

[200] Y. Fukaya, B. Lu, K. Yada, Y. Tanaka, and J. Cayao, Journal of Physics: Condensed
Matter 37, 313003 (2025).

[201] W. Nolting and A. Ramakanth, Quantum Theory of Magnetism, 3rd ed. (Springer, Berlin,
2009).

[202] L. Han, X. Fu, R. Peng, X. Cheng, J. Dai, L. Liu, Y. Li, Y. Zhang,
W. Zhu, H. Bai, Y. Zhou, S. Liang, C. Chen, Q. Wang, X. Chen, L. Yang,
Y. Zhang, C. Song, J. Liu, and F. Pan, Science Advances 10, eadn0479 (2024),
https://www.science.org/doi/pdf/10.1126/sciadv.adn0479 .

[203] G. E. Blonder, M. Tinkham, and T. M. Klapwijk, Phys. Rev. B 25, 4515 (1982).

[204] L. A. B. Olde Olthof, S.-I. Suzuki, A. A. Golubov, M. Kunieda, S. Yonezawa, Y. Maeno,
and Y. Tanaka, Phys. Rev. B 98, 014508 (2018).

144

https://doi.org/10.1088/2399-6528/aa8aa1
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.62.R6131
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.62.R6131
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.60.4272
https://doi.org/10.1140/epjb/e2004-00203-1
https://doi.org/10.1140/epjb/e2004-00203-1
https://doi.org/10.1093/ptep/ptv133
https://doi.org/10.1093/ptep/ptv133
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/pssb.201700554
https://doi.org/10.1093/ptep/pty031
https://doi.org/10.1093/ptep/pty031
https://doi.org/10.1007/BF01332932
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.74.014503
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.56.14163
http://jetpletters.ru/ps/0/article_19121.shtml
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.46.12573
https://doi.org/10.1103/mj4b-2fnr
https://doi.org/10.1088/1361-648X/adf1cf
https://doi.org/10.1088/1361-648X/adf1cf
https://doi.org/10.1126/sciadv.adn0479
https://arxiv.org/abs/https://www.science.org/doi/pdf/10.1126/sciadv.adn0479
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.25.4515
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.014508


Biografija

Stevan �ur�evi� je ro�en 29. jula 1988. godine u Prijedoru, Republika Srpska, BiH.
Osnovnu xkolu i Gimnaziju "Stojan Cerovi�" (prirodno-matematiqki smjer) zavrxio
je u Nikxi�u (Crna Gora) kao dobitnik nagrade "Luqa". Tokom osnovnog i sred�eg
obrazova�a bio je uqesnik takmiqe�a iz fizike na regionalnom, republiqkom i saveznom
nivou, gdje je postizao zapa�ene rezultate.

Na Fiziqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu, na smjeru Teorijska i eksperimen-
talna fizika, diplomirao je 2016. godine sa prosjeqnom ocjenom 8,93. Master studije
fizike zavrxio je 2017. godine na istom smjeru Fiziqkog fakulteta sa prosjeqnom oc-
jenom 10,00.

Doktorske studije fizike u okviru u�e nauqne oblasti Fizika kondenzovane mater-
ije i statistiqka fizika upisao je xkolske 2017/2018. godine na Fiziqkom fakultetu
Univerziteta u Beogradu. Sve ispite predvi�ene planom i programom na doktorskim
studijama kandidat je polo�io sa prosjeqnom ocenom 10,00.

Od 2017. godine zaposlen je na Prirodno-matematiqkom fakultetu Univerziteta Crne
Gore gdje dr�i raqunske vje�be na osnovnim studijama iz Fiziqke mehanike, Moleku-
larne fizike i termodinamike, Teorijske mehanike i Specijalne teorije relativnosti,
Teorijske elektrodinamike, Kvantne mehanike 1 i 2, Optike, na master studijama vje�be
iz Teorije faznih prelaza. Tako�e dr�i i raqunske vje�be iz Fizike za studente Elek-
trotehniqkog i Maxinskog fakulteta. Osam godina je autor zadataka na Dr�avnom tak-
miqe�u iz Fizike u Crnoj Gori, a bio je i lider tima Crne Gore na Me�unarodnim
fiziqkim olipijadama 2021, 2022, 2024. i 2026. godine.

Uqestvovao je u dva me�unarodna, dva bilateralna i jednom nacionalnom nauqnoi-
stra�ivaqkom projekatu. Do sada je objavio xest radova u me�unarodnim qasopisima, i
uqestvovao je na vixe me�unarodnih konferencija i nauqnih xkola.
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