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Naslov: Matematiqki modeli i metode optimizacije za rexavaǌe varijanti
problema p-rezervnog centra

Sa!etak: U ovoj disertaciji razmatran je problem p-rezervnog centra (engl.
p-next center problem, PNCP), i tri ǌegove varijante koje nisu ranije razmatra-
ne u literaturi. Zajedniqko za sve probleme koji su predmet disertacije je
odre$ivaǌe lokacija za uspostav%aǌe uslu!nih centara, pri qemu je u foku-
su korisnik koji je u najnepovo%nijoj situaciji u odnosu na sve korisnike.
U praksi to mo!e biti korisnik koji je najuda%eniji od zdravstvene stanice
kojoj pripada ili kupac koji je najuda%eniji od lokalnog marketa. Ci% je mi-
nimizovati rastojaǌe koje takav korisnik prelazi do svog najbli!eg uslu!nog
centra. Kako je req o NP-texkim problemima, standardni rexavaqi kao xto je
CPLEX za instance ve”ih dimenzija ne mogu da obezbede optimalna, a qesto ni
dopustiva rexeǌa.

Problem p-rezervnog centra uzima u obzir realnu mogu”nost otkaza jednog
ili vixe centara. U tom sluqaju se korisnici koji su pristigli u zatvoreni
centar preusmeravaju ka (najbli!em) rezervnom centru, a ci% je da se lokacije
za centre odrede tako da se minimizuje najdu!e od svih ukupnih rastojaǌa koje
prelaze korisnici. U disertaciji je predlo!ena zakoxena metoda promen%ivih
okolina (engl. Skewed Variable Neighborhood Search, SVNS) za rexavaǌe problema
p-rezervnog centra koja u okviru faze lokalne pretrage koristi heuristiku
brze razmene. Dobijeni rezultati su upore$eni sa rezultatima iz literature.
Metoda je testirana nad poznatim OR-LIB skupom instanci koje obuhvataju do
900 qvorova i rezultati su upore$eni sa najbo%im rezultatima iz literature.

Kao proxireǌe navedenog problema, razmatran je koncept efikasnije komu-
nikacije izme$u centara i definisan problem p-rezervnog centra sa faktorom
uxtede (engl. p-next center problem with discount factor, ωPNCP) koji obuhavata ovu
ideju. Data je matematiqka formulacija problema koja je rexavana CPLEX re-
xavaqem. Predlo!ena je osnovna metoda promen%ivih okolina (engl. Basic Va-
riable Neighborhood Search, BVNS) za rexavaǌe problema i analizirane su mogu”e
olakxice koje se mogu ostvariti ubrzavaǌem komunikacije izme$u centara na
skupu instanci iz literature koje imaju do 900 qvorova.

Kako bi se problem p-rezervnog centra dodatno prilagodio potrebama iz
prakse, definisan je uslov%eni problem p-rezervnog centra (engl. Conditional
p-next center problem, CPNCP). Ovaj problem primenu nalazi u proxirivaǌu po-
slovnih mre!a uz zadr!avaǌe postoje”ih centara i pretpostavku da postoji
mogu”nost iznenadnog otkaza centara. Predlo!en je matematiqki model, gene-
risane su instance koje uk%uquju do 900 qvorova i instance problema su re-
xavane CPLEX rexavaqem. Predlo!ena je metoda promen%ivih okolina za re-
xavaǌe ovog problema. Analizirana su dva pristupa u proxirivaǌu poslovne
mre!e, kao i potencijalne dugoroqne uxtede koje se mogu ostvariti ǌihovom



primenom.
Definisan je i problem maksimalnog pokrivaǌa p-rezervnog centra (engl.

Maximal covering p-next center problem, MCPNCP) sa binarnim i parcijalnim po-
krivaǌem. Ci% je maksimizacija zbira potra!ǌi korisnika koji su pokriveni,
odnosno korisnika koji do svog rezervnog centra prelaze put kra”i od zadate
vrednosti. Predlo!ena su dva matematiqka modela. Generisane su instance ko-
je imaju do 400 qvorova i upore$eni su predlo!eni modeli korix”eǌem CPLEX
rexavaqa. Predlo!ena je zakoxena metoda promen%ivih okolina za rexavaǌe
problema i upore$eni su rezultati sa rezultatima CPLEX rexavaqa.

K”uqne reqi: kombinatorna optimizacija, matematiqko modeliraǌe, problem
p-rezervnog centra, metaheuristiqke metode, metoda promen%ivih okolina
Nauqna oblast: Matematika
U!a nauqna oblast: Optimizacija
AMS klasifikacija: 90C27, 90C59, 90C05
UDK broj: dopisati



Title: Mathematical models and optimization methods for solving variants of the p-next
center problem

Abstract: This dissertation examines the p-next center problem (PNCP) and three of its
variants that have not previously been addressed in the literature. All the problems consi-
dered involve determining locations for establishing service centers, focusing on the user in
the most unfavorable position. In practice, this may be the user who is farthest from their
assigned health clinic, or the customer farthest from the local market. The objective is to
ensure that these users travel the shortest possible distance to a service center.

Since these are NP-hard problems, standard solvers such as CPLEX are unable to provide
optimal, or often even feasible, solutions for larger instances.

The p-next center problem reflects the realistic possibility that one or more centers may
suddenly fail. In such cases, users assigned to a closed center are redirected to the (nearest)
backup center, and the goal is to determine the locations for centers so as to minimize the
maximum of all total distances traveled by users. In this dissertation, a skewed variable
neighborhood search method (SVNS) is proposed for solving the p-next center problem,
which incorporates a fast interchange heuristic within the local search phase. The method
is tested on the well-known OR-LIB set of instances containing up to 900 nodes, and the
results are compared with the best results from the literature.

As an extension of the previous problem, the concept of facilitated communication be-
tween centers is considered, and the p-next center problem with a discount factor (ωPNCP)
is defined to incorporate this idea. A mathematical formulation of the problem is provided
and solved using the CPLEX solver. A basic variable neighborhood search (BVNS) method
is proposed for solving the problem, and the potential benefits achievable through enhanced
communication between centers are analyzed on a set of instances from the literature that
include up to 900 nodes.

To further adapt the p-next center problem to practical needs, the conditional p-next
center problem (CPNCP) is defined. This problem is applicable to the expansion of existing
business networks while retaining existing centers where there is a possibility of sudden center
failures. A mathematical model is proposed, instances with up to 900 nodes are generated,
and the problem instances are solved using the CPLEX solver. A variable neighborhood
search method is proposed for solving this problem. Two approaches to business network
expansion are analyzed, along with potential long-term savings that can be achieved by
their application.

The maximal covering p-next center problem (MCPNCP) with binary and partial cove-
rage is defined. The objective is to maximize the total demand of users that are covered,
that is, users whose distance to their backup center does not exceed a given radius. Two
mathematical models are proposed. Instance with up to 400 nodes are generated and the
proposed models are compared using the CPLEX solver. A skewed variable neighborhood
search method is proposed for solving the problem, and the results are compared with those
obtained by the CPLEX solver.
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Glava 1

Uvod

Mnogi realni problemi iz industrije, in!eǌerstva, saobra”aja, ekonomije,
telekomunikacija i brojnih drugih oblasti mogu se formulisati kao optimiza-
cioni problemi. U takvim problemima ci% je najqex”e da se, uz zadate uslove i
ograniqeǌa, minimizuju troxkovi, vreme, utroxeni resursi, rizik ili pre$e-
ni put, odnosno da se maksimizuju profit, efikasnost, kvalitet ili obim pro-
izvodǌe. Iako upotreba raqunara znaqajno olakxava ǌihovo rexavaǌe, ve”ina
ovih problema je veoma texka za rexavaǌe jer zahteva algoritme eksponenci-
jalne slo!enosti. Zbog toga se u praksi uglavnom razvijaju metode zasnovane
na matematiqkom modelovaǌu, kao i metaheuristiqki pristupi koji mogu da
prona$u dovo%no dobra i kvalitetna rexeǌa u kratkom vremenskom roku.

1.1 Matematiqka optimizacija
Matematiqka optimizacija je oblast primeǌene matematike koja se bavi

prouqavaǌem problema u kojima je potrebno, pod zadatim uslovima, prona”i re-
xeǌe koje je u odre$enom smislu najbo%e. Ci% je na”i rexeǌe za koje odre$ena
funkcija dosti!e minimum ili maksimum. Posmatrana funkcija se naziva funk-

cija ci!a, a na$eno rexeǌe naziva se optimalnim rexeǌem. Drugim reqima, za
realnu funkciju f : X → R i dati skup S ↑ X treba odrediti x

→ ↓ S, tako da
je minx↑S f(x) = f(x→). Na ovaj naqin definisan je problem minimizacije. Pro-
blem maksimizacije funkcije f(x) mo!e se rexavati minimizacijom funkcije
↔f(x). Optimalno rexeǌe x

→ ne mora biti jedinstveno i problemi matematiqke
optimizacije najqex”e podrazumevaju nala!eǌe jednog takvog rexeǌa. Skup X

naziva se prostorom rexeǌa, a skup S naziva se skupom dopustivih rexeǌa.
U zavisnosti od prirode skupa X, problemi optimizacije se mogu podeliti

na probleme kombinatorne (diskretne) optimizacije kod kojih taj skup sadr!i
konaqno ili prebrojivo mnogo elemenata i probleme kontinualne optimizacije

1



Glava 1. Uvod

kod kojih je X = Rn.
Specijalno, kada je funkcija ci%a linearna funkcija, a prostor dopustivih

rexeǌa definisan kao S = {x ↓ X : gi(x) ↗ 0, i = 1, 2, ...,m}, pri qemu su gi(x) (i =
1, 2, ...,m, m ↓ N) linearne funkcije, takav problem se naziva problem linearnog

programiraǌa (engl. Linear programming). Ukoliko je uz to i S ↘ Zn, req je o
problemu celobrojnog linearnog programiraǌa (engl. Integer linear programming).
Kod problema mexovitog celobrojnog linearnog programiraǌa (engl. Mixed integer
linear programming) zahteva se celobrojnost samo nekih koordinata, tj. prostor
dopustivih rexeǌa definisan je kao S = {x = (x1, x2, ..., xn) ↓ X : gi(x) ↗ 0, i =
1, 2, ...,m, xj ↓ Z, j ↓ J ↘ {1, 2, ..., n}}.

Va!an pojam u matematiqkoj optimizaciji je pojam okoline rexeǌa x koji se
definixe kao skup Nω(x) = {x↓ ↓ S : d(x, x↓) ↗ ϑ}, gde je d(·, ·) izabrana metrika.
Elementi ovog skupa nazivaju se susedima rexeǌa x. Ka!e se da je rexeǌe
x
→
lokalni minimum funkcije f(x) ukoliko postoji okolina Nω(x→), takva da je

f(x→) ↗ f(x) za svako x ↓ Nω(x→). Ukoliko je f(x→) ↗ f(x) za svako x ↓ S, ka!e se
da je x

→
globalni minimum funkcije f(x).

1.2 Kombinatorna optimizacija
Kombinatorna optimizacija je grana matematiqke optimizacije u kojoj je

ci% na”i optimalno rexeǌe iz konaqenog ili prebrojivog skupa dopustivih
rexeǌa. Mnogi problemi iz prakse mogu se posmatrati kao problemi diskret-
ne optimizacije. Oni se jav%aju u situacijama kada treba izabrati odre$ene
objekte iz konaqnog skupa, odrediti redosled izvrxavaǌa nekih poslova, ra-
sporediti resurse, projektovati strukture poput mre!a, grafova i rasporeda
itd. Za razliku od kontinualne optimizacije, gde se prostor dopustivih rexe-
ǌa opisuje realnim intervalima i gde se qesto primeǌuju metode matematiqke
analize, kod problema diskretne optimizacije nije mogu”e primeniti ove me-
tode, xto dodatno ote!ava rexavaǌe ovih problema.

Iako postoje algoritmi potpune pretrage, ǌihova primena qesto nije po-
godna jer bi prolazak kroz sva rexeǌa i raqunaǌe vrednosti funkcije ci%a
za svako od ǌih trajalo neprihvat%ivo dugo qak i na najbr!im raqunarima.
Tako$e, ni egzaktne metode qesto nije mogu”e primeniti jer ne postoji odgova-
raju”i matematiqki model ili je postoje”i model previxe slo!en. Na primer,
zahtev da neke ili sve promen%ive budu celobrojne znaqajno ote!ava rexavaǌe
jer diskretnost dopustivog skupa onemogu”ava primenu numeriqkih metoda za-
snovanih na klasiqnoj matematiqkoj analizi. Zbog svega navedenog, diskretna
optimizacija predstav%a jednu od k%uqnih oblasti za razvoj efikasnih al-
goritama i metoda koje omogu”avaju rexavaǌe slo!enih problema od velikog
znaqaja u praksi.
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Jedna od qesto prouqavanih klasa problema diskretne optimizacije u lite-
raturi su tzv. lokacijski problemi kod kojih se razmatra skup snabdevaqa i
skup korisnika koji imaju izvesne potrebe za nekom robom ili uslugom. Roba se
transportuje od snabdevaqa do korisnika uz odre$ene resurse (novqane, vremen-
ske, organizacione itd.). Ci% je organizovati transport robe od snabdevaqa
do korisnika (utvrditi koji snabdevaq uslu!uje kog korisnika), tako da potre-
be svakog korisnika budu zadovo%ene, a da pri tom transportu budu utroxeni
minimalni resursi. Alternativno, u fokusu ovakvih problema mo!e biti i
profit qija se maksimizacija razmatra. Problemi razmatrani u ovoj diserta-
ciji spadaju u lokacijske probleme, te je ǌima posve”en naredni ode%ak.

1.3 Lokacijski problemi
Zadatak lokacijskih problema je nala!eǌe optimalnih lokacija za neku vr-

stu objekata, tako da odre$en skup uslova bude zadovo%en, a da je pri tome
vrednost funkcije ci%a xto je mogu”e ve”a ili maǌa. Ovakvi problemi qesto
se sre”u u realnom !ivotu, a budu”i da izgradǌa poslovne mre!e predstav%a
veliki finansijski, vremenski i organizacioni poduhvat, pa!%ivo planiraǌe
je neophodno. Osim toga, izbor lokacija na kojima ”e biti otvoreni uslu!ni
objekti ima dugoroqne efekte, jer se uxteda, odnosno gubici, akumuliraju kroz
vreme. Teorija lokacijskih problema se ubrzano razvija u skladu sa potrebama
druxtva i dobijeni rezultati se primeǌuju u praksi. Razliqiti faktori mogu
biti uzeti u obzir kada se modeluju realni problemi ovog tipa, kao xto su broj
objekata koje treba uspostaviti, kapacitet svakog objekta, kao i potrebe kori-
snika za robom ili uslugom. Osim toga, uspostav%aǌe objekata mo!e iziski-
vati jednokratne ili dugoroqne troxkove (zakupa, odr!avaǌa). Pridru!ivaǌe
korisnika objektu mo!e zahtevati odre$ene resurse koji su qesto proporcio-
nalni rastojaǌu, vremenu, ili troxkovima distribucije proizvoda od objekta
do korisnika. U nekim situacijama znaqajno je da svaki korisnik bude xto je
mogu”e bli!e svom centru, dok je u drugim situacijama ci% upravo suprotan.
Na primer, kada se odre$uju optimalne lokacije za deponije, elektrane ili
bilo koju vrstu objekata koji emituju zaga$eǌe, zraqeǌe, buku ili otpad u in-
teresu korisnika je da budu xto da%e od takvog objekta. Nakon uspostav%aǌa
centara, potrebno je korisnike pridru!iti centrima na adekvatan naqin.

Jedan od prvih lokacijskih problema formulisao je Alfred Veber 1909.
godine [103]. Razmatrana je izgradǌa fabrike koja koristi sirovine od dva ra-
zliqita dobav%aqa, a proizvod isporuquje jednom potroxaqu. Zadatak je odre-
diti lokaciju fabrike tako da transportni troxkovi do tri fiksne taqke (dva
snabdevaqa i jednog potroxaqa) budu najmaǌi mogu”i. Ono xto se danas po-
drazumeva pod Veberovim problemom je opxtiji problem u kome se odre$uje
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koordinata taqke takve da je zbir ote!anih Euklidskih rastojaǌa od te taq-
ke do zadatih n taqaka najmaǌi mogu”i [31]. Jedna jednostavna interpretacija
ovog problema je odre$ivaǌe optimalne lokacije skladixta iz koga ”e se op-
slu!ivati odre$en broj korisnika, pri qemu te!ine iz formulacije problema
predstav%aju cenu transporta robe od posmatranog korisnika do skladixta po
jedinici puta. Uopxtavaǌem ovog problema dolazi se do jednog od najpozna-
tijih lokacijskih problema, a to je lokacijski problem neograniqenih kapa-
citeta (engl. Uncapacitated facility location problem, UFLP). Ci% ovog problema je
odrediti lokacije na kojima ”e se uspostaviti objekti koji pru!aju neku vrstu
usluge, a zatim svakog korisnika pridru!iti jednom objektu tako da ukupna ce-
na transporta i uspostav%aǌa objekata bude najmaǌa mogu”a. Na sliqan naqin
se mo!e formulisati i lokacijski problem sa kapacitetima (engl. Capacitated
facility location problem, CFLP) kod koga se podrazumeva da svaki korisnik potra-
!uje izvesnu koliqinu robe (usluge) koja mora biti isporuqena, kao i da svaki
objekat ima odre$enu koliqinu robe na staǌu (kapacitet usluge koji mo!e da
pru!i) koja ne sme biti prekoraqena. Vixe o lokacijskim problemima sa i bez
kapaciteta mo!e se na”i u [24, 63, 73, 101].

Pored ovih problema, znaqajnu pa!ǌu u literaturi privlaqe i problem
p-centra (engl. p-center problem, PCP), kao i problem p-medijane (engl. p-median
problem). Req je o problemima diskretne optimizacije koji su pronaxli broj-
ne primene u praksi jer se ovim modelima mo!e opisati planiraǌe hitnih
slu!bi kao xto su ambulante, bolnice, vatrogasne stanice i tako da%e. Pro-
blemi se mogu primeniti i na planiraǌe xkola, banaka, benzinskih pumpi i
generalno uslu!nih objekata za koje je bitno da se nalaze xto bli!e korisni-
cima. Formalno reqeno, iz datog skupa lokacija treba odrediti p lokacija na
kojima ”e biti uspostav%eni uslu!ni centri, a zatim svakog korisnika pri-
dru!iti ǌemu najbli!em centru. Kod problema p-centra ci% je minimizacija
maksimalnog rastojaǌa od korisnika do ǌemu najbli!eg centra. Kod problema
p-medijane ci% je minimizovati zbir rastojaǌa od svakog korisnika do ǌego-
vog najbli!eg centra. O problemima p-centra i p-medijane vixe se mo!e na”i
u [16, 28, 31, 43, 59, 84, 93].

U praksi je qesto mogu”e posti”i jeftiniji (br!i) transport izme$u po-
jedinih objekata, pa se umesto direktnog transporta izme$u dobav%aqa i ko-
risnika, transport obav%a (konsoliduje) kroz tzv. hab lokacije. Ovaj koncept
prisutan je kod Hab lokacijskih problema (engl. Hub locations problems, HLPs).
Ci% je odrediti lokacije na kojima ”e biti uspostav%eni habovi i zatim pri-
dru!iti svakog korisnika i svakog dobav%aqa hab lokaciji ili skupu hab loka-
cija, tako da se odre$ena funkcija ci%a maksimizuje ili minimizuje. Ukoliko
se svaka ne-hab lokacija pridru!uje jednom habu, req je o problemu jednostruke

alokacije. Ukoliko se svaka ne-hab lokacija pridru!uje skupu habova, radi se
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o problemu vixestruke alokacije, dok r-alokacijska xema podrazumeva da svaka
ne-hab lokacija koristi najvixe r habova za komunikaciju. Za vixe informa-
cija o Hab lokacijskim problemima pogledati [2, 3].

Znaqajnu grupu problema qine i tzv. problemi pokrivaǌa (engl. Covering
problems) u kojima se odre$uju lokacije za objekte tako da se pokriju svi ko-
risnici uz xto maǌe troxkove transporta, uspostav%aǌa objekata (ako je dat
bu´et), ili uz xto maǌi broj uspostav%enih objekata. Pokrivenost korisnika
zavisi od ǌegove uda%enosti od ǌemu najbli!eg uspostav%enog centra. Naro-
qito va!an je problem maksimalnog pokrivaǌa (engl. Maximal covering location
problem, MCLP) koji podrazumeva odre$ivaǌe optimalnih lokacija za unapred
zadat broj centara tako da je ukupan broj korisnika koje ti centri pokrivaju
najve”i mogu”i. Ovaj problem uveden je 1974. godine u radu [21] i od tada su
predlo!ene ǌegove brojne modifikacije i proxireǌa [33, 37, 79]. Problem je
znaqajan sa aspekta planiraǌa mre!a zdravstvenih ustanova, vatrogasnih sta-
nica, banaka, poxta i drugih slu!bi sa ci%em opslu!ivaǌa xto ve”eg broja
korisnika, pri qemu mogu”nost opslu!ivaǌa korisnika od strane nekog centra
zavisi od ǌihovog me$usobnog rastojaǌa.

Kada je req o klasifikaciji lokacijskih problema, ona se mo!e vrxiti po
razliqitim kriterijumima. Jedan od ǌih je topologija prostora i na osnovu
ǌe, lokacijski problemi mogu biti kontinualni, diskretni i mre!ni. U sluqa-
ju kontinualnih problema objekti mogu biti otvoreni bilo gde u prostoru, tj.
skup mogu”ih lokacija je beskonaqan. Za razliku od ǌih, kod diskretnih pro-
blema skup mogu”ih lokacija je unapred zadat i konaqan. Mre!ni lokacijski
problemi zadati su na te!inskom grafu qiji qvorovi predstav%aju lokaci-
je na kojima se nalaze korisnici, kao i potencijalne lokacije za uspostav%aǌe
objekata. Drugi kriterijum za klasifikaciju je i broj objekata koje treba uspo-
staviti. On mo!e biti zadat unapred (egzogeni problemi) ili se dobiti kao
rezultat optimizacije (endogeni problemi). Tako$e, podela se mo!e vrxiti i
na osnovu funkcije ci%a u zavisnosti od toga da li se minimizuje zbir rastoja-
ǌa ili se minimizuje maksimalno rastojaǌe. Uk%uqivaǌe kapaciteta objekata
koji pru!aju uslugu ili kapaciteta grana (puteva) predstav%a jox jedan pa-
rametar za klasifikaciju. Ukoliko ne postoje ograniqeǌa ovog tipa, kao ni
dodatni drugi uslovi (npr. preference korisnika i sliqno), svaki korisnik
se pridru!uje ǌemu najbli!em centru. Me$utim, ukoliko postoje ograniqeǌa
koja se odnose na kapacitete centara ili protok kroz neku granu, ona se moraju
poxtovati prilikom pridru!ivaǌa korisnika centrima.

Problemi koji ”e biti razmatrani u ovoj disertaciji su proxireǌa i modi-
fikacije problema p-centra. Svi razmatrani problemi su diskretni, egzogeni
problemi bez kapaciteta. U nastavku ”e biti opisane neke od najpoznatijih
egzaktnih metoda za rexavaǌe problema kombinatorne optimizacije.
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1.4 Slo!enost problema
Kada se govori o efikasnosti nekog algoritma, uglavnom se misli na vre-

mensku slo!enost, jer je u praksi qesto vreme odluquju”i faktor prilikom
odabira algoritma za rexavaǌe nekog problema. Vreme potrebno algoritmu
za rexavaǌe neke instance se u ve”ini sluqajeva mo!e izraziti preko broja
ulaznih podataka za konkretnu instancu, a slo!enost algoritma se izra!ava
maksimalnim procesorskim vremenom potrebnim za rexavaǌe bilo koje instan-
ce proizvo%ne dimenzije. Qesto se koristi Bekman-Landau notacija kojom se
vreme f(n) nekog algoritma potrebno za rexavaǌe instance dimenzije n izra-
!ava kao O(g(n)), gde je g(·) pozitivna funkcija. Zapis f(n) ↓ O(g(n)) znaqi da
postoji pozitivna konstanta C > 0, t.d. f(n) ↗ C · g(n), n ≃ n0, za neko n0 ↓ N, tj.
da vreme izvrxavaǌa algoritma za bilo koju instancu dimenzije n ne prelazi
C · g(n) u najgorem sluqaju.

Ukoliko je problem formulisan tako da je ǌegovo rexeǌe odgovor ,,Da” ili
,,Ne”, takav problem se naziva problemom odluqivaǌa. Problemi optimizaci-
je se mogu svesti na probleme odluqivaǌa. Na primer, za problem p-centra,
odgovaraju”i problem odluqivaǌa bi bio: da li je mogu”e uspostaviti taq-
no p centara i pridru!iti svakog korisnika ǌemu najbli!em centru, tako da
maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌemu najbli!eg centra bude maǌe od
zadate vrednosti d?

Za probleme odluqivaǌa za koje postoji deterministiqki algoritam koji
nalazi rexeǌe u polinomskom vremenu O(p(n)), gde je p(·) polinom, ka!e se da
pripadaju klasi P (engl. Polynomial). Za probleme odluqivaǌa koji se mogu
rexiti nedeterministiqkim algoritmom za polinomsko vreme (tj. za koje se u
polinomskom vremenu mo!e proveriti dato rexeǌe) ka!e se da pripadaju klasi
NP (engl. Nondeterministic Polynomial). Jasno je da va!i P ↑ NP, dok je pitaǌe da
li je P ⇐= NP i da%e otvoreno.

Ukoliko se bilo koja instanca problema !1 mo!e svesti na neku instancu
problema !2 u polinomskom vremenu, ka!e se da je problem !1 svod%iv na pro-
blem !2. Za neki problem !2 ka!e se da je NP-te!ak, ukoliko za svaki problem
!1 koji pripada klasi NP, postoji svo$eǌe problema !1 na problem !2. Da-
kle, ukoliko se neki NP-te!ak problem mo!e efikasno rexiti, onda se na isti
naqin mogu rexiti i svi NP problemi. Me$utim, problem koji pripada kla-
si NP-texkih problema ne mora nu!no pripadati i klasi NP. Problemi koji
pripadaju i klasi NP i klasi NP-texkih problema, qine klasu NP-kompletnih
problema. Deta%nije o kompleksnosti i NP-kompletnim problemima mo!e se
na”i u [38].
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1.5 Egzaktne metode
Egzaktne metode su najpo!e%nije jer garantuju optimalnost dobijenog rexe-

ǌa ili dokazuju da dopustivo rexeǌe ne postoji. Me$utim, ǌihova primena u
praksi na probleme ve”ih dimenzija je ograniqena jer su one qesto vremenski i
memorijski veoma zahtevne. Kod NP-texkih problema broj dopustivih rexeǌa
raste eksponencijalno sa porastom dimenzije problema, zbog qega vreme koje je
potrebno da se egzaktnom metodom do$e do rexeǌa mo!e biti neprihvat%ivo
dugo. Jox jedan problem pri rexavaǌu NP-texkih problema velikih dimenzija
mo!e da bude nedostatak memorijskih resursa raqunara. Iz ovih razloga, NP-
texki problemi ve”ih dimenzija se re$e rexavaju egzaktnim metodama, ve” se u
praksi qex”e primeǌuju pribli!ne metode koje omogu”avaju pronala!eǌe ne-
kog pribli!nog, dovo%no dobrog rexeǌa u prihvat%ivom vremenu izvrxavaǌa.
Osim toga, realni problemi kombinatorne optimizacije se nekada ne mogu mo-
delovati matematiqkim modelima koji su pogodni za primenu egzaktnih metoda,
a doga$a se i da su modeli previxe komplikovani.

Metoda granaǌa i ograniqavaǌa (engl. Branch and Bound) zasniva se na ideji da
se polazni problem razbije na maǌe probleme qije je rexavaǌe lakxe i da se na
osnovu dobijenih rexeǌa odredi rexeǌe polaznog problema. U svakom koraku
se analizira jedan potproblem, taqnije ǌegova relaksacija koja podrazumeva da
se eliminixe neko od ograniqeǌa ili neki od uslova koji se odnose na prirodu
promen%ivih. Ukoliko potproblem nema dopustivih rexeǌa ili se ustanovi da
ǌegovo rexeǌe ne mo!e popraviti do tada najbo%u gorǌu granicu za funkciju
ci%a (ako je req o problemu minimizacije), taj problem se da%e ne razmatra.
U sluqaju da je rexeǌe potproblema bo%e od do tada na$enog najbo%eg rexeǌa,
najbo%e rexeǌe se a!urira. Ceo proces se qesto prikazuje stablom, a redosled
obilaska stabla, odnosno rexavaǌa potproblema ima uticaj na ceo algoritam.
Deta%nije se mo!e na”i u [105].

Metoda granaǌa i odsecaǌa (engl. Branch and Cut) dobija se kombinovaǌem me-
tode granaǌa i ograniqavaǌa i metode odsecaju”ih ravni. Prilikom rexavaǌa
relaksacija potproblema uvode se novi uslovi koje se zovu odsecaju”e ravni
i ǌihova svrha je da unaprede relaksaciju potproblema tako da ona xto bo%e
aproksimira polazni problem. Metoda je qesto implementirana u komercijal-
nim rexavaqima kao xto je CPLEX. Vixe o metodi granaǌa i odsecaǌa mo!e
se na”i u [35, 74, 105].

Metoda granaǌa i oceǌivaǌa (engl. Branch and Price) kombinuje metodu gra-
naǌa i ograniqavaǌa i metodu generisaǌa kolona. Svaka kolona u matrici
ograniqeǌa odgovara jednoj promen%ivoj, a osnovna ideja metode je rexavaǌe
restrikcija problema u kojima se ne pojav%uju sve promen%ive, ve” samo ǌihov
podskup. Nove promen%ive (kolone) se po potrebi dodaju (generixu) kako bi se
na$eno rexeǌe pobo%xalo. Deta%nije o ovoj metodi mo!e se na”i u [5, 51].
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1.6 Metaheuristiqke metode
Ve”ina lokacijskih problema pripada klasi NP-texkih problema, xto ote-

!ava ǌihovo rexavaǌe. Sa porastom dimenzije ovakvih problema egzaktne me-
tode optimizacije uglavnom zahtevaju previxe vremena i memorije za ǌihovo
rexavaǌe. Kako u nauci i industriji postoji potreba za rexavaǌem problema
velikih dimenzija u kratkom (nekada i realnom) vremenu, (meta)heuristiqke
metode su qesto zastup%ene u rexavaǌu ovakviih problema. Osim toga, forma
modela ne utiqe na osmix%avaǌe metaheuristike. Realni problemi qesto ima-
ju izuzetno komplikovane modele sa velikim brojem ograniqeǌa, pa egzaktne
metode qesto ne mogu dati qak ni dopustivo rexeǌe. Me$utim, metaheuristike
se vrlo uspexno mogu primeniti na ovakve probleme i u prihvat%ivom vreme-
nu obezbediti rexeǌa zadovo%avaju”eg kvaliteta. Jox jedan ograniqavaju”i
aspekt egzaktnih metoda mogu biti striktni uslovi koje funkcija ci%a mora
zadovo%iti kao xto su recimo konveksnost ili diferencijabilnost. Problemi
iz prakse qesto ne zadovo%avaju uslove koje zahteva teorija i to je jox jedan
scenario u kome je upotreba metahuristika po!e%na, a qesto i neophodna, jer
se one ne oslaǌaju na teorijske pretpostavke.

Metahuristiqke metode predstav%aju grupu aproksimativnih tehnika opti-
mizacije koje obezbe$uju rexeǌa problema vrlo dobrog kvaliteta u kratkom
vremenu, a da pri tome ne pru!aju garanciju da je na$eno rexeǌe optimalno.
Tako$e, ne obezbe$uju ni ocenu grexke dobijenog rexeǌa. Uprkos tome, do!i-
vele su veliku popularnost i qesto se koriste, jer spomenute ocene u praksi
uglavnom nisu neophodne. Metahuristike podrazumevaju opisivaǌe koraka u
rexavaǌu problema na apstraktnom nivou, a konkretizacija se mo!e vrxiti
na razliqite naqine u zavisnosti od problema koji se rexava. Kod kreiraǌa
metaheuristika ideja je osmix%avaǌe univerzalnih koraka, xto omogu”ava ǌi-
hovu primenu na veliki broj problema. Prvi proces koji mora biti obuhva”en
svakom metaheuristikom jeste diverzifikacija koja podrazumeva pose”ivaǌe
razliqitih delova prostora pretrage, sa ci%em izbegavaǌa zamke lokalnih
optimuma. Drugi proces je intenzifikacija koja podrazumeva deta%no ispiti-
vaǌe obe”avaju”ih delova prostora pretrage (dobijenih diverzifikacijom) i
lokalno pobo%xaǌe na$enog rexeǌa. Postizaǌe balansa izme$u ova dva pro-
cesa je k%uqno za kreiraǌe dobre metaheuristike. Nije po!e%no predugo osta-
jaǌe u jednom delu prostora, jer se pove”ava xansa da se pretraga zaglavi
u lokalnom optimumu, dok pove”ana diverzifikacija vodi ka nasumiqnom pre-
tra!ivaǌu koje je neefikasno.

Prilikom dizajniraǌa bilo koje iterativne metaheuristike treba pa!%i-
vo osmisliti ǌene elemente kao xto su reprezentacija rexeǌa (binarni ili
celobrojni vektor, permutacija, matrica, stablo...), raqunaǌe funkcije ci%a,
izbor poqetnog rexeǌa, kao i definicija okolina nekog rexeǌa, naqin pre-
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tra!ivaǌa okolina, operatori/koraci metaheuristike...
Mnoge metaheuristke koriste lokalnu pretragu (engl. Local Search, LS), kao

deo procesa intenzifikacije procesa pretra!ivaǌa prostora rexeǌa. Lokal-
na pretraga zapoqiǌe od datog poqetnog rexeǌa, nakon qega se u svakoj ite-
raciji teku”e rexeǌe zameǌuje susedom iz unapred definisane okoline koji
pobo%xava vrednost funkcije ci%a. Pretraga se zavrxava ukoliko takav su-
sed ne postoji, qime se garantuje nala!eǌe lokalnog optimuma u korix”enoj
okolini. Ukoliko je okolina koja se pretra!uje velika, pretraga se mo!e ogra-
niqiti na odre$eni deo okoline kako bi se algoritam ubrzao. Tako$e, izbor
kandidata od koga se pretraga nastav%a mo!e se vrxiti na vixe naqina. Jedna
opcija je da se pretraga nastavi od prvog kandidata koji pobo%xava vrednost
funkcije ci%a (engl. first improvement) i na ovaj naqin se ne pretra!uje uvek
cela okolina, dok je druga qesto korix”ena strategija da algoritam pre$e u
najbo%eg suseda iz teku”e okoline (engl. best improvement). Jox jedna opcija je
da se pretraga teku”e okoline zavrxava nakon dostizaǌa najvixe k pobo%xaǌa
rexeǌa (engl. k-th improvement).

Metaheuristike se mogu klasifikovati po razliqitim kriterijumima. Os-
novna podela je na metaheuristike koje kroz iteracije pobo%xavaju ili kon-
struixu jedno rexeǌe (engl. single-solution based) i populacione metaheuristike
koje rade nad populacijom rexeǌa (engl. population-based). Podela mo!e biti i
na metaheuristike inspirisane prirodom (procesima ili pojavama u prirodi,
ponaxaǌem skupa jedinki), i na one koje to nisu. Tako$e, mogu se podeliti na
deterministiqke i stohastiqke, kao i na metaheuristike sa ili bez upotrebe
memorije tokom procesa pretrage.

Neke od metahuristika zasnovanih na pobo%xaǌu jednog rexeǌa koje se
qesto koriste su: iterirana lokalna pretraga, simulirano ka%eǌe, pohlepna
stohastiqko-adaptivna metoda pretrage, tabu pretra!ivaǌe i metoda promen-
%ivih okolina, dok su genetski algoritam, optimizacija rojem qestica, opti-
mizacija kolonijom pqela i optimizacija mrav%im kolonijama neke od najzastu-
p%enijih populacionih metahuristika. Sledi kratak opis svake od navedenih
metahuristika, a vixe se mo!e na”i u [42] i [92].

1.6.1 Populacione metaheuristike
Zajedniqko za populacione metaheuristike je da iterativno pobo%xavaju

populaciju rexeǌa. Na poqetku se generixe inicijalna populacija, a zatim
se u svakoj iteraciji formira nova populacija jedinki. U narednu generaciju
prelazi jedan deo starih jedinki i jedan broj jedinki generisanih u teku”oj
generaciji koje se izaberu na neki naqin. Nakon ispuǌeǌa kriterijuma zausta-
v%aǌa, najbo%a jedinka iz populacije se proglaxava za rexeǌe. Ve”ina popu-
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lacionih metaheuristika inspirisana je procesima u prirodi. U nastavku je
dat opis nekih od qesto korix”enih metaheuristika ovog tipa.

• Genetski algoritmi (engl. Genetic Algorithms, GA) razvijeni su sedamdese-
tih godina dvadesetog veka na Univerzitetu u Miqigenu za potrebe pro-
uqavaǌa procesa adaptacije u prirodi [50]. Nakon toga su modifikovani
i poqiǌu da se primeǌuju u optimizaciji i maxinskom uqeǌu [54, 62, 70].
Genetski algoritmi bazirani su na procesu evolucije u prirodi. Jedin-

ka genetskog algoritma je rexeǌe (ili deo rexeǌa) koje je kodirano na
odgovaraju”i naqin. Analogno populaciji jedinki u prirodi, populaci-

ju genetskog algoritma predstav%a skup jedinki. Za svaku jedinku se na
odre$en naqin razmatra ǌena prilago$enost koja je merilo kvaliteta je-
dinke, odnosno odgovaraju”eg (dela) rexeǌa. Najqex”e se u te svrhe ko-
risti vrednost funkcije ci%a (dela) rexeǌa koje je kodirano tom jedin-
kom. Genetski algoritam poqiǌe generisaǌem inicijalne populacije koje
se najqex”e radi na sluqajan naqin ili nekom heuristikom, a zatim se
u svakoj iteraciji generixe nova populacija (generacija). Jedna itera-
cija genetskog algoritma podrazumeva fomiraǌe nove populacije jedinki
primenom operatora selekcije i operatorima varijacije(ukrxtaǌe i muta-
cija). Operatorom selekcije vrxi se odabir jedinki teku”e populacije uz
pomo”u kojih ”e se kreirati jedinke nove populacije. Selekcija se vrxi
u skladu sa vrednostima funkcije prilago$enosti, pri qemu se favorizu-
ju jedinke koje su bo%e prilago$ene. Pretpostavka je da ”e takve jedinke
preneti dobar genetski materijal u narednu generaciju, pa ”e samim tim
narednu generaciju qiniti rexeǌa bo%eg kvaliteta. Operatori selekcije
koji se qesto koriste su ruletska selekcija i turnirska, selekcija bazira-
na na rangiraǌu itd. Nakon selekcije, primeǌuje se operator ukrxtaǌa

ili operator mutacije, a qesto se primeǌuju oba. Ukrxtaǌem rexeǌa
iz teku”e generacije dobijaju se ǌihovi potomci. Ukrxtaǌe podrazumeva
razmenu delova genetskih kodova rodite%skih jedinki sa nekom verovat-
no”om. Najqex”e u upotrebi je poziciono ukrxtaǌe koje podrazumeva da se
nasumiqno odredi pozicija (jednopoziciono ukrxtaǌe) ili vixe pozicija
(vixepoziciono ukrxtaǌe), a da se zatim naizmeniqno prepisuju genetski
kodovi jednog i drugog rodite%a izme$u izabranih pozicija. Osim ukrx-
taǌa genetskih kodova rodite%a, na nove jedinke mogu uticati i mutacije,
koje nasumiqno modifikuju pojedinaqne jedinke i tako unose neophodan ni-
vo diverzifikacije. Najjednostavniji naqin implementacije mutacije je da
se nasumiqnom elementu genetskog koda jedinke promeni vrednost. Nakon
primene operatora varijacije, treba odabrati jedinke koje qine narednu
generaciju jedinki. Jedan naqin je da se cela populacija zameni novim
jedinkama, dok je druga strategija da se deo stare generacije zadr!i, a
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da se samo odre$en broj najloxijih jedinki (u smislu funkcije prilago-
$enosti) zameni jedinkama nove generacije. Qesto se koristi i tzv. eli-
tistiqki pristup gde se odre$en broj elitnih jedinki prenosi u narednu
generaciju, bez primene genetskih operatora.

Kada je izabrani kriterijum zaustav%aǌa ispuǌen, pretraga se zavrxava
i rexeǌe je najbo%e prilago$ena jedinka krajǌe populacije.

• Optimizacija rojem qestica (engl. Particle Swarm Optimization, PSO) je meta-
heuristika koja se oslaǌa na mehanizam kooperacije koji u prirodi posto-
ji me$u jedinkama roja (populacije), a koji vodi do pove”aǌa kolektivne
inteligencije. Ideja je oponaxaǌe organizama koji !ive u grupi kao xto
su jata ptica ili riba kada su u potrazi za hranom. Metoda je prvi put
predlo!ena 1995. godine u radu [60]. PSO koristi populaciju saqiǌenu
od odre$enog broja qestica kojima su kodirana rexeǌa. Svaka qestica i

ima svoj polo!aj u prostoru koji je predstav%en vektorom xi, kao i vektor
brzine vi. Qestice uqe jedne od drugih, pa tako uspeh jedne qestice utiqe
na ponaxaǌe ostalih qestica. Svaka qestica iterativno meǌa svoj polo-
!aj uzimaju”i u obzir dva faktora: najbo%i polo!aj pi u kojem se nalazila
qestica i i najbo%i polo!aj pg me$u svim qesticama roja. Uticaj iskustva
qestice i kolektivnog iskustva prilikom generisaǌa novog vektora polo-
!aja za datu qesticu kontrolixu se odgovaraju”im parametrima. Vixe o
primenama ove metode mo!e se na”i u [81].

• Optimizacija mrav!im kolonijama (engl. Ant Colony Optimization, ACO) je
jox jedna metoda koja se bazira na kooperaciji jedinki kolonije koja je
vrlo izra!ena kod mrava, budu”i da pojedinaqni mrav ima vrlo male
sposobnosti, dok su mrav%e kolonije vrlo organizaovane i sposobne za
kompleksne radǌe. Metoda je prvi put predlo!ena u radu [23] i upotre-
b%ena za rexavaǌe problema trgovaqkog putnika. Posmatraǌem mrava u
prirodi uoqeno je da tokom potrage za hranom, mravi uvek nalaze najkra”i
put od kolonije do izvora hrane. Mravi me$usobno komuniciraju tako xto
za sobom ostav%aju trag feromona. Svaki mrav ostav%a izvesnu koliqinu
feromona du! putaǌe kojom se kre”e i iako je na poqetku kretaǌe mrava
nasumiqno, nakon nekog vremena koncentracija feromona na kra”im puta-
ǌama do izvora hrane postaje ve”a. Na taj naqin mrav koji nai$e na trag
feromona koji je ostavio ǌegov prethodnik, sa ve”om verovatno”om na-
stav%a kretaǌe kra”om putaǌom, a samim tim i pojaqava trag feromona
du! te putaǌe. Usled ovakve komunikacije, svi mravi ubrzo poqiǌu da se
kre”u istom putaǌom. Bitan faktor je i isparavaǌe feromona, kojim se
pogrexne putaǌe nakon nekog vremena eliminixu, ali i unosi potrebna
doza diverzifikacije u proces pretrage. Metoda koristi vextaqke mra-
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ve za istra!ivaǌe prostora rexeǌa, dok putaǌa mrava predstav%a jedno
rexeǌe. Na poqetku algoritma inicijalizuje se poqetni nivo tragova fe-
romona (najqex”e jednakim vrednostima) na komponentama rexeǌa koji se
zatim a!uriraju tokom izvrxavaǌa algoritma. Metoda je konstruktivnog
tipa i podrazumeva da se u svakoj iteraciji izgradi putaǌa za svakog vex-
taqkog mrava. Izgradǌa putaǌe radi se uz pomo” stohastiqke procedure
koja iterativno dodaje novi element rexeǌa na osnovu tragova feromona.
Nakon kreiraǌa putaǌa, a!urira se matrica koja sadr!i tragove fero-
mona. Ovom prilikom pojaqava se trag feromona na osnovu konstruisanog
rexeǌa (ili ǌegovog dela) jednog ili vixe mrava u skladu sa kvalitetom
konstruisanih rexeǌa. Jedna strategija je da se u svakom koraku kon-
strukcije za svakog mrava osve!i odgovaraju”i trag feromona, a mogu”e
je i osve!avaǌe traga za svakog mrava nakon xto je konstruisano komplet-
no rexeǌe. Druga strategija je osve!avaǌe tragova, tek kada svi mravi
konstruixu kompletno rexeǌe. Tom prilikom mogu se uzeti u obzir svi
mravi, samo odre$en broj mrava (oni koju su naxli najbo%a ili najlo-
xija rexeǌa), ili samo onaj mrav koji je naxao najbo%e rexeǌe. Da bi
se spreqila preuraǌena konvergencija svih mrava ka rexeǌima koja nisu
optimalna, uzima se u obzir i isparavaǌe feromona, tj. vrednosti u ma-
trici feromona opadaju u skladu sa konstantom isparavaǌa koja se bira
na sluqajan naqin iz intervala (0, 1]. Krajǌe rexeǌe je najbo%e generisano
rexeǌe. Deta%nije o metodi se mo!e na”i u [27].

• Optimizacija pqeliǌim kolonijama (engl. Bee Colony Optimization, BCO) pr-
vi put je predlo!ena 2001. godine u [68] i inspirisana je ponaxaǌem pqe-
la u potrazi za hranom. U pqeliǌem druxtvu postoji stroga podela rada
me$u pqelama i razlikujemo nekoliko vrsta pqela: izvi$aqe, regrutere,
sakup%aqice i neoprede%ene pqele. U optimizaciji postoje samo pqele re-
gruteri i neoprede%ene pqele. Svaka (vextaqka) pqela iterativno gradi
(poprav%a) jedno rexeǌe, polaze”i od praznog rexeǌa. Svaka iteracija
BCO algoritma sastoji se od NC koraka koji obuhvataju tzv. let unapred

i let unazad. U okviru leta unapred, svaka od B pqela proceǌuje mogu”e
poteze i bira potez koji ”e napraviti, odnosno konstruixe (poprav%a)
rexeǌe. Nakon toga, u letu unazad pqele kolektivno proceǌuju sva for-
mirana rexeǌa (delove rexeǌa) i svaka od ǌih donosi odluku da li ”e
ostati lojalna svom rexeǌu ili ”e postati neoprede%ena. Zatim se neo-
prede%ene pqele regrutuju ponovo, tj. preuzimaju rexeǌe neke od lojalnih
pqela. Nakon izvrxavaǌa NC koraka, a!urira se najbo%e na$eno rexeǌe,
sve pqele se brixu i poqiǌe naredna iteracija. Pretraga se zavrxava
kada je ispuǌen kriterijum zaustav%aǌa. BCO je uspexno primeǌena u
rexavaǌu transportnih, lokacijskih i problema raspore$ivaǌa [99].
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• Optimizacija kolonijama vextaqkih pqela (engl.Artificial Bee Colony, ABC)
tako$e oponaxa proces nala!eǌa hrane u pqeliǌim druxtvima. Metoda
je prvi put predlo!ena 2005. godine u [56] i podrazumeva izvore hrane
(dopustiva rexeǌa problema) koji imaju odre$enu koliqinu cvetnog nek-
tara (mera kvaliteta odgovaraju”eg rexeǌa), kao i zaposlene pqele koje
istra!uju izvore hrane u okolini ǌihovog teku”eg izvora. Svaki izvor
hrane ima taqno jednu zaposlenu pqelu, dok su sve preostale pqele posma-
traqi. Pqele posmatraqi ili nezaposlene pqele na osnovu informacija
koje su dobile od zaposlenih pqela biraju svoj izvor hrane. Zaposlena
pqela postaje izvi$aq kada ǌen izvor hrane presuxi i ona nalazi novi
izvor hrane. ABC algoritam poqiǌe generisaǌem inicijalne populacije
pqela izvi$aqa koje se najqex”e radi na sluqajan naqin. Zatim u svakoj
ABC iteraciji svaka zaposlena pqela ispituje okolinu svog izvora, tj.
razmatra nova rexeǌa iz okoline trenutnog rexeǌa. Ukoliko novo re-
xeǌe pobo%xava vrednost funkcije ci%a, zaposlena pqela prelazi u to
rexeǌe, odnosno meǌa svoj izvor hrane. Zatim pqele posmatraqi biraju
izvore hrane na osnovu informacija koje su dobile od zaposlenih pqela,
proporcionalno kvalitetu odgovaraju”ih rexeǌa (recimo ruletskom se-
lekcijom). Ukoliko se neko rexeǌe ne unapre$uje odre$en broj iteracija,
zaposlena pqela ga napuxta i postaje izvi$aq, tj. sa nekom verovatno”om
napuxta svoj izvor i prelazi u novi nasumiqno izabrani. Pretraga se
zavrxava kada je ispuǌen izabrani kriterijum zaustav%aǌa, a rexeǌe je
najbo%i na$eni izvor hrane me$u zaposlenim pqelama.

1.6.2 Metaheuristike zasnovane na pobo”xaǌu jednog rexeǌa
Uopxteno govore”i, ove metaheuristike u svakoj iteraciji na osnovu te-

ku”eg rexeǌa generixu skup rexeǌa-kandidata vrxe”i odre$ene transforma-
cije nad teku”im rexeǌem, a zatim se iz skupa kandidata bira rexeǌe koje
”e zameniti teku”e. Proces se ponav%a dok izabrani kriterijum zaustav%aǌa
nije zadovo%en.

• Iterirana lokalna pretraga (engl. Iterated Local Search, ILS) je pobo%xana
verzija lokalne pretrage koja podrazumeva i dozu diverzifikacije [67].
Prvi korak algoritma je generisaǌe poqetnog rexeǌa od koga se vrxi lo-
kalna pretraga. Dobijeni lokalni optimum se zatim meǌa perturbacijom
i pretraga se nastav%a od tako dobijenog izmeǌenog rexeǌa. Perturbaci-
ja rexeǌa podrazumeva ǌegovu delimiqnu modifikaciju koja ima za ci%
da se nakon ponovnog pokretaǌa lokalne pretrage dostigne bo%i lokalni
optimum. Jedna iteracija metode podrazumeva lokalnu pretragu i pertur-
bovaǌe dobijenog lokalnog optimuma koji predstav%a polaznu taqku za

13



Glava 1. Uvod

lokalnu pretragu u narednoj iteraciji. Stepen perturbacije mo!e biti
isti tokom qitavog izvrxavaǌa algoritma, a mo!e se i meǌati u toku
izvrxavaǌa pri odre$enim uslovima (npr. ukoliko nije doxlo do pobo%s-
haǌa rexeǌa u zadatom broju iteracija). Kada je ispuǌen izabrani krite-
rijum zaustav%a, pretraga se zavrxava i krajǌe rexeǌe je najbo%e na$eno
rexeǌe iz svih iteracija.

• Simulirano ka!eǌe (engl. Simulated annealing, SA) je metaheuristika inspi-
risana procesom ka%eǌa qelika koji podrazumeva zagrevaǌe qelika na vi-
soku temperaturu, a zatim ǌegovo kontrolisano i postepeno hla$eǌe, da
bi se postigla optimalna kristalna stuktura materijala. Funkcija ci-
%a je anologon energiji ovog sistema. Simulirano ka%eǌe je stohastiqki
algoritam koji pod odre$enim uslovima dozvo%ava prelazak algoritma
u loxije rexeǌe, u ci%u izbegavaǌa zamke lokalnih optimuma. Algori-
tam zapoqiǌe generisaǌem poqetnog rexeǌa i izbora poqetne vrednosti
parametra T koji se naziva temperatura i koja je izabrana u skladu sa
konkretnim problemom. Vrednost ovog parametra se kroz algoritam po-
stepeno smaǌuje. Zatim se, dok nije zadovo%en izabrani kriterijum zau-
stav%aǌa, na svakoj temperaturi izvrxava odre$en broj iteracija u ko-
jima se generixe nasumiqni sused teku”eg rexeǌa. Ukoliko je dobijeno
rexeǌe bo%e od teku”eg, pretraga se nastav%a od novog rexeǌa. Sa druge
strane, algoritam prelazi u novo rexeǌe sa verovatno”om P qak i kada
je ono loxije od teku”eg. Verovatno”a P zavisi od temperature i kvali-
teta novog rexeǌa. Kako temperatura opada (pretraga odmiqe), smaǌuje
se verovatno”a prihvataǌa loxijeg rexeǌa. Neka je x teku”e rexeǌe, a
x
↓ ↓ N(x) nasumiqno generisani sused. Promena energije sistema oznaqava

se sa ”E = f(x↓)↔f(x). U sluqaju problema minimizacije verovatno”a pri-
hvataǌa loxijeg rexeǌa qesto se definixe kao P = e

→!E
T . Xema hla$eǌa

tako$e mora biti pa!%ivo osmix%ena. Poqetna temperatura ne sme bi-
ti prevelika, jer se u tom sluqaju u poqetnom delu algoritma prihvataju
sva rexeǌa, a ukoliko je premala algoritam se svodi na lokalnu pretra-
gu (prelazi se u prvo na$eno rexeǌe koje pobo%xava vrednost funkcije
ci%a). Nakon odre$enog broja iteracija, temperatura opada najqex”e li-
nearno (T := T ↔ ϖ ) ili geometrijski (T := εT, ε ↓ (0, 1)). Mogu”e je
konstruisati i adaptivnu xemu hla$eǌa, tako da se ritam hla$eǌa meǌa
dinamiqki na osnovu informacija koje se dobijaju u toku pretrage. Meto-
da je prvi put predlo!ena 1983. godine u [61], a za vixe deta%a pogledati
i [52, 91].

• Pohlepna stohastiqko-adaptivna metoda pretrage (engl.Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure, GRASP) predlo!ena je prvi put 1989. godine u ra-
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du [34]. Svaka iteracija GRASP metaheuristike sastoji od dva koraka:
konstruisaǌa poqetnog dopustivnog rexeǌa nasumiqno-pohlepnim algo-
ritmom i lokalne pretrage koja poqiǌe od konstruisanog rexeǌa. Pri-
likom implementacije pohlepnog algoritma za konstrukciju poqetnog re-
xeǌa (engl. Greedy Randomized Construction, GRC), kombinuju se stohastiqki
i pohlepni elementi kako bi se generisala razliqita rexeǌa. Algoritam
dodaje jedan po jedan element rexeǌa tako xto u svakom koraku najpre
formira listu kandidata koji bi mogli postati deo rexeǌa (engl. Candi-
date List, CL). Zatim se formira tzv. redukovana lista kandidata koju qini
odre$en broj najbo%ih elemenata (u smislu uticaja na funkciju ci%a) iz
CL, a onda se iz redukovane liste nasumiqno bira element koji se dodaje u
rexeǌe. Ovako konstruisano poqetno rexeǌe je ulaz u proceduru lokalne
pretrage i ǌome se dobija lokalni optimum za teku”u iteraciju GRASP
algoritma. Najbo%e prona$eno rexeǌe tokom svih iteracija je krajǌe re-
xeǌe pretrage. Deta%nije o GRASP metodi mo!e se na”i u [82, 83].

• Tabu pretra”ivaǌe (engl. Tabu Search, TS) je metaheuristika koja koristi
memoriju pretrage, prvi put predlo!ena 1989. godine u radu [39]. Lokal-
ni optimumi prona$eni lokalnom pretragom pamte se u tzv. tabu listi i
isk%uquju se iz procesa pretrage u narednim iteracijama. Tabu lista ima
odre$enu du!inu (najqex”e fiksnu) i predstav%a kratkoroqnu memoriju
procesa pretrage. Nakon odre$enog broja iteracija (tabu vreme), rexeǌe
se osloba$a iz tabu liste. Da bi se uxtedela memorija, nekada se umesto
rexeǌa, u tabu listi pamte potezi koji su vodili do tih rexeǌa i koji
su u narednim iteracijama zabraǌeni. Mana ovog pristupa je xto se mo!e
desiti da budu zabraǌena i neka rexeǌa koja imaju istu osobinu kao i
na$eni lokalni optimum. Rexeǌima iz tabu liste se mo!e ukinuti tabu
status, xto se kontrolixe tzv. aspiracijskom funkcijom koja ukida tabu
status rexeǌima koja ispuǌavaju odre$eni uslov (recimo ako je na$eno
rexeǌe bo%e od do tada najbo%eg na$enog rexeǌa). Osnovna verzija me-
tode se mo!e proxiriti tako da, pored tabu liste, obuhvata i quvaǌe
elemenata kvalitetnih rexeǌa (sredǌeroqna memorija) iz nekoliko pret-
hodnih iteracija ili elemenata koji se qesto pojav%uju u rexeǌima tokom
cele pretrage (dugoroqna memorija) i u tom sluqaju req je o tzv. reaktiv-
nom tabu pretra!ivaǌu (Reactive Tabu Search, RTS). Za vixe deta%a videti
[40, 41, 88].

1.6.3 Metoda promen”ivih okolina
Metoda promen!ivih okolina (engl. Variable Neighborhood Search, VNS) je jed-

nostavna, ali vrlo efikasna metaheuristika koja se zasniva na sistematiqnoj
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promeni okoline u kojoj se vrxi lokalna pretraga. Predlo!ili su je Mlade-
novi” i Hansen 1997. godine u radu [76], dok su prve ideje izlo!ene u [75].
Metoda promen%ivih okolina je vremenom postala jedna od najpopularnijih
metaheuristika za rexavaǌe problema diskretne i kontinualne optimizacije,
qesto nadmaxuju”i druge pristupe iz literature [13, 47]. Metoda se zasniva na
ideji da lokalni optimum u nekoj okolini nije nu!no lokalni optimum u nekoj
drugoj okolini. Sa druge strane, globalni optimum je lokalni optimum za sva-
ku okolinu. Osim toga, uoqeno je da su za ve”inu problema lokalni optimumi
u odnosu na razliqite okoline me$usobno bliski.

Osnovna metoda promen!ivih okolina (engl. Basic Variable Neighborhood Search,
BVNS) kombinuje ove ideje i stohastuqki pristup, koji se posti!e uz pomo” tzv.
faze razmrdavaǌa (engl. Shaking). Neka je N = {N1, N2, ..., Nkmax} skup unapred de-
finisanih okolina, pri qemu je Nk(x), 1 ↗ k ↗ kmax, k-ta okolina rexeǌa x. Gla-
vna ideja faze razmrdavaǌa je da se ispitaju razliqite okoline rexeǌa x sa
ci%em uda%avaǌa od ve” dostignutog lokalnog optimuma. Ovo se posti!e izbo-
rom nasumiqnog rexeǌa x

↓ iz okoline Nk(x) i potom lokalnim pretra!ivaǌem
poqevxi od rexeǌa x

↓. Koraci BVNS metode za rexavaǌe problema minx↑S f(x),
prikazani su Algoritmom 1. BVNS je najzastup%enija varijanta metode pro-
men%ivih okolina u literaturi. Pored ǌe, razvijene su razne modifikacije
[46, 47].

Algoritam 1 BVNS

1: Inicijalizacija: izabrati okoline Nk, k = 1, 2, ..., kmax za fazu razmrdavanja. Odrediti kri-
terijum zaustavljanja. Generisati početno rešenje x

→
, f

→ ⇒ f(x→).
2: while kriterijum zaustavljanja nije ispunjen do
3: k ⇒ 1
4: while k ↗ kmax i nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do
5: Na slučajan način izabrati x↓ iz okoline Nk(x→) ϱ razmrdavanje
6: Naći x↓↓ kao rezultat lokalne pretrage počevši od rešenja x

↓
ϱ lokalana pretraga

7: if f(x↓↓) < f
→ then ϱ odluka o pomeranju

8: x
→ ⇒ x

↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓), k ⇒ 1,
9: else

10: k ⇒ k + 1

Kada se u BVNS algoritmu lokalna pretraga zameni metodom promen!i-

vog spusta (engl. Variable Neighborhood Descent, VND), dobija se Opxta metoda

promen!ivih okolina (engl. General Variable Neighborhood Search, GVNS). VND je
deterministiqka varijanta metode promen%ivih okolina koja ima za ci% da
pretra!i sve okoline iz unapred izabranog skupa okolina. Koraci VND meto-
de za rexavaǌe problema minx↑S f(x), prikazani su Algoritmom 2.
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Algoritam 2 VND

1: Inicijalizacija: izabrati okoline Nl, l = 1, 2, ..., lmax

2: Generisati početno rešenje x
→, f → ⇒ f(x→).

3: l ⇒ 1
4: while l ↗ lmax do
5: Naći najbolje rešenje x

↓ iz okoline Nl(x→) ϱ lokalna pretraga
6: if f(x↓) < f

→ then ϱ odluka o pomeranju
7: x

→ ⇒ x
↓
, f

→ ⇒ f(x↓), l ⇒ 1,
8: else
9: l ⇒ l + 1

Redukovanu metodu promen!ivih okolina (engl. Reduced Variable Neighborhood
Search, RVNS) karakterixe odsustvo lokalne pretrage. Ovim se algoritam zna-
qajno ubrzava, ali se gubi na kvalitetu dobijenih rexeǌa. Stoga, RVNS se
najqex”e koristi za generisaǌe poqetnih rexeǌa od kojih ”e neka druga (me-
ta)heuristika zapoqeti pretragu.

Zakoxena metoda promen!ivih okolina (engl. Skewed Variable Neighborhood Se-
arch, SVNS) pod odre$enim uslovima dozvo%ava prelazak u loxije rexeǌe, u
ci%u izbegavaǌa zamki lokalnih optimuma. Stepen degradacije rexeǌa i uda-
%enost od teku”eg rexeǌa utiqu na to da li ”e algoritam pretragu nastaviti
od dobijenog loxijeg rexeǌa. Pretraga se mo!e nastaviti iz novog rexeǌa i
kada ono ima loxiju vrednost funkcije ci%a od trenutno najbo%eg, pod uslovom
da su ova dva rexeǌa dovo%no me$usobno uda%ena. Metoda je posebno pogodna
za probleme kod kojih lokalni optimumi nisu blizu, jer u tim situacijama
faza razmrdavaǌa najqex”e ne mo!e da obezbedi potreban nivo diverzifika-
cije da bi se pretraga uspexno zavrxila. Neophodno je definisati rastojaǌe
ς(x, x↓) izme$u dva rexeǌa x i x

↓. Prelazak u loxije rexeǌe kontrolixe se ade-
kvatnim izborom parametra metode ε. Za male vrednosti parametra ε uticaj
uda%enosti rexeǌa je mali i algoritam se ponaxa slicno kao BVNS. Sa druge
strane, za velike vrednosti parametra ε loxija rexeǌa se prihvataju qesto i
algoritam se ponaxa kao nasumiqna pretraga. Vrednost parametra ε se mora
izabrati pa!%ivo za konkretan problem, u skladu sa odabranim rastojaǌem i
to se najqex”e radi eksperimentalnim putem. Koraci SVNS metode za rexavaǌe
problema minx↑S f(x), prikazani su Algoritmom 3.
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Algoritam 3 SVNS

1: Inicijalizacija: izabrati okoline Nk, k = 1, 2, ..., kmax za fazu razmrdavanja. Odrediti kri-
terijum zaustavljanja. Generisati početno rešenje x

→
, f

→ ⇒ f(x→) i izabrati parametar
ε.

2: x ⇒ x
→, F ⇒ f

→

3: while kriterijum zaustavljanja nije ispunjen do
4: k ⇒ 1
5: while k ↗ kmax i nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do
6: Na slučajan način izabrati x↓ iz okoline Nk(x) ϱ razmrdavanje
7: Naći x↓↓ kao rezultat lokalne pretrage počevši od rešenja x

↓
ϱ lokalna pretraga

8: if f(x↓↓) < f
→ then

9: x
→ ⇒ x

↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓)

10: if f(x↓↓) < F + ες(x, x↓↓) then ϱ odluka o pomeranju
11: x ⇒ x

↓↓, F ⇒ f(x↓↓), k ⇒ 1
12: else
13: k ⇒ k + 1

Primalno-dualna metoda promen!ivih okolina (engl. Primal-Dual Variable Negh-
borhood Search) uz problem koji se rexava izuqava i ǌemu dualni problem. Uko-
liko se rexava problem minimizacije, svako dopustivo rexeǌe primalnog pro-
blema jeste gorǌa granica optimalnog rexeǌa, dok rexeǌe (relaksacije) du-
alnog problema jeste doǌa granica za optimalnu vrednost polaznog problema.
Primalno-dualni VNS rexava VNS metodom i originalni i dualni proble-
ma (ili ǌegovu relaksaciju sve dok razlika izme$u dostignutih rexeǌa pri-
malnog i dualnog problema ne postane maǌa od unapred zadate vrednosti. U
jednostavnijim verzijama, dualni problem se mo!e rexiti samo jednom, dok
naprednije verzije metode podrazumevaju a!uriraǌe doǌe granice optimalnog
rexeǌa. Za vixe deta%a videti [45].

Metoda promen!ivih okolina sa dekompozicijom (engl.Variable Neighborhood De-
composition Search, VNDS) svodi glavni problem na maǌe potprobleme, a zatim
kombinuje ǌihova rexeǌa kako bi se dobilo rexeǌe polaznog problema. Neka
je x

↓ ↓ Nk(x→) rexeǌe dobijeno u fazi razmrdavaǌa. U fazi lokalne pretrage
poprav%a se samo ǌegov deo y koji sadr!i k elemenata rexeǌa x

↓, koji nisu deo
teku”eg rexeǌa x

→. Neka je y
↓ lokalni optimum dobijen lokalnom pretragom u

prostoru rexeǌa za y, koji je u opxtem sluqaju maǌi od prostora rexeǌa po-
laznog problema. Tada se rexeǌe polaznog problema x

↓↓ dobija kombinovaǌem
rexeǌa elemenata rexeǌa x

↓ koji nisu deo rexeǌa y i rexeǌa y
↓. Koraci VNDS

metode za rexavaǌe problema minx↑S f(x), prikazani su Algoritmom 4.
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Algoritam 4 VNDS

1: Inicijalizacija: izabrati okoline Nk, k = 1, 2, ..., kmax za fazu razmrdavanja. Odrediti kri-
terijum zaustavljanja. Generisati početno rešenje x

→
, f

→ ⇒ f(x→).
2: while kriterijum zaustavljanja nije ispunjen do
3: k ⇒ 1
4: while k ↗ kmax i nije ispunjen kriterijum zaustavljanja do
5: Na slučajan način izabrati x↓ iz okoline Nk(x→) ϱ razmrdavanje
6: y ⇒ x

↓ \ x→.
7: Naći y↓ kao rezultat lokalne pretrage počevši od rešenja y ϱ lokalana pretraga
8: x

↓↓ ⇒ ((x↓ \ y) ⇑ y
↓)

9: if f(x↓↓) < f
→ then ϱ odluka o pomeranju

10: x
→ ⇒ x

↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓), k ⇒ 1,
11: else
12: k ⇒ k + 1

Paralelizacija metode promen!ivih okolina (engl. Parallel Variable Neighborho-
od Search, PVNS) se mo!e raditi na vixe naqina, a za ci% ima br!e dola!eǌe
do rexeǌa tako xto ”e se potrebna izraqunavaǌa podeliti na vixe procesora.
Najjednostavniji pristup podrazumeva da se na svakom procesoru istovremeno
pokrene VNS algoritam na razliqitim instancama problema. Drugi pristup
je paralelizacija lokalne pretrage, budu”i da je to vremenski najzahtevniji
korak algoritma. Jox jedna opcija je istovremeno pokretaǌe VNS algoritma
na svakom procesoru sa razliqitim poqetnim rexeǌima (vixestartni VNS).
Paralelizaciju je mogu”e realizovati tako da se istovremeno na svakom pro-
cesoru izvrxava faza razmrdavaǌa i lokalna pretraga za razliqite vrednosti
parametra k.

1.7 Hibridni algoritmi
Kombinovaǌem dve ili vixe metahuristka ili egzaktnih metoda dobijaju

se tzv. hibridni algoritmi. Ideja je da se na ovaj naqin pobo%xa kvalitet
dobijenih rexeǌa, tj. iskoriste prednosti i ubla!e nedostaci pojedinih me-
taheuristika (preuraǌena ili spora konvergencija). Prilikom kombinovaǌa
metahuristika, najqex”e se koristi jedna populaciona i jedna metaheuristika
zasnovana na pobo%xaǌu jednog rexeǌa. Kombinovaǌe se mo!e raditi na vixe
naqina. Jedan od naqina je sekvencijalno izvrxavaǌe metaheuristika, kada se
algoritmi izvrxavaju jedan za drugim. Na ovaj naqin se jedna metaheuristika
mo!e iskoristiti za dobijaǌe poqetnog rexeǌa, a nakon ǌe se primeǌuje dru-
ga metaheuristika ili egzaktna metoda kojom se to rexeǌe poprav%a. Drugi
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naqin je da se jedna metaheuristika ili neka ǌena komponenta koristi unatar
druge. Recimo, funkcija pretrage se mo!e zameniti nekim drugim alogritmom.

Hibridi nastali kombinovaǌem metaheuristike i egzaktne metode (mate-
matiqkom programiraǌa) zovu se matheuristike. Principi kombinovaǌa su
sliqni kao i u sluqaju dve metaheuristike. Prva opcija je da se jedna metoda
integrixe u drugu. Egzaktne metode se mogu koristiti za generisnaǌe kvali-
tetnih poqetnih rexeǌa, a mogu se koristiti i u fazi pretrage okolina i na
taj naqin umetnuti u metaheuristiku. Sa druge strane, metaheuristikom se
mogu dobiti dopustiva rexeǌa i ograniqeǌa koja da%e koristi egzaktna meto-
da. Tako$e, mogu”e je dekomponovati polazni problem na maǌe probleme koji se
lakxe rexavaju, zatim potprobleme rexiti odgovaraju”om metodom i izvrxiti
kombinovaǌe dobijenih rexeǌa. Jox jedna opcija za hibridizaciju je razme-
na informacija tokom nezavisnih izvrxavaǌa metaheuristiqkog i algoritama
matematiqog programiraǌa. Deta%nije o matheuristikama mo!e se na”i u [69].
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Problem p-rezervnog centra

Problem p-centra formulisao je Hakimi 1965. godine [43] i od tada je de-
ta%no prouqavan usled xiroke primene u praksi. Za dati skup od n lokacija,
ci% je odrediti taqno p lokacija (p < n) na kojima ”e biti uspostav%eni cen-
tri, a zatim pridru!iti svakog korisnika ǌemu najbli!em centru, tako da je
maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌegovog najbli!eg centra minimalno.
Problem p-centra pripada klasi NP-texkih problema kombinatorne oprimiza-
cije [59] i od velikog je znaqaja prilikom planiraǌa hitnih slu!bi kao xto
su ambulante i bolnice, a mo!e se primeniti i na planiraǌe xkola, banaka,
benzinskih pumpi i generalno uslu!nih objekata za koje je bitno da se nalaze
xto bli!e korisnicima. Na primer, prilikom odre$ivaǌa lokacija za bolnice
ili policijske stanice, znaqajno je da qak i korisnik koji je najuda%eniji mo!e
dovo%no brzo do”i do ǌemu najbli!e ustanove. Sliqna situacija je i prili-
kom planiraǌa lokacija za taksi slu!be, parkinge, skladixta itd. Korisnik
koji je u najgoroj poziciji (najuda%eniji od svog centra, najdu!e vreme mu je
potrebno da do$e do centra, pla”a najskup%u cenu itd.) qesto se u literaturi
naziva kritiqni korisnik, a rastojaǌe koje on prelazi, koje je u isto vreme i
vrednost koja se minimizuje, naziva se kritiqno rastojaǌe.

Imaju”i u vidu kompleksnost ovog problema, veliki broj aproksimativnih
metoda za rexavaǌe problema p-centra predlo!en je u literaturi. U radu [77]
predlo!eno je tabu pretra!ivaǌe kao i metoda promen%ivih okolina. Opti-
mizacija pqeliǌim kolonijama predlo!ena je u radu [25], dok je u radu [78]
predstav%ena lokalna pretraga u okviru koje se posebna pa!ǌa posve”uje rav-
nim delovima prostora pretrage. U radu [17] predlo!ena je varijanta metode
relaksacije, a leksikografska lokalna pretraga predlo!ena je u [48]. Pristup
zasnovan na rexavaǌu niza problema pokrivaǌa predlo!en je u [15].

Za problem p-centra je definisan veliki broj modifikacija i varijanti koje
su nastale kao odgovor na potrebe iz realnog !ivota [1, 29, 32, 49, 87]. Ova gla-
va posve”ena je proxireǌu problema p-centra pod nazivom problem p-rezervnog
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centra (engl. p-next center problem, PNCP). Ci% je da se obuhvati realna mo-
gu”nost da iznenada do$e do otkaza jednog ili vixe centara usled nepredvi-
$enih okolnosti. U tom sluqaju se korisnici preusmeravaju na tzv. rezervni
centar. Problem je prvi put predlo!en u radu [1] i od tada je predlo!eno ne-
koliko metahuristiqkih pristupa za ǌegovo rexavaǌe [65, 66, 78, 85, 86, 94]. U
ovom poglav%u ”e biti opisan SVNS algoritam za rexavaǌe PNCP koji je pre-
dlo!en i publikovan u samostalnom radu J. Tasi” [94]. Algoritam je testiran
na skupu od 285 pmed instanci dimenzije do 900 qvorova koje su korix”ene i u
ostalim radovima u literaturi na temu PNCP. Dobijeni rezultati svedoqe o
efikasnosti i stabilnosti predlo!enog algoritma.

2.1 Opis problema p-rezervnog centra
Usled nepredvid%ivih situacija neki centri mogu prestati da funkcioni-

xu. Prirodne nepogode kao xto su zem%otresi, poplave, po!ari, oluje itd.
mogu uzrokovati nefunkcionalnost ili zatvaraǌe centara. Tako$e, razliqiti
problemi kao xto su nestanak struje, nedostatak osob%a, tehniqki kvarovi itd.
mogu imati isti efekat. Svaki korisnik pridru!en je svom najbli!em centru
koji se naziva ǌegovim primarnim centrom. Prirodno je pretpostaviti da ko-
risnik ne mo!e znati unapred da li je neki centar zatvoren. Ukoliko korisnik
stigne u centar koji je zatvoren usled nastalog problema, on nastav%a do svog
tzv. rezervnog centra. Rezervni centar je centar koji je na najkra”em rastoja-
ǌu od primarnog centra i za koji se podrazumeva da nije u kvaru. Na primer,
korisnik ne mo!e unapred znati da li je neki bankomat u kvaru ili bez novca.
Ukoliko je to sluqaj, korisnik ”e produ!iti do rezervnog bankomata koji je
najbli!i primarnom bankomatu kod koga se trenutno nalazi, a koji je van funk-
cije. Problem p-rezervnog centra sastoji se u uspostav%aǌu p centara tako da
maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌegovog rezervnog centra, uz prolazak
kroz primarni centar, bude minimalno. Razmatrani problem p-rezervnog cen-
tra je NP-te!ak, kao proxireǌe problema p-centra [59].

Motivisani problemom distribucije elektriqne energije koji je nastao usled
vixestrukih zem%otresa u Xpaniji, autori rada [1] definisali su 2015. godi-
ne PNCP i formulisali nekoliko matematiqkih modela. Modeli su upore$eni
rexavaǌem 132 pmed instance koje imaju do 200 qvorova uz pomo” Xpress Optimi-
zer rexavaqa i predlo!enih modela. Predlo!eni modeli omogu”avaju rexavaǌe
instanci koje imaju do 50 qvorova uz prihvat%iv utroxak memorije i vremena.

Razlike izme$u problema p-centra i problema p-rezervnog centra ilustro-
vane su primerom na Slici 2.1. Za dati skup od n = 10 lokacija, ci% je usposta-
viti p = 3 centra. Optimalno rexeǌe za problem p-centra je {2, 5, 10} (oznaqeno
sa ↭). Najdu!e rastojaǌe me$u svim korisnicima je ono koje prelaze korisnici
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3 i 8, a vrednost funkcije ci%a je 2. Za problem p-rezervnog centra optimalno
rexeǌe je {4, 7, 10} i vrednost funkcije ci%a je 2

⇓
5. Korisnici 1 i 6 prelaze

najdu!e rastojaǌe me$u svim korisnicima. Rastojaǌe koje prelazi korisnik
1 jednako zbiru rastojaǌa do ǌegovog primarnog centra 4, koje iznosi

⇓
5, i

rastojaǌa od centra 4 do ǌegovog rezervnog centra 7, koje iznosi
⇓
5, xto je

ukupno 2
⇓
5. U sluqaju korisnika 6 ukupan pre$eni put jednak je zbiru rastoja-

ǌa do ǌegovog primarnog centra 7 i rastojaǌu od centra 7 do ǌegovog rezervnog
centra 4, xto je tako$e ukupno 2

⇓
5.

(a) Optimalno rexeǌe za PCP. (b) Optimalno rexeǌe za PNCP.

Slika 2.1: Pore$eǌe optimalnih rexeǌa za PCP i PNCP na primeru sa n = 10
i p = 3.

Jasno je da na ovom primeru optimalno rexeǌe PCP nije ujedno i optimalno
rexeǌe PNCP, kao ni obrnuto. Ako se posmatra optimalno rexeǌe PCP pro-
blema {2, 5, 10} kao rexeǌe PNCP problema, korisnici 3 i 8 prelaze najdu!e
rastojaǌe do svojih rezervnih centara. Korisnik 3 prelazi rastojaǌe do svog
primarnog centra 2, uve”ano za rastojaǌe od centra 2 do ǌegovog rezervnog
centra 5, xto je u zbiru 2+

⇓
13. Sliqno, korisnik 8 prelazi rastojaǌe do svog

primarnog centra 5, uve”ano za rastojaǌe od centra 5 do ǌegovog rezervnog
centra 2, xto je u zbiru isto 2 +

⇓
13. Stoga, funkcija ci%a PNCP za optima-

lno rexeǌe PCP problema je 2 +
⇓
13 xto je ve”e od 2

⇓
5. Analogno, ako bi se

optimalno rexeǌe PNCP {4, 7, 10} posmatralo kao rexeǌe PCP, korisnici 1 i
6 prelaze najve”u uda%enost do svojih centara i ona iznosi

⇓
5. To je ujedno i

vrednost funkcije ci%a PCP problema za ovo rexeǌe i ona je ve”a od 2 koliko
je iznosila vrednost funkcije ci%a optimalnog rexeǌa.
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2.2 Pregled relevantne literature
U ovoj sekciji dat je pregled metaheuristika predlo!enih za rexavaǌe

PNCP.

• U radu [66] iz 2018. godine autori su predlo!ili pohlepnu stohastiqko
adaptivnu proceduru pretrage i metodu promen%ivih okolina, kao i ǌi-
hovu hibridizaciju za rexavaǌe problema p-rezervnog centra. Prema ek-
sperimentalnim rezultatima na istom skupu od 132 pmed instance koje
imaju do 200 qvorova koji je korix”en u [1], hibridna metoda je doxla do
rezultata bo%eg kvaliteta u odnosu na GRASP i VNS.

• Filtrirana VNS metoda koja se bazira na razliqitim kriterijumima za
prihvataǌe aproksimacija rexeǌa, predlo!ena je 2021. godine u [86]. Fil-
trirana VNS metoda je testirana na skupu od 64 instance koji je korix”en
u [66], kao i na skupu dodatnih 40 instanci koje imaju do 900 qvorova.
Za instance maǌih dimenzija predlo!eni algoritam dosti!e optimalna
rexeǌa u vremenskom periodu t = 2n, gde je n broj qvorova posmatra-
ne instance. Za rexavaǌe instanci ve”ih dimenzija, vremenski period je
produ!en na t = 5n. Filtriranom VNS metodom je za sve osim jedne instan-
ce sa 200 qvorova prona$eno isto ili bo%e rexeǌe od rexeǌa dobijenog
hibridnom metodom iz [66].

• Iste godine, u radu [65] autori predla!u tri varijante evolutivnog pri-
stupa zasnovane na genetskim algoritmima za rexavaǌe PNCP. Za potrebe
testiraǌa proxiruju skup pmed instanci iz [66] na skup od 416 instan-
ci koje imaju do 900 qvorova. Prezentovana su optimalna rexeǌa za 401
od 416 pmed instanci dobijena uz pomo” rexavaqa CPLEX korix”eǌem 24
niti i vremenskim ograniqeǌem do nede%u dana. Za preostale instance
odre$ene su gorǌe i doǌe granice rexeǌa problema.

• U radu [78] iz 2023. godine predlo!ena je hibridizacija lokalne pretra-
ge i kombinacije dve strategije pri analizi i obradi ,,ravnih” poteza
u procesu pretrage. Prva strategija je da se prihvataju ne samo potezi
koji vode ka pobo%xaǌu vrednosti funkcije ci%a (potezi ,,nizbrdo”), ve”
i neki ,,ravni” potezi, tj. oni koji ne meǌaju vrednost funkcije ci%a.
Neka su x i x

↓ dva rexeǌa sa istom vrednox”u finkcije ci%a. Prela-
zak iz rexeǌa x u rexeǌe x

↓ je ,,ravan” potez i kao takav je analiziran
uz pomo” neke heuristike. Na ovaj naqin se ,,ravni”potezi potencijalno
mogu upore$ivati i prihvatati oni koji su bo%e oceǌeni heuristikom.
Druga strategija podrazumeva da se ,,ravni” potezi mogu uvek prihvata-
ti, osim onda kada su zabraǌeni kao tabu potezi. Predlo!eni algoritam
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je testiran na 132 pmed instance koje imaju do 200 qvorova i rezultati
su upore$eni sa rezultatima algoritma iz [66]. Najbo%a rexeǌa (iz 10
izvrxavaǌa) dobijena algoritmom [78], na svim instancama dosti!u ili
pobo%xavaju rexeǌa dobijena algoritmom [66].

• VNS metoda za rexavaǌe PNCP koja ”e deta%nije biti opisana u Sekciji
2.4 predlo!ena je 2024. godine u radu [94]. Req je o SVNS varijanti metode
koja u okviru faze lokalne pretrage koristi tzv. heuristiku brze razmene
(engl. Fast Interchange Heuristic, FIH). Metoda je testirana na skupu od 288
pmed instanci dimenzije do 900 qvorova, me$u kojima su 132 instance di-
menzije do 200 qvorova korix”ene u [1, 66, 78] i 40 dodatnih instanci koje
imaju do 900 qvorova iz [86], dok su preostale instance dimenzije do 900
qvorova iz [65]. Rezultati su upore$eni sa rezultatima iz [65, 66, 78, 86] i
statistiqkom analizom ustanov%eno je da su dobijeni rezultati znaqajno
bo%i od onih iz [65, 66, 86], dok u pore$eǌu sa [78] nema znaqajne razlike.

• U radu [107] predlo!eno je te!insko tabu pretra!ivaǌe (engl. Weighting-
based Tabu Search, WTS) kao pristup za rexavaǌe PNCP. WTS razla!e PNCP
na niz potproblema i rexava svaki od ǌih brzom procedurom zasnovanom
na tabu pretra!ivaǌu. Metoda je testirana na skupu od 413 pmed in-
stanci iz [65] dimenzije do 900 qvorova. Za 12 instanci je poprav%eno
do tada najbo%e poznato rexeǌe iz literature, dok su za preostale in-
stance dostignuta najbo%a poznata rexeǌa iz literature. Sliqna ideja
je korix”ena za problem p-centra u radu [106] objav%enom 2023. godine.

• U radu [85] dizajniran je modifikovani BVNS algoritam sa unapre$enom
lokalnom pretragom i fazom razmrdavaǌa. Algoritam koristi pomo”ne
strukture podataka koje su na sliqan naqin upotreb%ene i za rexavaǌe
problema klasiqnog p-centra [77]. Predlo!eni BVNS upore$en je sa hi-
bridnom metodom iz [66] i evolutivnom pristupom [65] na skupu od 132
pmed instance dimenzije do 200 qvorova iz tih radova, kao i na rndkreg
skupu od 44 instance sa brojem qvorova izme$u 1000 i 2500 i rnddnskreg
skupu od 48 instanci sa od 500 do 1000 qvorova. BVNS je nadmaxio preo-
stale dve metode u smislu kvaliteta rexeǌa, ali i u smislu stabilnosti.
Osim toga, predlo!eni BVNS testiran je i na skupu 40 dodatnih pmed
instanci koje do 900 qvorova iz [86], na kome je popravio neka najbo%a
poznata rexeǌa iz literature, dok je u preostalim sluqajevima dostigao
sva najbo%a poznata rexeǌa iz literature.
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2.3 Matematiqka formulacija problema
Neka je A = {1, 2, ..., n} skup datih lokacija, pri qemu je svaka od ǌih kandi-

dat da postane centar, dok ”e se lokacije na kojima nisu uspostav%eni centri
smatrati korisnicima. Neka je D = (dij)n↔n matrica rastojaǌa takva da je sa dij

oznaqeno rastojaǌe izme$u lokacija i i j. Zadatak je odrediti skup P, |P | = p,

koji sadr!i odabrane lokacije za uspostav%aǌe centara, pridru!iti svakog ko-
risnika ǌemu najbli!em otvorenom centru, a zatim odrediti rezervni centar
za svaki (primarni) centar. Centre treba izabrati tako da najdu!e rastojaǌe
od korisnika do ǌegovog rezervnog centra (uz prolazak kroz primarni centar)
bude minimalno. Drugim reqima, treba minimizovati

f(P ) = max
i↑A

{min
j↑P

dij + min
k↑P,k ↗=j↑

dj↑k}, j
↓ = argmin

j↑P
dij.

U ci%u formulisaǌa problema p-rezervnog centra u vidu celobrojnog li-
nearnog programa, neophodno je definisati slede”e binarne promen%ive:

yj =

{
1, ukoliko je na lokaciji j uspostav%en centar, tj. j ↓ P,

0, inaqe,

xij =

{
1, ukoliko je j centar koji je najbli!i lokaciji i (j ⇐= i),
0, inaqe.

Treba primetiti da xij = 1 ima razliqito znaqeǌe u zavisnosti od toga da li
se na lokaciji i nalazi centar ili ne. Ukoliko je na lokaciji i uspostav%en
centar, onda xij = 1 oznaqava da je j rezervni centar za centar i, i ⇐= j. Ina-
qe, xij = 1 znaqi da je centar j primarni centar za korisnika i. Imaju”i u
vidu navedenu notaciju, PNCP mo!e biti formulisan kao slede”i celobrojni
linearni program [1]:

min w (2.1)
∑

j↑A

yj = p, (2.2)

∑

j↑A, j ↗=i

xij = 1, i ↓ A, (2.3)

xij ↗ yj i, j ↓ A, i ⇐= j, (2.4)

yj +
∑

k↑A, dik>dij

xik ↗ 1 i, j ↓ A, i ⇐= j, (2.5)

w ≃
∑

k↑A,k ↗=j

djkxjk, j ↓ A, (2.6)

w ≃ dij(xij ↔ yi) +
∑

k↑A,k ↗=j

djkxjk, i, j ↓ A, i ⇐= j, (2.7)
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xij ↓ {0, 1}, i, j ↓ A, i ⇐= j, (2.8)
yj ↓ {0, 1}, j ↓ A. (2.9)

Ci% (2.1) problema je minimizovati vrednost kontinualne promen%ive w koja
predstav%a maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌegovog rezervnog centra
(uz prolazak kroz primarni centar).

Uslovom (2.2) broj uspostav%enih centara je postav%en na p. Svaki korisnik
se pridru!uje taqno jednom primarnom centru i svaki centar ima taqno jedan
rezervni centar (uslovi (2.3)). Korisnik ne mo!e biti pridru!en lokaciji na
kojoj se ne nalazi centar (uslovi (2.4)). Uslovima (2.5) se obezbe$uje da svaki
korisnik kao primarni centar koristi onaj centar koji mu je najbli!i.

Uslovi (2.6) i (2.7) obezbe$uju da promen%iva w ima korektnu vrednost u
oba mogu”a sluqaja: kada se na posmatranoj lokaciji nalazi korisnik ili kada
je na toj lokaciji uspostav%en centar. Ukoliko je lokacija centar, ona sama
sebi slu!i kao primarni centar (rastojaǌe do primarnog centra je jednako 0),
i u ovom sluqaju nema dvokrake putaǌe. Uslovima (2.6) posti!e se da vrednost
w ne bude maǌa od rastojaǌa od bilo koje lokacije j do ǌenog najbli!eg centra
razliqitog od j. Kako promen%iva xjk ima razliqita znaqeǌa u zavisnosti od
uloge koju ima lokacija j (korisnik ili centar), zbir na desnoj strani nejedna-
kosti (2.6) se tumaqi na razliqite naqine. Ukoliko je lokacija j korisnik, zbir
na desnoj strani predstav%a rastojaǌe od korisnika j do ǌegovog primarnog
centra k. Sa druge strane, ukoliko je j centar, rastojaǌe do primarnog centra
je 0, pa suma na desnoj strani predstav%a rastojaǌe do rezervnog centra.

U sluqaju prestanka rada nekog centra, svi korisnici koji koriste taj pri-
marni centar, bi”e preusmereni ka istom rezervnom centru. U ovom sluqaju,
ukupan pre$eni put jednak je zbiru rastojaǌa od korisnika do primarnog cen-
tra i rastojaǌa od primarnog do rezervnog centra, xto je opisano uslovima
(2.7). Zaista, ukoliko je i korisnik qiji je primarni centar j, tj. xij = 1 i
yi = 0, vrednost w bi”e ve”a ili jednaka zbiru dij(xij ↔ yi) = dij (rastojaǌe od
korisnika i do ǌegovog primarnog centra) i rastojaǌu od primarnog centra j

do rezervnog centra k. U svim ostalim sluqajevima, kada je i centar, tj. yi = 1,
vrednost xij ↔ yi bi”e maǌa ili jednaka 0, xto implicira da je ograniqeǌe
(2.7) slabije od ograniqeǌa (2.6), i shodno tome, razmatra se samo rastojaǌe
od centra i do ǌegovog rezervnog centra.

Uslovima (2.8) i (2.9) definisana je binarna priroda promen%ivih u mode-
lu.
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2.4 SVNS algoritam za PNCP

U ovom ode%ku ”e biti opisana varijanta Metode promen%ivih okolina za
rexavaǌe problema p-rezervnog centra koja je predlo!ena u samostalnom radu
J. Tasi” [94]. Imaju”i u vidu da faza razmrdavaǌa qesto ne mo!e da une-
se dovo%nu koliqinu diverzifikacije u proces pretrage, predlo!ena je SVNS
varijanta metode koja pod odre$enim uslovima dopuxta i prelazak u loxije
rexeǌe od teku”eg.

Reprezentacija rexeǌa. Prilikom kreiraǌa bilo koje metaheuristike za kon-
kretan problem, vrlo va!an element je reprezentacija rexeǌa problema. U pre-
dlo!enoj SVNS metodi za PNCP, koristi se celobrojna reprezentacija rexeǌa.
Kao xto je ve” reqeno, lokacije iz skupa A oznaqene su brojevima od 1 do n.
Skup dopustivih rexeǌa S je skup svih celobrojnih vektora x du!ine p qiji su
elementi x(i), i = 1, 2, ..., p indeksi lokacija na kojima su uspostav%eni centri,
tj.

S =
{
x : |x| = p; 1 ↗ x(i) ↗ n, i = 1, 2, ..., p; x(i) ⇐= x(j), i ⇐= j, i, j = 1, 2, ..., p

}
.

Kardinalnost ovako definisanog skupa dopustivih rexeǌa je
(
n
p

)
. Za probleme

sa Slike 2.1 skup dopustivih rexeǌa je: S =
{
x : |x| = 3, 1 ↗ x(i) ↗ 10, i = 1, 2, 3,

x(i) ⇐= x(j), i ⇐= j, i, j = 1, 2, 3
}
, kardinalnosti

(
10
3

)
= 120.

Raqunaǌe funkcije ci”a. Neka je x ↓ S dopustivo rexeǌe. Vrednost funk-
cije ci%a f(x) raquna se na slede”i naqin.

• Za svaku lokaciju a ↓ A odredi se ǌoj najbli!i centar c. Neka je d1 ra-
stojaǌe od lokacije a do ǌenog primarnog centra c. Ukoliko je a centar,
onda je d1 = 0.

• Neka je d2 rastojaǌe od primarnog centra c do ǌemu najbli!eg (rezervnog)
centra b ↓ x \ {c}.

• Vrednost funkcije ci%a f(x) definixe se kao maxa↑A (d1 + d2).

Definicija okolina. Neka ς(x, x↓) predstav%a broj lokacija u kojima se re-
xeǌa x i x

↓ razlikuju. Za dopustivo rexeǌe x, okolina Nk(x), k = 1, 2, ..., kmax,

definixe se kao skup svih dopustivih rexeǌa x
↓ koja se od rexeǌa x razlikuju

u taqno k lokacija, tj.

Nk(x) =
{
x
↓ ↓ S : ς(x, x↓) = k

}
.

28



Glava 2. Problem p-rezervnog centra

Na primer, neka su x = [1, 3, 6, 8, 2] i x
↓ = [2, 1, 6, 9, 10] dva dopustiva rexeǌa za

p = 5. Kako se rexeǌa x i x
↓ razlikuju u dvema lokacijama, va!i ς(x, x↓) = 2 i

va!i x
↓ ↓ N2(x). U fazi razmrdavaǌa korix”ene su okoline Nk, k = 1, 2, ..., kmax,

dok je za lokalno pretra!ivaǌe korix”ena okolina N1, kardinalnosti p(n↔ p).

Struktura predlo!enog SVNS algoritma. Koraci predlo!ene SVNS metode
za rexavaǌe PNCP dati su Algoritmom 5. Poqetno rexeǌe generisano je oda-
birom p razliqitih vrednosti iz skupa {1, 2, ..., n} na sluqajan naqin. Jedna
iteracija SVNS algoritma sastoji se od faze razmrdavaǌa, faze lokalne pre-
trage i odluke da li se pomeriti u novo rexeǌe i/ili promeniti okolinu u
nastavku pretrage.

U okviru faze razmrdavaǌa, tj. pozivaǌem procedure Shaking(), nasumiqno
se generixe dopustivo rexeǌe xshake ↓ Nk(x). Za dato k, nasumiqno se bira k cen-
tara koje treba zatvoriti, kao i k lokacija iz skupa A koje nisu deo rexeǌa x

na kojima ”e biti uspostav%eni centri. Rexeǌe dobijeno ovom transformaci-
jom oznaqeno je sa xshake i predstav%a poqetno rexeǌe za fazu lokalne pretrage
koja se izvrxava pozivaǌem procedure LS fih() i koja ”e deta%no biti opisana
u 2.4.1. U fazi lokalne pretrage, zasnovanoj na procedurama MoveEvaluation()
i Update(), ispituju se potencijalni centri in koji nisu deo teku”eg rexeǌa i
za svakog se odre$uje najbo%i centar trenutnog rexeǌa out sa kojim bi se in

zamenio. Kada se odredi najbo%i par (in→
, out

→), ukoliko se zamenom ovih loka-
cija dobija rexeǌe koje je bo%e od do tada najbo%eg rexeǌa na$enog u okviru
lokalne pretrage, poziva se procedura Update() kojom se izvrxava zamena ovih
lokacija. Tako se dobija novo rexeǌe od koga se pretraga nastav%a. Lokalna
pretraga se zavrxava kada pobo%xaǌe vrednosti funkcije ci%a nije mogu”e.

Rexeǌe x
↓↓, koje je dobijeno procedurom LS fih(), poredi se sa do tada najbo-

%im na$enim rexeǌem x
→. Ukoliko je rexeǌe x

↓↓ bo%e od rexeǌa x
→, tj. ukoliko

je f(x↓↓) < f(x→), a!urira se trenutno najbo%e rexeǌe x
→ (tj. x→ ⇒ x

↓↓) i pretraga
se nastav%a od teku”eg rexeǌa x

↓↓ (tj. x ⇒ x
↓↓). Me$utim, ukoliko rexeǌe x

↓↓

nije bo%e, ali zadovo%ava slabiji uslov f(x↓↓) < F + ες(x, x↓↓), pretraga se na-
stav%a od rexeǌa x

↓↓ (tj. x ⇒ x
↓↓), bez a!uriraǌa x

→ (linije 10-11 u Algoritmu
5). Na ovaj naqin, dozvo%ava se pose”ivaǌe loxijih rexeǌa od rexeǌa x, ali
samo ukoliko su ona dovo%no razliqita od rexeǌa x od koga se zapoqiǌe faza
razmrdavaǌa. Mera razliqitosti ς(x, x↓↓) dva rexeǌa x i x

↓↓ definisana je kao
broj lokacija u kojima se rexeǌa x i x

↓↓ razlikuju. Parametrom ε kontrolixe
se nivo diverzifikacije koji se na ovaj naqin unosi: pretraga se nastav%a od
x
↓↓ ukoliko je to rexeǌe nexto loxije od rexeǌa x, a rastojaǌe ς(x, x↓↓) je do-

vo%no veliko. Ako ni ovaj uslov nije ispuǌen, pretraga se nastav%a od naredne
okoline Nk+1 rexeǌa x.
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Algoritam 5 SVNS za PNCP

1: Inicijalizacija: izabrati okoline Nk, k = 1, kmax za fazu razmrdavanja. Odrediti kriterijum
zaustavljanja. Generisati početno rešenje x

→
, f

→ ⇒ f(x→) i izabrati parametar ε.
2: x ⇒ x

→, F ⇒ f
→

3: while kriterijum zaustavljanja nije ispunjen do
4: k ⇒ 1
5: while k ↗ kmax do
6: xshake ⇒ Shaking(x, k) ϱ razmrdavanje
7: x

↓↓ ⇒ LS fih(xshake) ϱ lokalna pretraga
8: if f(x↓↓) < f

→ then
9: x

→ ⇒ x
↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓)

10: if f(x↓↓) < F + ες(x, x↓↓) then ϱ odluka o pomeranju
11: x ⇒ x

↓↓, F ⇒ f(x↓↓)
12: else
13: k ⇒ k + 1

2.4.1 Lokalna pretraga zasnovana na heuristici brze razmene
Pretraga okoline N1(x) rexeǌa x podrazumeva razmatraǌe svih rexeǌa x

↓

za koje va!i ς(x, x↓) = 1, tj. svih rexeǌa x
↓ koja se od rexeǌa x razlikuju u

samo jednom centru. U ci%u efikasne evaluacije susednih rexeǌa, predlo!e-
na lokalna pretraga koristi heuristiku brze razmene (engl. Fast Interchange
Heuristic, FIH). Sliqna tehnika se prvi put spomiǌe 1983. godine u [104], ali
primena poqiǌe tek 1997. godine, kada je heuristika upotreb%ena pri rexava-
ǌu problema p-medijane u [76], a kasnije je primeǌena i za rexavaǌe problema
p-centra [77]. Heuristika se oslaǌa na dve pomo”ne procedure: MoveEvaluation()
i Update(). Ideja je da se za izabranu lokaciju koja bi postala deo rexeǌa
na efikasan naqin, procedurom MoveEvaluation(), odredi najbo%i kandidat za
eliminisaǌe iz rexeǌa. Osim toga, kao rezultat MoveEvaluation() procedure,
dobija se i vrednost funkcije ci%a koju bi imalo novo rexeǌe dobijeno razme-
nom posmatranih lokacija. Sama razmena, kao i a!uriraǌe pomo”nih struktu-
ra, realizuje se procedurom Update(). Osim xto se MoveEvaluation() procedurom
odre$uju najpogodniji kandidati za izlazak iz rexeǌa, u okviru lokalne pre-
trage se vrxi i filtriraǌe kandidata koji potencijalno postaju deo rexeǌa.
Na ovaj naqin postignuto je ubrzaǌe pretrage okoline N1 trenutnog rexeǌa x,
jer se ne ispituju svi ǌegovi susedi.

Pseudokod za proceduru lokalne pretrage LS fih() dat je Algoritmom 6, dok
su pomo”ne proceudre MoveEvaluation() i Update() deta%no opisane u 2.4.2 i 2.4.3.

Na poqetku pretrage neophodno je odrediti dva pomo”na vektora du!ine n
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koja odgovaraju trenutnom rexeǌu x:

• c1(i)↔ centar najbli!i lokaciji i,

• c2(i)↔ drugi najbli!i centar lokaciji i, i = 1, 2, ..., n.

Treba primetiti da ukoliko se na lokaciji i nalazi centar, onda je c1(i) ǌegov
rezervni centar. Sa druge strane, ukoliko je i korisnik, onda je c1(i) ǌegov
primarni centar. U sluqaju otkaza rada centra c1(i), korisnik i nastav%a put
do rezervnog centra, xto je c1(c1(i)). U opxtem sluqaju va!i c1(c1(i)) ⇐= c2(i).

Na Slici 2.2 dat je primer jedne instance sa n = 10 lokacija i jedno rexeǌe
x = [4, 7, 10] za PNCP. Za korisnika 8 primarni centar je centar 7, tj. c1(8) =
7, dok je rezervni centar za korisnika 8 centar 4, budu”i da je on najbli!i
primarnom centru 7, tj. c1(c1(8)) = 4. Sa druge strane, drugi najbli!i centar
korisniku 8 je centar 10, tj. c2(8) = 10.

Slika 2.2: Vektori c1 i c2 za jedno rexeǌe PNCP za n = 10 i p = 3.

Pretraga okoline N1(x) u ci%u pronala!eǌa lokalnog minimuma, vrxi se
uz pomo” procedure MoveEvaluation(). Ova procedura, za datu lokaciju in /↓
{x(1), x(2), ..., x(p)}, odre$uje centar out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}, takav da rexeǌe
koje se dobija zamenom ovih lokacija daje najmaǌu mogu”u vrednost funkcije
ci%a. MoveEvaluation() se poziva samo za one lokacije in kojima bi se poten-
cijalno mogla smaǌiti vrednost funkcije ci%a. Ovo se posti!e proverom u
liniji 7 u Algoritmu 6, u kojoj je d(a, b) oznaka za rastojaǌe izme$u lokacija
a i b. Fokus je na kritiqnom korisniku i

→, tj. korisniku koji prelazi najdu!e
rastojaǌe do svog rezervnog centra. Ukoliko dodavaǌe lokacije in u rexeǌe
mo!e da smaǌi du!inu putaǌe ovog korisnika, onda postoji xansa da se vred-
nost funkcije ci%a smaǌi, te su samo takve lokacije analizirane. Procedura
MoveEvaluation() tako$e odre$uje i vrednost funkcije ci%a F koju daje rexeǌe
x nakon potencijalne razmene in i out, ali ne vrxi razmenu. Razmena se vrxi
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procedurom Update() koja, osim izmene u rexeǌu, a!urira i samo one vrednosti
u vektorima c1 i c2 koje su neophodne da bi ovi vektori odgovarali rexeǌu
koje se dobija nakon razmene. U narednim potpoglav%ima slede deta%ni opisi
MoveEvaluation() i Update() procedura.

Algoritam 6 Lokalna pretraga za PNCP

1: procedure LS fih(x)
2: f

→ ⇒ f(x)
3: Odrediti kritičnog korisnika i

→

4: while true do
5: w

→ ⇒ ⇔
6: for svaku lokaciju in /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
7: if d(i→, in) + d(in, c1(in)) < d(i→, c1(i→)) + d(c1(i→), c1(c1(i→))) then
8: out, F ⇒ MoveEvaluation(in, x, c1, c2)
9: if F < w

→ then
10: w

→ ⇒ F, in
→ ⇒ in, out

→ ⇒ out

11: if f → ↗ w
→ then

12: break
13: else
14: f

→ ⇒ w
→

15: Update(x, in→
, out

→
, c1, c2)

16: Odrediti novog kritičnog korisnika i
→

2.4.2 Procedura MoveEvaluation()

Procedura koristi pomo”ne vektore r i z du!ine n.

• Za svaki centar rexeǌa x razmatraju se dvokrake putaǌe koje prelaze
korisnici pridru!eni tom centru. U vektoru r se na poziciji j = x(l), l =
1, 2, ..., p nalazi du!ina najdu!e dvokrake putaǌe me$u svim korisnicima
koji su pridru!eni tom centru.

• Usled izbacivaǌa nekog centra iz rexeǌa za odre$en broj korisnika
se moraju odrediti nove dvokrake putaǌe. U vektoru z se na poziciji
j = x(l), l = 1, 2, ..., p nalazi du!ina najdu!e dvokrake putaǌe me$u svim
korisnicima koji koriste centar j = x(l), l = 1, 2, ..., p pod pretpostavkom da
se centar j izbacuje iz rexeǌa.

Motivacija za uvo$eǌe nizova r i z potiqe od ideje da se funkcija ci%a ne
mora raqunati ispoqetka svaki put kada se vrxi zamena dva elementa in i out,
jer na odre$en deo korisnika ova razmena ne”e imati nikakvog uticaja. Za one
korisnike na koje zamena in i out ima uticaja, mogu”i efekti su:
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• in postaje primarni centar za neke korisnike, jer se nalazi na maǌoj uda-
%enosti od ǌihovog trenutnog primarnog centra. Novi rezervni centar
za ove korisnike je centar koji je najbli!i centru in.

• in postaje rezervni centar nekom otvorenom centru, pa samim tim i re-
zervni centar za sve korisnike koji koriste taj primarni centar. Za sve
ovakve korisnike, meǌa se samo rezervni centar.

• out je bio primarni centar za neke korisnike i za ǌih je neophodno odre-
diti novi primarni i rezervni centar.

• out je bio rezervni centar nekim korisnicima i za ǌih je potrebno odre-
diti novi rezervni centar.

Nakon dodavaǌa centra in u rexeǌe, neki korisnici ”e poqeti da koriste
taj centar kao primarni centar, jer im je novi centar in bli!i od ǌihovog
trenutnog primarnog centra: d(i, in) < d(i, c1(i)), i ↓ A \ {x(1), x(2), ..., x(p)}, i ⇐= in.
Neka je skup svih takvih korisnika oznaqen sa X. Du!ina pre$enog puta nekog
od ovih korisnika mo!e biti kandidat za novu vrednost funkcije ci%a, pa
treba odrediti vrednost

f
↓ = max

i↑X
{d(i, in) + d(in, c1(in)}. (2.10)

Na Slici 2.3 prikazan je primer na instanci sa n = 16 qvorova i p = 4
centra, u kome se u teku”e rexeǌe x = [4, 7, 10, 16] dodaje centar in = 11.

(a) Teku”e rexeǌe x = [4, 7, 10, 16]. (b) Nakon dodavaǌa centra in.

Slika 2.3: Dodavaǌe novog centra in = 11 u rexeǌe x = [4, 7, 10, 16].
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Ubacivaǌe centra in = 11 u rexeǌe utiqe na korisnike 12 i 13, jer im je
in = 11 bli!i od ǌihovog starog primarnog centra 16, te ova dva korisni-
ka koriste in kao primarni centar. ’ima se tako$e meǌa i rezervni centar:
umesto centra 4, novi rezervni centar postaje centar 16. U ovom primeru je
X = {12, 13}, a f

↓ = 2 +
⇓
5 = 4.24, xto je du!ina puta koju prelazi korisnik

13 (oznaqeno isprekidanom crvenom linijom na Slici 2.4). Ostali korisni-
ci potencijalno meǌaju svoj primarni ili rezervni centar usled izbacivaǌa
centra out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} iz rexeǌa. Kako centar out tek treba odrediti,
razmatraju se efekti izbacivaǌa svakog centra out

↓ ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} i za
out se proglaxava onaj centar qijim izbacivaǌem se posti!e najmaǌa vrednost
funkcije ci%a.

Za svaki centar out
↓ ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} korisnici koji nisu u skupu X mogu

se podeliti u slede”e grupe:

1. Korisnici na koje izbacivaǌe centra out
↓ nema nikakvog uticaja, tj. ne

izbacuje im se ni primarni ni rezervni centar.

Neka je sa Xj oznaqen skup svih takvih korisnika sa istim primarnim
centrom j, tj. j ⇐= out

↓
, c1(j) ⇐= out

↓ i Xj = {i ↓ A \ {x(1), x(2), ..., x(p)} : c1(i) =
j, d(i, j) < d(i, in)}. Iako izbacivaǌe centra out

↓ ne utiqe na korisnike sku-
pa Xj, ǌihov rezervni centar se ipak mo!e promeniti usled dodavaǌa
centra in u rexeǌe, dok se primarni ne meǌa (jer su takvi korisnici ve”
obuhva”eni skupom X). Zato je neophodno odrediti novi rezervni centar
new backup j za centar j izme$u in i c1(j), i za svaki skup Xj, j = 1, 2, ..., p,
odrediti vrednost r(j) = max

i↑Xj

{d(i, j) + d(j, new backup j)}. Element vektora

r sa najve”om vrednox”u, max
j↑{x(1),x(2),...,x(p)}

r(j), je kandidat za novu vrednost

funkcije ci%a nakon razmene centara in i out
↓.

Na primeru na Slici 2.4, razmatra se izbacivaǌe centra out
↓ = 7. Izme-

$u ostalih, korisnici 1, 2, 3 i centar 4 ne bi bili pogo$eni izbacivaǌem
centra out

↓ = 7 . Vrednost r(4) odre$uje se na slede”i naqin. Me$u puta-
ǌama koje prelaze korisnici 1, 2 i 3 do svog rezervnog centra 16, najdu!u
putaǌu r(4) =

⇓
8 +

⇓
5 = 5.06 prelazi korisnik 1. Ova putaǌa je oznaqena

zelenom isprekidanom linijom na Slici 2.4(a). Izbacivaǌe centra out
↓ ne

utiqe ni na korisnike pridru!ene centru 16 kao primarnom centru, pa se
na sliqan naqin odre$uje i r(16) kao rastojaǌe koje prelazi korisnik 15
do ǌegovog rezervnog centra 11.

2. Korisnici v koji ostaju bez primarnog centra usled izbacivaǌa out
↓. Za

korisnike koji su koristili out
↓ kao primarni centar, tj. c1(v) = out

↓, treba
odrediti novi primarni centar new primary v izme$u in i c2(v) na slede”i
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naqin:

new primary v =

{
in, ako je d(v, in) < d(v, c2(v)),

c2(v), inaqe.

Nakon promene primarnih centara, treba na”i i nove rezervne centre za
sve korisnike v iz ove grupe. Ukoliko je in novi primarni centar za kori-
snika v (tj. new primary v = in), novi rezervni centar new backup v odre-
$uje se kao:

new backup v =

{
c1(in), ako je c1(in) ⇐= out

↓
,

c2(in), ako je c1(in) = out
↓
.

Sa druge strane, ukoliko je c2(v) novi primarni centar za v, prilikom
odre$ivaǌa novog rezervnog centra new backup v treba razmatrati sle-
de”e sluqajeve:

2a) Ako je c1(c2(v)) ⇐= out
↓, onda se new backup v nalazi na slede”i naqin:

new backup v =

{
in, ako je d(c2(v), in) ↗ d(c2(v), c1(c2(v))),

c1(c2(v)), inaqe.

2b) Ako je c1(c2(v)) = out
↓, onda se new backup v nalazi kao:

new backup v =

{
in, ako je d(c2(v), in) ↗ d(c2(v), c2(c2(v))),

c2(c2(v)), inaqe.

Na Slici 2.4(b) korisnici 5 i 6 gube primarni centar out
↓ = 7. Za kori-

snika 5 novi primarni centar je c2(5) = 4, a rezervni postaje 16. Sa druge
strane, za korisnika 6 novi primarni centar je 10, dok ǌegov rezervni
postaje in = 11.

3. Korisnici v qiji je rezervni centar out
↓ (c1(c1(v)) = out

↓). Za korisnike koji
ostaju bez rezervnog centra odre$uje se novi rezervni centar new backup v

na slede”i naqin:

new backup v =

{
in, ako je d(c1(v), in) < d(c1(v), c2(c1(v))),

c2(c1(v)), inaqe.

Na Slici 2.4(b) se u ovoj situaciji nalaze korisnici 8 i 9. ’ihov pri-
marni centar ostaje centar 10, ali nakon potencijalne eliminacije centra
out

↓ = 7, kao rezervni centar koristili bi centar in = 11.
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(a) Raqunaǌe r(4) i r(16). (b) Raqunaǌe z(out↓).

Slika 2.4: Ubacivaǌe novog centra in = 11 i potencijalno izbacivaǌe centra
out

↓ = 7.

Element vektora z na poziciji koja odgovara centru out
↓ dobija vrednost ko-

ja je jednaka najdu!em od rastojaǌa koja prelaze korisnici na koje izbacivaǌe
out

↓ iz rexeǌa ima uticaja i koji su opisani u sluqajevima 2 i 3. Kada se za
sve korisnike v iz sluqajeva 2 i 3 odredi rastojaǌe do ǌihovog novog rezer-
vnog centra (uz prolazak kroz novi primarni centar), mo!e se dobiti vrednost
z(out↓) kao maksimalno od dobijenih rastojaǌa za sve razmatrane korisnike v.
Na Slici 2.4(b), u sluqaju kada je out

↓ = 7, vrednost z(out↓) je pre$eni put
korisnika 6 i prikazan je isprekidanom %ubiqastom linijom. Ovo rastojaǌe
dobijeno je upore$ivaǌem novih putaǌa za korisnike 5 i 6 koji gube primarni
centar i korisnike 8 i 9 koji gube rezervni centar.

Za datu lokaciju in i fiksirani centar out
↓ ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}, vrednost

funkcije ci%a za rexeǌe ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out↓} koje bi se dobilo
zamenom lokacija (in, out↓) mo!e se dobiti kao

max{f ↓
, z(out↓), max

j↑{x(1),x(2),...,x(p)},
j ↗=out↑

r(j)}, (2.11)

gde je f
↓ odre$eno sa (2.10). Ci% je odrediti najbo%eg kandidata out koga treba

eliminisati iz teku”eg rexeǌa x, a to je onaj koji minimizuje izraz (2.11), tj:

out = argmin
out↑↑{x(1),x(2),...,x(p)}

{max{f ↓
, z(out↓), max

j↑{x(1),x(2),...,x(p)},
j ↗=out↑

r(j)}}.

Vrednosti f
↓
, z(j), r(j), j = 1, 2, ..., n, mogu se odrediti razmatraǌem svake loka-

cije samo jednom. Pseudokod MoveEvaluation() procedure dat je Algoritmom 7.
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Na poqetku procedure se vrxi inicijalizacija pomo”nih struktura. Vred-
nost f

↓ jednaka je najdu!em od pre$enih puteva za sve korisnike koji su poqeli
da koriste in kao primarni centar i inicijalno je postav%ena na nulu. Elemen-
ti vektora r, koji odgovaraju indeksima otvorenih centara u trenutnom rexeǌu
x, popune se rastojaǌima koja ti centri prelaze do svojih rezervnih centara.
Tom prilikom uzima se u obzir i centar in koji potencijalno mo!e preuzeti
ulogu rezervnog centra za bilo koji od postoje”ih centara. Posledǌi korak u
inicijalizaciji je popuǌavaǌe elemenata vektora z tako xto se za svaki cen-
tar x(j), j = 1, 2, ..., p, analizira scenario u kome on ostaje bez rezervnog centra
c1(x(j)) i odre$uje se da li bi tada novi rezervni centar postao in ili c2(x(j)).
Odre$uje se du!ina putaǌe koju u tom sluqaju prelazi x(j) do svog novog re-
zervnog centra. Vrednost z(c1(x(j))) se postav%a na maksimalno od dobijenih
rastojaǌa koje prelaze svi centri koji koriste c1(x(j)) kao rezervni centar.

Algoritam 7 MoveEvaluation() procedura za PNCP

1: procedure MoveEvaluation(in, x, c1, c2)
2: Inicijalizacija:

f ↓ ⇒ 0,

r(x(j)) ⇒ min{d(x(j), in), d(x(j), c1(x(j)))},
z(c1(x(j))) ⇒ max

{
z(c1(x(j))), min{d(x(j), in), d(x(j), c2(x(j)))}

}
, j = 1, 2, ..., p

3: for svakog korisnika i ↓ A \ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
4: if i ⇐= in i d(i, in) < d(i, c1(i)) then
5: f ↓ ⇒ max{f ↓, d(i, in) + d(in, c1(in))}
6: else ω Ažuriranje elemenata vektora r i z
7: Ažurirati vrednosti r(c1(i))
8: Ažurirati vrednosti z(c1(i)) i z(c1(c1(i)))

9: for svaki centar x(j), j = 1, 2, ...p do ω Ažuriranje z(x(j))
10: Ažurirati vrednosti z(x(j))

11: g1 ⇒ max{r(x(l)) | l = 1, 2, ..., p}, i neka je l→ indeks nadenog maksimuma

12: g2 ⇒ max{r(x(l)) | l = 1, 2, ..., p, l ⇐= l→}
13: for l = 1, 2, ..., p do
14: if x(l) = c1(in) then
15: f ↓ ⇒ f ↓ ↔ d(in, c1(in)) + d(in, c2(in)) ω Ažuriranje f ↓

16: if l ⇐= l→ then
17: g(l) ⇒ max{f ↓, z(x(l)), g1}
18: else
19: g(l) ⇒ max{f ↓, z(x(l)), g2}
20: f ⇒ min{g(l) | l = 1, 2, ..., p}, l→→ ⇒ argminl↑{1,2,...,p} g(l)
21: out ⇒ x(l→→)
22: return out, f
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Nakon inicijalizacije analizira se svaki korisnik i ↓ A\{x(1), x(2), ..., x(p)}
pojedinaqno. Prvo se proverava da li razmatrani korisnik treba da koristi
centar in kao primarni centar (linija 4 u Algoritmu 7), tj. da li je in bli!i
korisniku i od ǌegovog trenutnog primarnog centra c1(i). Ukoliko ovo jeste
sluqaj, odre$uje se du!ina nove putaǌe i → in → c1(in) koju prelazi korisnik
i i upore$uje se sa do tada na$enim f

↓. U suprotnom, neophodno je a!urirati
vrednosti u vektorima r i z.

A!uriraǌe vrednosti vektora r prikazano je Algoritmom 8. Najpre se za
teku”eg korisnika i proverava da li je in bo%i izbor za rezervni centar od ǌe-
govog teku”eg rezervnog centra c1(c1(i)) i odre$uje se du!ina putaǌe za tog ko-
risnika kao min{d(i, c1(i))+d(c1(i), c1(c1(i))), d(i, c1(i))+d(c1(i), in)}. Vrednost r(c1(i))
predstav%a najdu!e takvo rastojaǌe kada se uzmu u obzir svi korisnici koji
koriste centar c1(i) kao primarni. Stoga je neophodno a!urirati ovu vrednost
u svakoj iteraciji u sluqaju da je du!ina na$ene putaǌe ve”a od trenutne
vrednosti upisane u r(c1(i)).

Algoritam 8 A!uriraǌe vrednosti vektora r

1: r(c1(i)) ⇒ max

{
r(c1(i)), min{d(i, c1(i)) + d(c1(i), c1(c1(i))), d(i, c1(i)) + d(c1(i), in)}

}
, i ⇐= in

2: r(c1(in)) ⇒ max{r(c1(in)), d(in, c1(in))}

Slede”i korak je a!uriraǌe vrednosti vektora z koje je prikazano Algo-
ritmom 9. Razmatraju se svi mogu”i scenariji za korisnika i ukoliko bi se
iz rexeǌa izbacivao ǌegov primarni centar c1(i), a zatim i rezervni centar
c1(c1(i)). Algoritam 9 najpre ispituje da li je za korisnika i povo%nije da ko-
risti in ili c2(i) kao primarni centar, a zatim se u svakom od ova dva sluqaja
odre$uje i ǌegov rezervni centar. Ukoliko je in bo%i izbor za novi primarni
centar, rezervni ”e biti ili c1(in) ili c2(in) (u sluqaju da je c1(in) = c1(i) qije
se izbacivaǌe razmatra). Ukoliko je c2(i) novi primarni centar, novi rezervni
”e biti ili c1(c2(i)) ili c2(c2(i)) (ukoliko je c1(c2(i)) = c1(i) qije se izbacivaǌe
razmatra). Na ovaj naqin odre$uje se nova putaǌa za korisnika i i po potrebi
se a!urira element z(c1(i)). Na sliqan naqin razmatra se i izbacivaǌe rezer-
vnog centra c1(c1(i)) za korisnika i i a!urira se z(c1(c1(i))) svaki put kada se
na$e du!a putaǌa od do tada na$ene najdu!e putaǌe. Na ovaj naqin se vekto-
rom z prikazuju posledice koje eliminisaǌe svakog od centara rexeǌa x ima
na korisnike, tj. element z(x(j)) sadr!i najdu!e od svih dvokrakih rastojaǌa
koje prelaze korisnici koji su pogo$eni eliminacijom centra x(j), j = 1, 2, ..., p.

Nakon razmatraǌa korisnika, razmatraju se i centri (linija 9 u Algoritmu
7). Naime, izbacivaǌe nekog centra x(j), j = 1, 2, ..., p iz rexeǌa ima za posledicu
da ta lokacija postaje korisnik i treba joj je odrediti dvokraku putaǌu kojom
se dolazi do rezervnog centra. Kao xto je prikazano u Algoritmu 10, za svaki

38



Glava 2. Problem p-rezervnog centra

Algoritam 9 A!uriraǌe vrednosti vektora z za korisnika i

1: Naći new primary i izmedu in i c2(i), a zatim i new backup i za korisnika i
2: z(c1(i)) ⇒ max{z(c1(i)), d(i, new primary i) + d(new primary i, new backup i)}, i ⇐= in
3: z(c1(in)) ⇒ max{z(c1(in)), d(in, c2(in))}
4: Naći new backup i za korisnika i izmedu in i c2(c1(i))
5: z(c1(c1(i))) ⇒ max{z(c1(c1(i))), d(i, c1(i)) + d(c1(i), new backup i)}

centar x(j) se najpre odredi primarni centar koji mo!e biti in ili c1(x(j)), a
zatim se sliqno kao i kod korisnika odredi rezervni centar i a!urira element
z(x(j)), ukoliko je dobijena putaǌa ve”e du!ine od trenutne vrednosti z(x(j)).

Algoritam 10 A!uriraǌe vrednosti vektora z za centar x(j)

1: Naći new primary j izmedu in i c1(x(j)), a zatim i new backup j
2: z(x(j)) ⇒ max{z(x(j)), d(x(j), new primary j) + d(new primary j, new backup j)}

Nakon raqunaǌa elemenata vektora r i z, mo!e se pristupiti odre$ivaǌu
vrednosti funkcije ci%a za rexeǌa koja se dobijaju izbacivaǌem svakog od cen-
tara trenutnog rexeǌa x. Najpre se odrede pomo”ne vrednosti g1 i g2 (linije
11 i 12 u Algoritmu 7) koje predstav%aju dve najdu!e putaǌe za korisnike koji
imaju razliqite primarne centre (koji nisu in), tj. pripadaju razliqitm kla-
sterima grafa. Tako$e, neophodno je zapamtiti i indeks l

→ centra u qijem kla-
steru se na$ena najve”a du!ina dosti!e. Zatim se formira niz g(l), l = 1, 2, ..., p,
koji na mestu g(l) sadr!i vrednost funkcije ci%a koja se dobija zamenom in i
x(l). Za svaki centar se najpre proverava da li je to rezervni centar za in,
(linija 14 Algoritma 7). Ukoliko to jeste sluqaj, vrednost f

↓ se mora modifi-
kovati u toj iteraciji, jer je u toku razmatraǌe izbacivaǌa centra c1(in). U
ovoj situaciji, in kao rezervni centar mora koristiti c2(in) i vrednost f

↓ se
najpre umaǌuje za du!inu putaǌe in → c1(in) koje vixe nije mogu”a, a zatim i
uve”ava za rastojaǌe od in do novog rezervnog centra c2(in). Nakon ove provere
i eventualne popravke vrednosti f

↓, elementu g(l) se dode%uje vrednost

• max{f ↓
, z(x(l)), g1}, ukoliko se u trenutnoj iteraciji ne razmatra izbaci-

vaǌe centra x(l→) qijem klasteru pripada korisnik koji prelazi najdu!e
rastojaǌe g1,

• max{f ↓
, z(x(l)), g2}, ukoliko to jeste sluqaj.

Konaqno, ostaje da se odredi vrednost f kao najmaǌi element niza g(l), l =
1, 2, ..., p, kao i indeks l

→→ na$enog minimuma iz vektora g(l). Najbo%i kandidat
za izbacivaǌe iz rexeǌa x je centar out = x(l→→).
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Za analiziraǌe svih korisnika izvrxava se pet%a sa n↔p iteracija. Zatim
se analiziraju centri u pet%i sa p iteracija, nakon qega se nalazi maksimum
niza od p elemenata i zatim popuǌava niz g(l), l = 1, 2, ..., p, u pet%i sa jox p

iteracija. Konaqno, slo!enost MoveEvaluation() procedure je O(n).

2.4.3 Procedura Update()

Nakon odre$ivaǌa para lokacija (in, out) koje treba zameniti, neophodno je
izmeniti rexeǌe x i prilagoditi nizove c1 i c2 novom rexeǌu. Algoritmom 11
prikazana je procedura Update() korix”ena u [94], sliqna onoj za PCP iz [77].

Algoritam 11 Update() procedura za PNCP

1: procedure Update(x, in, out, c1, c2)
2: x ⇒ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out}
3: for svaku lokaciju i ↓ A \ {in} do
4: if c1(i) = out then
5: if d(i, in) ↗ d(i, c2(i)) then
6: c1(i) ⇒ in
7: else
8: c1(i) ⇒ c2(i)
9: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i
10: c2(i) ⇒ center 2

11: else
12: if d(i, in) < d(i, c1(i)) then
13: c2(i) ⇒ c1(i)
14: c1(i) ⇒ in
15: else
16: if d(i, in) < d(i, c2(i)) then
17: c2(i) ⇒ in
18: else
19: if c2(i) = out then
20: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i
21: c2(i) ⇒ center 2

22: if c1(in) = out then
23: c1(in) ⇒ c2(in)
24: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju in
25: c2(in) ⇒ center 2

26: else
27: if c2(in) = out then
28: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju in
29: c2(in) ⇒ center 2
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2.5 Eksperimentalni rezultati
U ovom ode%ku prikazani su eksperimentalni rezultati dobijeni SVNS al-

goritmom za rexavaǌe PNCP. Sva izraqunavaǌa vrxena su na Intel Core i7-11700,
3.6 GHz, 16 GB RAM memorije pod 64 bit Windows 10 operativnim sistemom. Pre-
dlo!eni SVNS implementiran je u jeziku C++.

Za potrebe testiraǌa su korix”ene OR-LIB pmed [6] instance koje su u li-
teraturi korix”ene i za testiraǌe problema p-medijane, p-centra i ostalih
srodnih problema. Ove instance sadr!e broj qvorova, broj grana grafa i broj
centara koje treba uspostaviti. Nakon toga su za svaku granu navedeni ǌeni
krajevi i te!ina. Kako bi se odredile du!ine najkra”ih rastojaǌa za svaki
par lokacija, najpre je primeǌen Floyd-Warshall-ov algoritam [36].

SVNS algoritam testiran na je na skupu od 288 pmed instanci koje su pode-
%ene u 4 grupe:

• male instance (do 50 qvorova)

• sredǌe instance (od 60 do 200 qvorova)

• velike instance (od 250 do 400 qvorova)

• Additional grupa od 40 instanci korix”ena u [86] (od 100 do 900 qvorova).

Kao kriterijum zaustav%aǌa korix”en je maksimalan broj iteracija itermax,
odnosno maksimalan broj poziva funkcije za fazu razmrdavaǌa. Vrednosti pa-
rametara SVNS metode koje su korix”ene prilikom testiraǌa date su u Tabeli
2.1. Algoritam je za svaku instancu pokretan 20 puta sa razliqitim nasumiqno
generisanim poqetnim rexeǌima. Nasumiqnost je obezbe$ena upotrebom razli-
qitih vrednosti za seme (engl. seed) generatora sluqajnih brojeva.

Tabela 2.1: Vrednosti parametara u SVNS algoritmu.

Instance itermax kmax ε

male 500 5 0.1
sredǌe 5000 5 0.1
velike 1000 5 0.1

Additional [86] 1000 5 0.1

U Tabeli 2.2 prikazane su proseqene vrednosti dobijene SVNS algoritmom,
pri qemu su instance grupisane po briju qvorova n. Svaka vrsta Tabele 2.2
sadr!i:

• imena instanci za posmatranu grupu,
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• n - broj qvorova,

• #inst - broj instanci unutar grupe,

• avg.f - proseqna najbo%a na$ena vrednost funkcije ci%a,

• avg.t - proseqno vreme (u sekundama) potrebno da se dostigne najbo%e SVNS
rexeǌe po prvi put,

• avg.ttot - proseqno ukupno vreme (u sekundama). Kako je za svaku instancu
algoritam pokretan 20 puta, ukupno proseqno vreme rada algoritma za
svaku grupu se mo!e dobiti mno!eǌem vremena avg.ttot sa 20.

• avg.gap - proseqna gap vrednost (u %) za posmatranu grupu, koja se za svaku
instancu dobija po formuli: gap = 1

20

∑20
i=1 gapi, gde je gapi =

SV NSi↘SV NSbest
SV NSbest

·
100 i SV NSi rexeǌe dobijeno SVNS algoritmom u i-tom izvrxavaǌu, i =
1, 2, ..., 20.

• avg.dev - proseqna standardna devijacija dobijnih vrednosti, koja se za
svaku instancu odre$uje po formuli: dev inst =

√
1
20

∑20
i=1(gapi ↔ gap)2, gde

je gapi procentualno odstupaǌe rexeǌa dobijenog u i-tom izvrxavaǌu od
najbo%e SVNS vrednosti.

Iz Tabele 2.2 i rezultata u Prilogu A mo!e se videti da se predlo!enim SVNS
algoritmom dosti!u kvalitetna rexeǌa, uz veoma kratka vremena izvrxavaǌa.
Additional [86] instance sa vixe od 400 qvorova su se pokazale kao vremenski
najzahtevnije. Iz rezultata u Prilogu A mo!e se primetiti da za fiksnu vred-
nost n vreme do pronala!eǌa najbo%eg rexeǌa opada sa porastom broja qvorova
p, tj. instance kod kojih je odnos n

p maǌi su zahtevnije za rexavaǌe budu”i da
je prostor dopustivih rexeǌa u tom sluqaju ve”i. Kako je najve”a vrednost u
avg.gap koloni 1.77% (za Additional [86] instance sa 400 qvorova), mo!e se za-
k%uqiti da SVNS vrednosti dobijene u razliqitim pokretaǌima ne odstupaju
qesto od najbo%e na$ene vrednosti, odnosno da je predlo!eni algoritam stabi-
lan. Do istog zak%uqka se dolazi uvidom u avg.dev kolonu, budu”i da je najve”a
vrednost devijacije 1.09% (za velike instance sa 250 qvorova).
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Tabela 2.2: Proseqni rezultati SVNS algoritma za grupisane pmed1-pmed40 i
Additional [86] pmed instance.

Inst. n #inst proseqne SVNS vrednosti

avg.f avg.t avg.ttot avg.gap avg.dev(%)
male instance

pmed1-pmed5 10 5 106.60 0.00 0.00 0.17 0.41
pmed1-pmed5 20 10 117.70 0.00 0.02 0.00 0.00
pmed1-pmed5 30 10 134.90 0.00 0.03 0.00 0.01
pmed1-pmed5 40 15 121.27 0.00 0.04 0.08 0.30
pmed1-pmed5 50 10 107.70 0.01 0.05 0.15 0.16

sredǌe instance
pmed1-pmed5 60 15 101.07 0.03 0.76 0.03 0.02
pmed1-pmed5 70 15 103.33 0.04 1.02 0.03 0.02
pmed1-pmed5 80 15 106.73 0.14 1.35 0.03 0.04
pmed1-pmed5 90 19 105.42 0.13 1.57 0.15 0.17
pmed1-pmed5 100 19 106.58 0.19 1.85 0.27 0.20
pmed6-pmed10 150 20 63.65 0.40 3.20 0.37 0.19
pmed6-pmed10 200 23 64.30 1.15 5.67 0.36 0.29

velike instance
pmed6-pmed10 250 20 48.25 0.61 1.46 1.43 1.09
pmed11-pmed15 300 20 53.50 0.37 1.49 0.74 0.45
pmed11-pmed15 350 16 39.38 1.21 2.79 1.94 1.34
pmed16-pmed20 400 16 38.19 3.06 7.68 1.10 0.84

Additional [86] instance
pmed1-pmed5 100 5 131.00 0.05 0.44 0.14 0.07
pmed6-pmed10 200 5 83.00 0.29 1.74 0.43 0.61
pmed11-pmed15 300 5 61.50 0.68 3.75 1.08 0.54
pmed16-pmed20 400 5 45.00 9.16 30.81 1.77 0.69
pmed21-pmed25 500 5 46.00 14.30 50.75 0.95 0.77
pmed26-pmed30 600 5 45.00 9.79 62.31 0.38 0.22
pmed31-pmed34 700 4 49.33 9.90 92.67 0.98 0.69
pmed35-pmed37 800 3 37.00 5.74 221.02 0.00 0.00
pmed38-pmed40 900 3 57.00 23.33 199.29 1.67 0.93

U Tabeli 2.3 prikazani su sumarni rezultati SVNS algoritma. Za svaku
grupu instanci prikazan je broj instanci u grupi, a zatim u koloni oznaqenoj
sa %opt/%bk procenat instanci te grupe za koje je SVNS dostigao optimalna
rexeǌa (za instance za koje su poznata), tj. najbo%a poznata rexeǌa iz li-
terature (uzete su u obzir i metode predlo!ene nakon objav%ivaǌa [94]). U
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koloni avg.gap(local) prikazano je proseqno procentualno odstupaǌe dobijenih
vrednosti u razliqitim izvrxavaǌima SVNS algoritma od najbo%e dobijene
vrednosti iz svih 20 izvrxavaǌa. Posledǌa kolona oznaqena sa avg.gap sadr!i
proseqno procentualno odstupaǌe najbo%ih vrednosti koje je SVNS dostigao od
najbo%ih vrednosti iz literature. Za svaku instancu je odre$eno odstupaǌe
gap inst po formuli:

gap inst =
|bestSV NS ↔ bestknown|

bestknown
· 100,

a zatim je izraqunat prosek odstupaǌa za grupu.

Tabela 2.3: Sumarni rezultati SVNS algoritma.

Instance #Inst %opt/%bk avg.gap(local)(%) avg.gap(%)
male 50 100.00 0.07 0.00

sredǌe 126 99.21 0.17 0.01
velike 72 84.72 1.28 0.83

Additional [86] 40 82.50 0.69 1.66

Za svih 50 malih instanci poznata su optimalna rexeǌa. Na ovom skupu
SVNS dosti!e sva optimalna rexeǌa (avg.gap = 0%) u skoro svim izvrxavaǌima
(avg.gap(local) = 0.07%). Za 122 od 126 sredǌih instanci u literaturi su poznata
optimalna rexeǌa i SVNS dosti!e 121 optimalnu vrednost (samo za instancu
pmed8 200 30 SVNS algoritmom dobija se vrednost 70, a optimalna je 69). Za
preostale 4 instance SVNS algoritmom dobijena su rexeǌa koje se poklapaju
sa najbo%im poznatim iz literature. Optimalno rexeǌe poznato je za 71 od 72
velike instance, a SVNS algoritmom dostignuto je za 61 instancu, a za ostalih
11 prona$ena su dopustiva rexeǌa visokog kvaliteta. Za 7 od 40 instanci iz
Additional grupe [86], SVNS ne nalazi najbo%e poznate vrednosti iz literature,
ali u tim situacijama nalazi kvalitetna dopustiva rexeǌa koja u proseku
odstupaju za 1.66% od najbo%ih pozatih rexeǌa iz literature.

2.5.1 Pore$eǌe sa drugim metodama iz literature
U svim radovima iz literature korix”ene su pmed instance. Me$utim, u ra-

zliqitim radovima broj testiranih instanci, kao i kriterijumi zaustav%aǌa
nisu isti, a razlikuje se i prezentacija dobijenih rezultata. Sve ovo ote!ava
direktno pore$eǌe metoda. U Tabeli 2.4 dat je prikaz rezultata za pmed in-
stance za PNCP iz literature (uk%uqeni su i radovi objav%eni nakon [94]). Za
svaki rad na ovu temu, prikazana je godina objav%ivaǌa, broj rexavanih pmed
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instanci, kriterijum zaustav%aǌa koji se koristi u predlo!enoj metodi, kao
i informacije o dobijenim rezultatima koje su dostupne u radu.

Tabela 2.4: Pregled literature za PNCP instance.

Referenca Godina # instanci Kriterijum zaustav%aǌa Rezultati
[85] 2023 264 max CPU=1800s najbo%e, proseqno i najgore rexeǌe,

CPU do prvog dostizaǌa najbo%eg re-
xeǌa, # izvrxavaǌa koja nalaze naj-
bo%e rexeǌe (od 20)

[94] 2023 285 max 5000 iteracija najbo%e rexeǌe, # izvrxavaǌa koja
nalaze najbo%e rexeǌe (od 20), ukup-
no CPU vreme, CPU do prvog dostizaǌa
najbo%eg rexeǌa, gap, st.dev.

[78] 2023 132 max CPU=CPU iz [66] najbo%e rexeǌe, proseqno vreme do
prvog dostizaǌa najbo%eg rexeǌa, #
izvrxavaǌa koja nalaze bo%e rexeǌe
od rexeǌa iz [66] i [1] (od 10), st.dev,
avg.dev.

[107] 2022 413 max CPU=60s % izvrxavaǌa koja nalaze najbo%e re-
xeǌe, normalizovano CPU vreme do
prvog dostizaǌa najbo%eg rexeǌa

[86] 2021 104 max CPU=5n najbo%e, proseqno i najgore rexeǌe,
CPU do prvog dostizaǌa najbo%eg re-
xeǌa, # izvrxavaǌa koja nalaze naj-
bo%e rexeǌe (od 20), gap

[65] 2021 413 max CPU=7 dana najbo%e rexeǌe, CPU do prvog dosti-
zaǌa najbo%eg rexeǌa

[66] 2018 132 broj generisanih rexeǌa najbo%e rexeǌe, CPU, gap
[1] 2015 132 max CPU=4h proseqne vrednosti, CPU

U navedenim radovima korix”ene su ukupno 453 instance, koje su pode%ene
u 5 grupa i u Tabeli 2.5 se mo!e videti koje grupe instanci su rexavane u
svakom od navedenih radova.

Tabela 2.5: PNCP instance.

Grupa # inst Inst. ime Inst. dimenzija Reference
Grupa 1 64 pmed1-pmed4,pmed6-pmed8 10 ↗ n ↗ 200 [1], [65], [66], [85] [86],[78] [94], [107]
Grupa 2 68 pmed1-pmed4 50 ↗ n ↗ 100 [1], [65], [66], [85],[78], [94], [107]
Grupa 3 113 pmed5,pmed9-pmed19 10 ↗ n ↗ 400 [65],[94], [107]
Grupa 4 168 pmed20-pmed40 350 ↗ n ↗ 900 [65], [107]
Grupa 5 40 Additional [86] pmed 100 ↗ n ↗ 900 [85], [86], [94]

U Tabeli 2.6 za svaki rad dati su: broj najbo%ih poznatih rexeǌa koje
dosti!e svaka od metoda (kolona #best) za svaku od 5 grupa instanci kao i
procenat dostignutih najbo%ih rexeǌa (kolona %best). Ukoliko u navedenom
radu odre$ena grupa instanci nije testirana, navedena je oznaka ,,-”. Rezultati
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u vrsti SVNS za PNCP dobijeni su Algoritmom iz 2.4, dok su rezultati u
vrsti SVNS za CPNCP dobijeni Algoritmom koji je opisan u 4.3 i koji se mo!e
koristiti i za rexavaǌe PNCP.

Tabela 2.6: Pore$eǌe SVNS rezultata sa rezultatima iz literature.

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3 Grupa 4 Grupa 5

#best %best #best %best #best %best #best %best #best %best
SVNS za CPNCP [96] 64 100 68 100 109 96.46 149 88.69 38 95

[85] 64 100 68 100 - - - - 40 100
SVNS za PNCP [94] 63 98.44 68 100 102 90.27 - - 33 82.5

[78] 60 93.75 68 100 - - - - - -
[107] 64 100 68 100 113 100 168 100 - -
[86] 50 78.12 - - - - - - 29 72.5
[65] 63 98.44 68 100 112 99.2 158 95.05 - -
[66] 46 71.88 52 76.47 - - - - - -
[1] 52 81.25 56 82.34 - - - - - -

Iz Tabele 2.6 mo!e se videti da predlo!eni SVNS za PNCP [94] ne dosti!e
najbo%e poznato rexeǌe za 19 od 285 instanci na kojima je testiran. Treba na-
pomenuti da su rezultati publikovani u [65] dobijeni nakon 7 dana za pojedine
instance. Osim toga, iako se u radovima [85] i [107] nalaze najbo%a poznata
rexeǌa za 100% testiranih instanci, nijedan od ovih radova ne obuhvata sve
grupe instanci, a kao xto se mo!e videti u Tabeli 2.6, upravo su se Grupe 3,
4 i 5 pokazale kao texke za rexavaǌe.

Na osnovu prikazanih rezultata, mo!e se zak%uqiti da se predlo!eni SVNS
algoritam za rexavaǌe PNCP pokazao kao pouzdan i stabilan metod. U situa-
cijama kada optimalno rexeǌe nije na$eno, dobijena su kvalitetna rexeǌa u
kratkom vremenskom periodu. Tako$e, metoda se pokazala kao konkurentna pri-
likom pore$eǌa sa drugim metodama iz literature, tj. kao uspexnija od ve”ine
ranije predlo!enih metoda.
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Glava 3

Problem p-rezervnog centra sa
faktorom uxtede

U ovoj glavi opisana je verzija problema p-rezervnog centra koja podrazu-
meva olakxanu komunikaciju izme$u centara i nazvana je problem p-rezervnog
centra sa faktorom uxtede (engl. p-next center problem with discount factor, ωPNCP).
Ova verzija PNCP prvi put je predlo!ena u radu J. Tasi”, Z. Dra!i”, Z. Sta-
nimirovi” [95] u kome je ωPNCP formulisan kao problem celobrojnog linearnog
programiraǌa i predlo!ena je osnovna metoda promen%ivih okolina za ǌegovo
rexavaǌe. Algoritam je testiran na skupu od 90 pmed instanci.

3.1 Motivacija i opis problema
Sa aspekta efikasnosti, logiqno je omogu”iti br!i (jeftiniji) transport

na deonicama koje povezuju centre, u odnosu na transport izme$u korisnika
i centara. U praksi se najqex”e centri uspostav%aju u blizini brzih i pou-
zdanih saobra”ajnica, xto olakxava komunikaciju izme$u centara u odnosu na
komunikaciju izme$u centara i korisnika. Jedan primer gde je br!i transport
izme$u centara naroqito va!an je prevoz pacijenata u texkom zdravstvaenom
staǌu do odgovaraju”e zdravstvene ustanove. Naime, pacijent dolazi do naj-
bli!e zdravstvene ustanove (tj. do primarnog centra) uobiqajenim naqinom
i brzinom prevoza. Me$utim, ta ustanova nije u mogu”nosti da mu pru!i po-
trebnu uslugu (ambulanta je puna, ne poseduje odgovaraju”u opremu, medicinski
aparati su u kvaru i sliqno). Kako se radi o hitnom sluqaju, pacijent se iz
primarnog centra do druge zdravstvene ustanove (tj. rezervnog centra) trans-
portuje vozilom hitne pomo”i, koje zahva%uju”i prvenstvu prolaza i rotaciji
mo!e znatno br!e sti”i do rezervnog centra. Korisnik pritom nije mogao da
koristi takav vid prevoza od ku”e do prve ustanove, niti je unapred mogao zna-
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ti da mu u primarnom centru ne”e biti pru!ena pomo”. Sliqno tome, izme$u
bolnice u jednom mestu (tj. primarnog centra) i bolnice u drugom mestu (rezer-
vnog centra), izgradǌom heliodroma mo!e se omogu”iti transport pacijenata
helikopterom, qime se dodatno skra”uje vreme prevoza izme$u centara.

Imaju”i u vidu ovaj praktiqni aspekt, u PNCP model je uveden faktor ux-
tede ω ↓ (0, 1) , kojim se posti!e smaǌeǌe vremena (troxkova) na deonicama
koje povezuju centre. Kao i kod PNCP i u sluqaju ωPNCP fokus je na korisniku
koji se nalazi u najloxijoj situaciji, tj. prelazi najdu!e ukupno rastojaǌe do
svog rezervnog centra, ali se pri raqunaǌu ukupnog rastojaǌa uzima u obzir
jeftiniji transport od primarnog do rezervnog centra. Problem ωPNCP, kao
varijanta PNCP, pripada klasi NP-texkih problema.

Ukoliko je A = {1, 2, ..., n} zadati skup lokacija (svaka od tih lokacija je
kandidat za uspostav%aǌe centra) i D = (dij)n↔n matrica rastojaǌa izme$u po-
menutih lokacija, zadatak je odrediti skup P koji sadr!i p lokacija na kojima
”e biti uspostav%eni centri. Svaki korisnik se pridru!uje najbli!em centru
koji postaje ǌegov primarni centar, a tako$e se i za svaki centar odre$uje re-
zervni centar, u koji se korisnik preusmerava ukoliko primarni centar izne-
nada prestane da funkcionixe. Uzimaju”i u obzir faktor uxtede ω, rastojaǌe
koju korisnik i prelazi u najgorem sluqaju je rastojaǌe do ǌegovog primarnog
centra uve”ano za rastojaǌe od primarnog do rezervnog centra pomno!eno fak-
torom ω. Skup centara P treba odrediti tako da je najdu!e ovakvo rastojaǌe
koje prelaze korisnici najmaǌe mogu”e. Drugim reqima ci% je:

min
P≃A,|P |=p

f(P ), (3.1)

gde je
f(P ) = max

i↑A
{min
j↑P

dij + min
j↑↑argminj↓P dij

min
k↑P,k ↗=j↑

ω · dj↑k}. (3.2)

Matematiqka formulacija ωPNCP kao problema celobrojnog linearnog pro-
gramiraǌa izvedena je iz formulacije za PNCP prikazane u Sekciji 2.3, uz
uvo$eǌe faktora uxtede ω u uslove (2.6) i (2.7), koji postaju:

w ≃
∑

k↑A,k ↗=j

ωdjkxjk, j ↓ A, (3.3)

w ≃ dij(xij ↔ yi) +
∑

k↑A,k ↗=j

ωdjkxjk, i, j ↓ A, i ⇐= j. (3.4)

Na Slici 3.1 prikazan je efekat upotrebe faktora uxtede na primeru male
instance sa n = 10 qvorova i p = 3. Centri su oznaqeni sa ↭, dok su korisnici
oznaqeni sa •.

48



Glava 3. Problem p-rezervnog centra sa faktorom uxtede

Na Slici 3.1(a) prikazano je optimalno rexeǌe {3, 5, 8} za PNCP qija je
vrednost funkcije ci%a

⇓
2+

⇓
20 = 5.89, xto je du!ina puta koju prelaze kori-

snici 9 i 10. Kada se uk%uqi faktor uxtede i za istu instancu rexi ωPNCP za
ω = 0.1, dobija se optimalno rexeǌe {3, 5, 9} prikazano na Slici 3.1(b). U ovom
sluqaju kritiqni korisnik 1 prelazi rastojaǌe: d13+ωd35 = 2

⇓
2+0.1 ·

⇓
5 = 3.05.

Na Slici 3.1(c) prikazano je optimalno rexeǌe ωPNCP za ω = 0.2 za istu in-
stancu. U tom sluqaju je najbo%e centre uspostaviti na lokacijama {3, 5, 10},
dok je vrednost funkcije ci%a

⇓
8 + 0.2 ·

⇓
5 = 3.28, xto je du!ina putaǌe koju

prelaze korisnici 1 i 2. Na ovom primeru se mo!e videti da uvo$eǌe para-
metra ω u model meǌa i lokacije centara u optimalnom rexeǌu, a oqekivano
i vrednost funkcije ci%a je znaqajno maǌa kada su centri povezani deonicama
koje se br!e prelaze. Ovo odgovara scenariju u kome se centri uspostav%aju
u blizini autoputa, nasuprot situaciji kada se nalaze u gradskim jezgrima, i
pru!a uvid u mogu”u uxtedu koja bi se takvim planiraǌem ostvarila.

(a) PNCP (b) εPNCP za ε = 0.1 (c) εPNCP za ε = 0.2

Slika 3.1: Pore$eǌe optimalnih rexeǌa za (a) PNCP, (b) ωPNCP za ω = 0.1 i
(c) ωPNCP za ω = 0.2 na maloj instanci.

3.2 BVNS algoritam za ωPNCP

U ovom poglav%u bi”e opisana implementacija algoritma predlo!enog za
rexavaǌe ωPNCP zasnovanog na osnovnoj varijanti VNS metode. K%uqni koraci
BVNS metode za rexavaǌe ωPNCP prikazani su Algoritmom 12. Glavne ideje
i strukture algoritma su u osnovi preuzete iz SVNS algoritma za rexavaǌe
PNCP iz 2.4.

Reprezentacija rexeǌa, definicija okolina i generisaǌe poqetnog rexeǌa
su identiqni kao i 2.4. Korix”ena je celobrojna reprezentacija rexeǌa, tj.
rexeǌe je predstav%eno celobrojnim vektorom x du!ine p, qiji elementi pred-
stav%aju indekse lokacija na kojima treba uspostaviti centre. Da bi rexe-
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ǌe bilo dopustivo, elementi vektora x moraju biti razliqiti. Okolina N1(x)
rexeǌa x sadr!i sva dopustiva rexeǌa x

↓ koja se od rexeǌa x razlikuju u
jednom elementu. Analogno se definixu okoline Nk(x), k = 2, 3, ..., kmax. Inici-
jalno rexeǌe generisano je nasumiqno, dok je za kriterijum zaustav%aǌa uzet
maksimalan broj pozivaǌa funkcije za fazu razmrdavaǌa. Prilikom faze raz-
mrdavaǌa, generixe se nasumiqno rexeǌe x

↓ ↓ Nk(x), k = 1, 2, ..., kmax, koje ima k

razliqitih centara od trenutnog rexeǌa x. Zatim se od tako dobijenog rexeǌa
x
↓ zapoqiǌe lokalna pretraga u okolini N1(x↓).
Jedna od suxtinskih razlika BVNS algoritma za ωPNCP u odnosu na SVNS

implementaciju za PNCP je u raqunaǌu vrednosti funkcije ci%a. Neka je c

centar najbli!i lokaciji a, i neka je b centar najbli!i centru c. Za zadatu
vrednost ω i rexeǌe x, vrednost funkcije ci%a se raquna kao f(x) = max

a↑A
d1+ω·d2,

gde je d1 = d(a, c) ako je a korisnik i d1 = 0 ako je a centar, dok je d2 = d(c, b).
Oslaǌaju”i se na pomo”ne nizove c1 i c2 du!ine n u kojima se za svaku lo-

kaciju pamte ǌen najbli!i, odnosno drugi najbli!i centar, kao i vektore z i
r opisane u 2.4.2, adaptirane su odgovaraju”e procedure Update() i MoveEvalu-
ation() po uzoru na procedure predstav%ene Algoritmima 11 i 7 korix”ene za
PNCP. Procedurom Update() za zadato rexeǌe x i par lokacija (in, out) od kojih
in ↓ A \ {x(1), x(2), ..., x(p)} postaje deo rexeǌa, a centar out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}
se zatvara, modifikuje se rexeǌe x i a!uriraju pomo”ni nizovi c1 i c2. Dakle,
formira se rexeǌe ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out} i vrxe neophodne izmene u
nizovima c1 i c2, tako da oni odgovaraju novom rexeǌu. Osim u fazi lokalne
pretrage, Update() procedura koristi se i u fazi razmrdavaǌa.

Algoritam 12 BVNS za ωPNCP

1: Inicijalizacija: izabrati okolineNk, k = 1, kmax za fazu razmrdavanja. Odrediti kriterijum
zaustavljanja. Generisati početno rešenje x

→ ↓ S, f
→ ⇒ f(x→).

2: while kriterijum zaustavljanja nije ispunjen do
3: k ⇒ 1
4: while k ↗ kmax do
5: x

↓ ⇒ Shaking(x→
, k) ϱ razmrdavanje

6: x
↓↓ ⇒ LS fih(x↓) ϱ lokalna pretraga

7: if f(x↓↓) < f
→ then ϱ odluka o pomeranju

8: x
→ ⇒ x

↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓)
9: else

10: k ⇒ k + 1

Procedura MoveEvaluation() za zadato rexeǌe x i lokaciju in koja nije deo
rexeǌa x (tj. in ↓ A\{x(1), x(2), ..., x(p)}), a koja postaje centar, odre$uje centar
out qijim zatvaraǌem bi se dobila najbo%a vrednost funkcije ci%a za rexeǌe
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({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out}. Treba napomenuti da je tokom adaptacije Al-
goritma 7 za rexavaǌe ωPNCP bilo neophodno uzimaǌe u obzir parametra ω

prilikom odre$ivaǌa du!ine rastojaǌa f
↓, kao i prilikom adaptacije Algori-

tama 8, 9 i 10 za odre$ivaǌe vrednosti u pomo”nim vektorima r i z. Upotreba
ove procedure omogu”ava da se na efikasan naqin (slo!enost je O(n)) odredi
najbo%i sused iz dela okoline N1(x) rexeǌa x, pod pretpostavkom da se lokacija
in dodaje u rexeǌe.

U fazi razmrdavaǌa, polaze”i od zadatog rexeǌa x
→ i ǌemu odgovaraju”ih

vektora c1 i c2, Shaking() procedurom se na sluqajan naqin bira k elemenata iz
x
→, k elemenata koji nisu deo rexeǌa x

→ i poziva se funkcija Update() k puta.
Na taj naqin dobija se rexeǌe x

↓ ↓ Nk(x→) i ǌemu prilago$eni vektori c1 i
c2. Procedura LS fih() obuhvata pretragu okoline N1 rexeǌa x

↓, pri qemu se
ne razmatraju svi susedi od x

↓. Kritiqni korisnik u kontekstu ωPNCP defi-
nisan je kao korisnik i

→ = argmaxi↑A\{x↑(1),x↑(2),...x↑(p)}{d(i, c1(i)) + ω · d(c1(i), c1(c1(i))}.
Rastojaǌe koje ovaj korisnik prelazi predstav%a vrednost funkcije ci%a za
trenutno rexeǌe. Ukoliko ovakvih korisnika ima vixe, nasumiqno se odabere
jedan kritiqni korisnik i

→ koji ”e se analizirati. Funkcija MoveEvaluation()
poziva se samo za one lokacije koje bi, ukoliko bi postale deo rexeǌa, skra-
tile putaǌu koju prelazi i

→. Drugim reqima, razmatraju se samo one lokaci-
je in ↓ A koje nisu deo rexeǌa x

↓, a koje zadovo%avaju d(i→, in) ↗ d(i→, c1(i→)) i
d(i→, in)+ ω · d(in, c1(in)) < d(i→, c1(i→))+ ω · d(c1(i→)), c1(c1(i→))). Na ovaj naqin vrxi se
filtriraǌe kandidata tako xto se rexeǌa iz okoline N1(x↓) koja ne zadovo%a-
vaju ovaj uslov ni ne razmatraju, qime se dodatno ubrzava proces pretrage.

U sluqaju pronalaska rexeǌa sa maǌom vrednox”u funkcije ci%a, proce-
dura LS fih() ponovo pokuxava da pobo%xa novodobijeno rexeǌe, ponav%aju”i
algoritam u N1 okolini tog novog rexeǌa. Lokalna pretraga se ponav%a sve
dok ima pobo%xaǌa i rezultat je lokalni minimum x

↓↓. Ukoliko x
↓↓ pobo%xa-

va vrednost funkcije ci%a trenutno najbo%eg rexeǌa x
→, u narednoj iteraciji

BVNS algoritma da%a pretraga se nastav%a od ǌega (tj. x
→ ⇒ x

↓↓, linije 7-
8 Algoritma 12). U suprotnom, pretraga se nastav%a u narednoj okolini do
tada najbo%eg prona$enog rexeǌa x

→. Kada brojaq okolina k dostigne svoju
maksimalnu dozvo%enu vrednost kmax, on se resetuje na 1. Opisani koraci se
ponav%aju sve dok kriterijum zaustav%aǌa ne bude ispuǌen.

3.3 Eksperimentalni rezultati
Testiraǌe predlo!enog BVNS algoritma za rexavaǌe ωPNCP vrxeno je u

istom okru!eǌu opisanom na poqetku sekcije 2.5. Korix”eno je 50 malih pmed
instanci sa n ↗ 50 qvorova i 40 instanci iz Additional [86] skupa sa 100 ↗
n ↗ 900 qvorova. Svaka instanca rexavana je za tri vrednosti parametra
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ω ↓ {0.1, 0.4, 0.6}, tako xto je predlo!eni BVNS pokrenut 20 puta za svaku in-
stancu polaze”i od razliqitih nasumiqno generisanih rexeǌa. Vrednosti pa-
rametara za BVNS algoritam prikazane su u Tabeli 3.1.

Tabela 3.1: Vrednosti parametara za BVNS algoritam.

Grupa instanci itermax kmax ω

pmed n ↗ 50 500 5 {0.1,0.4,0.6}
Additional [86] 5000 5 {0.1,0.4,0.6}

Kvalitet rezultata dobijenih predlo!enim BVNS algoritmom oceǌen je ǌi-
hovim pore$eǌem sa optimalnim i suboptimalnim rexeǌima dobijenim egzak-
tnim rexavaqem CPLEX 22.1.0 koji je korix”en za testiraǌe matematiqke for-
mulacije opisane u Sekciji 3.1. Vreme za rad rexavaqa ograniqeno je na 2 sata
po instanci. Kompletni rezultati se mogu na”i u Prilogu B, dok su sumarni
rezultati prikazani u Tabeli 3.2. Prve tri kolone Tabele 3.2 odnose na in-
stance i prikazuju grupu instanci, broj qvorova koje instance u grupi imaju,
kao i broj instanci u grupi. U qetvrtoj koloni je data vrednost faktora uxtede
ω. Naredne tri kolone odnose se na rezultate dobijene CPLEX rexavaqem: #opt

kolona sadr!i broj instanci za koje je CPLEX pronaxao optimalno rexeǌe, u
koloni #feas prikazan je broj instanci za koje je prona$eno samo dopustivo re-
xeǌe, dok je u koloni avg.t(s) prikazano proseqno vreme rada CPLEX rexavaqa
(u sekundama) za posmatranu grupu. Posledǌe dve kolone sadr!e informacije o
rezultatima BVNS algoritma: u koloni %bk nalazi se procenat instanci za koje
je BVNS dostigao optimalno rexeǌe, ili najbo%e poznato rexeǌe za instan-
ce za koje optimalno rexeǌe nije poznato. Posledǌa kolona sadr!i proseqno
vreme izvrxavaǌa BVNS algoritama, tako$e u sekundama. Kako je za svaku in-
stancu algoritam pokretan 20 puta, ukupno proseqno vreme rada algoritma za
svaku grupu se mo!e dobiti mno!eǌem vremena avg.t sa 20.

Tabela 3.2: Sumarni rezultati dobijeni CPLEX rexavaqem i BVNS algoritmom
na skupu malih pmed instanci (n ↗ 50) i Additional [86] skupu instanci (100 ↗
n ↗ 900).

Inst n #Inst ω CPLEX BVNS
#opt #feas avg.t(s) %bk avg.t(s)

pmed n ↗ 50 n ↗ 50 50 0.1 50 - 56.35 100% 0.04
Additional [86] 100 ↗ n ↗ 900 40 0.1 0 16 7200.00 100% 17.45
pmed n ↗ 50 n ↗ 50 50 0.4 50 - 18.90 100% 0.03
Additional [86] 100 ↗ n ↗ 900 40 0.4 2 16 6602.00 100% 12.67
pmed n ↗ 50 n ↗ 50 50 0.6 50 - 11.73 98% 0.03
Additional [86] 100 ↗ n ↗ 900 40 0.6 3 16 6170.63 100% 79.48

52



Glava 3. Problem p-rezervnog centra sa faktorom uxtede

Mo!e se primetiti da je CPLEX rexavaq naxao optimalna rexeǌa za sve
male instance, me$utim na Additional [86] skupu se nije pokazao tako dobro. Op-
timalna rexeǌa na$ena su za 3 instance u sluqaju kada je ω = 0.6, za 2 instance
kada je ω = 0.4, dok u sluqaju ω = 0.1 nije prona$eno nijedno optimalno rexeǌe.
Osim toga, CPLEX nije uspeo da prona$e ni dopustivo rexeǌe za qak 24 in-
stance u sluqaju ω = 0.1, tj. za 22 instance za ω = 0.4 i 21 instancu za ω = 0.6. Sa
druge strane, BVNS nije dostigao samo jedno poznato optimalno rexeǌe (za in-
stancu pmed3 50 20 i ω = 0.6), dok je u skoro svim sluqajevima kada optimalna
rexeǌa nisu poznata dostigao bo%a rexeǌa od CPLEX rexavaqa. Na Slici 3.2
prikazane su proseqne vrednosti funkcije ci%a dostignute BVNS algoritmom
i CPLEX rexavaqem za instance iz Additional [86] skupa za koje nisu poznata op-
timalna rexeǌa. Mo!e se uoqiti da su BVNS algoritmom znaqajno poprav%ene
vrednosti dobijene CPLEX rexavaqem na ovim instancama za sve posmatrane
vrednosti faktora uxtede ω.

Slika 3.2: Proseqne vrednosti funkcije ci%a dostignute CPLEX rexavaqem i
BVNS algoritmom na instancama iz Additional [86] skupa za koje nisu poznate
optimalne vrednosti.

Kako je ωPNCP znaqajan problem sa aspekta uxtede koja se posti!e kada su
veze izme$u centara efikasne, u Tabeli 3.3 prikazani su proseqni rezultati
BVNS algoritma za tri razmatrane vrednosti parametra ω. Instance su grupi-
sane po broju qvorova, a zatim su za svaku grupu izraqunate proseqne vrednosti
funkcije ci%a, kao i proseqna vremena izvrxavaǌa algoritma. Kako je u slu-
qaju ω = 1 (tj. kada nema ubrazaǌa transporta izme$u centara) req o PNCP
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problemu, u Tabeli 3.3 su prikazane i proseqne najbo%e poznate vrednosti za
PNCP. Treba primetiti da su ove vrednosti gorǌa ograniqeǌa vrednosti funk-
cija ci%a za ωPNCP za ω < 1. Tabela 3.3 organizovana je na slede”i naqin: u
prvoj koloni dat je broj qvorova n, zatim #Inst - broj instanci u grupi, a po-
tom proseqna vrednost najbo%ih poznatih vrednosti funkcije ci%a za PNCP u
koloni UB. Nakon toga slede proseqni rezultati BVNS algoritma dobijeni za
tri razliqite vrednosti faktora uxtede ω: avg.f - proseqna vrednost funkcije
ci%a, avg.t - proseqno vreme izvrxavaǌa BVNS algoritma (u sekundama), kao i
sav(%) - proseqna uxteda koja se posti!e uvo$eǌem faktora uxtede ω u odnosu
na UB vrednost (u procentima). Mo!e se zak%uqiti da se ostvaruje proseqna
uxteda od 17.23%, ukoliko se komunikacija izme$u centara ubrza 40% (tj. uko-
liko je ω = 0.6 umesto ω = 1). U sluqajevima kada je ω = 0.4 i ω = 0.1, proseqne
uxtede su 25.20% i 37.32%, redom.

Tabela 3.3: Rezultati dobijeni BVNS algoritmom na skupu malih pmed instan-
ci (n ↗ 50) i na Additional [86] skupu instanci (100 ↗ n ↗ 900).

BVNS ω = 0.1 BVNS ω = 0.4 BVNS ω = 0.6

n #Inst UB avg.f avg.t sav(%) avg.f avg.t sav(%) avg.f avg.t sav(%)
10 5 106.60 50.68 «0.01 53.99 72.88 «0.01 33.99 85.84 «0.01 21.87
20 10 117.70 68.46 0.01 42.73 89.04 0.01 25.10 99.36 0.01 16.27
30 10 134.90 85.96 0.03 36.20 102.50 0.02 23.99 115.06 0.02 14.77
40 15 121.27 79.13 0.04 36.22 95.39 0.04 22.62 105.20 0.04 14.16
50 10 107.70 70.35 0.07 34.91 85.02 0.06 21.49 92.26 0.06 14.60
100 5 131.00 94.00 2.02 29.61 107.12 1.78 19.70 114.60 1.73 14.26
200 5 82.60 55.38 8.10 35.35 63.64 7.10 25.33 69.36 6.09 17.66
300 5 58.60 39.70 19.10 33.96 44.52 16.29 25.44 47.20 15.46 20.68
400 5 44.40 31.08 34.69 31.64 35.28 29.09 21.42 37.28 29.87 16.74
500 5 41.00 27.62 56.53 33.39 31.32 48.35 24.13 34.24 46.83 16.93
600 5 43.60 24.40 84.31 43.17 27.68 72.31 35.29 32.06 67.26 26.13
700 4 42.50 23.28 66.30 38.74 25.95 59.69 31.11 31.05 55.38 20.18
800 3 37.00 25.47 47.35 31.54 28.13 43.15 24.19 29.60 46.35 20.10
900 3 45.67 23.40 67.36 40.79 26.73 56.02 33.04 32.53 53.45 23.23
Total 37.32 25.20 17.23
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Glava 4

Uslov”eni problem p-rezervnog
centra

Ova glava posve”ena je modifikaciji problema p-rezervnog centra pod nazi-
vom uslov%eni problem p-rezervnog centra (engl. Conditional p-next center problem,
CPNCP). Ovaj problem ima za ci% da istovremeno obuhvati realnu mogu”nost
iznenadnog kolapsa centara i potrebe za xireǌem postoje”eg sistema usled
pove”anog obima posla. Rezultati opisani u ovoj glavi publikovani su u radu
J. Tasi”, Z.Dra!i”, Z. Stanimirovi” [96]. U radu [96] se po prvi put u lite-
raturi razmatra problem koji objediǌuje navedena dva aspekta koja se jav%aju
u praksi. U ci%u egzaktnog rexavaǌa CPNCP razvijen je model celobrojnog
linearnog programiraǌa pomo”u kog su se upotrebom CPLEX rexavaqa dobila
optimalna rexeǌa problema na test primerima maǌih dimenzija. Za rexava-
ǌe test primera ve”ih dimenzija predlo!en je heuristiqki pristup zasnovan
na metodi promen%ivih okolina sa implementacijom procedure brze razmene
u okviru faze lokalne pretrage. Algoritam je testiran na skupu od 716 mo-
difikovanih instanci generisanih na osnovu poznatih pmed instanci za PNCP
iz literature. Dobijeni rezultati pokazuju efikasnost i stabilnost algorit-
ma, a tako$e pru!aju i informacije o tome kolika uxteda ili gubitak mogu
nastati korix”eǌem dve razliqite strategije u planiraǌu prilikom xireǌa
poslovne mre!e.

4.1 Motivacija i opis problema
Kada se problem p-centra primeǌuje u praksi, qesto se dexava da pre$e u

svoju uslov%enu varijantu, koja podrazumeva da je izvestan broj centara ve”
uspostav%en, a da je potrebno u postoje”i sistem dodati odre$en broj novih
centara, uz zadr!avaǌe postoje”ih. Na primer, ovo se qesto doga$a kada se pri-
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likom xireǌa neke poslovne mre!e uka!e potreba za pove”aǌem broja uslu!nih
centara, xto ne znaqi da ”e se postoje”e lokacije zatvoriti. Tako se dolazi
do formulacije uslov%enog problema p-centra (engl. Conditional p-center problem,
CPCP) u kojoj se odre$uju lokacije za p novih centara, uz da%e korix”eǌe ve”
uspostav%enih q centara. Svaki korisnik se zatim pridru!uje ǌemu najbli!em
od ukupno p+ q centara, a ci% je da maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌe-
mu najbli!eg centra bude minimalno. Problem se qesto u literaturi naziva
i problem (p, q)-centra (engl. (p, q)-center problem), a na sliqan naqin se mo!e
definisati i uslov%eni problem p-medijane, xto je uqiǌeno u [30].

Uslov%eni problem p-centra je prvi put predlo!en u literaturi u [64] u
obliku gde se analizira dodavaǌe samo jedne nove uslu!ne lokacije u postoje”i
sistem (p = 1, q ≃ 1), a ista varijanta problema razmatrana je i u [44]. Nakon
tih radova, 1990. godine objav%en je rad [19] u kome se razmatra uslov%eni pro-
blem p-centra i uslov%eni problem p-medijane u Euklidskom prostoru, a zatim
je publikovan rad [20] 1993. godine u kome je razmatrana uopxtena varijanta
CPCP u ravni. Adaptirana je metoda relaksacije koja je korix”ena za PCP i
izvrxeno je testiraǌe na instancama koje imaju do 200 nasumiqno generisanih
lokacija. Uslov%eni problem p-centra i uslov%eni problem p-medijane na gra-
fu uvedeni su 1980. godine u radu [72], ali je deta%no razmatran samo sluqaj
dodavaǌa jedne nove uslu!ne lokacije u sistem. U radu [29] iz 1989. godine
predlo!ena je egzaktna metoda za rexavaǌe CPCP u ravni i na mre!i. Prvi
korak u predlo!enoj metodi je sortiraǌe svih korisnika u opadaju”i poredak
po rastojaǌima do ǌima najbli!ih centara. Za optimalno rexeǌe va!i da je
prvih r korisnika alocirano nekom od novih p centara. Zadatak je odrediti
r i metoda predlo!ena u [29] uk%uquje binarnu pretragu i rexavaǌe jednog
problema p-centra u svakoj iteraciji. U radu je dokazana slo!enost ovog algo-
ritma koja je P (n)O(log(n)), gde je n broj korisnika, a P (n) slo!enost algoritma
koji se koristi za rexavaǌe PCP. U radu [11] predlo!ena je metoda za rexava-
ǌe uslov%enog problema p-centra i uslov%enog problema p-medijane. Metoda je
zasnovana na rexavaǌu jednog (neuslov%enog) problema (p + 1)-centra, tj. (ne-
uslov%enog) problema (p+1)-medijane. Pobo%xaǌe ove metode predlo!eno je u
[7] u kome u kome su prikazani rezultati dobijeni uz pomo” CPLEX rexavaqa
na pmed skupu instanci koje imaju do 700 qvorova.

U radu [18] predlo!en je iterativni algoritam za rexavaǌe CPCP, koji
predstav%a modifikaciju pristupa iz rada [29]. Prvi korak isti je kao u [29],
ali se vrednost r odre$uje na drugaqiji naqin. U svakoj iteraciji se gorǌa
granica optimalnog rexeǌa poprav%a rexavaǌem jednog p-centar potproblema.
Inicijalno se rexava potproblem sa samo jednim korisnikom i to je prvi ko-
risnik iz niza korisnika sortiranog u opadaju”em poretku po rastojaǌima do
ǌima najbli!ih centara. U svakoj narednoj iteraciji dodaje se slede”i kori-
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snik iz opadaju”eg poretka. Na ovaj naqin se rexava najvixe n problema PCP,
ali sa maǌim brojem korisnika od inicijalnog problema (izme$u 1 i r+1), dok
u metodi [29] potproblemi mogu imati vixe od r + 1 korisnika.

Metaheuristiqki pristup zasnovan na metodi promen%ivih okolina, vixe-
startnim principima, kao i tehnikama agregacije i nekim egzaktnim metodama
predlo!en je 2016. godine u radu [53]. Eksperiment je ura$en na skupu TSP
instanci za problem trgovaqkog putnika koje imaju do 71009 qvorova.

Planarne varijante PCP i CPCP u kojima se centri mogu otvoriti na bilo
kojoj lokaciji (taqki) u ravni razmatrane su u radu [14]. Predlo!ena je i una-
pre$ena varijanta algoritma iz [18] koja je testirana na skupu TSP instanci.

Problem p-centra, kao i sve ǌegove modifikacije i proxireǌa primeǌuju
se qesto u ralnim situacijama, recimo za planiraǌe zdravstvenih ustanova
svih nivoa (ambulante, dispanzeri, kliniqki centri, bolnice), apoteka, ali i
slu!bi bezbednosti kao xto su policijske i vatrogasne stanice, kasarne itd.
Kako je uspostav%aǌe ovakvih objekata skoro uvek skupo i vremenski zahtevno,
najqex”e je jednostavnije dodavaǌe potrebnog broja objekata u postoje”u or-
ganizaciju, kada se uka!e potreba, umesto izgradǌe celog sistema ispoqetka.
Sa druge strane, sve ove organizacije nisu uvek u staǌu da pru!e uslugu ili
odgovore na potrebe korisnika. Nedovo%no kapaciteta, %udstva ili tehniqkih
sredstava mo!e biti problem. Tako$e, nepogode kao xto su zem%otresi, po!a-
ri, poplave ili uragani mogu onesposobiti jednu ili vixe uslu!nih lokacija.
Zbog ovih razloga, korisnici se ne mogu osloniti isk%uqivo na svoju primarnu
ustanovu (recimo ambulantu) i nekada se moraju preusmeriti do rezervne usta-
nove (recimo zdravstvenog centra). Uzimaǌem u obzir oba spomenuta aspekta
dolazi se do formuliacije uslov%enog problema p-rezervnog centra, kao vari-
jante problema p-rezervnog centra, kod koje su neki centri ve” uspostav%eni.
Ci% je odrediti lokacije za zadati broj novih centara, na takav naqin da
je maksimalno rastojaǌe od korisnika do ǌegovog najbli!eg rezervnog cen-
tra minimalno. Problem se jox naziva i problem (p, q)-rezervnog centra (engl.
(p, q)-next center problem). Kako je problem PNCP NP-te!ak i CPNCP je tako$e
NP-te!ak.

Naredni primer prikazan na Slici 4.1 ilustruje razlike izme$u CPNCP i
CPCP. Neka je dat skup lokacija {1, 2, ..., 10} i neka je skup unapred uspostav%e-
nih centara Q = {1} i p = 2.
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(a) Optimalno rexeǌe za CPCP, Q = {1}. (b) Optimalno rexeǌe za CPNCP, Q = {1}.

Slika 4.1: Pore$eǌe optimalnih rexeǌa za CPCP i CPNCP na maloj instanci.

Postoje”i centar nalazi se na lokaciji 1 i oznaqen je sa ↫. Optimalno
rexeǌe CPCP dato je na Slici 4.1(a) i podrazumeva da se dodatni centri
otvaraju na lokacijama 4 i 8 (oznaqeni sa ↭). Kritiqni korisnici koji pre-
laze najdu!e rastojaǌe su korisnici 6, 9 i 10 i putaǌe koje prelaze su du!ine⇓
5, kolika je i vrednost funkcije ci%a za CPCP. Sa druge strane, ako se u

obzir uzme i mogu”nost otkaza centara, tj. razmatra CPNCP na istoj mre!i,
optimalno rexeǌe se dobija otvaraǌem dodatnih centara na lokacijama 4 i 7
(Slika 4.1(b)). Korisnik 10, qiji je primarni centar 7, a rezervni centar 4,
prelazi maksimalno ukupno rastojaǌe du!ine 3+

⇓
5. Kako se optimalna rexeǌa

CPCP i CPNCP razlikuju, mo!e se zak%uqiti da uzimaǌe u obzir mogu”nosti
kolapsa centara ima veliki uticaj na izbor lokacija za centre. Isti primer
razmatran je i u 2.1 i na Slici 2.1 prikazana su optimalna rexeǌa za PCP i
PNCP na istom primeru. Kako jedini prethodno otvoren centar na lokaciji 1,
nije deo rexeǌa PNCP na Slici 2.1(b), to znaqi da inicijalno otvoreni cen-
tri utiqu na lokacije naknadno otvorenih centara. Imaju”i u vidu navedeno,
mo!e se zak%uqiti da iako u svim problemima postoje sliqnosti i neke iste
pretpostavke, uvo$eǌe novih faktora koje name”e praksa, rezultira potpuno
drugaqijim optimalnim lokacijama centara i vrednostima funkcije ci%a, qak
i na malim primerima, xto govori u prilog potrebi da se razmatra CPNCP.

4.2 Matematiqka formulacija problema
Neka je A = {1, 2, ..., n} dati skup svih lokacija, tj. korisnika, postoje”ih cen-

tara i kandidata za nove centre. Neka je Q ↘ A, |Q| = q, skup ve” uspostav%enih
centara i neka je D = (dij)n↔n matrica rastojaǌa, gde dij predstav%a rastoja-
ǌe (vreme, cenu transporta) izme$u lokacija i i j. Pod pretpostavkom da se
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obim posla uve”ava i da postoji potreba da se postoje”a mre!a od q centara
proxiri, ci% je odrediti skup P koji sadr!i lokacije dodatnih p centara, a
zatim svakog korisnika pridru!iti ǌemu najbli!em od ukupno p + q centara.
Kako su u fokusu sistemi i slu!be koje su osposob%ene za reorganizaciju u
skladu sa problemima koji se mogu dogoditi na terenu, pretpostavka je da je
za svaki centar odre$en rezervni centar na koji se preusmeravaju korisnici
ukoliko je to neophodno. Dakle, ukoliko se po dolasku korisnika u primarni
centar ispostavi da korisnik ne mo!e biti uslu!en, on nastav%a put do re-
zervnog centra. Ci% CPNCP je minimizovati maksimalni ukupan pre$eni put
me$u svim korisnicima, odnosno minimizovati vrednost

f(P ) = max
i↑A

{
min{min

j↑Q
dij,min

j↑P
dij}+min{ min

k↑Q,k ↗=j↑
dj↑k, min

k↑P,k ↗=j↑
dj↑k}

}
,

j
↓ = argmin{min

j↑Q
dij,min

j↑P
dij},

po svim skupovima P , P ↘ A, |P | = p, P ↖ Q = ↙. Za formulisaǌe CPNCP kao
problema linearnog programiraǌa, definisane su binarne promen%ive, sliqno
kao za PNCP:

yj =

{
1, ukoliko je na lokaciji j uspostav%en centar, tj. j ↓ Q ⇑ P,

0, inaqe,

xij =

{
1, ukoliko je j centar koji je najbli!i lokaciji i (razliqit od i),
0, inaqe.

Uvo$eǌem neophodnih izmena u PNCP model [1], CPNCP se mo!e formulisati
na slede”i naqin:

min w (4.1)
∑

j↑A

yj = p+ q, (4.2)

∑

j↑A, j ↗=i

xij = 1, i ↓ A, (4.3)

xij ↗ yj, i, j ↓ A, i ⇐= j, (4.4)

yj +
∑

k↑A, d(i,k)>d(i,j)

xik ↗ 1, i, j ↓ A, i ⇐= j, (4.5)

w ≃
∑

k↑A,k ↗=j

d(j, k)xjk, j ↓ A, (4.6)

w ≃ d(i, j)(xij ↔ yi) +
∑

k↑A,k ↗=j

d(j, k)xjk, i, j ↓ A, i ⇐= j, (4.7)

xij ↓ {0, 1}, i, j ↓ A, i ⇐= j, (4.8)
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yj ↓ {0, 1}, j ↓ A \Q, (4.9)
yj = 1, j ↓ Q. (4.10)

Ci% je minimizacija kontinualne promen%ive w koja predstav%a maksmalno
rastojaǌe od korisnika do ǌegovog rezervnog centra, uz prolazak kroz pri-
marni centar. Uslovom (4.2) ukupan broj uspostav%enih centara se postav%a
na p + q. Uslovi (4.3)-(4.7) imaju isto znaqeǌe kao u PNCP modelu. Uslovima
(4.8) i (4.9) opisuje se binarna priroda promen%ivih, dok se uslovima (4.10)
indikatori koji odgovaraju ve” otvorenim centrima postav%aju na vrednost 1.

4.3 SVNS algoritam za CPNCP

U ovom poglav%u ”e biti opisana zakoxena metoda promen%ivih okolina za
rexavaǌe CPNCP koja je predlo!ena u radu J.Tasi”, Z. Dra!i”, Z. Stanimi-
rovi” [96].

Reprezentacija rexeǌa. Rexeǌe je predstav%eno celobrojnim nizom du!ine p

koji sadr!i indekse lokacija na kojima treba uspostaviti nove centre. Neka je
Q, |Q| = q skup koji sadr!i indekse lokacija na kojima se nalaze unapred zadati
centri. Skup dopustivih rexeǌa S mo!e se definisati na slede”i naqin:

S =
{
x : |x| = p; 1 ↗ xi ↗ n, i = 1, p; xi /↓ Q i = 1, p; xi ⇐= xj, i ⇐= j, i, j = 1, p

}
.

Na Slici 4.2 prikazana je reprezentacija jednog dopustivog rexeǌa x za in-
stancu sa 20 lokacija A = {1, 2, ..., 20} i uspostav%enim centrima na lokacijama
Q = {1, 19}. Ci% je uspostaviti jox p = 8 centara, a zatim svakog korisnika
pridru!iti najbli!em od ukupno 10 uspostav%enih centara. Skup dopustivih
rexeǌa za ovaj primer je S = {x : |x| = 8; 1 ↗ xi ↗ 20, xi ⇐= 1 , xi ⇐= 19, xi ⇐= xj, i, j =
1, 8, i ⇐= j}, a kardinalnost ovog skupa je

(
18
8

)
= 43758.

Slika 4.2: Reprezentacija rexeǌa

Raqunaǌe funkcije ci”a. Za dato rexeǌe x vrednost funkcije ci%a raquna
se na sliqan naqin kao u sluqaju SVNS za PNCP (opisano u Sekciji 2.4). Ra-
zlika je u tome xto se prilikom alociraǌa korisnika razmatraju i postoje”i
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otvoreni centri iz skupa Q, kao i p novih centara iz vektora x qije se otvara-
ǌe analizira. Treba primetiti da se prilikom odre$ivaǌa primarnog centra
za posmatranog korisnika a ↓ A, mo!e desiti da se vixe centara nalazi na
istoj minimalnoj uda%enosti od korisnika a. Drugim reqima, za korisnika a

mo!e postojati vixe kandidata za primarni centar. U tom sluqaju, gledaju se
rastojaǌa od potencijalnih primarnih centara do ǌihovih rezervnih centa-
ra i korisnik a za primarni centar bira onaj centar sa minimalnom du!inom
dvokrake putaǌe do rezervnog centra. Ovakvim izborom korisnik a posti!e
najkra”i ukupni pre$eni put, u situacijama kada je primoran da putuje do re-
zervnog centra.

Definicija okolina. Okoline su definisane na isti naqin kao za SVNS me-
todu za PNCP u Sekciji 2.4. U fazi lokalne pretrage koristi se okolina N1

koja sadr!i sva rexeǌa koja se od teku”eg rexeǌa razlikuju u jednom centru,
dok se u fazi razmrdavaǌa koriste okoline Nk, k = 1, 2, ..., kmax, koje sadr!e sva
rexeǌa koja se od trenutnog razlikuju u taqno k centara.

Struktura predlo!enog SVNS algoritma. Osnovna struktura algoritma za
rexavaǌe CPNCP je ista kao i za SVNS za PNCP koji je prikazan Algoritmom 5
iz Sekcije 2.4, dok su deta%i implementacije korix”enih procedura prikazani
u narednim sekcijama. Inicijalno rexeǌe bira se nasumiqno, a kao kriterijum
zaustav%aǌa korix”en je maksimalan broj poziva funkcije za fazu razmrda-
vaǌa. U fazi razmrdavaǌa se na sluqajan naqin generixe sused xshake iz k-te
okoline teku”eg rexeǌa x. Preciznije, na sluqajan naqin se bira k lokacija iz
skupa A\(Q⇑{x(1), x(2), ..., x(p)}) na kojima ”e biti uspostav%eni centri, kao i k

centara iz teku”eg rexeǌa x koji ”e biti zatvoreni. Na ovaj naqin se formira
rexeǌe xshake koje predstav%a poqetno rexeǌe za lokalnu pretragu.

4.3.1 Lokalana pretraga zasnovana na heuristici brze raz-
mene za CPNCP

Kako vektor rexeǌa sadr!i samo indekse p novih centara koje je potrebno
dodati u mre!u, lokalna pretraga okoline N1 poqiǌe od rexeǌa xshake i podra-
zumeva razmatraǌe suseda koji imaju jedan centar drugaqiji od ovog rexeǌa
(dok je p ↔ 1 centara isto). Pretraga koristi heuristiku brze razmene koja
se oslaǌa na pomo”ne procedure MoveEvaluation() i Update(). Budu”i da se neke
ideje i tehnike oslaǌaju na one iz Sekcije 2.4.1, akcenat u ovom potpoglav%u
bi”e na izmenama koje su uqiǌene da bi se one mogle primeniti na problem
CPNCP. Pomo”ni nizovi c1 i c2 definisani u 2.4.1 definixu se na isti naqin
i za potrebe rexavaǌa CPNCP, s tim da se najbli!i, kao i drugi najbli!i
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centar za svaku lokaciju odre$uje iz skupa {x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q. Kao i u Al-
goritmu 6, i prilikom implementacije lokalne pretrage za CPNCP ideja je da
se ne pretra!uje qitava N1 okolina rexeǌa x, u potrazi za susedom koji daje
najmaǌu vrednost funkcije ci%a, xto se mo!e posti”i na slede”i naqin:

• Ne razmatraju se svi kandidati in koji mogu postati centri, ve” se vrxi
ǌihovo filtriraǌe i da%e se analiziraju samo oni qije bi otvaraǌe mo-
glo smaǌiti ukupno rastojaǌe koje prelazi kritiqni korisnik i

→ (sliqno
kao u liniji 7 Algoritma 6). Rastojaǌe i

→ → c1(i→) → c1(c1(i→)) koje kritiqni
korisnik prelazi se mo!e smaǌiti u slede”im sluqajevima:

1. ukoliko je in na maǌem ili istom rastojaǌu do kritiqnog korisnika
kao i ǌegov trenutni primarni centar, a putaǌa i

→ → in → c1(in)
kra”a je od putaǌe i

→ → c1(i→) → c1(c1(i→)) (in postaje primarni centar
za kritiqnog korisnika);

2. ukoliko in postaje rezervni centar za kritiqnog korisnika, a putaǌa
i
→ → c1(i→) → in je kra”a od putaǌe i

→ → c1(i→) → c1(c1(i→));

3. ukoliko su c1(i→) i c2(i→) podjednako uda%eni od i
→, ali centar in postaje

rezervni centar za c2(i→) i putaǌa i
→ → c2(i→) → in je kra”a od putaǌe

i
→ → c1(i→) → c1(c1(i→)) koju je kritiqni korisnik koristio do tada.

• Za ovako izabrane kandidate in poziva se procedura MoveEvaluation() ko-
jom se odre$uje centar teku”eg rexeǌa sa kojim bi razmena dala najmaǌu
mogu”u vrednost funkcije ci%a, kako bi se odredio par (in→

, out
→) za ko-

ji je vrednost funkcije ci%a za rexeǌe ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in→}) \ {out→}
najmaǌa mogu”a i ta vrednost se poredi sa do tada na$enim najbo%im
rexeǌem.

• Prilikom odre$ivaǌa kritiqnog korisnika, ukoliko ih ima vixe, nasu-
miqno se bira onaj u odnosu na koga se filtriraju kandidati pre pozivaǌa
MoveEvaluation().

Koraci implementirane lokalne pretrage prikazani su Algoritmom 13.
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Algoritam 13 Lokalna pretraga za CPNCP

1: procedure Local Search(x)
2: f

→ ⇒ f(x)
3: Odrediti kritičnog korisnika i

→. Ukoliko ih ima vǐse, na slučajan način izabrati jednog.
4: while true do
5: w

→ ⇒ ⇔
6: for svaku lokaciju in /↓ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q) do
7: if in smanjuje ukupan predeni put kritičnog korisnika i

→ then
8: out, F ⇒ MoveEvaluation(in, x, c1, c2)
9: if F < w

→ then
10: w

→ ⇒ F, in
→ ⇒ in, out

→ ⇒ out

11: if f → ↗ w
→ then

12: break
13: else
14: f

→ ⇒ w
→

15: Update(x, in→
, out

→
, c1, c2)

16: Odrediti kritičnog korisnika i→. Ukoliko ih im vǐse, na slučajan način izabrati jednog.

4.3.2 Procedura MoveEvaluation() za CPNCP

Za opis MoveEvaluation() procedure za CPNCP bi”e korix”ene iste oznake
kao u Sekciji 2.4.2. Pseudokod MoveEvaluation() procedure za CPNCP dat je Al-
goritmom 14.

Za zadati centar in koji postaje deo rexeǌa x, MoveEvaluation() procedu-
rom izraqunavaju se vrednosti funkcije ci%a za rexeǌa ({x(1), x(2), ..., x(p)}) ⇑
{in}) \ {out↓} za svaki od p centara out

↓ trenutnog rexeǌa x. Ove vrednosti sme-
xtaju se u vektor g(·) du!ine p iz koga se na kraju izabere najmaǌa vrednost
funkcije ci%a i odgovaraju”i centar je onaj koji treba izbaciti iz rexeǌa.
Vrednosti funkcije ci%a za rexeǌa ({x(1), x(2), ..., x(p)}) ⇑ {in}) \ {out↓}, out↓ ↓
{x(1), x(2), ..., x(p)} odre$uju se kao:

max{f ↓
, z(out↓), max

j↑{x(1),x(2),...,x(p)}⇐Q,
j ↗=out↑

r(j)}.

Elementi vektora r i z odre$uju se tako xto se svaki od n↔ p↔ q korisnika
razmatra samo jednom. Nakon inicijalizacije ovih vektora, koja se vrxi nared-
bama u liniji 2 Algoritma 14, razmatra se jedan po jedan korisnik. Ukoliko
teku”i korisnik poqiǌe da koristi in kao primarni centar (in je bli!i kori-
sniku od dotadaxǌeg primarnog centra ili je in jednako uda%en kao dotadaxǌi
primarni centar, ali je ukupna putaǌa preko centra in kra”a od dotadaxǌe,
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linija 4 u Algoritmu 14), ukupna du!ina putaǌe tog korisnika se po potrebi
upisuje u f

↓. Za sve ostale korisnike kojima in nije postao primarni centar,
pristupa se a!uriraǌu elemenata vektora r (opisano Algoritmom 8 iz Sekcije
2.4.2), kao i vektora z koje je opisano Algoritmom 15.

Algoritam 14 MoveEvaluation() procedura za CPNCP

1: procedure MoveEvaluation(in, x, c1, c2)
2: Initializacija:

f
↓ ⇒ 0,

xq ⇒ {{x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q},
r(xq(j)) ⇒ min{d(xq(j), in), d(xq(j), c1(xq(j))},
z(c1(xq(j))) ⇒ max

{
z(c1(xq(j))), min{d(xq(j), in), d(xq(j), c2(xq(j))}

}
, j =

1, 2, ..., p+ q

3: for svakog korisnika i ↓ A \ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q) do
4: if i ⇐= in and (d(i, in) < d(i, c1(i)) or (d(i, in) = d(i, c1(i)) and d(in, c1(in)) <

d(c1(i), c1(c1(i))))) then
5: f

↓ ⇒ max{f ↓
, d(i, in) + d(in, c1(in)}

6: else
7: Ažurirati vrednosti r(c1(i)) Algoritmom 8
8: Ažurirati vrednosti z(c1(i)) i z(c1(c1(i))) Algoritmom 15

9: for svaki centar x(j), j = 1, 2, ...p do
10: Ažurirati vrednost z(x(j)) Algoritmom 16

11: Naći g1 ⇒ max{r(xq(l)) | l = 1, 2, ..., p+ q}, i neka je l
→ indeks nadenog maksimuma

12: Naći g2 ⇒ maxl ↗=l↔{r(xq(l)) | l = 1, 2, ..., p+ q}
13: for l = 1, 2, ..., p do
14: if x(l) = c1(in) then
15: f

↓ ⇒ f
↓ ↔ d(in, c1(in)) + d(in, c2(in)) ϱ Ažuriranje f

↓

16: if l ⇐= l
→ then

17: g(l) ⇒ max{f ↓
, z(x(l)), g1}

18: else
19: g(l) ⇒ max{f ↓

, z(x(l)), g2}
20: Naći: f ⇒ min{g(l) | l = 1, 2, ..., p}
21: Naći centar koji treba eliminisati: out ⇒ x(l→→), gde je l

→→ indeks nadenog minimuma
22: return out, f

Prilikom a!uriraǌa vrednosti r(c1(i)), za razmatranog korisnika i se odre-
di ukupna du!ina ǌegove putaǌe, uzimaju”i u obzir mogu”nost da se kao re-
zervni centar mo!e koristiti i in. Dobijena vrednost se poredi sa dotadaxǌom
vrednox”u r(c1(i)). Ukoliko je na$ena putaǌa du!a od do tada na$ene najdu!e
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putaǌe me$u putaǌama korisnika koji su pridru!eni centru c1(i), vrednost
r(c1(i)) se a!urira.

Zatim se a!uriraju elemenati z(c1(i)) i z(c1(c1(i))) za korisnika i na naqin
opisan Algoritmom 15. Ukoliko je c1(i) centar koji se izbacuje, onda korisniku
i treba odrediti novi primarni centar koji mo!e biti in ili c2(i).

• Novi primarni centar ”e biti in ukoliko je in bli!i korisniku i od cen-
tra c2(i) ili ukoliko su ova dva centra jednako uda%ena od korisnika i,
ali je ukupno rastojaǌe preko centra in kra”e (iz centra in se prelazi
kra”e rastojaǌe do rezervnog centra, u odnosu na rastojaǌe do rezervnog
centra koje se prelazi iz c2(i)).
Rezervni centar za korisnika i je u ovom sluqaju c1(in), osim ukoliko to
nije upravo c1(i) (proverava se linijom 3 u Algoritmu 15), qije se izba-
civaǌe razmatra, kada je rezervni centar c2(in).

• Ukoliko je novi primarni centar za korisnika i centar c2(i), novi rezervni
centar se bira izme$u centara in ili c1(c2(i)), ukoliko je c1(c2(i)) ⇐= c1(i).
Linijama 9 - 13 u Algoritmu 15, opisan je izbor novog rezervnog centra u
ovom sluqaju. Ukoliko su c1(c2(i)) i c1(i) isti centar, onda se novi rezervni
bira izme$u centra in i centra c2(c2(i)) (linije 14 - 18 u Algoritmu 15).

Opisanim postupkom je odre$ena nova putaǌa za korisnika i, ukoliko se iz re-
xeǌa uklaǌa ǌegov primarni centar c1(i). Du!ina ove putaǌe upore$uje se sa
z(c1(i)), i ta vrednost se po potrebi a!urira (linija 19 u Algoritmu 15). Uko-
liko je i = in, a!urira se vrednost z(c1(in)). U tom sluqaju, usled izbacivaǌa
centra c1(in), centar in bi kao rezervni centar poqeo da koristi c2(in) (linija
20 u Algoritmu 15). Ovime je zavrxeno a!uriraǌe z(c1(i)) za sve vrednosti
i ↓ A \ ({x(1), x(2), ..., x(n)} ⇑Q).

Slede”i korak je a!uriraǌe vrednosti z(c1(c1(i))), tj. razmatraǌe scenarija
u kome se iz rexeǌa izbacuje rezervni centar korisnika i. Novi rezervni cen-
tar se u tom sluqaju bira izme$u centara in i c2(c1(i)), u zavisnosti koji je od
ǌih bli!i primarnom centru c1(i).

Ovime je razmatraǌe korisnika zavrxeno i mo!e se pristupiti a!uriraǌu
vrednosti z(x(j)) koje je prikazano Algoritmom 16. Ukoliko se centar x(j), j =
1, 2, ..., p gasi, tu lokaciju nada%e treba posmatrati kao korisnika i stoga joj
odrediti primarni i rezervni centar. Primarni centar za x(j), j = 1, 2, ..., p
mo!e postati centar in ili centar c1(x(j)).
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Algoritam 15 A!uriraǌe vrednosti vektora z za korisnike
Naći new primary i izmedu in i c2(i), a zatim i new backup i za korisnika i na sledeći način:

1: if d(i, in) < d(i, c2(i)) or d(i, in) = d(i, c2(i)) and d(in, c1(in)) < d(c2(i), c1(c2(i))) then
2: new primary i ⇒ in
3: if c1(new primary i) = c1(i) then
4: new backup i ⇒ c2(new primary i)
5: else
6: new backup i ⇒ c1(new primary i)

7: else
8: new primary i ⇒ c2(i)
9: if c1(new primary i) ⇐= c1(i) then
10: if d(new primary i, in) > d(new primary i, c1(new primary i)) then
11: new backup i ⇒ c1(new primary i)
12: else
13: new backup i ⇒ in

14: else
15: if d(new primary i, in) > d(new primary i, c2(new primary i)) then
16: new backup i ⇒ c2(new primary i)
17: else
18: new backup i ⇒ in

19: z(c1(i)) ⇒ max{z(c1(i)), d(i, new primary i) + d(new primary i, new backup i)}, i ⇐= in
20: z(c1(in)) ⇒ max{z(c1(in)), d(in, c2(in))}

Naći new backup i za korisnika i izmedu in i c2(c1(i)) na sledeći način:

21: if d(c1(i), in) < d(c1(i), c2(c1(i))) then
22: new backup i ⇒ in
23: else
24: new backup i ⇒ c2(c1(i))

25: z(c1(c1(i))) ⇒ max{z(c1(c1(i))), d(i, c1(i)) + d(c1(i), new backup i)}

• Ukoliko je in na maǌoj uda%enosti od x(j) nego c1(x(j)), kao primarni cen-
tar ”e se koristiti in. Rezervni centar ”e biti c1(in) ili c2(in), ukoliko
je c1(in) = x(j) (linije 2-7 u Algoritmu 16). Ukoliko su in i c1(x(j)) na jed-
nakom rastojaǌu od x(j), neophodno je izraqunati ukupna rastojaǌa koja
bi x(j) prelazio u sluqaju da koristi svaki od ovih centara kao primarni
(linije 9-18 u Algoritmu 16), i opredeliti se za kra”u opciju (linije
19-21 u Algoritmu 16).

• Ukoliko je c1(x(j)) bli!i x(j) nego in, onda c1(x(j)) postaje primarni centar
za x(j), a rezervni centar se bira izme$u centara in i c1(c1(x(j))), ukoliko
c1(c1(x(j))) nije upravo x(j). Ukoliko to jeste sluqaj, rezervni centar bira
se izme$u in i c2(c1(x(j))).
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Opisanim postupkom odre$ena je putaǌa koju ”e prelaziti x(j) do rezervnog
centra i mo!e se a!urirati vrednost z(x(j)), j = 1, 2, ..., p.

Algoritam 16 A!uriraǌe vrednosti vektora z za centre
Naći new primary j izmedu in i c1(x(j)), a zatim i new backup j na sledeći način:

1: if d(x(j), in) ↗ d(x(j), c1(x(j))) then
2: if d(x(j), in) < d(x(j), c1(x(j))) then
3: new primary j ⇒ in
4: if c1(new primary j) ⇐= x(j) then
5: new backup j ⇒ c1(new primary j)
6: else
7: new backup j ⇒ c2(new primary j)

8: else
9: new primary j ⇒ in
10: if c1(new primary j) ⇐= x(j) then
11: new backup j ⇒ c1(new primary j)
12: else
13: new backup j ⇒ c2(new primary j)

14: new primary j 2 ⇒ c1(x(j))
15: if c1(new primary j 2) ⇐= x(j) then
16: new backup j 2 ⇒ c1(new primary j 2)

17: else
18: new backup j 2 ⇒ c2(new primary j 2)

19: if d(new primary j 2, new backup j 2) < d(new primary j, new backup j) then
20: new backup j ⇒ new backup j 2

21: new primary j ⇒ new primary j 2

22: else
23: new primary j ⇒ c1(x(j))
24: if c1(new primary j) ⇐= x(j) then
25: if d(new primary j, in) > d(new primary j, c1(new primary j)) then
26: new backup j ⇒ c1(new primary j)
27: else
28: new backup j ⇒ in

29: else
30: if d(new primary j, in) > d(new primary j, c2(new primary j)) then
31: new backup j ⇒ c2(new primary j)
32: else
33: new backup j ⇒ in

34: z(x(j)) ⇒ max{z(x(j)), d(x(j), new primary j) + d(new primary j, new backup j)}
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4.3.3 Procedura Update() za CPNCP

Update() procedura korix”ena prilikom rexavaǌa CPNCP, razlikuje se od
one korix”ene za PNCP, stoga je data u celini Algoritmom 17.

Algoritam 17 Update() procedura za CPNCP

1: procedure Update(x, in, out, c1, c2)
2: x ⇒ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out}
3: menjali backup = ↙
4: for svaki centar j ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q do
5: Izračunati c1(j) i c2(j)
6: Ukoliko je došlo do promene u vektoru c1, dodati centar j u vektor menjali backup

7: for svakog korisnika i ↓ A \ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑Q) do
8: if length(menjali backup) > 0 then
9: Popravka1(i, in, c1(i), D, x, c1, c2,menjali backup)
10: Popravka2(i, in, c2(i), D, x, c1, c2,menjali backup)

11: if c1(i) = out then
12: if d(i, in) < d(i, c2(i)) or (d(i, in) = d(i, c2(i)) and d(in, c1(in)) < d(c2(i), c1(c2(i)))) then
13: c1(i) ⇒ in
14: else
15: c1(i) ⇒ c2(i)
16: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i. Ukoliko ima vǐse kandidata na istom

rastojanju, izabrati onog sa najbližim rezervnim centrom.

17: c2(i) ⇒ center 2

18: else
19: if d(i, in) < d(i, c1(i)) or (d(i, in) = d(i, c1(i)) and d(in, c1(in)) < d(c1(i), c1(c1(i)))) then
20: c2(i) ⇒ c1(i)
21: c1(i) ⇒ in
22: else
23: if d(i, in) < d(i, c2(i)) or (d(i, in) = d(i, c2(i)) and d(in, c1(in)) < d(c2(i), c1(c2(i))) then
24: c2(i) ⇒ in
25: else
26: if c2(i) = out then
27: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i. Ukoliko ima vǐse kandidata na

istom rastojanju, izabrati onog sa najbližim rezervnim centrom.

28: c2(i) ⇒ center 2

Najpre se a!urira vektor x tako xto mu se dodaje centar in, a eliminixe
centar out. Nakon toga se odre$uju vrednosti u nizovima c1 i c2 koje se odnose
na centre a!uriranog rexeǌa x i memorixe se svaki centar j qiji se rezervni
centar promenio usled razmene para (in, out). Zatim se razmatraju korisnici.
Najpre se, ukoliko postoje centri kojima je rezervni centar promeǌen, poziva
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procedura Popravka1() koja za teku”eg korisnika proverava da li postoji bo%i
izbor za primarni centar me$u centrima koji su jednako uda%eni kao i ǌegov
trenutni primarni centar, ali je usled potencijalne promene rezervnog cen-
tra neki drugi centar sada bo%i izbor. Zatim se poziva procedura Popravka2()
kojom se sprovodi analogna analiza i po potrebi izmena vrednosti u vektoru
c2. Pseudokodovi ovih procedura dati su Algoritmima 18 i 19. U ostatku algo-
ritma se razmatraju sluqajevi sliqni kao u Algoritmu 11 iz 2.4.1 uz izmeǌene
uslove u linijama 12, 19 i 23 tako da se obuhvate i situacije kada se dva centra
nalaze na jednakom rastojaǌu od teku”eg korisnika. Tada se razmatra rasto-
jaǌe od centara do ǌihovih rezervnih centara i prednost daje onom centru sa
kra”im ukupnim rastojaǌem.

Algoritam 18 Popravka1() za Update() proceduru za CPNCP

1: procedure Popravka1 (i, in, current c1 i,D, x, c1, c2,menjali backup)
2: new c1 i ⇒ current c1 i
3: for j ↓ menjali backup do
4: if j ⇐= current c1 i and j ⇐= in then
5: if d(i, new c1 i) = d(i, j) and d(new c1 i, c1(new c1 i)) > d(j, c1(j)) then
6: new c1 i ⇒ j

7: if new c1 i = c2(i) then
8: c2(i) ⇒ current c1 i

9: c1(i) ⇒ new c1 i

Algoritam 19 Popravka2() za Update() proceduru za CPNCP

1: procedure Popravka2 (i, in, current c2 i,D, x, c1, c2,menjali backup)
2: new c2 i ⇒ current c2 i
3: for j ↓ menjali backup do
4: if j ⇐= current c2 i and j ⇐= in and j ⇐= c1(i) then
5: if d(i, new c2 i) = d(i, j) and d(new c2 i, c1(new c2 i)) > d(j, c1(j)) then
6: new c2 i ⇒ j

7: c2(i) ⇒ new c2 i

4.4 Eksperimentalni rezultati
Testiraǌe SVNS algoritma za rexavaǌe CPNCP vrxeno je u istom okru!eǌu

kao i testiraǌe za PNCP i ωPNCP, koje je opisano na poqetku 2.5. Kako CPNCP
nije ranije razmatran u literaturi, neophodno je bilo kreirati instance za
eksperimentalna testiraǌa.
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4.4.1 Generisaǌe instanci
Generisano je ukupno 716 instanci za problem CPNCP, na osnovu pmed in-

stanci koje su korix”ene za rexavaǌe PNCP u literaturi. Instance su generi-
sane prate”i dva razliqita pristupa i grupisane su na osnovu broja qvorova
n na:

• male instance (od 20 do 50 qvorova)

• sredǌe instance (od 60 do 200 qvorova)

• velike instance (od 250 do 400 qvorova)

• veoma velike instance (od 800 do 900 qvorova)

• Additional grupa od 40 instanci korix”ena za PNCP u [86] (od 100 do 900
qvorova).

Prvim pristupom generisane su instance do n = 100 qvorova, za koje su po-
znata optimalna rexeǌa. Ideja za ovaj pristup preuzeta je iz rada [53] u kome
su autori rexavali CPCP, a instance su generisane adaptacijom instanci za
PCP. Ideja je da se za unapred zadate centre izabere optimalno rexeǌe pro-
blema q-rezervnog centra, tako da su instance dobijene korix”eǌem matrica
rastojaǌa iz pmed instanci, a fiksni centri su preuzeti iz optimalnog rexe-
ǌa dobijnog uz pomo” ILP formulacije problema iz [1]. Ovakva pretpostavka je
u skladu sa realnim planiraǌem mre!e, jer je prirodno da se inicijalna mre-
!a sa relativno malo otvorenih centara napravi tako da se kritiqni korisnik
nalazi xto bli!e svom centru, kao xto je prirodno i da se ta te!ǌa zadr!i
i kada obim posla poraste i postoji potreba za dodavaǌem novih centara. Na
primer, instanca za problem (20, 5)-rezervnog centra dobija se nala!eǌem opti-
malnog rexeǌa za problem 5-rezervnog centra i na na$enim lokacijama nalaze
se unapred zadati centri. Vrednosti parametra q meǌaju se sa korakom 5 za
svaku instancu, kao xto je ura$eno u [53].

Kako za pmed instance sa n > 100 qvorova nisu dostupna sva optimalna re-
xeǌa za PNCP, bilo je neophodno promeniti pristup za generisaǌe instanci za
CPNCP. Drugi pristup je tako$e preuzet iz [53] i podrazumeva da se za loka-
cije fiksnih centara nasumiqno izabere q lokacija iz rexeǌa (p+ q)-rezervnog
centra koje je dobijeno SVNS metodom iz 2.4.

Imena instanci su oblika pmedX n (p+q) q, i iz ǌih se mo!e videti ukupan
broj qvorova n, ukupan broj centara p+q i broj unapred uspostav%enih centara
q. Recimo, instanca pmed2 100 20 5 je dobijena na osnovu instance pmed2 100 20
za PNCP, sadr!i n = 100 qvorova, unapred je uspostav%eno q = 5 centara, a ci%
je odrediti lokacije za jox p = 15 centara, tako da ih bude ukupno p+ q = 20.
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4.4.2 Podexavaǌe parametra
K%uqni parametar za SVNS metodu jeste parametar ε koji utiqe na kvalitet

dobijenih rexeǌa unose”i dodatni nivo diverzifikacije u proces pretrage.
Sa idejom da se ispita robusnost metode, ovaj parametar nije biran posebno
za svaku grupu instanci, ve” je ura$eno preliminarno testiraǌe radi izbora
jedinstvene vrednosti parametra ε koja ”e biti korix”ena za sve instance.

Za preliminarano testiraǌe nasumiqno je izabrano 115 od 716 (oko 20 %)
instanci iz skupova sa malim, sredǌim i velikim instancama. Za svaku in-
stancu i svaku vrednost parametra ε iz skupa {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5}, algoritam je
pokrenut 20 puta. Bele!ene su vrednosti najbo%eg dobijenog rexeǌa me$u 20
izvrxavaǌa (best), ukupan broj pokretaǌa (od 20) za koji je dostignuta vred-
nost best (#best), kao i proseqno vreme potrebno da se vrednost best dostigne
prvi put u toku izvrxavaǌa (t best).

Kompletni rezultati preliminarnog testiraǌa mogu se na”i u Prilogu C,
dok su u Tabeli 4.1 dati proseqni rezultati izraqunati za svaku od 4 grupe
instanci. Najbo%e dobijene vrednosti su podeb%ane, pa se mo!e videti da se
vrednost ε = 0 najloxije pokazala (algoritam se u tom sluqaju ponaxa kao
BVNS). To je jedina vrednost za koju algoritam nije dostigao optimalna re-
xeǌa u svih 20 izvrxavaǌa za sve instance sa n ↗ 50 qvorova. Nexto bo%e
pokazala se vrednost ε = 0.5. Za instance sa 50 < n ↗ 100 qvorova, jedino su za
ε = 0.1 dostignuta najbo%a poznata rexeǌa za sve instance u svim izvrxavaǌi-
ma. Uz to, za ε = 0.1 su i proseqna vremena potrebna da se best vrednosti na$u
po prvi put najkra”a. Za instance sa 100 < n ↗ 200 qvorova, za vrednost ε = 0,
nisu dostignuta najbo%a poznata rexeǌa u svim sluqajevima. Nexto bo%e po-
kazala se vrednost ε = 0.5, dok su najbo%i rezultati postignuti korix”eǌem
vrednosti ε = 0.1 i ε = 0.2. U poslednoj grupi instanci sa 200 < n ↗ 400, naj-
bo%e rezultate dala je vrednost ε = 0.1, dok za ε = 0 i ε = 0.5 SVNS posti!e
najloxije rezultate. Kako algoritam daje najloxije rezultate za ε = 0, mo!e
se zak%uqiti da je SVNS pogodniji za rexavaǌe CPNCP od BVNS.

Radi potpunog uvida u dobijene rezultate inicijalnog testiraǌa, izvrxena
je statistiqka analiza uz pomo” Fridmanovog testa, kao xto je predlo!eno u
[26]. Ovaj test zasnovan je na rangiraǌu rezultata SVNS metoda za razliqite
vrednosti parametra ε za svaku instancu. Vrednost parametra za koju se dobija
najbo%a best vrednost dobija rang 1, druga najbo%a dobija rang 2 itd. Ukoliko
se za vixe vrednosti parametra ε dobija ista best vrednost, za te vrednosti se
gleda #best i vrednost za koju se vixe puta dosti!e best dobija bo%i (ni!i)
rang. Ukoliko se i #best vrednosti poklapaju, gleda se vreme t best.
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Tabela 4.1: Pore$eǌe razliqitih vrednosti parametra ε.

Instance # Inst. ε bestavg #bestavg t bestavg

0 102.73 19.73 < 0.01
0.1 102.73 20.00 < 0.01

n ↗ 50 15 0.2 102.73 20.00 < 0.01
0.3 102.73 20.00 < 0.01
0.5 102.73 20.00 < 0.01
0 96.78 17.78 0.18
0.1 96.78 20.00 0.10

50 < n ↗ 100 40 0.2 96.78 19.98 0.10
0.3 96.78 19.65 0.12
0.5 96.78 19.28 0.16
0 61.85 16.18 0.93
0.1 61.76 19.50 0.53

100 < n ↗ 200 34 0.2 61.76 19.56 0.64
0.3 61.76 18.35 0.70
0.5 61.76 17.47 0.75
0 44.15 12.04 3.95
0.1 43.77 18.23 2.27

200 < n ↗ 400 26 0.2 43.88 17.12 2.40
0.3 44.12 15.77 2.61
0.5 44.27 15.61 3.14

Proseqne vrednosti rangova za Fridmanov test date su u Tabeli 4.2. Testi-
rana je nulta hipoteza: Ne postoji znaqajna razlika u ponaxaǌu SVNS algorit-
ma za razliqite vrednosti parametra ε, a dobijene razlike u rezultatima su
sluqajne. ’ena alternativa je: Bar za jednu vrednost parametra ε SVNS daje
znaqajno drugaqije rezultate. Preporuqeni prag znaqajnosti testa je 0.05.

Tabela 4.2: Proseqni rangovi za Fridmanov test.

ε 0 0.1 0.2 0.3 0.5
rankavg 4.32 2.27 2.30 2.64 3.46

Za N = 115 instanci iz testnog skupa i k = 5 vrednosti parametra ε koje se
upore$uju, odre$uje se vrednost φ

2 = 138, po formuli

φ
2 =

12N

k(k + 1)

(
k∑

i=1

rank
2
avgi

↔ k(k + 1)2

4

)
. (4.11)
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Nulta hipoteza se odbacuje ukoliko izraqunata φ
2 vrednost nije maǌa od kri-

tiqne vrednosti za φ
2 raspodelu sa df = k ↔ 1 = 4 stepeni slobode i nivoom

znaqajnosti 0.05, koja iznosi 9.49 [89]. Kako ovaj uslov jeste ispuǌen, nulta
hipoteza se mo!e odbaciti, tj. postoje znaqajne razlike ime$u pore$enih vre-
dnosti parametra ε. Da bi se ustanovilo koja vrednost parametra ε obezbe$uje
znaqajno drugaqije rezultate, mora se primeniti neki naknadni (engl. post hoc)
test. Korix”en je Nemenyi test prema kome dve metode daju statistiqki zna-
qajne razlike u rezultatima ukoliko se ǌihovi proseqni rangovi razlikuju za

barem CD = q

√
k(k+1)
6N , gde je q kritiqna vrednost Nemenyi testa, koja je u ovom

sluqaju q = 2.728 [26]. Za ovaj test, dobija se CD = 0.5688, pa se mo!e zak%uqiti
da ε = 0 daje znaqajno loxije rezultate od ε = 0.5. Da%e, SVNS sa ε = 0.5 daje
znaqajno loxije rezultate nego sa vrednostima ε = 0.1, ε = 0.2 i ε = 0.3, dok
tri sredǌe vrednosti ne daju znaqajno drugaqije rezultate. Kako je za ε = 0.1
dobijen najmaǌi proseqan rang, to je vrednost koja je korix”ena za deta%no
testiraǌe SVNS algoritma.

4.4.3 Rezultati testiraǌa za CPNCP

Kriterijum zaustav%aǌa predlo!enog SVNS algoritma za rexavaǌe CPNCP
je postav%en na maksimalni broj iteracija, kao i u sluqaju algoritama za
rexavaǌe PNCP i ωPNCP. Za male instance, ovaj broj je 500, dok je za sve
ostale grupe 5000. Osim toga, maksimalan broj okolina za fazu razmrdavaǌa
je kmax = 5 za sve instance, osim za pojedine instance iz Additional [86] grupe za
koje p+ q = 5, pa je kmax = 3.

Za svaku od 716 generisanih instanci, opisani SVNS algoritam pokrenut je
20 puta, polaze”i od razliqitih nasumiqno generisanih inicijalnih rexeǌa.
Kompletni rezultati predlo!enog SVNS algoritma mogu se na”i u Dodatku
C.2, dok ”e u ovde biti prikazani sumarni rezultati.

Matematiqka formulacija predstav%ena u Ode%ku 4.2 rexena je uz pomo”
IBM ILOG CPLEX 22.1.0 rexavaqa. CPLEX rexavaq koristi 16 logiqkih proce-
sora i zaustav%a se ili kada prona$e optimalno rexeǌe ili kada dostigne
maksimalno vreme od 7200s po niti. Vreme izvrxavaǌa CPLEX rexavaqa pri-
kazano za jednu instancu je zbir vremena izvrxavaǌa prikup%enih sa svih niti
(rezultat koji vra”a ugra$ena funkcija cplex.getTime() klase IloCplex).

U Tabeli 4.3 prikazani su proseqni rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS al-
goritma na svih 716 instanci. Instance su grupisane prema broju qvorova n, a
zatim su izraqunate proseqne vrednosti za svaku grupu i svaku od posmatranih
vrednosti. Svaka vrsta Tabele 4.3 sadr!i:

• imena pmed instanci za posmatranu grupu,
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• n -broj qvorova,

• p - broj centara koje treba otvoriti,

• q - broj unapred otvorenih centara,

• #inst - broj instanci unutar grupe.

Slede”e qetiri kolone sadr!e proseqne vrednosti dobijene CPLEX rexavaqem:

• #opt - broj instanci za koje je na$eno optimalno rexeǌe,

• #feas.only - broj instanci za koje CPLEX nije naxao optimalno rexeǌe u
zadatom vremenu, ali jeste naxao dopustivo rexeǌe,

• #oom - broj instanci za koje nije na$eno ni dopustivo rexeǌe usled ne-
dostatka memorije,

• avg.t - proseqno vreme (u sekundama) koje je bilo potrebno CPLEX rexavaqu
da zavrxi rad. Vrednosti u ovoj koloni su oznaqene sa ∝ ukoliko za bar
jednu instancu posmatrane grupe nije na$eno optimalno rexeǌe. Sliqno,
vrednosti sa ∝∝ oznaqavaju da su samo instance za koje je na$eno dopustivo
i/ili optimalno rexeǌe uzete u obzir. Ukoliko CPLEX nije naxao ni
dopustivo rexeǌe ni za jednu instancu posmatrane grupe, u koloni avg.t

nalazi se oznaka ↔.

Naredne qetiri kolone se odnose na rezultate SVNS algoritma i sadr!e:

• #opt/#bk - broj optimalnih (ukoliko su poznata) ili najbo%ih poznatih
rexeǌa iz posmatrane grupe koja je SVNS dostigao,

• avg.t - proseqno vreme (u sekundama) potrebno da se dostigne najbo%e SVNS
rexeǌe po prvi put,

• avg.ttot - proseqno ukupno vreme (u sekundama). Kako je za svaku instancu
algoritam pokretan 20 puta, ukupno proseqno vreme rada algoritma za
svaku grupu se mo!e dobiti mno!eǌem vremena avg.ttot sa 20.

• agap - proseqna gap vrednost (u %) za posmatranu grupu, gde je gap - proseq-
no odstupaǌe SVNS rexeǌa dobijenog u jednom izvrxavaǌu, od najbo%eg
SVNS rexeǌa iz svih 20 izvrxavaǌa. Za grupe za koje je SVNS dostigao
sva optimalna (ili najbo%a poznata) rexeǌa u grupi, vrednosti u koloni
#opt/#bk su podeb%ane.
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• avg.dev - proseqan odnos vrednosti funkcije ci%a koju dosti!u CPLEX i
SVNS. Za svaku instancu izraqunata je devijacija (u %) po formuli:

objCPLEX ↔ objSV NS

objSV NS
· 100%,

gde su objCPLEX i objSV NS vrednosti funkcije ci%a koju dosti!u CPLEX i
SVNS, redom. Zatim je za svaku grupu instanci izraqunat prosek. Treba
primetiti da su vrednosti devijacije pozitivne u situacijama kada su
dopustiva rexeǌa koja nalazi SVNS bo%a od onih koje nalazi CPLEX,
dok su suprotnom negativne. Kada SVNS i CPLEX nalaze iste vrednosti,
devijacija je 0%.

Iz Tabele 4.3 mo!e se videti da je SVNS dostigao optimalna rexeǌa za
sve male instance, dok za jednu instancu iz skupa sredǌih instanci nije uspeo
da dostigne optimalno rexeǌe. Sa druge strane, za 4 sredǌe instance SVNS
je naxao bo%e rexeǌe od dopustivog rexeǌa koje je naxao CPLEX. Sa pora-
stom dimenzije problema, razlike u dobijenim rezultatima SVNS algoritma i
CPLEX rexavaqa postaju oqiglednije. Za velike instance SVNS algoritam do-
stigao je sva optimalna rexeǌa koja je CPLEX naxao. Od 6 instanci za koje
je CPLEX naxao dopustiva rexeǌa, SVNS nalazi bo%a rexeǌa za 3 instance,
ista rexeǌa kao CPLEX za 2 instance, dok je za jednu instancu rexeǌe koje je
naxao SVNS loxije od rexeǌa na$enog CPLEX-om.

Za veoma velike instance, CPLEX je naxao samo 4 optimalna rexeǌa, dok
u preostalim sluqajevima nije na$eno ni dopustivo rexeǌe usled nedostatka
memorije. Sa druge strane, SVNS je na ovom skupu dostigao sva 4 optimalna re-
xeǌa na$ena CPLEX rexavaqem. Osim toga, SVNS se pokazao kao vrlo stabilan,
jer je za qak 171 instancu od 180 instanci iz ove grupe, proseqno odstupaǌe
na$enih vrednosti 0%.

Na Additional [86] skupu koji ima ima 79 instanci, CPLEX je naxao optimalno
rexeǌe za 43 instance, dok je za 14 instanci pronaxao samo dopustivo rexe-
ǌe. Za preostale 22 instance, usled nedostatka memorije, CPLEX nije uspeo da
na$e qak ni dopustivo rexeǌe. Sa druge strane, SVNS je dostigao sva optimal-
na rexeǌa prona$ena CPLEX rexavaqem. Za sve preostale instance, dopusti-
va rexeǌa prona$ena SVNS algoritmom su bo%eg kvaliteta od rexeǌa koja je
pronaxao CPLEX, osim za jednu instancu gde su CPLEX i SVNS pronaxli isto
dopustivo rexeǌe.
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Tabela 4.3: Proseqni rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma za grupi-
sane pmed1-pmed40 i Additional [86] pmed instance.

Inst. n p q #inst proseqne CPLEX vrednosti proseqne SVNS vrednosti

#opt #feas.only #oom avg.t #opt/#bk avg.t avg.ttot agap avg.dev(%)

male instance
pmed1-pmed5 20 5 5 5 5 0 0 0.07 5 0.00 0.01 0.00 0.00

30 5 5 5 5 0 0 0.26 5 0.00 0.02 0.00 0.00
40 [5,15] [5,15] 20 20 0 0 0.35 20 0.00 0.04 0.00 0.00
50 [5,15] [5,15] 20 20 0 0 0.81 20 0.01 0.06 < 0.01 0.00

sredǌe instance
pmed1-pmed5 60 [5,25] [5,10] 25 25 0 0 1.13 25 0.01 0.83 0.00 0.00

70 [5,25] [5,10] 25 25 0 0 5.81 25 0.03 1.03 0.00 0.00
80 [5,25] [5,10] 25 25 0 0 17.57 25 0.08 1.23 0.02 0.00
90 [5,45] [5,15] 40 40 0 0 25.16 40 0.09 1.87 0.02 0.00
100 [5,45] [5,15] 50 50 0 0 72.04 49 0.15 2.08 0.10 -0.02

pmed6-pmed10 150 [10,75] [5,20] 60 60 0 0 1691.89 60 0.18 4.78 0.07 0.00
200 [10,95] [5,20] 80 76 4 0 5441.34* 80 0.76 8.69 0.17 0.22

velike instance
pmed11-pmed12 250 [27,88] [2,9] 22 18 4 0 13680.85* 21 2.43 10.91 0.74 0.11

300 [54,148] [2,15] 26 26 0 0 161.76 26 0.14 20.53 0.00 0.00
pmed16-pmed17 350 [36,118] [2,12] 24 22 2 0 6433.69* 24 4.24 22.61 1.04 0.79

400 [72,198] [2,20] 30 30 0 0 615.67 30 3.67 55.38 0.45 0.00
veoma velike instance

pmed35-pmed37 800 [144,398] [2,40] 63 4 0 59 2569.40** 63 3.65 312.63 0.00 0.00**
pmed38-pmed40 850 [81,288] [2,29] 54 0 0 54 - 54 10.28 230.15 0.28 -

900 [162,448] [2,40] 63 0 0 63 - 63 14.07 428.04 0.06 -
Additional [86] pmed instance

pmed1-pmed5 100 [3,31] [2,3] 6 6 0 0 2655.45 6 0.06 1.79 0.00 0.00
pmed6-pmed10 200 [3,65] [2,6] 8 7 1 0 18406.39* 8 0.27 5.31 0.07 0.30
pmed11-pmed15 300 [3,98] [2,10] 10 7 3 0 25490.66* 10 1.06 12.17 0.32 5.14
pmed16-pmed20 400 [3,131] [2,13] 11 8 2 1 14312.88** 11 5.30 28.35 1.07 6334.52**
pmed21-pmed25 500 [3,165] [2,16] 11 6 3 2 19698.17** 11 4.77 46.06 0.77 4.41**
pmed26-pmed30 600 [3,198] [2,20] 14 6 1 7 13446.20** 14 1.63 67.42 0.00 0.30**
pmed31-pmed34 700 [3,138] [2,14] 9 3 3 3 16044.66** 9 5.78 51.88 0.12 14.52**
pmed35-pmed37 800 [3,78] [2,8] 5 0 1 4 25111.60** 5 1.77 47.15 0.00 0.00**
pmed38-pmed40 900 [3,88] [2,9] 5 0 0 5 - 5 21.66 54.93 2.38 -

Na Slici 4.3 grafiqki je prikazan procenat uspexnosti SVNS algoritma i
CPLEX rexavaqa u nala!eǌu optimalnih, tj. najbo%ih poznatih rexeǌa za sve
grupe instanci.
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Slika 4.3: Procenat uspexnosti CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma pri na-
la!eǌu optimalnih/najbo%ih poznatih rexeǌa.

Na Slikama 4.4 - 4.6 grafiqki su prikazani podaci o stabilnosti SVNS
algoritma i kvalitetu dobijenih rexeǌa. Na Slici 4.4 je za svaku grupu in-
stanci prikazan procenat instanci za koje je agap = 0, tj. za koje je najbo%e
rexeǌe dostignuto u svakom od 20 izvrxavaǌa. Za preostale instance agap

vrednosti u proseku ne prelaze 1.07% i ǌegove proseqne vrednosti za svako n

se mogu videti na Slikama 4.5 i 4.6.

Slika 4.4: Procenat instanci kod kojih je agap = 0%.
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Slika 4.5: Proseqne agap vrednosti za male, sredǌe, velike i veoma velike
instance kod kojih je agap > 0%.

Slika 4.6: Proseqne agap vrednosti za Additional [86] pmed instance kod kojih je
agap > 0%.

4.4.4 Pore$eǌe CPNCP i PNCP: dve strategije u planiraǌu
U ovom ode%ku bi”e upore$ene dve strategije u planiraǌu neke poslovne

mre!e. Prvi scenario koji se razmatra podrazumeva da je inicijalno uspo-
stav%eno q centara (rexavaǌem problema q-rezervnog centra), i da je, usled
pove”aǌa obima posla, odluqeno da se ukupan broj centara pove”a na p+ q, pri
qemu se nova mre!a centara gradi ispoqetka. Lokacije p+q centara dobijaju se
rexavaǌem problema (p+q)-rezervnog centra. Ovaj scenario retko odgovara re-
alnim situacijama, jer uspostav%aǌe (izgradǌa, opremaǌe) centara najqex”e
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nije jeftino (kratkotrajno, praktiqno). Druga strategija podrazumeva da se za-
dr!i q prethodno uspostav%enih centara koji su dobijeni rexavaǌem problema
q-rezervnog centra, a da se lokacije za dodatnih p centara odrede rexavaǌem
problema (p, q)↔rezervnog centra.

U ci%u pore$eǌa ova dva scenarija na maǌim instancama (za koje su pozna-
ta optimalna rexeǌa), za inicijalne centre za drugu strategiju u planiraǌu
uzeto je optimalno rexeǌe problema q-rezervnog centra (ovo je ujedno i prvi
pristup u generisaǌu instanci za CPNCP), a zatim je u takvu mre!u dodato
jox p centara rexavaǌem CPNCP. Jasno je da se u ovoj situaciji drugom stra-
tegijom ne mo!e posti”i maǌa vrednost funkcije ci%a u odnosu na onu koja se
dobija rexavaǌem problema (p+q)-rezervnog centra. Na primer, za malu instan-
cu pmed1 40 10 5, fiksni centri odre$eni su rexavaǌem problema 5-rezervnog
centra i dobijeno rexeǌe podrazumeva da se centri uspostav%aju na lokacija-
ma {0, 10, 28, 37, 38}. Zatim je rexavan uslov%eni problem (5, 5)-rezervnog centra
da bi se naxle lokacije za 5 dodatnih centara. Rexeǌe CPNCP problema za
ovu instancu je {17, 19, 20, 25, 31}, a vrednost funkcije ci%a je 116. Ukoliko bi
se qitava mre!a gradila ispoqetka, tj. rexavao problem 10-rezervnog centra
za ovu instancu, optimalno rexeǌe podrazumeva da se centri grade na loka-
cijama {6, 13, 14, 17, 20, 24, 28, 34, 37, 38}, a odgovaraju”a vrednost funkcije ci%a je
111. Treba primetiti da centri na lokacijama 0 i 10, koji su fiksni prilikom
rexavaǌa CPNCP, nisu deo rexeǌa kada se rexavaǌem PNCP uspostav%a 10
centara. Dakle, drugim pristupom se mo!e dobiti ista vrednost funkcije ci-
%a, sa potencijalno nekim razliqitim centrima ili loxija vrednost funkcije
ci%a.

Razlike u dobijenim vrednostima funkcije ci%a (ako postoje) korisne su za
odabir odgovaraju”e strategije u planiraǌu, pri qemu se uzima u obzir i cena
otvaraǌa (premextaǌa) centara, kao i kumulativna uxteda koja se ostvaruje
skra”ivaǌem (pojeftiǌeǌem, ubrzaǌem) pre$enog puta koji prelazi kritiqni
korisnik. Ovakav uvid omogu”ava sagledavaǌe oba aspekta i donoxeǌe prave
odluke za razvoj poslovaǌa. Tako$e, na ovaj naqin se dobija uvid koji su to cen-
tri koji bi se u pogodnom trenutku u budu”nosti mogli zatvoriti i zameniti
nekim drugim centrima, kao xto su recimo centri 0 i 10 na primeru instance
pmed1 40 10 5. Na taj naqin se xireǌe mre!e mo!e raditi u etapama, u odnosu
na resurse koji za to postoje.

U Tabeli 4.4 dato je pore$eǌe ove dve strategije u planiraǌu. Kolona
CPLEX za PNCP sadr!i rezultate dobijene primenom prve strategije, kada
se cela mre!a od p + q centara gradi od poqetka rexavaǌem problema (p + q)-
rezervnog centra. Kolone oznaqene sa SVNS za CPNCP odnose se na rezultate
druge strategije kada se najpre uspostavi q centara, a zatim se postoje”a mre-
!a proxiri za jox p centara. Kako je ci% pore$eǌe vrednosti funkcija ci%a
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koje se dobijaju, u Tabeli 4.4 su navedene samo kolone best koje sadr!e najbo%e
rezultate za obe metode. Uz to, dat je i broj izvrxavaǌa SVNS algoritma u
kojima je najbo%a vrednost i dostignuta (kolona #best za SVNS). Od 50 malih
instanci, za 15 se dobija ista vrednost funkcije ci%a prate”i obe strategije,
dok se za preostalih 35 vrednosti razlikuju. Me$utim, mo!e se primetiti da
qak i kada oba pristupa vode do iste vrednosti funkcije ci%a, centri u odgo-
varaju”im rexeǌima se ne moraju nalaziti na istim lokacijama. Na primer,
za instancu pmed1 20 10 5, optimalno rexeǌe problema 10-rezervnog centra je
{1, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 17}, a vrednost funkcije ci%a je 95. Kada se za ovu in-
stancu rexi problem 5-rezervnog centra i dobijeni centri {2, 6, 10, 11, 16} uzmu
za unapred zadate, a zatim SVNS algoritmom rexi problem (5, 5)-rezervnog cen-
tra, dobijaju se rexeǌa {1, 4, 13, 15, 17}, {3, 5, 15, 17, 19}, {1, 9, 14, 15, 17} itd, koja
daju istu vrednost funkcije ci%a 95. Treba primetiti da se inicijalno zadati
centri 2 i 6 ne pojav%uju u optimalnom rexeǌu dobijenom CPLEX rexavaqem.
Dakle, mogu”e je proxiriti mre!u bez gubitaka qak i na vixe naqina, xto
daje prostor da se uk%uqe dodatni faktori u izbor lokacija za nove centre.
Sa druge strane, na primeru instance pmed2 40 10 5, mo!e se videti da se re-
zultati razliqitih pristupa mogu znaqajno razlikovati: 112 za PNCP i 135 za
CPNCP. U ovom sluqaju unapred zadati centri onemogu”avaju da se postigne
maǌe kritiqno rastojaǌe i za ovu instancu ima smisla razmotriti zatvaraǌe
jednog ili vixe postoje”ih centara.

Tabela 4.4: Rezultati CPLEX rexavaqa za PNCP i SVNS algoritma za CPNCP
na skupu malih instanci koje su generisane prvim pristupom.

Instanca n p q CPLEX za PNCP SVNS za CPNCP

best best #best

pmed1 20 10 5 20 5 5 95 95 20
pmed1 30 10 5 30 5 5 95 95 20
pmed1 40 10 5 40 5 5 111 116 20
pmed1 40 20 5 40 15 5 89 89 20
pmed1 40 20 10 40 10 10 89 89 20
pmed1 40 20 15 40 5 15 89 89 20
pmed1 50 10 5 50 5 5 110 112 20
pmed1 50 20 5 50 15 5 89 91 20
pmed1 50 20 10 50 10 10 89 94 20
pmed1 50 20 15 50 5 15 89 91 20
pmed2 20 10 5 20 5 5 99 100 20
pmed2 30 10 5 30 5 5 110 128 20
pmed2 40 10 5 40 5 5 112 135 20
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Tabela 4.4: (Nastavak) Rezultati CPLEX rexavaqa za PNCP i SVNS algoritma
za CPNCP na skupu malih instanci koje su generisane prvim pristupom.

Instanca n p q CPLEX za PNCP SVNS za CPNCP

best best #best

pmed2 40 20 5 40 15 5 96 98 20
pmed2 40 20 10 40 10 10 96 98 20
pmed2 40 20 15 40 5 15 96 96 20
pmed2 50 10 5 50 5 5 140 145 20
pmed2 50 20 5 50 15 5 99 99 19
pmed2 50 20 10 50 10 10 99 104 20
pmed2 50 20 15 50 15 15 99 99 20
pmed3 20 10 5 20 5 5 77 92 20
pmed3 30 10 5 30 5 5 122 122 20
pmed3 40 10 5 40 5 5 105 122 20
pmed3 40 20 5 40 15 5 77 85 20
pmed3 40 20 10 40 10 10 77 85 20
pmed3 40 20 15 40 5 15 77 82 20
pmed3 50 10 5 50 5 5 125 128 20
pmed3 50 20 5 50 15 5 87 87 20
pmed3 50 20 10 50 10 10 87 88 20
pmed3 50 20 15 50 5 15 87 93 20
pmed4 20 10 5 20 5 5 125 125 20
pmed4 30 10 5 30 5 5 122 126 20
pmed4 40 10 5 40 5 5 122 126 20
pmed4 40 20 5 40 15 5 85 91 20
pmed4 40 20 10 40 10 10 85 91 20
pmed4 40 20 15 40 5 15 85 85 20
pmed4 50 10 5 50 5 5 126 141 20
pmed4 50 20 5 50 15 5 91 99 20
pmed4 50 20 10 50 10 10 91 108 20
pmed4 50 20 15 50 5 15 91 105 20
pmed5 20 10 5 20 5 5 91 91 20
pmed5 30 10 5 30 5 5 120 126 20
pmed5 40 10 5 40 5 5 127 137 20
pmed5 40 20 5 40 15 5 91 91 20
pmed5 40 20 10 40 10 10 91 97 20
pmed5 40 20 15 40 5 15 91 96 20
pmed5 50 10 5 50 5 5 121 121 20
pmed5 50 20 5 50 15 5 89 90 20
pmed5 50 20 10 50 10 10 89 91 20
pmed5 50 20 15 50 5 15 89 90 20
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Za instance ve”ih dimenzija (n > 100), koje su generisane prate”i drugi
pristup, q fiksnih centara birano je nasumiqno iz rexeǌa problema (p + q)-
rezervnog centra, dobijenog SVNS algoritmom [94] koji je opisan u Sekciji
2.4. Treba napomenuti da ova rexeǌa nisu nu!no optimalna. Na ovaj naqin
se i da%e porede dva pristupa u proxirivaǌu poslovne mre!e i to prvi u
kome se ve”a mre!a gradi ispoqetka (PNCP se rexava heuristikom) i drugi
u kome se inicijalni centri zadr!avaju, uz dodavaǌe potrebnog broja novih
centara (CPNCP se rexava heuristikom). Treba naglasiti da u ovom sluqaju
jeste mogu”e da se rexavaǌem CPNCP dobiju bo%e vrednosti funkcije ci%a
u odnosu na onu dobijenu rexavaǌem PNCP (budu”i da one ne moraju biti
optimalne) i da se na taj naqin popravi PNCP rexeǌe, imaju”i u vidu da
rexeǌe CPNCP jeste i rexeǌe PNCP.

U Tabeli 4.5 dati su proseqni rezultati pore$eǌa dva pristupa u plani-
raǌu proxireǌa poslovne mre!e za Additional [86] skup instanci. Upore$eni su
rezultati SVNS algoritma za PNCP i rezultati SVNS algoritma za CPNCP.
Kompletni rezultati nalaze se u Dodatku C.3. Instance su grupisane prema
broju qvorova u Tabeli 4.5 i za svaku grupu data su imena instanci, podaci o
instancama, kao i broj instanci u svakoj grupi. Zatim su prikazani proseqni
rezultati SVNS algoritma za PNCP: #opt/#bk kolona sadr!i broj dostignutih
optimalnih, odnosno najbo%ih poznatih rexeǌa za instance posmatrane grupe,
a zatim u koloni %opt/bk isti parametar izra!en u procentima. Za SVNS algo-
ritam za CPNCP dat je tako$e broj dostignutih optimalnih, odnosno najbo%ih
poznatih rexeǌa u koloni #opt/#bk, dok se u posledǌoj koloni oznaqenoj sa
avg savings(%) nalazi proseqno procentualno smaǌeǌe (mogu”a uxteda) funk-
cije ci%a ukoliko se koristi CPNCP model umesto PNCP.

Tabela 4.5: Proseqni rezultati SVNS algoritma [94] za PNCP i SVNS algorit-
ma za CPNCP na grupama instanci koje su generisane drugim pristupom.

Instanca n p q #inst SVNS [94] za PNCP SVNS za CPNCP

#opt/#bk %opt/bk #opt/#bk avg.savings(%)
pmed1-pmed5 100 [3,31] [2,3] 6 6 100.00 6 0.00
pmed6-pmed10 200 [3,65] [2,6] 8 8 100.00 8 0.00
pmed11-pmed15 300 [3,98] [2,10] 10 8 80.00 10 0.42
pmed16-pmed20 400 [3,131] [2,13] 11 8 72.73 11 1.70
pmed21-pmed25 500 [3,165] [2,16] 11 9 81.82 11 0.52
pmed26-pmed30 600 [3,198] [2,20] 14 14 100.00 14 0.00
pmed31-pmed34 700 [3,138] [2,14] 9 9 100.00 9 0.00
pmed35-pmed37 800 [3,78] [2,8] 5 5 100.00 5 0.00
pmed38-pmed40 900 [3,88] [2,9] 5 4 80.00 5 0.83

Iz Tabele 4.5 mo!e se videti da se SVNS algoritmom za CPNCP mo!e po-
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sti”i maǌa vrednost funkcije ci%a u odnosu na PNCP za 8 od 79 instanci, dok
je za preostalu 71 instancu dostignuta ista vrednost.

Prikazano pore$eǌe dve strategije prilikom xireǌa poslovne mre!e govo-
ri u prilog da treba sagledati i ostale faktore, kao xto su troxkovi uspo-
stav%aǌa centara, vremenski period u kome je neophodno izvesti proxireǌe
itd. Ukoliko troxkovi otvaraǌa centra nisu veliki, PNCP model mo!e doneti
uxtedu kroz vreme. Ukoliko, pak premextaǌe centara nije jeftino, onda tre-
ba izabrati CPNCP model proxireǌa. Osim toga, pore$eǌe nudi informacije
koji bi se inicijalno otvoreni centri u pogodnom trenutku mogli zameniti,
ukoliko to nije mogu”e izvrxiti odmah.

4.5 Pore$eǌe SVNS algoritma za CPNCP sa drugim
metodama za rexavaǌe PNCP

Kako se SVNS za rexavaǌe CPNCP mo!e primeniti i za rexavaǌe PNCP
jednostavnom restrikcijom q = 0, rezultati SVNS algoritma za (p, 0)-rezervni
centar upore$eni su sa rezultatima PNCP iz literature u 2.5.1.

U Tabeli 2.6 prikazan je broj dostignutih najbo%ih poznatih rexeǌa za
svaku metodu i svaku grupu instanci iz literature.

Iz Tabele 2.6 vidi se da SVNS za CPNCP [96] ne dosti!e najbo%e poznato
rexeǌe za 25 instanci od 453 na kojima je testiran. Iako se u radovima [85]
i [107] nalaze najbo%a poznata rexeǌa za 100% testiranih instanci, nijedan
od ovih radova ne obuhvata sve grupe instanci, a kao xto se mo!e videti u
Tabeli 4.3, upravo su se Grupe 3, 4 i 5 pokazale kao texke za rexavaǌe CPLEX
rexavaqem.

Prikazani podaci ukazuju na to da su rezultati dobijeni SVNS algoritmom
za CPNCP uporedivi sa najbo%im rezultatima iz literature koji su dobijeni
metodama razvijenim posebno za PNCP.
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Glava 5

Problem maksimalnog pokrivaǌa
p-rezervnog centra

U ovoj glavi definisan je problem maksimalnog pokrivaǌa p-rezervnog cen-
tra (engl. Maximal covering p-next center problem, MCPNCP). Req je o modifikaci-
ji PNCP koja podrazumeva definisanu potra!ǌu (robe ili usluge) za svakog
korisnika i koristi koncept potpune ili delimiqne pokrivenosti korisnika.
Korisnik se smatra potpuno pokrivenim ukoliko putaǌa do ǌegovog rezervnog
centra (uz prolazak kroz primarni centar) nije ve”a od unapred zadate vre-
dnosti, a delimiqno pokrivenim kada stepen pokrivenosti opada sa pove”aǌem
uda%enosti, sve dok se ne dostigne zadata maksimalna uda%enost, nakon qega
se korisnik smatra nepokrivenim. Ci% je odrediti lokacije za taqno p centa-
ra, tako da je zbir potra!ǌi pokrivenih korisnika najve”i mogu”i. Problem
je prvi put predlo!en u radu J. Tasi”, Z. Dra!i”, Z. Stanimirovi” [97] u
kome su predstav%eni matematiqki modeli, kao i metaheuristika za rexava-
ǌe ovog problema, budu”i da je req o NP-texkom problemu. Generisano je 189
instanci koje imaju do 400 qvorova na osnovu pmed instanci i analizirani
su rezultati predlo!enih modela dobijeni egzaktnim rexavaqem CPLEX, kao i
metaheuristiqkog pristupa.

Neka je dat skup korisnika koji imaju definisane potra!ǌe i skup poten-
cijalnih lokacija za centre. Problem maksimalnog pokrivaǌa (engl. Maximal
covering location problem, MCLP) podrazumeva odre$ivaǌe lokacija za uspostav%a-
ǌe unapred zadatog broja centara, kao i pridru!ivaǌe svakog korisnika ǌemu
najbli!em centru, tako da je zbir potra!ǌi pokrivenih korisnika najve”i mo-
gu”i. Pokrivaǌe mo!e biti binarno ili parcijalno. U sluqaju binarnog po-
krivaǌa korisnik je pokriven ukoliko rastojaǌe do ǌegovog najbli!eg centra
nije ve”e od unapred zadatog rastojaǌa (koje se naziva radijus pokrivaǌa). U
suprotnom korisnik nije pokriven. U praksi se ovakva definicija qesto ispo-
stav%a kao previxe stroga. Naime, binarno pokrivaǌe je oset%ivo na male pro-
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mene radijusa pokrivaǌa, koje se u praksi qesto dexavaju. Ukoliko je rastojaǌe
od korisnika do ǌemu najbli!eg centra samo malo ve”e od radijusa pokriva-
ǌa, takav korisnik se ne smatra pokrivenim. Sa stanovixta pru!aoca usluga,
nepru!aǌe usluga ovakvim korisnicima rezultiralo bi nepotrebnim gubitkom
prihoda. Koncept parcijalnog (delimiqnog) pokrivaǌa definisan u [22] podrazu-
meva da se stepen pokrivenosti nekog korisnika mo!e izraziti kao nerastu”a,
najqex”e deo po deo linearna funkcija rastojaǌa koje taj korisnik prelazi do
svog najbli!eg centra. Korisnici koji se nalaze na rastojaǌu maǌem od ra-
dijusa pokrivaǌa smatraju se pokrivenim u potpunosti. Kako rastojaǌe raste,
stepen pokrivenosti opada prate”i izabranu funkciju. Na ovaj naqin kompanije
mogu pru!ati usluge bar delu korisnika izvan radijusa pokrivaǌa, ukoliko bi
neki od ǌih prihvatili du!e vreme qekaǌa usluge u zamenu za povo%niju cenu.

U radu [9] formulisan je generalisani MCLP. Sliqno kao kod delimiqnog
pokrivaǌa, uvodi se k razliqitih zona pokrivenosti na osnovu razliqitih ra-
dijusa pokrivaǌa. Funkcija pokrivenosti je nerastu”a deo po deo konstantna
funkcija. Korisnici koji pripadaju prvoj zoni su u potpunosti pokriveni, dok
korisnici izvan k-te zone nisu pokriveni. Parcijalno pokrivaǌe je da%e izu-
qavano u radu [10], gde je razmatrano nekoliko tipova nerastu”ih funkcija
pokrivaǌa. U [58] predlo!ena je metoda za rexavaǌe MCLP sa parcijalnim po-
krivaǌem bazirana na Lagran!ovoj relaksaciji. U [4] rexavan je MCLP u ravni
sa pravolinijskim rastojaǌima i pravougaonim zonama potra!ǌe pod pretpo-
stavkom delimiqnog pokrivaǌa. Varijanta MCLP sa parcijalnim pokrivaǌem
za vatrogasne stanice u Kini, pod pretpostavkom da me$u ǌima ima koopera-
cije, predlo!ena je u radu [102].

Koncept parcijalnog pokrivaǌa koristi se i u drugim lokacijskim proble-
mima. Kod problema hab pokrivaǌa par qvorova smatra se pokrivenim ukoliko
du!ina putaǌe od polaznog do krajǌeg qvora preko jednog ili vixe hab qvo-
rova nije ve”a od unapred zadatog radijusa pokrivaǌa. Parcijalno pokrivaǌe
je uvedeno u problem p-hab maksimalnog pokrivaǌa u radu [80], dok su u ra-
du [55] predlo!eni novi modeli za probleme p-hab maksimalnog pokrivaǌa sa
jednostrukom i vixestrukom alokacijom za koncept binarnog i delimiqnog po-
krivaǌa. Koncept parcijalnog pokrivaǌa je tako$e inkorporiran u p-hab model
maksimalnog pokrivaǌa sa r-alokacijskom xemom u radu [90]. Problem parci-
jalnog pokrivaǌa za lokacijski problem neograniqenih kapaciteta, koji je de-
finisan u [100], podrazumeva da nije neophodno da se potra!ǌa svih korisnika
zadovo%i iz centara. Model hijerarhijskog lociraǌa i alokacija sa parcijal-
nim pokrivaǌem za zdravstvene usluge predlo!en je u [57]. Koncept parcijalnog
pokrivaǌa korix”en je u projektovaǌu mobilnih be!iqnih senzorskih mre!a u
[12]. Deta%nije o tipovima pokrivaǌa u modelima za lokacijske probleme mo!e
se na”i u [8] i [37].

85



Glava 5. Problem maksimalnog pokrivaǌa p-rezervnog centra

5.1 Motivacija i opis MCPNCP

Motivacija za uk%uqivaǌe koncepta pokrivenosti u PNCP potiqe iz real-
nih !ivotnih situacija. Ideja je da se uzmu u obzir potra!ǌe korisnika, kao
i ograniqeǌa u pru!aǌu usluga korisnicima u smislu radijusa pokrivaǌa, tj.
usluga mo!e biti pru!ena samo ukoliko je korisnik dovo%no blizu centra koji
ga opslu!uje. Sa druge strane, zadr!ava se korix”eǌe rezervnih centara uve-
deno u PNCP, ukoliko je primarni centar van funkcije usled nepredvi$enih
okolnosti. Tako se dolazi do formulacije problema maksimalnog pokrivaǌa
p-rezervnog centra (engl. Maximal covering p-next center problem, MCPNCP). Ci%
MCPNCP je odre$ivaǌe optimalnih lokacija za taqno p centara, tako da se
maksimizuje zbir zahteva pokrivenih korisnika. U ovom problemu, korisnik
se smatra pokrivenim ako rastojaǌe koje taj korisnik prelazi do svog rezer-
vnog centra, prolaze”i kroz primarni centar, nije ve”e od zadatog radijusa
pokrivaǌa (binarni kriterijum pokrivenosti), a dok se delimiqna pokrive-
nost korisnika definixe sliqno kao u [80] koriste”i deo po deo konstantnu
funkciju pokrivenosti. Ovde se rastojaǌe mo!e odnositi na putne troxkove
ili vreme potrebno da se korisnik uslu!i qak i u sluqaju otkaza primarnog
centra. Primarni i rezervni centri za svakog korisnika odre$uju se na isti
naqin kao u PNCP. Kako problemi iz prakse name”u potrebu i za parcijalnim
pokrivaǌem, razmatrane su obe varijante pokrivaǌa u okviru MCPNCP.

Predlo!eni MCPNCP mo!e se primeniti u planiraǌu hitnih slu!bi koje
se formiraju unutar kriznih xtabova u vanrednim situacijama. Kao i u PCP
i PNCP modelima, koji se qesto primeǌuju u sistemima hitnih slu!bi, pret-
postavka je da jedan centar mo!e opslu!iti zahteve svih korisnika koji su mu
pridru!eni, nevezano od toga da li ima ulogu primarnog ili rezervnog centra
za posmatrane korisnike. Me$utim, ova pretpostavka ne va!i u situacijama
kada nastupi katastrofa velikih razmera (zem%otres, cunami, eksplozija, epi-
demija itd.), gde je neophodno obuhvatiti xto ve”i broj pacijenata imaju”i
u vidu mogu”e otkazivaǌe centra hitne slu!be usled oxte”eǌa ili preopte-
re”eǌa. Ovde se pacijenti koji se nalaze u korisniqkom qvoru smatraju po-
krivenim ako im je medicinska usluga pru!ena u okviru zadatog vremenskog
intervala (binarno pokrivaǌe). Kako se vreme pove”ava, stepen pokrivenosti,
odnosno broj pacijenata koji dobijaju adekvatnu medicinsku pomo”, opada (par-
cijalno pokrivaǌe).

Predlo!eni MCPNCP se mo!e koristiti za modelovaǌe sistema hitne me-
dicinske pomo”i, gde je vreme odziva k%uqno za pre!iv%avaǌe pacijenta. Na
primer, u sluqajevima srqanog udara, mo!danog udara, trovaǌa, obilnog kr-
vareǌa i sliqnih !ivotno ugro!avaju”ih staǌa, va!no je da pacijent dobije
medicinsku pomo” u okviru zadatog vremenskog ograniqeǌa. Kako se vreme odzi-
va hitne slu!be pove”ava, stopa pre!iv%avaǌa se smaǌuje, a nakon odre$enog
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vremenskog praga stopa pre!iv%avaǌa je praktiqno jednaka nuli.
Jox jedna primena MCPNCP modela jeste u projektovaǌu IT sistema sa ar-

hitekturom ,,toplog staǌa pripravnosti”(engl. warm standby), koji se koriste
u bankarskim i finansijskim sistemima, poslovnim bazama podataka, teleko-
munikacionim sistemima, infrastrukturi u oblaku (engl. cloud) itd. Ovi si-
stemi su projektovani da obezbede visoku dostupnost odr!avaǌem sekundarnog
(rezervnog) servera koji je spreman da preuzme zahteve korisnika u sluqaju ot-
kaza primarnog servera. Ako je komunikacija du! putaǌe korisnik → primarni
server → sekundarni server unutar zadatog vremenskog intervala, korisnik se
smatra pokrivenim. Me$utim, korisnik mo!e prihvatiti i du!e vreme odziva,
xto dovodi do smaǌeǌa stepena pokrivenosti. Konaqno, nakon odre$enog vre-
menskog ograniqeǌa, smatra se da nema odziva sistema i neophodno je ǌegovo
ponovno pokretaǌe.

MCPNCP se tako$e mo!e koristiti za modelovaǌe lanaca snabdevaǌa, gde
korisniqki qvorovi predstav%aju maloprodajne objekte, od kojih svaki zahteva
odre$enu koliqinu robe kako bi efikasno poslovao. Svaki maloprodajni obje-
kat se snabdeva iz ǌemu najbli!eg skladixta (primarnog centra). U sluqaju
da to skladixte iz nekog razloga ne mo!e da obezbedi potrebnu robu (na pri-
mer, ako je van funkcije ili je ostalo bez zaliha), prodavnica se snabdeva iz
rezervnog skladixta. Prodavnica se smatra pokrivenom ako je ǌena potra!ǌa
zadovo%ena u okviru zadatog vremenskog intervala, koji je proporcionalan ras-
tojaǌu. Ako je ovo vreme du!e od zadatog vremenskog ograniqeǌa, maloprodajni
objekat se smatra delimiqno pokrivenim, a nakon odre$enog vremena stepen po-
krivenosti se postav%a na nulu.

5.2 Matematiqki model MCPNCP

Neka je A = {1, 2, ..., n} skup datih lokacija i D = (dij)n↔n matrica rastojaǌa,
gde je dij rastojaǌe (vreme, troxak) izme$u lokacija i i j. Svaka od lokacija
iz skupa A predstav%a korisnika, ali istovremeno i mogu”u lokaciju za uspo-
stav%aǌe centra. Pozitivna vrednost Ti > 0 dode%ena je svakom qvoru i ↓ A, i
predstav%a koliqinu robe (usluge) koju korisnik na lokaciji i ↓ A potra!u-
je. Neophodno je odrediti skup P ↘ A koji sadr!i taqno p lokacija na kojima
”e biti uspostav%eni centri, a zatim pridru!iti svakog korisnika ǌemu naj-
bli!em (primarnom) centru. Za svaki centar neophodno je odrediti rezervni
centar (tj. centar koji je najbli!i razmatranom primarnom centru). Pretpo-
stavka je da korisnik, ukoliko pri dolasku u svoj primarni centar sazna da
ne mo!e biti opslu!en, nastav%a do rezervnog centra. Skup P treba odredi-
ti tako da je suma potra!ǌi pokrivenih korisnika najve”a mogu”a. Neka je
↼
k
ij = d(i, j) + d(j, k) za bilo koje tri lokacije i, j, k ↓ A, j ⇐= k. Ako je i = j, onda
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va!i ↼
k
jj = d(j, j) + d(j, k) = d(j, k). Neka je j ↓ P primarni centar za korisnika

i ↓ A \ P, a centar k ↓ P, k ⇐= j ǌegov rezervni centar. U sluqaju binarnog po-
krivaǌa, korisnik i smatra se potpuno pokrivenim ukoliko rastojaǌe ↼

k
ij koje

prelazi korisnik i do svog rezervnog k centra, prolaze”i kroz primarni centar
j, nije ve”e od unapred definisanog radijusa pokrivaǌa ϖ. U ovom sluqaju, po-
tra!ǌa Ti korisnika i u potpunosti je zadovo%ena. Ukoliko je ↼

k
ij > ϖ, korisnik

i (koji ima potra!ǌu Ti) nije pokriven. Imaju”i u vidu navedeno, mo!e se de-
finisati binarni parametar a

k
ij koja ukazuje na to da li je korisnik i pokriven

ukoliko koristi putaǌu i → j → k ili ne:

a
k
ij =

{
1, ako ↼

k
ij ↗ ϖ,

0, inaqe
za i, j, k ↓ A, j, k ↓ P i j ⇐= k. (5.1)

Da bi se razmatrani MCPNCP formulisao kao problem celobrojnog line-
arnog programiraǌa, neophodno je definisati slede”e binarne promen%ive:

yj =

{
1, ako je na lokaciji j centar, tj. ako j ↓ P ,
0, inaqe, j ↓ A,

xij =

{
1, ako je j najbli!i centar lokaciji i (i ⇐= j),
0, inaqe, i, j ↓ A, i ⇐= j,

y
k
ij =






1, ako je j najbli!i centar lokaciji i,

a k je centar najbli!i centru j, k ⇐= i, j,
0, inaqe,

i, j, k ↓ A.

Ako je xij = 1 pri qemu je na lokaciji i korisnik, tada je centar j primarni
centar za korisnika i. Ako je na lokaciji i uspostav%en centar, tada xij = 1
znaqi da je j ǌegov rezervni centar. Promen%iva y

k
ij ima vrednost 1 ukoliko je

uspostav%ena dvokraka putaǌa i → j → k od lokacije i do rezervnog centra k

preko primarnog centra j.
Treba primetiti da definicija promen%ivih y

k
ij dozvo%ava sluqaj kada je

i = j, tj. putaǌe j → j → k. U tom sluqaju, y
k
jj = 1 oznaqava da je centar

otvoren na lokaciji j i da on sam sebi slu!i kao primarni centar, dok je
ǌegov rezervni centar k, pri qemu je k ⇐= j. Problem maksimalnog pokrivaǌa
p-rezervnog centra sa binarnim pokrivaǌem mo!e se formulisati kao problem
celobrojnog linearnog programiraǌa (oznaqen kao ILP1) na slede”i naqin :

max
∑

i

∑

j

∑

k ↗=i,j

Tia
k
ijy

k
ij (5.2)

∑

j

yj = p, (5.3)

∑

j↑A, j ↗=i

xij = 1, i ↓ A, (5.4)
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xij ↗ yj, i, j ↓ A, i ⇐= j, (5.5)

yj +
∑

k↑A, d(i,k)>d(i,j)

xik ↗ 1, i, j ↓ A, i ⇐= j, (5.6)

y
k
ij ↗ xij, i, j, k ↓ A, i ⇐= j, k ⇐= i, j (5.7)

y
k
ij ↗ xjk, i, j, k ↓ A, k ⇐= i, j (5.8)

y
k
jj ↗ yj, j, k ↓ A, j ⇐= k (5.9)

y
k
ij ↗ 1↔ yi, i, j, k ↓ A, i ⇐= j (5.10)
yj ↓ {0, 1}, j ↓ A, (5.11)
xij ↓ {0, 1}, i, j ↓ A, i ⇐= j, (5.12)

y
k
ij ↓ {0, 1}, i, j ↓ A, k ⇐= i, j. (5.13)

Ci% je da se maksimizuje zbir potra!ǌi svih korisnika koji su pokriveni
(5.2). Uslovom (5.3) broj uspostav%enih centara postav%a se na p. Uslovi (5.4)
i (5.5) obezbe$uju da je svaka lokacija pridru!ena taqno jednom otvorenom
centru koji slu!i kao primarni centar. Primarni centar za svaku lokaciju je
ǌemu najbli!i uspostav%eni centar, xto je definisano uslovima (5.6).

Uslovi (5.7) - (5.10) obezbe$uju da su promen%ive y
k
ij korektno definisane.

Dvokraka putaǌa i → j → k se uspostav%a (tj. y
k
ij = 1) samo ako je korisnik

i pridru!en centru j (xij = 1) i ako je centar j pridru!en svom najbli!em
centru k (xjk = 1), xto je obezbe$eno uslovima (5.7)-(5.8).

Treba primetiti da promen%ive xij imaju razliqito znaqeǌe u zavisnosti
od toga da li je i korisnik ili je i centar, kao i da promen%iva xij nije de-
finisana u sluqaju i = j. Sa druge strane, promen%ive y

k
ij jesu definisane u

sluqaju i = j (centar je sam sebi primarni centar). Zbog toga su potrebni do-
datni uslovi nad promen%ivama y

k
ij kako bi se spreqile nedozvo%ene situacije.

Za svakog korisnika, dvokraka putaǌa je jedinstvena: jedinstveni primarni
centar je centar najbli!i korisniku, a jedinstveni rezervni centar je centar
najbli!i ǌegovom primarnom centru. Uslovi (5.7) obezbe$uju da je ovaj zahtev
ispuǌen za svakog korisnika u pogledu ǌegovog primarnog centra, dok uslovi
(5.8) obezbe$uju da je ispuǌen u pogledu ǌegovog rezervnog centra.

Promen%iva y
k
jj, k ⇐= j, mo!e imati vrednost 1 samo ako je j centar, xto

znaqi da centar j kao rezervni centar koristi centar k. Ako j nije centar,
promen%iva y

k
jj postav%a se na 0. Ovo je obezbe$eno uslovima (5.9). Naime, ako

j nije centar, tada je yj = 0, i poslediqno je y
k
jj = 0. Konaqno, uslovima (5.10)

spreqava se postojaǌe dvokrake putaǌe za lokacije na kojima su uspostav%eni
centri. Ako je centar otvoren na lokaciji i, desna strana nejednakosti (5.10) je
0, pa se promen%iva y

k
ij za i ⇐= j postav%a na 0. Uslovi (5.11)-(5.13) odra!avaju

binarnu prirodu promen%ivih xij, i ⇐= j, i y
k
ij, k ⇐= i, j.

Da%im razmatraǌem predlo!enog modela ILP1 uoqeno je da se broj uslova u
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modelu mo!e smaǌiti. Uslovi (5.7) mogu se zameniti slede”im uslovima:
∑

k↑A,k ↗=j

y
k
ij = xij, i, j ↓ A, i ⇐= j. (5.14)

Naime, ako korisnik i koristi centar j, i ⇐= j, kao primarni centar, postoji
taqno jedan centar k, k ⇐= j, takav da je uspostav%ena dvokraka putaǌa i → j → k.
Uslovi (5.14) ekvivalentni su uslovima (5.7), imaju”i u vidu uslove (5.4) i
(5.5). Model (5.2)-(5.6), (5.14), (5.8)-(5.13) oznaqen je kao ILP2.

U sluqaju delimiqnog pokrivaǌa, stepen pokrivenosti definisan je deo po
deo konstantnom opadaju”om funkcijom koja uzima vrednosti iz intervala (0, 1),
kao u [80]. Pored radijusa pokrivaǌa ϖ, koristi se i parametar ↽, (ϖ ↗ ↽),
koji predstav%a kritiqnu uda%enost koju korisnik prelazi nakon koje usluga
vixe ne mo!e biti pru!ena. Preciznije, ako je rastojaǌe ↼

k
ij ↗ ϖ, potra!ǌa Ti

korisnika i koji koristi putaǌu i → j → k je u potpunosti pokrivena. Ako je
↼
k
ij > ↽, korisnik i ne mo!e biti uslu!en. U sluqaju kada va!i ϖ < ↼

k
ij ↗ ↽, smatra

se da je potra!ǌa korisnika i delimiqno pokrivena, a potra!ǌa Ti mno!i se
koeficijentom pokrivenosti koji je dat funkcijom ⇀ (⇀ : R+ → [0, 1]). Prema
tome, parametar b

k
ij za parcijalno pokrivaǌe mo!e se definisati na slede”i

naqin:

b
k
ij =






1, ako ↼
k
ij ↗ ϖ,

⇀(↼kij), ako ϖ < ↼
k
ij ↗ ↽,

0, inaqe
(5.15)

za i, j, k ↓ A, j, k ↓ P , j ⇐= k i neku nerastu”u funkciju ⇀(↼kij).
Oba predlo!ena modela, ILP1 i ILP2, za binarno pokrivaǌe mogu se jedno-

stavno prilagoditi sluqaju parcijalnog pokrivaǌa zamenom parametara a
k
ij pa-

rametrima b
k
ij u definiciji funkcije ci%a.

Predlo!eni MCPNCP sa binarnim pokrivaǌem je NP-te!ak, jer je ǌegov spe-
cijalan sluqaj ekvivalentan problemu MCLP, za koji je dokazano da je NP-te!ak
na opxtem grafu u [71]. Preciznije, ako se rastojaǌa izme$u svakog para otvo-
renih centara postave na nulu, rastojaǌe koje korisnik prelazi do rezervnog
centra preko primarnog centra u MCPNCP svodi se na rastojaǌe od korisnika
do ǌegovog najbli!eg otvorenog centra, kao u MCLP. Sliqno se mo!e zak%u-
qiti da je MCPNCP sa delimiqnim pokrivaǌem tako$e NP-te!ak, budu”i da je
MCLP sa parcijalnim pokrivaǌem NP-te!ak [9].

5.3 SVNS algoritam za MCPNCP

U ovom poglav%u opisana je implementacija zakoxene metode promen%ivih
okolina za rexavaǌe MCPNCP.
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Reprezentacija rexeǌa Rexeǌe je predstav%eno celobrojnim vektorom x du-
!ine p koji sadr!i indekse lokacija na kojima treba uspostaviti centre. Skup
dopustivih rexeǌa S sadr!i sve takve vektore. Ukoliko je dat skup lokacija
A = {1, 2, ..., n} skup dopustivih rexeǌa je

S =
{
x : |x| = p; 1 ↗ x(i) ↗ n, i = 1, 2, ..., p; x(i) ⇐= x(j), i ⇐= j, i, j = 1, 2, ..., p

}
.

Raqunaǌe funkcije ci”a. Neka je sa Ti > 0, i = 1, 2, ..., n, oznaqena potra!ǌa
korisnika na lokaciji i ↓ A. Neka je x ↓ S jedno dopustivo rexeǌe. Vrednost
funkcije ci%a f(x) raquna se na slede”i naqin.

• Za svaku lokaciju i ↓ A odrediti primarni centar j kao

j = arg min
j↑{x(1),x(2),...,x(p)}

d(i, j).

Ukoliko je na lokaciji i uspostav%en centar (tj. i ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}),
onda je j = i i va!i d(i, j) = 0.

• Za svaku lokaciju i ↓ A odrediti rezervni centar. Ako je j primarni
centar za lokaciju i, onda se ǌen rezervni centar k odre$uje kao k =
argmink↑{x(1),x(2),...,x(p)},k ↗=j d(j, k).

• Ukoliko postoji vixe kandidata za primarni centar za lokaciju i (tj.
vixe centara se nalazi na istoj uda%enosti od lokacije i), za primarni
centar izabrati onaj centar sa najbli!im rezervnim centrom.

• Odrediti ukupno rastojaǌe koje prelazi korisnik i do svog rezervnog
centra k uz prolazak kroz primarni centar j (du!inu dvokrake putaǌe
i → j → k) kao ↼i = d(i, j) + d(j, k).

• Odrediti vrednost funkcije ci%a f(x) sabiraǌem potra!ǌi Ti pokrivenih
korisnika i ↓ A, tj, u sluqaju binarnog pokrivaǌa

f(x) =
∑

i↑A

a
k
ijTi =

∑

i↑A, εi⇒ϑ

Ti,

a u sluqaju parcijalnog pokrivaǌa

f(x) =
∑

i↑A

b
k
ijTi.

Parametri a
k
ij i b

k
ij definisani su sa (5.1) i (5.15), respektivno.
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Poqetno rexeǌe. Poqetno rexeǌe SVNS algoritma dobijeno je sluqajnim iz-
borom p lokacija skupa A na kojima treba uspostaviti centre.

Definicija okolina. Okolina Nl(x), l = 1, 2, .., lmax gde je lmax ↗ p/2 predsta-
v%a skup svih rexeǌa x

↓ dobijenih zatvaraǌem taqno l centara rexeǌa x i
otvaraǌem l novih centara koji nisu bili deo rexeǌa x.

Struktura predlo!enog SVNS algoritma. Koraci SVNS algoritma korix”e-
nog za rexavaǌe MCPNCP dati su Algoritmom 20. Nakon inicijalizacije i ge-
nerisaǌa poqetnog rexeǌa, iterativnim putem se poprav%a generisano rexeǌe
do ispuǌeǌa kriterijuma zaustav%aǌa. Kao kriterijum zaustav%aǌa korix”en
je maksimalan broj iteracija SVNS algoritma.

Algoritam 20 SVNS za MCPNCP

1: Inicijalizacija: izabrati okoline za fazu razmrdavanja Nl, l = 1, 2, ..., lmax. Generisati
početno rešenje x

→ ↓ S, f → ⇒ f(x→) i izabrati parametar ε.
2: x ⇒ x

→, F ⇒ f
→, iter ⇒ 0

3: while iter ↗ iter max do
4: l ⇒ 1
5: while l ↗ lmax and iter ↗ iter max do
6: x

↓ ⇒ Shaking(x, l) ϱ razmrdavanje
7: iter ⇒ iter + 1
8: x

↓↓ ⇒ LS(x↓) ϱ lokalna pretraga
9: if f(x↓↓) > f

→ then
10: x

→ ⇒ x
↓↓
, f

→ ⇒ f(x↓↓)

11: if f(x↓↓) + ες(x, x↓↓) > F then ϱ odluka o pomeranju
12: x ⇒ x

↓↓, F ⇒ f(x↓↓)
13: else
14: l ⇒ l + 1

Svaka iteracija algoritma zapoqiǌe fazom razmrdavaǌa u okviru koje se
na sluqajan naqin generixe sused x

↓ iz okoline Nl(x) teku”eg rexeǌa x. Ovo se
posti!e procedurom Shaking(x, l) u okviru koje se nasumiqno izabere l centara
koji prestaju da budu deo rexeǌa, kao i l lokacija na kojima treba otvoriti
nove centre i pozove procedura Update() l puta. Nivo diverzifikacije koji se
posti!e razmrdavaǌem odre$en je parametrom l koji je na poqetku algoritma
postav%en na 1. Vrednost parametra l se pove”ava u iteracijama u kojima se
teku”e rexeǌe x ne a!urira. Nakon faze razmrdavaǌa pristupa se lokalnom
pretra!ivaǌu koje poqiǌe od rexeǌa x

↓ generisanog u fazi razmrdavaǌa. Lo-
kalna pretraga oslaǌa se na heuristiku brze razmene i bi”e opisana u 5.3.1.
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Nakon zavrxetka lokalne pretrage, poredi se ǌome dobijeno rexeǌe x
↓↓ sa do

tada najbo%im rexeǌem x
→ i po potrebi a!urira x

→. Na kraju se odluquje o
nastavku pretrage, tj. razmatra se a!iriraǌe teku”eg rexeǌa x (linija 11).
Uslov u liniji 11 slabiji je od uslova u liniji 9, pa se pretraga svakako na-
stav%a od rexeǌa x

↓↓ ukoliko je ono bo%e od do tada na$enog najbo%eg rexeǌa
x
→. U suprotnom, uslov u liniji 11 dozvo%ava nastavak pretrage od rexeǌa x

↓↓

i ukoliko je to rexeǌe loxije od rexeǌa x
→, a pri tom je x

↓↓ dovo%no daleko od
x, i nije znaqajno loxijeg kvaliteta (u smislu funkcije ci%a) od rexeǌa x.

5.3.1 Lokalna pretraga zasnovana na heuristici brze razme-
ne za MCPNCP

U fazi lokalne pretrage ispituje se okolina N1 teku”eg rexeǌa. Kako oko-
lina N1(x) sadr!i sva rexeǌa koja se od rexeǌa x razlikuju u jednom centru,
implementacija lokalne pretrage zahteva: (a) razmatraǌe p(n ↔ p) rexeǌa i
za svako od tih rexeǌa odre$ivaǌe primarnog i rezervnog centra za svakog
korisnika; (b) izraqunavaǌe rastojaǌa koju prelazi svaki korisnik; i (v) iz-
raqunavaǌe vrednosti funkcije ci%a korix”eǌem (5.2). Kako pridru!ivaǌe n

korisnika centrima zahteva np operacija, ispitivaǌe cele okoline N1(x) za-
hteva O(n2

p
2 ↔ np

3) ′ O(n2
p
2). Kako bi se smaǌila slo!enost lokalne pretrage

i ubrzalo izraqunavaǌe vrednosti funkcije ci%a za susede rexeǌa x, ura$eno
je slede”e:

1) Mnoga rexeǌa iz okoline N1(x) ne pobo%xavaju vrednost funkcije ci%a.
Umesto da se evaluira svako rexeǌe dobijeno zamenom svakog korisnika
in /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} sa svakim centrom out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}, koristi
se procedura FindBestSwap(). Za datu lokaciju in koja nije deo rexeǌa x

i koja je kandidat da postane centar, ova procedura pronalazi najbo%i
centar out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} koji treba ukloniti iz x tako da je vrednost
funkcije ci%a rexeǌa ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out} najve”a mogu”a,
Osim centra out, procedura odre$uje i vrednost funkcije ci%a za rexeǌe
koje bi se dobilo ovom zamenom. Na taj naqin izbegavaju se zamene koje ne
dovode do pobo%xaǌa vrednosti funkcije ci%a.

2) Vrednost funkcije ci%a se ne raquna od poqetka svaki put kada se desi
zamena lokacija, tj. promena jednog centra u teku”em rexeǌu. Za svako re-
xeǌe x koriste se pomo”ni celobrojni vektori c1 i c2 du!ine n. Elementi
c1(i) i c2(i) odnose se na qvor i = 1, 2, . . . , n i sadr!e indeks najbli!eg, od-
nosno drugog najbli!eg centra qvoru i. Ako je i korisnik, ǌegov primarni
centar je c1(i), a rezervni centar je c1(c1(i)). Ako je i centar, on sam sebi
slu!i kao primarni centar, a c1(i) je ǌegov rezervni centar. Korix”eǌem
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ovih pomo”nih struktura izbegava se ponovno pridru!ivaǌe svih kori-
snika ǌihovim primarnim i rezervnim centrima prilikom izraqunavaǌa
funkcije ci%a. Za a!uriraǌe elemenata nizova c1 i c2 koristi se proce-
dura Update().

Koraci procedure za lokalnu pretragu dati su Algoritmom 21. Iterativnim
putem se nalazi najbo%i par centara koji treba razmeniti u trenutnom rexeǌu
x kako bi se pobo%xala vrednost ǌegove funkcije ci%a. Ovaj korak se sprovodi
pomo”u procedure FindBestSwap().

Algoritam 21 LS() za MCPNCP

1: Input: x
2: f

→ ⇒ f(x)
3: while true do
4: w

→ ⇒ 0
5: for svaku lokaciju in /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
6: out, F ⇒ FindBestSwap(x, in, c1, c2)
7: if F > w

→ then
8: w

→ ⇒ F, in
→ ⇒ in, out

→ ⇒ out

9: if f → ≃ w
→ then

10: break
11: else
12: f

→ ⇒ w
→

13: Update(x, in→
, out

→
, c1, c2)

Procedura FindBestSwap() predstav%a jezgro lokalne pretrage. Za datu lo-
kaciju in koja nije deo rexeǌa x, procedura FindBestSwap() vra”a najbo%eg
kandidata out koji treba ukloniti iz trenutnog rexeǌa x, kao i rezultuju”u
vrednost funkcije ci%a F koja odgovara takvoj zameni. Treba napomenuti da
FindBestSwap() ne pravi nikakve izmene u trenutnom rexeǌu niti u nizovima
c1 i c2. Nakon odre$ivaǌa optimalnog para in

→
/↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} i out

→ ↓
{x(1), x(2), ..., x(p)}, vrednost funkcije ci%a w

→ = f(({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in→}) \
{out→}) se poredi sa trenutnom najbo%om vrednox”u f

→. Samo ukoliko je doxlo
do pobo%xaǌa vrednosti funkcije ci%a f

→, izvrxava se procedura Update(). Ova
procedura vrxi izmene u rexeǌu x zamenom korisnika in

→
/↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} i

centra out
→ ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}. Elementi vektora c1 i c2 se a!uriraju samo za

korisnike pogo$ene ovom zamenom. Slo!enost procedure Update() iznosi O(np).
Lokalna pretraga se izvrxava sve dok je mogu”e prona”i par lokacija za za-
menu koje dovode do pobo%xaǌa. Kao rezultat, procedura LS() vra”a dobijeni
lokalni optimum i vrednost ǌegove funkcije ci%a.
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5.3.2 Procedura FindBestSwap() za MCPNCP

Za dato rexeǌe x i lokaciju in /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}, FindBestSwap() procedura
odre$uje najbo%i centar out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} koji treba ukloniti iz x kada
in postaje deo rexeǌa. Drugim reqima, vrednost f(({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \
{out}) treba biti najve”a mogu”a. Treba naglasiti da procedura FindBestSwap()
odre$uje vrednost funkcije ci%a rexeǌa koje bi se dobilo zamenom (in, out), ali
ne vrxi samu razmenu centara u rexeǌu x.

Prilikom implementiraǌa FindBestSwap() procedure korix”ene su slede”e
pomo”ne promen%ive:

• w je zbir potra!ǌi svih pokrivenih korisnika koji su pridru!eni centru
in kao primarnom centru.

• r je vektor du!ine n takav da je r(x(j)), j = 1, 2, .., p, zbir potra!ǌi T (i)
svih pokrivenih korisnika i koji su pridru!eni centru x(j) kao primarnom
centru. Vektor r se formira razmatraǌem p + 1 centara (svih centara iz
{x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}).

• z je vektor du!ine n takav da je z(x(j)), j = 1, 2, .., p, zbir potra!ǌi svih
korisnika koji su dode%eni centru x(j) kao primarnom ili rezervnom cen-
tru, i koji su pokriveni ako se centar x(j) ukloni iz rexeǌa.

Za fiksirano in /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} i za svako out ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)}, neo-
phodno je a!urirati vrednosti w, r i z tako da prate promene koje bi na-
stale dodavaǌem in skupu centara i uklaǌaǌem out iz skupa od p + 1 centara
{x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}. Vrednost funkcije ci%a rexeǌa ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑
{in}) \ {out} raquna kao

f(({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out}) = w
↓ + z(out) + r

↓
,

gde se w
↓ i r

↓ dobijaju na slede”i naqin:

w
↓ =






w, ako c1(in) ⇐= out

w ↔
n∑

i=1
i ↗=in, c1(i)=in

T (i)

a
out
i,in ↔ a

c2(in)
i,in


, ako c1(in) = out (5.16)

r
↓ =

p∑

i=1
x(i) ↗=out

r(x(i))↔
p∑

i=1
c1(x(i))=out

d(x(i),in)>d(x(i),out)

(
r(x(i))↔ indi · aiin,inT (in)

)
, (5.17)
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pri qemu je

indi =

{
1, ako c1(in) = x(i)

0, inaqe.
(5.18)

Ako je c1(in) = out, za sve korisnike i koji su pridru!eni centru in kao pri-
marnom centru, potrebno je odrediti novu rutu i → in → c2(in). U zavisnosti
od toga da li je korisnik i pokriven ili ne ovom novom rutom (u odnosu na
dati radijus pokrivaǌa ϖ), vrednost w treba a!urirati kao xto je prikazano
u (5.16). U sluqaju parcijalnog pokrivaǌa, uzima se u obzir nivo pokrivaǌa i
a
k
ij se zameǌuje sa b

k
ij u (5.16).

Prilikom izraqunavaǌa r
↓, neophodno je izostaviti potra!ǌe centara x(i)

koji su koristili centar out kao rezervni centar (tj. c1(x(i)) = out). Mogu”e
je da je vrednost T (in) tako$e oduzeta iz r

↓ ovim izostav%aǌem. Ovo se dexava
ukoliko je c1(in) bax centar x(i) koji je koristio out kao rezervni centar. S
druge strane, ako je rastojaǌe od in do ǌegovog rezervnog centra dovo%no malo
da je in pokriven, vrednost T (in) treba uzeti u obzir prilikom izraqunavaǌa
r
↓. Da bi se izbeglo nepotrebno oduzimaǌe T (in) u opisanom sluqaju, uveden
je indikator indi. U sluqaju parcijalnog pokrivaǌa, uzima se odgovaraju”i
procenat od T (in), xto se posti!e zamenom a

k
ij sa b

k
ij u (5.17).

Na kraju, centar out za koji se dosti!e najve”a vrednost funkcije ci%a
f(({x(1), x(2), ..., x(p)}⇑ {in}) \ {out}) identifikuje se kao centar koji treba uklo-
niti iz rexeǌa x.

Slika 5.1 prikazuje mali primer raqunaǌa vrednosti funkcije ci%a kada je
p = 5. Trenutno rexeǌe je x = [1, 2, 3, 4, 5] i centar out = 3 treba da se eliminixe
iz rexeǌa (oznaqen kvadratima), dok je lokacija in predvi$ena da postane cen-
tar. Nakon xto in u$e u rexeǌe i postane centar, rezervni centri za lokacije
[1, 2, 3, 4, 5] meǌaju se na slede”i naqin:

centar 1 2 3 4 5
c1(centar) 4 5 5 3 2

novi rezervni centar 4 5 in 3 in

Bitno je naglasiti da u ovom koraku vrednosti vektora c1 nisu promeǌe-
ne. U primeru prikazanom na Slici 5.1, postoje dva korisnika koji poqiǌu
da koriste novi centar in kao primarni centar (nove alokacije ka centru in

oznaqene su isprekidanom linijom). Rezervni centar za in je 5, i ukoliko su ta
dva korisnika pokrivena rutom korisnik → in → 5, ǌihovi zahtevi treba da se
dodaju u w.

Kako centar out = 3 nije rezervni centar za novi centar in, sledi w
↓ = w.

Prilikom raqunaǌa r
↓, vrednosti r(3) i r(4) ne treba uzimati u obzir, jer je
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Slika 5.1: Primer raqunaǌa vrednosti funkcije ci%a proceudrom FindBest-
Swap()

3 = out, a rezervni centar za centar 4 je tako$e 3 = out (d(4, in) > d(4, 3)). Centri
1, 2 i 5 nisu pogo$eni uklaǌaǌem centra out, pa se vrednosti r(1), r(2) i r(5)
uk%uquju u r

↓. Kako je in postao centar, dvokraka putaǌa (in → 5 → 2) vixe
nije potrebna i potra!ǌa centra in treba da se doda u r

↓ ukoliko je pokriven
(in je obuhva”en prilikom raqunaǌa r(5)). Vrednost z(3) uk%uquje potra!ǌe
svih pokrivenih korisnika za koje je centar out = 3 bio primarni ili rezervni
centar. Centar out = 3 je slu!io kao primarni centar samom sebi i kao rezervni
centar za centar 4. Konaqno, vrednost ci%ne funkcije nakon zamene out = 3 i in

raquna se kao f(({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {3}) = w
↓ + r(1) + r(2) + r(5) + z(3).

Koraci predlo!ene procedure FindBestSwap() prikazani su Algoritmom 22.
Vrednost w i elementi vektora r i z mogu se odrediti razmatraǌem svake lo-
kacije samo jednom. Stoga je vremenska slo!enost procedure FindBestSwap() jed-
naka O(n).

Za izraqunavaǌe vrednosti r, za svaku lokaciju se utvr$uje da li je ulazak
centra in u rexeǌe doveo do promene ǌenog primarnog ili rezervnog centra
(promen%ive new primaryR i new backupR). Prilikom raqunaǌa vrednosti z,
razmatraju se dva scenarija: kada lokacija izgubi svoj primarni centar i kada
izgubi svoj rezervni centar. U oba sluqaja neophodno je odrediti novu dvokraku
putaǌu za posmatranu lokaciju (promen%ive new primaryZ i new backupZ).
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Algoritam 22 FindBestSwap() za MCPNCP

1: procedure FindBestSwap(x, in, c1, c2)
2: F ⇒ 0, w ⇒ 0, r, z ⇒ nula vektor dužine n
3: for svaki centar j ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
4: new backupR j ⇒ Closest(in, c1(j)) ω Odrediti novi rezervni centar za centar j rešenja x
5: if d(j, new backupR j) ↗ ϑ then
6: r(j) ⇒ r(j) + T (j)

7: if new backupR j = c1(j) then ω Izbacivanje centra c1(j)
8: new backupZ j ⇒ Closest(in, c2(i))
9: if d(j, new backupZ j) ↗ ϑ then
10: z(c1(j)) ⇒ z(c1(j)) + T (j)

11: new primaryZ j, new backupZ j ⇒ Elimination of j() ω Izbacivanje centra j
12: if d(j, new primaryZ j) + d(new primaryZ j, new backupZ j) ↗ ϑ then
13: z(j) ⇒ z(j) + T (j)

14: for svakog korisnika i /↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
15: new primaryR i ⇒ Closest(in, c1(i)) ω Odrediti primarni i rezervni centar za korisnika i
16: if new primaryR i = in then
17: w ⇒ w + T (i)
18: else if i = in then ω i = in jeste centar

19: if d(in, c1(in)) ↗ ϑ then
20: r(c1(i)) ⇒ r(c1(i)) + T (i)

21: if d(in, c2(in)) ↗ ϑ then
22: z(c1(i))) ⇒ z(c1(i))) + T (i)

23: else if i ⇐= in then ω i nije centar

24: new primaryR i, new backupR i ⇒ Determine new primary and backup i()
25: if d(i, new primaryR i) + d(new primaryR i, new backupR i) ↗ ϑ then
26: r(new primaryR i) ⇒ r(new primaryR i) + T (i)

27: new primaryZ i, new backupZ i ⇒ Elimination of primary of i()
28: if d(i, new primaryR i) + d(new primaryR i, new backupR i) ↗ ϑ then
29: z(new primaryR i) ⇒ z(new primaryR i) + T (i)

30: new primaryZ i, new backupZ i ⇒ Elimination of backup of i()
31: if d(i, new primaryZ i) + d(new primaryZ i, new backupZ i) ↗ beta then
32: z(new backupR i) ⇒ z(new backupR i) + T (i)

33: Izračunati w↓, r↓

34: out ⇒ argmin{w↓
+ r↓ + z(j)}

35: F ⇒ w↓
+ r↓ + z(out)

36: return out, F

Prilikom a!uriraǌa r i z, u sluqaju binarnog pokrivaǌa, vrednosti Tj se
dodaju ukoliko du!ina odgovaraju”e putaǌe nije ve”a od datog radijusa po-
krivaǌa ϖ, dok se u sluqaju parcijalnog pokrivaǌa zahtev Tj mno!i stepenom
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pokrivaǌa definisanim u (5.15). Sledi deta%no objaxǌeǌe raqunaǌa vredno-
sti vektora r i z iz Algoritma 22.

Raqunaǌe vrednosti vektora r i z kada se razmatraju centri

Prilikom raqunaǌa vrednosti vektora r (linije 4-6 u Algoritmu 22) za pos-
matrani centar j, najpre se odre$uje rezervni centar i upisuje u promen%ivu
new backupR j. Centar j je sam sebi primarni centar, a kao rezervni centar
koristi c1(j) ili novi centar in, ukoliko mu je on bli!i. Koraci procedure
Closest(), kojom se odre$uje novi rezervni centar, dati su Algoritmom 23.

Algoritam 23 Procedura Closest() za centre

1: procedure Closest(center, a, b)
2: if d(center, a) < d(center, b) then
3: return a

4: else
5: return b

Za raqunaǌe vrednosti vektora z treba razmotriti sluqaj kada se sam cen-
tar j eliminixe iz rexeǌa, kao i sluqaj kada se eliminixe ǌegov rezervni
centar.

↬ Izbacivaǌe rezervnog centra c1(j) za centar j, linije 7-10 Algoritma 22:

Ukoliko je c1(j) rezervni centar za centar j, nakon ǌegovog eliminisaǌa
iz rexeǌa neophodno je odrediti novi rezervni centar za centar j (promen%i-
va new backupZ j). Kandidati su novi centar in (Slika 5.2a) i drugi najbli-
!i centar c2(j) (Slika 5.2b). Ukoliko je j pokriven nakon preusmeravaǌa na
new backupZ j, vrednost z(c1(j)) treba uve”ati potra!ǌom centra j.

(a) Novi rezervni centar je in (b) Novi rezervni centar je c2(j)

Slika 5.2: Odre$ivaǌe novog rezervnog centra za centar j, ako se izbacuje c1(j)
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↬ Izbacivaǌe centra j, linije 11–13 u Algoritmu 22:

U ovom sluqaju j prestaje da bude centar, pa je neophodno odrediti dvokraku
putaǌu za ovu lokaciju (new primaryZ j i new backupZ j). Neophodno je voditi
raquna da, ukoliko postoji vixe centara koji se nalaze na istom najkra”em ras-
tojaǌu od j, za primarni centar se bira onaj sa najkra”om dvokrakom putaǌom.
Tako$e, mo!e se dogoditi da novi primarni centar lokacije j kao rezervni cen-
tar koristi upravo j koji se izbacuje. Procedurom Elimination of j() odre$uju se
novi primarni i rezervni centar, a ǌeni koraci su dati Algoritmom 24.

• Najjednostavniji sluqaj se dexava kada je in najbli!i centar lokaciji
j, te in postaje novi primarni centar za j (linije 2–4 u Algoritmu 24).
Prilikom odre$ivaǌa novog rezervnog centra za j, treba imati u vidu
da je mo!da bax j rezervni centar za centar in. Ukoliko to nije sluqaj,
new backupZ j je c1(in) (Slika 5.3a), inaqe je c2(in) (Slika 5.3b). Ovo se
obav%a procedurom DetermineBackup2().

• Da%e, treba deta%no razmatriti sluqaj kada su in i c1(j) jednako uda%eni
od lokacije j (Slika 5.4, linije 5–18 u Algoritmu 24). Ovde je neopho-
dno uzeti u obzir da rezervni centar za in i/ili za c1(j) mo!e biti bax
j = out, te se mora promeniti. Imaju”i ovo na umu, prvo se odre$uju (po-
tencijalno novi) rezervni centri za in (promen%iva new backup for in) i
c1(j) (promen%iva new backup for C1). Ukoliko je neophodno birati izme-
$u tri centra kandidata, koristi se procedura DetermineBackup3(), koja je
opisana Algoritmom 26. Konaqno, bira se najkra”a od putaǌa j → in →
new backup for in i j → c1(j) → new backup for C1.

(a) Novi rezervni centar je c1(in) (b) Novi rezervni centar je c2(in)

Slika 5.3: Odre$ivaǌe dvokrake putaǌe za lokaciju j: in je bli!i od c1(j) i
postaje primarni centar
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Slika 5.4: Odre$ivaǌe dvokrake putaǌe za lokaciju j: in i c1(j) na jednakom
rastojaǌu od j

Konaqno, centar c2(j) se mo!e nalaziti na istom rastojaǌu od j kao i
centri in i c1(j), ali nakon potencijalne promene rezervnog centra za
in i c1(j) (ukoliko je to bio j), c2(j) postaje bo%i izbor za primarni
centar jer se tako posti!e najkra”a dvokraka putaǌa (Slika 5.5, lini-
je 14–18 u Algoritmu 24). Potencijalno novi rezervni centrar za c2(j)
(promen%iva new backup for C2) se odre$uje kao i kra”a od putaǌa j →
new primaryZ j → new backupZ j i j → c2(j) → new backup for C2.
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Slika 5.5: Odre$ivaǌe dvokrake putaǌe za lokaciju j: in, c1(j) i c2(j) na jedna-
kom rastojaǌu od j

• Posledǌi sluqaj je kada in nije bli!i lokaciji j od c1(j) (linije 19–37 u
Algoritmu 24). Ovde tako$e postoji mogu”nost da je rezervni centar za
c1(j) bax j, i/ili sluqaj kada su c1(j) i c2(j) jednako uda%eni od j, ali
promenom rezervnog centra za c1(j), centar c2(j) postaje novi primarni
centar za j (Slika 5.6).

Slika 5.6: Odre$ivaǌe dvokrake putaǌe za lokaciju j: in na ve”em rastojaǌu
nego c1(j) i c2(j) od j, a c1(j) i c2(j) su na jednakom rastojaǌu od j

Nakon odre$ivaǌa dvokrake putaǌe za j, u situaciji kada j prestaje da bude
deo rexeǌa, ukoliko je qvor j pokriven, ǌegova potra!ǌa se dodaje promen%i-
voj z(j) (linije 12–13 u Algoritmu 22).

Algoritam 25 Procedura DetermineBackp2()

1: procedure DetermineBackup2 (out, primary, second)
2: if primary ⇐= out then
3: return primary

4: else
5: return second
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Algoritam 24 Elimination of j() procedura
1: procedure Elimination of j()
2: if d(j, in) < d(j, c1(j)) then
3: new primaryZ j ⇒ in
4: new backupZ j ⇒ DetermineBackup2(j, c1(in), c2(in))
5: else if d(j, in) = d(j, c1(j)) then
6: new backup for in ⇒ DetermineBackup2(j, c1(in), c2(in))
7: new backup for C1 ⇒ DetermineBackup3(j, c1(c1(j)), in, c2(c1(j))))
8: if d(j, in) + d(in, new backup for in) < d(j, c1(j)) + d(c1(j), new backup for C1) then
9: new primaryZ j ⇒ in
10: new backupZ j ⇒ new backup for in
11: else
12: new primaryZ j ⇒ c1(j)
13: new backupZ j ⇒ new backup for C1

14: if d(j, new primaryZ j) = d(j, c2(j)) then
15: new backup for C2 ⇒ DetermineBackup3(j, c1(c2(j)), in, c2(c2(j)))
16: if d(j, c2(j)) + d(c2(j), new backup for C2) < d(j, new primaryZ j) +

d(new primaryZ j, new backupZ j) then
17: new primaryZ j ⇒ c2(j)
18: new backupZ j ⇒ new backup for C2

19: else if d(j, in) > d(j, c1(j)) then
20: if d(j, c1(j)) < d(j, c2(j)) then
21: new primaryZ j ⇒ c1(j)
22: new backupZ j ⇒ DetermineBackup3(j, c1(c1(j)), in, c2(c1(j)))
23: else if d(j, c1(j)) = d(j, c2(j)) then
24: new primaryZ j ⇒ c1(j)
25: new backupZ j ⇒ DetermineBackup3(j, c1(c1(j)), in, c2(c1(j)))
26: if d(j, c2(j))+d(c2(j), in) < d(j, new primaryZ j)+d(new primaryZ j, new backupZ j)

then
27: new primaryZ j ⇒ c2(j)
28: new backupZ j ⇒ in
29: else
30: if c1(c2(j)) ⇐= j then
31: if d(j, c2(j)) + d(c2(j), c1(c2(j))) < d(j, new primaryZ j) +

d(new primaryZ j, new backupZ j) then
32: new primaryZ j ⇒ c2(j)
33: new backupZ j ⇒ c1(c2(j))

34: else
35: if d(j, c2(j)) + d(c2(j), c2(c2(j))) < d(j, new primaryZ j) +

d(new primaryZ j, new backupZ j) then
36: new primaryZ j ⇒ c2(j)
37: new backupZ j ⇒ c2(c2(j))
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Algoritam 26 DetermineBackp3()

1: procedure DetermineBackup3 (out, primary, in, second)
2: if primary ⇐= out then
3: return Closest(in, primary)
4: else
5: return Closest(in, second)

Koraci pomo”nih procedura: Determine new primary and backup i(),
Elimination of primary of i() i Elimination of backup of i() korix”enih u Algoritmu
22, prikazani su redom Algoritmima 27, 28 i 29.

Algoritam 27 Procedura Determine new primary and backup i

1: procedure Determine new primary and backup i()
2: new backup C1 ⇒ Closest(in, c1(c1(i)))
3: new backup C2 ⇒ Closest(in, c1(c2(i)))
4: if d(i, c1(i)) + d(c1(i), new backup C1) ↗ d(i, c2(i)) + d(c2(i), new backup C2) then
5: new primaryR i ⇒ c1(i)
6: new backupR i ⇒ new backup C1
7: else
8: new primaryR i ⇒ c2(i)
9: new backupR i ⇒ new backup C2

Algoritam 28 Procedura Elimination of primary of i()

1: procedure Elimination of primary of i()
2: if new primaryR i = c1(j) then ϱ Eliminacija primarnog centra (slučaj c1(i))
3: new primaryZ i ⇒ Closest(in, c2(i))
4: if new primaryZ i = in then
5: new backupZ i ⇒ DetermineBackup2(c1(j), c1(in), c2(in))
6: else if new primaryZ i = c2(i) then
7: new backupZ i ⇒ DetermineBackup3(c1(i), c1(c2(i)), in, c2(c2(i)))

8: else if new primaryR i = c2(j) then ϱ Eliminacija primarnog centra (slučaj c2(i))
9: new primaryZ i ⇒ Closest(in, c1(i))

10: if new primaryZ i = in then
11: new backupZ i ⇒ DetermineBackup2(c2(j), c1(in), c2(in))
12: else if new primaryZ i = c1(i) then
13: new backupZ i ⇒ DetermineBackup3(c2(i), c1(c1(i)), in, c2(c1(i)))
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Algoritam 29 Procedura Elimination of backup of i()

1: procedure Elimination of backup of i()
2: new primaryZ i ⇒ Closest(in, new primaryR i)
3: if new primaryZ i = in then
4: new backupZ i ⇒ DetermineBackup2(new backupR i, c1(in), c2(in))

5: if new primaryZ i = c1(i) then
6: new backupZ i ⇒ DetermineBackup3(new backupR i, c1(c1(i)), in, c2(c1(i)))

7: if new primaryZ i = c2(i) then
8: new backupZ i ⇒ DetermineBackup3(new backupR i, c1(c2(i)), in, c2(c2(i)))
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5.3.3 Procedura Update() za MCPNCP

Procedura Update() korix”ena u 2.4.3 i 4.3.3 prilago$ena je karakteristika-
ma problema MCPNCP. Obuhva”eni su sluqajevi razmatrani u 5.3.2 i razrexe-
ni su na isti naqin. Koraci Update() procedure za MCPNCP dati su Algoritmom
30.

Algoritam 30 Update() procedura za MCPNCP

1: procedure Update(x, in, out, c1, c2)
2: x ⇒ ({x(1), x(2), ..., x(p)} ⇑ {in}) \ {out}
3: menjali backup ⇒ ↙
4: for svaki centar j ↓ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
5: Izračunati c1(j) i c2(j). Ukoliko postoji vǐse kandidata na istom rastojanju, izabrati onog

sa najbližim rezervnim centrom.

6: Ukoliko je došlo do promene u vektoru c1, dodati centar j u vektor menjali backup

7: for svakog korisnika i ↓ A \ {x(1), x(2), ..., x(p)} do
8: if length(menjali backup) > 0 then
9: Popravka1(i, in, c1(i), D, x, c1, c2,menjali backup)
10: Popravka2(i, in, c2(i), D, x, c1, c2,menjali backup)

11: if c1(i) = out then
12: if d(i, in) < d(i, c2(i)) or (d(i, in) = d(i, c2(i)) and d(in, c1(in)) < d(c2(i), c1(c2(i)))) then
13: c1(i) ⇒ in
14: else
15: c1(i) ⇒ c2(i)

16: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i. Ukoliko ima vǐse kandidata na istom

rastojanju, izabrati onog sa najbližim rezervnim centrom.

17: c2(i) ⇒ center 2

18: else
19: if d(i, in) < d(i, c1(i)) or (d(i, in) = d(i, c1(i)) and d(in, c1(in)) < d(c1(i), c1(c1(i)))) then
20: c2(i) ⇒ c1(i)
21: c1(i) ⇒ in
22: else
23: if d(i, in) < d(i, c2(i)) or (d(i, in) = d(i, c2(i)) and d(in, c1(in)) < d(c2(i), c1(c2(i))) then
24: c2(i) ⇒ in
25: else
26: if c2(i) = out then
27: Naći drugi najbliži centar center 2 za lokaciju i. Ukoliko ima vǐse kandidata na

istom rastojanju, izabrati onog sa najbližim rezervnim centrom.

28: c2(i) ⇒ center 2

29: if d(i, c1(i)) = d(i, c2(i)) and d(c2(i), c1(c2(i))) < d(c1(i), c1(c1(i))) then
30: Zameniti uloge centrima c1(i) i c2(i)
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5.4 Eksperimentalni rezultati
Za potrebe eksperimenta, polaze”i od pmed instanci koje su korix”ene za

PNCP, generisano je 189 instanci za MCPNCP. Bilo je neophodno generisati
potra!ǌe za svakog korisnika, kao i parametre pokrivenosti za sluqaj binar-
nog i parcijalnog pokrivaǌa. Potra!ǌe su generisane korix”eǌem uniformne
raspodele u intervalu [10, 50]. Za svaku razmatranu pmed instancu, vrednost
parametra radijusa pokrivaǌa ϖ postav%ena je na 0.65ϖ↓, gde je ϖ

↓ najbo%e po-
znato rexeǌe PNCP iz literature ([65, 85, 96]) za istu instancu. Parametari
a
k
ij i b

k
ij za svaku instancu definisani su na slede”i naqin:

a
k
ij =

{
1, ako ↼

k
ij ↗ 0.65ϖ↓

,

0, inaqe,
, bkij =






1, ako ↼
k
ij ↗ 0.65ϖ↓

,

0.75, ako 0.65ϖ↓
< ↼

k
ij ↗ 0.7ϖ↓

,

0.5, ako 0.7ϖ↓
< ↼

k
ij ↗ 0.75ϖ↓

, i ↓ A, j, k ↓ P, j ⇐= k.

0.25, ako 0.75ϖ↓
< ↼

k
ij ↗ 0.8ϖ↓

,

0, inaqe.

Instance su pode%ene u qetiri grupe prema broju qvorova:

• male: 50 pmed1-pmed5 instanci sa n ↗ 50 qvorova,

• sredǌe: 83 pmed1-pmed5 instance sa 50 < n ↗ 100 qvorova,

• velike: 24 pmed6-pmed8 instance sa 100 < n ↗ 200 qvorova,

• veoma velike: 32 pmed11-pmed12 instance sa 200 < n ↗ 300 i pmed16-pmed17
instance sa 300 < n ↗ 400 qvorova.

Testiraǌe je ra$eno u okru!eǌu opisanom na poqetku Sekcije 2.5.

5.4.1 Podexavaǌe parametara
Parametar ε kojim se kontrolixe prihvataǌe loxijeg rexeǌa u SVNS me-

todi je podexavan korix”eǌem nasumiqno odabranog podskupa instanci. Oda-
brano je 38 instanci svih dimenzija problema (pribli!no 20% ukupnog broja
instanci). Za svaku instancu iz razmatranog podskupa instanci i svaku raz-
matranu vrednost parametra ε, posmatrano je najbo%e rexeǌe dobijeno u 20
izvrxavaǌa, kao i proseqno procesorsko vreme potrebno da se najbo%e rexeǌe
dostigne po prvi put. Na osnovu toga izvrxeno je rangiraǌe razmatranih vre-
dnosti parametra ε. Bo%i (ni!i) rang dobija vrednost parametra ε za koju se
posti!e ve”a vrednost funkcije ci%a, a ukoliko se za dve ili vixe vrednosti
parametra ε dobija ista vrednost funkcije ci%a, upore$uju se vremena koja su
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bila potrebna da se najbo%a vrednost dostigne po prvi put. Vrednost para-
metra za koju je proseqno procesorsko vreme potrebno da se dostigne najbo%e
rexeǌe kra”e dobija ni!i rang. Specijalno, ukoliko se najdu!e i najkra”e
vreme razlikuju za maǌe od 0.01 sekunde, sve vrednosti parametra dobijaju
isti rang koji je u tom sluqaju jednak aritmetiqkoj sredini rangova koje bi
izjednaqene vrednosti inaqe dobile.

Kako su razmatrana dva razliqita problema, parametar ε je odre$en za sva-
ki od ǌih pojedinaqno. Za binarno pokrivaǌe testirano je xest razliqitih
vrednosti parametra ε: {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}. Za parcijalno pokrivaǌe, ve”e
vrednosti parametra ε su se bo%e pokazale pa je testirano sedam vrednosti
{0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6} na istom podskupu instanci. Proseqne vrednosti dode-
%enih rangova prikazane su u Tabeli 5.1. Najmaǌi proseqan rang dobijen je za
ε = 0.2 u sluqaju binarnog pokrivaǌa, dok je za problem parcijalnog pokrivaǌa
najmaǌi proseqan rang dobijen za ε = 0.5.

Tabela 5.1: Proseqni rangovi

binarno pokrivaǌe parcijalno pokrivaǌe

ε 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
avg.rank 3.68 3.13 2.97 3.42 3.34 3.08 4.03 4.18 4.42 4.05 3.87 3.66 3.76

5.4.2 Rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
ILP1 i ILP2 formulacije predstav%ene u Sekciji 5.2 testirane su korix”e-

ǌem IBM ILOG CPLEX 22.1.0 rexavaqa. CPLEX rexavaq se zaustav%a kada pro-
na$e optimalno rexeǌe ili kada dostigne maksimalno procesorsko vreme od 2
sata. Predlo!eni SVNS algoritam pokrenut je 20 puta na svakoj razmatranoj
instanci, i za binarno i za parcijalno pokrivaǌe.

Kako bi se pove”ala robusnost algoritma, podrazumevana vrednost SVNS pa-
rametra lmax postav%ena je na minimalan broj centara p me$u svim testiranim
instancama, koji iznosi 5. Ova vrednost parametra lmax je preuzeta iz implemen-
tacije za PNCP, a pokazalo se da vodi dobrim performansama SVNS algoritma i
u sluqaju problema MCPNCP. Parametar za kriterijuma zaustav%aǌa iter max

zavisi od veliqine razmatranog skupa instanci i iznosi: iter max = 1000 za
instance malih dimenzija, iter max = 3000 za instance sredǌih dimenzija i
iter max = 5000 za instance velikih i veoma velikih dimenzija. Na osnovu re-
zultata testova prilikom podexavaǌa parametra prikazanih u Sekciji 5.4.1,
izabrane su vrednosti ε = 0.2 za problem binarnog pokrivaǌa i ε = 0.5 za pro-
blem parcijalnog pokrivaǌa.
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Rezultati na malim i sredǌim instancama

U Tabeli 5.2 prikazani su sumarni rezultati CPLEX rexavaqa dobijeni
korix”eǌem ILP1 i ILP2 formulacija, kao i predlo!enog SVNS algoritma za
MCPNCP sa binarnim i parcijalnim pokrivaǌem na skupu od 50 malih pmed1–
pmed5 instanci i skupu od 83 instance sredǌe veliqine. Kompletni rezultati
mogu se na”i u Prilogu D.

Instance su grupisane prema ǌihovoj dimenziji n. Prikazani rezultati
predstav%aju proseqne vrednosti za instance u svakoj grupi. Svaki red Ta-
bele 5.2 sadr!i:

• n - ukupan broj lokacija,

• p - broj centara koje treba uspostaviti,

• #Inst - broj instanci u grupi.

Naredne qetiri kolone odnose se na rezultate CPLEX rexavaqa dobijene uz
pomo” ILP1 formulacije:

• f.val - proseqna vrednost funkcije ci%a na$enih rexeǌa,

• #opt - broj instanci u grupi za koje je prona$eno optimalno rexeǌe,

• t - proseqno vreme izvrxavaǌa (u sekundama),

• %cov. - proseqan broj pokrivenih korisnika (u procentima).

Rezultati CPLEX rexavaqa dobijeni uz pomo” ILP2 formulacije prikazani su
na isti naqin u narednim kolonama. Posledǌe qetiri kolone sadr!e rezultate
dobijene SVNS algoritmom:

• fbest - proseqna vrednost funkcije ci%a najbo%eg SVNS rexeǌa,

• tbest - proseqno vreme potrebno da se najbo%e rexeǌe dostigne po prvi put
(u sekundama),

• gap (u %) - proseqno procentualno odstupaǌe za posmatranu grupu. Za po-
jedinaqnu instancu odstupaǌe se odre$uje tako xto se odredi proseqna
razlika izme$u najbo%e vrednosti funkcije ci%a dobijene u pojedinaq-
nom izvrxavaǌu i najbo%e vrednosti funkcije ci%a dobijene iz 20 SVNS
izvrxavaǌa.
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• ⇁ (u %) - proseqno sredǌekvadratno odstupaǌe. Za pojedinaqnu instancu

odre$uje se kao
√

1
20

∑20
i=1(gapi ↔ agap)2, gde gapi oznaqava procentualno od-

stupaǌe izme$u najbo%e vrednosti funkcije ci%a dobijene u i-tom izvrxa-
vaǌu i najbo%e vrednosti funkcije ci%a dobijene iz 20 SVNS izvrxavaǌa
za tu instancu, dok je agap prosek gapi vrednosti za tu instancu.

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabeli 5.2 mo!e se zak%uqiti da CPLEX
sa obe formulacije pronalazi optimalna rexeǌa za binarno pokrivaǌe za sve
male i sredǌe instance, dok SVNS dosti!e sva ova optimalna rexeǌa. Ukupno
vreme izvrxavaǌa CPLEX rexavaqa znaqajno je kra”e kada se koristi ILP2
formulacija u pore$eǌu sa odgovaraju”im vremenom kada je korix”ena ILP1
formulacija. Ovo je oqekivano, budu”i da ILP2 formulacija ima maǌi broj
ograniqeǌa od ILP1. Predlo!eni SVNS je dostigao sva optimalna rexeǌa u
svih 20 izvrxavaǌa za sve instance sa n ↓ {10, 20, 30, 40, 60, 90} qvorova, xto se
mo!e videti po vrednostima u kolonama gap i ⇁, koje su jednake 0%. SVNS nije
dostigao optimalno rexeǌe u svih 20 izvrxavaǌa samo za po jednu instancu
iz skupova sa n ↓ {50, 70, 100}, kao i za dve instance sa n = 80 qvorova.

Zanim%ivo je da u pojedinim sluqajevima ILP1 i ILP2 formulacije pronala-
ze razliqita optimalna rexeǌa sa istom vrednox”u funkcije ci%a. Recimo,
za instancu pmed2 40 10, uz pomo” ILP1 formulacije CPLEX rexavaq dolazi do
rexeǌa xILP1 sa 27 pokrivenih lokacija (67%), dok uz pomo” ILP2 formulaci-
je pronalazi rexeǌe xILP2 sa 26 (65%) pokrivenih lokacija. Za oba rexeǌa,
vrednost funkcije ci%a je f(xILP1) = f(xILP2) = 850. Sliqno, u sluqaju instance
pmed6 150 20, CPLEX sa ILP1 formulacijom pronaxao je samo dopustivo rexeǌe
sa 128 (85%) pokrivenih lokacija i f(xILP1) = 3905, dok je sa ILP2 formulacijom
pronaxao optimalno rexeǌe sa maǌim brojem pokrivenih lokacija (127, 84%),
ali sa ve”om vrednox”u funkcije ci%a f(xILP2) = 3926.

Tabela 5.2 tako$e sadr!i sumarne rezultate za MCPNCP sa parcijalnim
pokrivaǌem na instancama maǌih i sredǌih dimenzija. Doǌi deo Tabele 5.2,
koji se odnosi na rezultate za parcijalno pokrivaǌe, sliqno je organizovan
kao i gorǌi deo koji se odnosi na binarno pokrivaǌe. CPLEX sa ILP1 formula-
cijom nije obezbedio optimalna rexeǌa za sve instance u sluqaju parcijalnog
pokrivaǌa xto se mo!e videti u koloni #opt. Tako$e, vrednosti u koloni f.val.

oznaqene su simbolom ,,∝” ukoliko vrednosti funkcije ci%a nisu optimalne za
sve instance u datoj grupi. U sluqaju parcijalnog pokrivaǌa, ILP2 formulaci-
ja se tako$e bo%e pokazala u odnosu na ILP1. CPLEX sa ILP2 modelom je dostigao
optimalna rexeǌa za sve male i sredǌe instance, dok je uz pomo” ILP1 CPLEX
rexavaq pronaxao optimalna rexeǌa za 128 od 133 instance. CPLEX sa ILP1
formulacijom nije uspeo da doka!e optimalnost dobijenog rexeǌa za instancu
pmed3 80 10, iako dobijeno dopustivo rexeǌe ima istu vrednost funkcije ci%a
kao i rexeǌe za koje je dokazao optimalnost koriste”i ILP2.

110



G
lava

5.
P
roblem

m
aksim

alnog
pokrivaǌ

a
p-rezervnog

centra

Tabela 5.2: Binarno i parcijalno pokrivaǌe: proseqni rezultati dobijeni CPLEX rexavaqem i
SVNS algoritmom na malim i sredǌim instancama

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p #Inst. f.val. #opt t %cov. f.val. #opt t %cov. fbest tbest gap ϖ

p
m
e
d
1
-p
m
e
d
5

10 5 5 205.80 5 0.03 68.00 205.80 5 0.02 68.00 205.80 0.00 0.00 0.00
20 {5,10} 10 423.80 10 0.65 67.00 423.80 10 0.32 67.00 423.80 0.00 0.00 0.00
30 {5,10} 10 703.70 10 3.70 72.80 703.70 10 1.51 72.80 703.70 0.00 0.00 0.00
40 {5,10,20} 15 899.00 15 9.55 72.20 899.00 15 3.11 72.07 899.00 0.01 0.00 0.00
50 {10,20} 10 1160.90 10 34.40 76.60 1160.90 10 4.75 76.60 1160.90 0.03 0.00 0.01
60 {10,20,30} 15 1425.87 15 93.12 79.67 1425.87 15 5.78 79.80 1425.87 0.03 0.00 0.00
70 {10,20,30} 15 1688.53 15 148.57 77.47 1688.53 15 75.70 77.47 1688.53 0.08 0.01 0.02
80 {10,20,30} 15 1914.40 15 286.54 78.27 1914.40 15 184.19 78.27 1914.40 0.15 0.00 0.01
90 {10,20,30,50} 19 2223.58 19 508.83 80.90 2223.58 19 376.43 80.90 2223.58 0.14 0.00 0.00
100 {10,20,30,50} 19 2487.16 19 849.94 81.53 2487.16 19 490.06 81.53 2487.16 0.20 0.01 0.01

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p #Inst. f.val. #opt t f.val. #opt t fbest tbest gap ϖ

p
m
e
d
1
-p
m
e
d
5

10 5 5 210.55 5 0.09 210.55 5 0.04 210.55 0.00 0.00 0.00
20 {5,10} 10 455.02 10 0.88 455.02 10 0.47 455.02 0.00 0.00 0.00
30 {5,10} 10 756.65 10 7.18 756.65 10 3.03 756.65 0.01 0.00 0.00
40 {5,10,20} 15 955.03 15 62.37 955.03 15 5.84 955.03 0.01 0.00 0.00
50 {10,20} 10 1227.28 10 66.44 1227.28 10 7.39 1227.28 0.06 0.00 0.00
60 {10,20,30} 15 1481.83 15 158.63 1481.83 15 9.61 1481.83 0.04 0.00 0.00
70 {10,20,30} 15 1766.95 15 312.02 1766.95 15 161.47 1766.95 0.08 0.00 0.00
80 {10,20,30} 15 2009.22* 14 1225.19 2009.22 15 437.11 2009.22 0.13 0.01 0.02
90 {10,20,30,50} 19 2319.76* 18 2075.66 2320.91 19 1050.79 2320.91 0.25 0.02 0.03
100 {10,20,30,50} 19 2588.07* 16 3658.61 2591.41 19 1078.56 2591.41 0.46 0.00 0.00
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U proseku, ukupno vreme izvrxavaǌa CPLEX rexavaqa kra”e je ukolko se
koristi ILP2 model u pore$eǌu sa ILP1 modelom.

Predlo!eni SVNS dostigao je sva optimalna rexeǌa dobijena CPLEX rexa-
vaqem i ILP2 modelom u znaqajnom kra”em vremenu. Algoritam se pokazao kao
stabilan, xto se mo!e zak%uqiti iz gap vrednosti SVNS rexeǌa koje su jednake
0% za 126 od 133 instance.

Rezultati na velikim instancama

Rezultati dobijeni pomo”u CPLEX rexavaqa i modela ILP1 i ILP2, kao i
predlo!enog SVNS algoritma za binarno i delimiqno pokrivaǌe na 24 velike
instance prikazani su u Tabelama 5.3 i 5.4.

Tabela 5.3: Binarno pokrivaǌe: rezultati dobijeni CPLEX rexavaqem i SVNS
algoritmom na velikim instancama

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest gap ϖ

p
m
e
d
6

150 20 3905* 7201.03 85 3926 2628.73 84 3926 2 1.57 0.23 0.08
150 30 3686 6528.93 80 3686 1211.23 80 3686 4 4.76 0.28 0.19
150 50 3787 991.063 85 3787 2219.83 85 3787 19 7.88 0.02 0.07
150 80 3989* 7211.49 92 3989 499.536 92 3989 20 0.30 0.00 0.00
200 30 3795* 7208.80 63 4884* 7209.12 81 4890 4 7.72 0.16 0.14
200 50 4743* 7204.92 76 4739* 7204.97 77 4743 3 8.87 0.08 0.11
200 80 5287* 7204.92 88 5287* 7203.94 88 5287 3 14.50 0.26 0.12
200 100 5744* 7209.87 93 5744* 7202.46 93 5744 20 0.73 0.00 0.00

p
m
e
d
7

150 20 3425* 7200.86 75 3457 3398.95 76 3457 20 1.05 0.00 0.00
150 30 3445* 7201.15 74 3457 1865.24 75 3457 17 0.68 0.05 0.12
150 50 4095* 7202.12 89 4098 1451.56 89 4098 6 2.03 0.04 0.03
150 80 4150* 7200.83 97 4150* 7200.57 97 4150 20 0.23 0.00 0.00
200 30 4115* 7204.74 68 4785* 7208.28 78 4790 20 5.57 0.00 0.00
200 50 4823* 7207.35 77 4830 2985.86 78 4830 12 7.63 0.06 0.08
200 80 5183* 7205.91 85 5183 1484.83 86 5183 7 13.31 0.08 0.11
200 100 5575* 7212.61 92 5575 4896.79 92 5575 20 0.98 0.00 0.00

p
m
e
d
8

150 20 3593* 7201.02 82 3593 2348.67 82 3593 20 0.94 0.00 0.00
150 30 3613 2268.30 79 3613 1235.98 79 3613 20 0.70 0.00 0.00
150 50 4017* 7202.50 90 4017 2553.56 90 4017 14 4.02 0.06 0.09
150 80 4254* 7202.42 95 4254 557.574 95 4254 20 0.16 0.00 0.00
200 30 3913* 7204.74 69 4953* 7207.61 85 4953 19 6.00 0.11 0.48
200 50 5275* 7213.51 88 5645* 7204.60 95 5645 17 10.39 0.03 0.08
200 80 5707* 7212.02 98 5707* 7203.30 98 5707 20 0.43 0.00 0.00
200 100 5785* 7225.32 98 5785* 7203.38 98 5785 20 0.20 0.00 0.00
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U sluqajevima kada CPLEX nije mogao da doka!e optimalnost prona$enog
rexeǌa, vrednost funkcije ci%a oznaqena je simbolom ,,∝”. Najbo%i SVNS re-
zultati su bo%eg kvaliteta od dopustivih rexeǌa koja je CPLEX pronaxao sa
obe ILP1 i ILP2 formulacije. U situacijama kada su SVNS algoritmom dostig-
nuta bo%a rexeǌa, vrednosti u Tabelama 5.3 i 5.4 su podeb%ane.

Tabela 5.4: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati dobijeni CPLEX rexavaqem i
SVNS algoritmom na velikim instancama

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest gap ϖ

p
m
e
d
6

150 20 3290.50* 7200.94 3735.00* 7200.94 4057.75 8 1.40 0.36 0.29
150 30 3838.00* 7201.04 3893.25 4875.02 3893.25 11 3.18 0.10 0.18
150 50 3882.25* 7201.12 3890.25 5157.02 3890.25 13 10.14 0.07 0.09
150 80 4060.25* 7209.21 4060.25 4304.46 4060.25 20 0.84 0.00 0.00
200 30 4083.25* 7209.69 4492.00* 7204.45 5159.50 6 12.12 0.24 0.31
200 50 4970.00* 7211.58 4934.00* 7209.65 5016.75 13 13.81 0.06 0.08
200 80 5368.75* 7215.67 5371.00* 7219.97 5383.50 4 18.49 0.02 0.02
200 100 5852.75* 7269.43 5857.25* 7210.54 5857.75 20 5.63 0.00 0.00

p
m
e
d
7

150 20 3161.50* 7200.97 3687.00* 7200.84 3717.50 8 1.21 0.05 0.04
150 30 3697.00* 7201.28 3711.25 5500.26 3711.25 20 2.27 0.00 0.00
150 50 4184.00* 7201.30 4204.50* 7201.26 4204.50 9 6.23 0.11 0.13
150 80 4180.00* 7201.22 4180.00* 7202.18 4180.00 20 0.23 0.00 0.00
200 30 4497.50* 7205.17 4506.50* 7228.88 5099.00 18 15.42 0.03 0.03
200 50 4638.75* 7202.13 4901.50* 7204.15 5035.25 18 11.04 0.05 0.16
200 80 5283.25* 7207.03 5292.50 4537.07 5292.50 6 14.51 0.07 0.07
200 100 5664.75* 7218.80 5664.75* 7203.58 5666.50 20 3.36 0.00 0.00

p
m
e
d
8

150 20 3226.00* 7201.00 3868.00* 7201.05 3876.75 20 3.40 0.00 0.00
150 30 3817.75* 7201.79 3817.75 1706.60 3817.75 18 2.69 0.02 0.06
150 50 4092.50* 7202.55 4094.50 2832.54 4094.50 20 2.80 0.00 0.00
150 80 4405.50* 7202.78 4405.50 5743.70 4405.50 20 0.57 0.00 0.00
200 30 4316.50* 7204.21 4686.50* 7204.69 5183.25 19 6.96 0.02 0.08
200 50 5366.75* 7699.12 5516.25* 7207.10 5736.50 17 12.28 0.04 0.13
200 80 5734.00* 7225.80 5734.00* 7206.46 5734.00 20 0.52 0.00 0.00
200 100 5818.00* 7256.58 5818.00* 7202.82 5818.00 20 0.23 0.00 0.00

Prednosti ILP2 formulacije u odnosu na ILP1 postaju izra!enije kako se
dimenzija problema pove”ava, xto se mo!e videti iz Tabele 5.5 u kojoj je pri-
kazan sumarni pregled rezultata na skupu velikih instanci. Broj optimalnih
rexeǌa koje je CPLEX pronaxao koriste”i ILP2 ve”i je nego u sluqaju kada se
koristi ILP1, i to za oba kriterijuma pokrivaǌa. U sluqaju binarnog pokriva-
ǌa, CPLEX sa ILP1 formulacijom obezbe$uje optimalno rexeǌe za samo 3 od 24
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instance, uz proseqno vreme od 3262.76s. Sa druge strane, CPLEX sa ILP2 formu-
lacijom pronalazi optimalna rexeǌa za 14 od 24 instance, uz proseqno vreme
od 2095.60s. Za samo jednu instancu (pmed6 200 50) ILP1 je dao bo%e rexeǌe u
pore$eǌu sa ILP2, dok za 9 instanci ILP2 obezbe$uje bo%a dopustiva rexeǌa u
odnosu na ona dobijena pomo”u ILP1. U sluqaju parcijalnog pokrivaǌa, CPLEX
sa ILP1 modelom ne pronalazi optimalno rexeǌe ni za jednu instancu u okviru
2 sata procesorskog vremena, dok je sa ILP2 prona$eno 8 optimalnih rexeǌa uz
proseqno vreme od 4332.08s. Samo za instancu pmed6 200 50, CPLEX sa ILP1 je
vratio bo%e rexeǌe, dok za preostale instance ILP2 obezbe$uje ili bo%a (16
instanci) ili jednaka (7 instanci) rexeǌa.

Rezultati prikazani u Tabelama 5.3 i 5.4 pokazuju da predlo!eni SVNS do-
sti!e sva optimalna rexeǌa za veoma kratka vremena. Kolone koje se odnose
na SVNS ukazuju na to da je on pobo%xao gorǌu granicu obezbe$enu CPLEX
rexavaqem, odnosno dostigao jox bo%a rexeǌa od dopustivih, za 2 instance
u sluqaju binarnog pokrivaǌa i za 12 instanci u sluqaju parcijalnog pokri-
vaǌa. U proseku, gap vrednosti iznose 0.06% za binarno i 0.05% za parcijalno
pokrivaǌe, dok su proseqne ⇁ vrednosti 0.07% za oba kriterijuma pokrivaǌa,
xto ukazuje na dobru stabilnost algoritma.

Tabela 5.5: Broj optimalnih i dopustivih rexeǌa prona$enih CPLEX rexava-
qem na skupu od 24 velike instance

binarno pokrivaǌe parcijalno pokrivaǌe
#opt #feas avg.f avg.t #opt #feas avg.f avg.t

ILP1 3 21 4412.67 6713.60 0 24 4476.23 7231.27
ILP2 14 10 4547.67 4224.44 8 16 4596.73 6248.55

Rezultati na veoma velikim instancama

Predlo!eni SVNS algoritam i CPLEX rexavaq pokrenuti su i na skupu od
32 veoma velike instance. Samo za jednu takvu instancu (pmed12 250 30), CPLEX
rexavaq uz ILP2 model pronaxao je dopustivo rexeǌe za oba kriterijuma po-
krivaǌa. Prona$ena dopustiva rexeǌa loxijeg su kvaliteta od onih koje je
dostigao SVNS. Za sve ostale veoma velike instance CPLEX nije uspeo da do$e
qak ni do dopustivog rexeǌa usled nedostatka memorije. Iz ovog razloga su
u Tabeli 5.6 dati samo rezultati SVNS algoritma za oba kriterijuma zausta-
v%aǌa.

Predlo!eni SVNS algoritam dostigao je najbo%a rexeǌa za vrlo kratko
vreme za oba kriterijuma pokrivaǌa. Za 14 instanci u sluqaju binarnog po-
krivaǌa i 13 u sluqaju parcijalnog, SVNS pronalazi isto najbo%e rexeǌe u
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svih 20 izvrxavaǌa, pa su gap i ⇁ vrednosti 0%. Za preostale instance vre-
dnosti gap i ⇁ nisu velike, xto potvr$uje stabilnost SVNS algoritma.

Tabela 5.6: Rezultati SVNS algoritma na skupu veoma velikih instanci

binarno pokrivaǌe parcijalno pokrivaǌe

Inst. n p fbest #fbest tbest gap ⇁ fbest #fbest tbest gap ⇁

p
m
ed
11

250 30 6056 14 5.42 0.08 0.16 6412.50 2 8.11 0.27 0.14
250 50 6147 5 14.32 0.13 0.13 6405.25 18 10.26 0.02 0.05
250 70 6748 4 23.08 0.04 0.06 6862.75 19 15.01 0.00 0.02
250 90 6745 19 21.83 0.01 0.04 6851.25 11 14.60 0.00 0.01
300 60 8536 5 33.12 0.06 0.07 8616.75 1 36.87 0.031 0.02
300 80 8747 20 13.05 0.00 0.00 8789.50 20 18.23 0.00 0.00
300 100 8417 20 4.24 0.00 0.00 8477.25 20 3.83 0.00 0.00
300 150 8787 20 0.87 0.00 0.00 8841.75 20 1.23 0.00 0.00

p
m
ed
12

250 30 6183 12 5.57 0.08 0.10 6433.75 19 16.73 0.00 0.02
250 50 6590 2 20.49 0.04 0.06 6769.75 3 22.50 0.20 0.10
250 70 6844 8 18.68 0.04 0.01 6966.75 12 24.40 0.04 0.07
250 90 6846 20 4.09 0.00 0.00 7055.00 14 42.24 0.01 0.01
300 60 8775 20 0.74 0.00 0.00 8775.00 20 0.47 0.00 0.00
300 80 8906 20 0.34 0.00 0.00 8906.00 20 0.36 0.00 0.00
300 100 8973 20 0.28 0.00 0.00 8973.00 20 0.21 0.00 0.00
300 150 8446 20 0.11 0.00 0.00 8446.00 20 0.07 0.00 0.00

p
m
ed
16

350 40 8454 3 37.78 0.08 0.10 8899.75 12 54.29 0.05 0.10
350 70 9591 3 41.90 0.05 0.04 9840.50 1 54.49 0.07 0.10
350 90 9484 3 63.07 0.23 0.16 9610.75 7 61.45 0.80 0.08
350 120 10218 20 27.55 0.00 0.00 10272.25 20 25.28 0.00 0.00
400 80 10916 1 69.56 0.06 0.10 11141.25 3 99.78 0.04 0.04
400 100 11416 7 93.07 0.07 0.09 11588.25 17 72.12 0.01 0.02
400 140 11504 20 14.95 0.00 0.00 11617.25 20 14.39 0.00 0.00
400 200 11412 20 4.13 0.00 0.00 11541.50 20 4.71 0.00 0.00

p
m
ed
17

350 40 8908 3 26.62 0.15 0.07 9212.00 1 43.70 0.20 0.12
350 70 10077 1 38.76 0.18 0.07 10147.00 4 70.72 0.10 0.07
350 90 10130 1 53.74 0.10 0.06 10142.50 5 44.76 0.02 0.02
350 120 9955 20 9.59 0.00 0.00 10002.50 20 34.02 0.00 0.00
400 80 11547 2 93.22 0.15 0.14 11651.00 10 73.79 0.02 0.03
400 100 11653 5 70.44 0.09 0.06 11664.50 8 118.86 0.03 0.03
400 140 11806 20 11.29 0.00 0.00 11811.00 20 20.59 0.00 0.00
400 200 11797 20 5.87 0.00 0.00 11821.00 20 8.58 0.00 0.00
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Glava 5. Problem maksimalnog pokrivaǌa p-rezervnog centra

Iz prikazanih rezultata se mo!e videti da predlo!eni SVNS algoritama
pronalazi rexeǌa dobrog kvaliteta na svim instancama. Osim toga, algoritam
dolazi do najbo%ih dostignutih rexeǌa u velikom broju izvrxavaǌa, a kada to
nije sluqaj prona$ena loxija rexeǌa ne odstupaju u velikoj meri od najbo%ih.
Ovo govori u prilog stabilnosti i robusnosti predlo!ene metode. Mo!e se za-
k%uqiti da je predlo!eni SVNS pouzdan metod za rexavaǌe problema MCPNCP
sa binarnim i parcijalnim pokrivaǌem.

116



Glava 6

Zak”uqak

U ovoj disertaciji razmatrana su qetiri NP-texka problema diskretne op-
timizacije. Prvi problem je u literaturi poznat kao problem p-rezervnog cen-
tra (engl. p-next center problem, PNCP). Kako bi se obuhvatili razliqiti scena-
riji iz realnih situacija, u okviru PNCP razmatra se mogu”nost otkazivaǌa
nekih centara usled vanrednih situacija. U skladu sa tim, neophodno je da se
svakom centru odredi ǌemu rezervni centar koji je na najkra”oj uda%enosti od
ǌega, tako da ukoliko do$e do ǌegovog zatvaraǌa, svi korisnici koji su bili
dode%eni tom zatvorenom centru budu preusmereni u ǌegov rezervni centar.
Zadatak je odrediti lokacije taqno p centara tako da maksimalno rastojaǌe
od korisnika do ǌegovog rezervnog centra, prolaze”i kroz primarni centar,
bude minimalno. Za rexavaǌe PNCP predlo!ena je zakoxena metoda promen-
%ivih okolina koja u fazi lokalne pretrage koristi heuristiku brze razmene.
Rezultati metode upore$eni su sa najbo%im rezultatima iz literature.

Preostala tri uvedena problema do sada nisu bila razmatrana u litera-
turi. To su: problem p-rezervnog centra sa faktorom uxtede (engl. p-next cen-
ter problem with discount factor, ωPNCP), uslov%eni problem p-rezervnog centra
(engl. Conditional p-next center problem, CPNCP) i problem maksimalnog pokriva-
ǌa p-rezervnog centra sa binarnim i parcijalnim pokrivaǌem (engl. Maximal
covering p-next center problem, MCPNCP). Motivacija za razmatraǌe ovih novih
modifikacija PNCP je istra!ivaǌe vixe razliqitih scenarija koji se jav%a-
ju u realnim situacijama, kao i analiza razliqitih pristupa i ǌihovih efe-
kata prilikom planiraǌa servisnih mre!a. Pretpostavka da je komunikacija
izme$u uspostav%enih centara efikasnija (u smislu resursa ili vremena) u
odnosu na komunikaciju izme$u korisnika i centra vodi do definicije pro-
blema ωPNCP uvo$eǌem faktora uxtede vremena (resursa) transporta izme$u
dva centra. Sa druge strane, u praksi se qesto jav%a potreba za proxireǌem
servisne mre!e koja podrazumeva dodavaǌe novih objekata u postoje”u mre!u
xto je obuhva”eno uvo$eǌem CPNCP. Konaqno, prilikom planiraǌa sistema
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hitnih slu!bi ili sistema brze isporuke, od interesa je utvrditi da li ra-
stojaǌe koje korisnik prelazi da bi dobio tra!enu uslugu maǌe od unapred
zadatog polupreqnika pokrivaǌa. Uvo$eǌem polupreqnika pokrivaǌa defini-
xe se MCPNCP sa binarnim i parcijalnim pokrivaǌem u kojima je potrebno
maksimizovati ispuǌene zahteve korisnika.

Sva tri novouvedena problema uspexno su formulisana kao problemi ce-
lobrojnog linearnog programiraǌa (engl. Integer linear programming, ILP). Ko-
rix”eǌem predlo!enih ILP modela egzaktim rexavaqem CPLEX odre$ena su
optimalna rexeǌa za instance maǌih dimenzija za sve probleme.

Za dobijaǌe rexeǌa na test primerima ve”ih dimenzija, koji su bili van
domaxaja egzaktnih metoda, za svaki od razmatranih problema posebno su dizaj-
nirane razliqite varijante jedne metaheuristike - metode promen%ivih okoli-
na (engl. Variable neighborhood search, VNS). U okviru VNS metoda posebna pa!ǌa
posve”ena je procedurama lokalne pretrage, koje su implementirane na ade-
kvatan naqin tako da obezbe$uju uspexnost i efikasnost i u sluqaju rexavaǌa
instanci velikih dimenzija. Implementirana je heuristika brze razmene uz po-
sebno kreirane procedure za evaluaciju i a!uriraǌe koje dovode do smaǌeǌa
vremenske slo!enosti algoritma. Razvijene metaheuristiqke metode testirane
su na test primerima koji su generisani tako da pokrivaju vixe razliqitih
scenarija koji se jav%aju pri razliqitim pristupima prilikom planiraǌa ser-
visnih mre!a u realnim situacijama.

Nauqni doprinos ove disertacije sastoji se u slede”im rezultatima:

• Predlo!ena je efikasna zakoxena metoda promen%ivih okolina za rexa-
vaǌe PNCP koja je testirana na instancama problema PNCP iz literature
i dobijeni rezultati su upore$eni sa najbo%im poznatim rexeǌima iz
literature.

• Uvedena su tri nova NP-texka problema (ωPNCP, CPNCP i MCPNCP) koja
do sada nisu bila razmatrana u literaturi.

• Za svaki od tri novouvedena diskretna problema razvijeni su odgovara-
ju”i matematiqki modeli. Predlo!eni modeli celobrojnog linearnog pro-
gramiraǌa za ωPNCP, CPNCP i MCPNCP rexavani su korix”eǌem egzak-
tog rexavaqa CPLEX i dobijena su optimalna rexeǌa za instance maǌih
dimenzija. U sluqaju MCPNCP problema razvijena su dva ILP modela koja
se mogu primeniti i na binarno i na parcijalno pokrivaǌe. Predlo!eni
modeli su upore$eni u smislu broja optimalnih ili dopustivih rexeǌa
koje CPLEX dobija koriste”i svaki od modela i odgovaraju”eg vremena
izvrxavaǌa CPLEX rexavaqa.
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• Predlo!ene su posebno konstruisane heuristiqke metode zasnovane na me-
todi promen%ivih okolina za rexavaǌe navedenih problema, a ǌihovi
rezultati su upore$eni sa rezultatima dobijenim primenom egzaktnog re-
xavaqa.

• Razvijene su efikasne metode lokalnog pretra!ivaǌa u okviru VNS algo-
ritma za ωPNCP, CPNCP i MCPNCP, prilago$ene specifiqnostima pro-
blema, koje doprinose smaǌeǌu vremenske slo!enosti algoritma.

• Generisane su nove instance za CPNCP i MCPNCP koje obuhvataju razli-
qite scenarije iz prakse, qime je omogu”ena da%a analiza efikasnosti
razliqitih pristupa prilikom planiraǌa servisnih mre!a.

• Izvrxena je analiza uticaja parametara VNS algoritama, kao i parame-
tara koji se odnose na sam problem, na kvalitet dobijenih rexeǌa.

Deo rezultata prikazanih u disertaciji objav%en je u qasopisima na SCI
listi [94, 96], u radovima u zbornicima konferencija [95, 98], dok je deo re-
zultata iz rada [97] koji je u trenutku pisaǌa rada u procesu recenzije.

Nauqno istra!ivaǌe u ovoj disertaciji daje doprinos oblastima kombina-
torne optimizacije, celobrojnog linearnog programiraǌa, metaheuristika i
lokacijskih problema. Metode i rexeǌa prikazana u ovom radu mogu se uspexno
primeniti kako na rexavaǌe opisanih, tako i na rexavaǌe srodnih problema.

Budu”e istra!ivaǌe bi moglo obuhvatati varijante PNCP sa ograniqenim
kapacitetima uslu!nih centara, kao i dodavaǌe novih ograniqeǌa u model
kojima se obuhvataju situacije iz prakse.
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problem: models and an e#cient solution method. Na recenziji, 2026.
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Prilog A

Rezultati testiraǌa za PNCP
U Tabelama A.1-A.5 prikazani su kompletni rezultati testiraǌa SVNS [94]

algoritma. Za svaku instancu su, osim imena, prikazani slede”i podaci: n -
broj qvorova, p - broj centara koje treba uspostaviti, best - najbo%a vrednost
funkcije ci%a dobijena u 20 izvrxavaǌa, #best - broj izvrxavaǌa u kojima je
dobijena vrednost best, tbest - proseqno vreme potrebno da se vrednost best do-
stigne po prvi put (u sekundama), ttot - proseqno ukupno vreme izvrxavaǌa (u
sekundama), agap - proseqno odstupaǌe dobijenih vrednosti od best (u procen-
tima) i std dev - standardna devijacija dobijnih vrednosti, koja se odre$uje

po formuli: std dev =
√

1
20

∑20
i=1(gapi ↔ agap)2, gde je gapi procentualno odstupa-

ǌe rexeǌa dobijenog u i-tom izvrxavaǌu od best vrednosti. Rexeǌa koja nisu
optimalna oznaqena su sa ∝ uz vrednost u best koloni.

Tabela A.1: Rezultati SVNS algoritma na skupu malih instanci
(10 ↗ n ↗ 50, 5 ↗ p ↗ 20).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed1 10 5 84 20 0.00 0.01 0 0
pmed1 20 5 120 20 0.00 0.02 0 0
pmed1 20 10 95 20 0.00 0.01 0 0
pmed1 30 5 126 20 0.00 0.03 0 0
pmed1 30 10 95 20 0.00 0.02 0 0
pmed1 40 5 144 20 0.00 0.06 0 0
pmed1 40 10 111 20 0.01 0.04 0 0
pmed1 40 20 89 20 0.00 0.03 0 0
pmed1 50 10 110 5 0.01 0.05 0.68 0.39
pmed1 50 20 89 20 0.01 0.04 0 0
pmed2 10 5 121 17 0.00 0.00 0.87 2.07
pmed2 20 5 147 20 0.00 0.02 0 0
pmed2 20 10 99 20 0.00 0.01 0 0
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Glava A. Rezultati testiraǌa za PNCP

Tabela A.1: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na skupu malih instanci
(10 ↗ n ↗ 50, 5 ↗ p ↗ 20).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed2 30 5 169 20 0.00 0.03 0 0
pmed2 30 10 110 20 0.00 0.03 0 0
pmed2 40 5 164 20 0.00 0.06 0 0
pmed2 40 10 112 19 0.01 0.05 0.94 4.09
pmed2 40 20 96 20 0.01 0.04 0 0
pmed2 50 10 140 20 0.00 0.06 0 0
pmed2 50 20 99 20 0.00 0.05 0 0
pmed3 10 5 77 20 0.00 0.00 0 0
pmed3 20 5 145 20 0.00 0.02 0 0
pmed3 20 10 77 20 0.00 0.01 0 0
pmed3 30 5 157 20 0.00 0.04 0 0
pmed3 30 10 122 20 0.00 0.02 0 0
pmed3 40 5 157 20 0.00 0.06 0 0
pmed3 40 10 105 20 0.00 0.04 0 0
pmed3 40 20 77 20 0.00 0.04 0 0
pmed3 50 10 125 15 0.01 0.06 0.4 0.69
pmed3 50 20 87 20 0.00 0.05 0 0
pmed4 10 5 126 20 0.00 0.00 0 0
pmed4 20 5 139 20 0.00 0.02 0 0
pmed4 20 10 125 20 0.00 0.01 0 0
pmed4 30 5 173 20 0.00 0.04 0 0
pmed4 30 10 122 20 0.00 0.03 0 0
pmed4 40 5 175 20 0.00 0.06 0 0
pmed4 40 10 122 13 0.01 0.04 0.29 0.39
pmed4 40 20 85 20 0.00 0.031 0 0
pmed4 50 10 126 20 0.00 0.06 0 0
pmed4 50 20 91 20 0.01 0.05 0 0
pmed5 10 5 125 20 0.00 0.00 0 0
pmed5 20 5 139 20 0.00 0.02 0 0
pmed5 20 10 91 20 0.00 0.01 0 0
pmed5 30 5 155 19 0.01 0.04 0.03 0.14
pmed5 30 10 120 20 0.00 0.03 0 0
pmed5 40 5 164 20 0.00 0.05 0 0
pmed5 40 10 127 20 0.00 0.04 0 0
pmed5 40 20 91 20 0.00 0.03 0 0
pmed5 50 10 121 20 0.00 0.06 0 0
pmed5 50 20 89 12 0.01 0.04 0.45 0.55
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Tabela A.2: Rezultati SVNS algoritma na skupu sredǌih instanci
(60 ↗ n ↗ 200, 10 ↗ p ↗ 100).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed1 60 10 112 20 0.01 0.80 0 0
pmed1 60 20 89 20 0.03 0.58 0 0
pmed1 60 30 89 20 0.00 0.55 0 0
pmed1 70 10 119 20 0.14 1.25 0 0
pmed1 70 20 99 20 0.01 1.03 0 0
pmed1 70 30 73 20 0.01 0.80 0 0
pmed1 80 10 129 20 0.31 1.77 0 0
pmed1 80 20 102 20 0.12 1.47 0 0
pmed1 80 30 85 20 0.23 1.07 0 0
pmed1 90 10 133 20 0.06 1.87 0 0
pmed1 90 20 107 4 0.46 1.79 0.75 0.37
pmed1 90 30 87 20 0.11 1.38 0 0
pmed1 90 50 70 20 0.05 1.11 0 0
pmed1 100 10 133 20 0.08 2.31 0 0
pmed1 100 20 108 20 0.13 1.94 0 0
pmed1 100 30 93 1 0.12 1.57 2.04 0.47
pmed1 100 50 70 16 0.32 1.25 0.29 0.57
pmed2 60 10 140 20 0.01 0.94 0 0
pmed2 60 20 99 20 0.08 0.75 0 0
pmed2 60 30 96 20 0.00 0.59 0 0
pmed2 70 10 138 20 0.01 1.31 0 0
pmed2 70 20 102 20 0.01 1.11 0 0
pmed2 70 30 96 20 0.00 0.70 0 0
pmed2 80 10 138 20 0.09 1.73 0 0
pmed2 80 20 109 20 0.09 1.47 0 0
pmed2 80 30 97 20 0.08 1.06 0 0
pmed2 90 10 138 20 0.46 2.14 0 0
pmed2 90 20 108 8 0.23 1.95 0.56 0.45
pmed2 90 30 96 20 0.03 1.33 0 0
pmed2 90 50 96 20 0.00 0.91 0 0
pmed2 100 10 135 20 0.09 2.43 0 0
pmed2 100 20 107 20 0.23 2.26 0 0
pmed2 100 30 96 20 0.06 1.57 0 0
pmed2 100 50 96 20 0.00 0.90 0 0
pmed3 60 10 124 20 0.05 1.27 0 0
pmed3 60 20 97 20 0.00 0.68 0 0
pmed3 60 30 73 20 0.01 0.88 0 0
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Tabela A.2: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na skupu sredǌih instanci
(60 ↗ n ↗ 200, 10 ↗ p ↗ 100).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed3 70 10 121 20 0.10 1.58 0 0
pmed3 70 20 97 20 0.01 0.97 0 0
pmed3 70 30 82 20 0.07 0.89 0 0
pmed3 80 10 121 20 0.17 1.94 0 0
pmed3 80 20 93 20 0.06 1.22 0 0
pmed3 80 30 84 20 0.14 1.04 0 0
pmed3 90 10 148 20 0.02 2.42 0 0
pmed3 90 20 105 19 0.23 1.88 0.24 1.04
pmed3 90 30 93 20 0.03 1.47 0 0
pmed3 90 50 93 20 0.00 1.18 0 0
pmed3 100 10 151 20 0.04 3.20 0 0
pmed3 100 20 109 7 0.74 2.29 2.16 1.75
pmed3 100 30 93 20 0.02 1.56 0 0
pmed3 100 50 93 20 0.00 1.09 0 0
pmed4 60 10 134 8 0.15 0.96 0.45 0.37
pmed4 60 20 93 20 0.00 0.71 0 0
pmed4 60 30 79 20 0.03 0.56 0 0
pmed4 70 10 146 9 0.12 1.47 0.38 0.34
pmed4 70 20 102 20 0.01 0.94 0 0
pmed4 70 30 85 20 0.01 0.72 0 0
pmed4 80 10 146 8 0.45 1.88 0.41 0.34
pmed4 80 20 114 19 0.19 1.29 0.04 0.19
pmed4 80 30 90 20 0.03 0.88 0 0
pmed4 90 10 147 20 0.04 2.36 0 0
pmed4 90 20 112 11 0.54 1.52 1.21 1.33
pmed4 90 30 92 20 0.07 1.06 0 0
pmed4 90 50 82 20 0.02 1.06 0 0
pmed4 100 10 147 16 0.47 2.90 0.14 0.27
pmed4 100 20 118 17 0.79 1.72 0.13 0.30
pmed4 100 30 96 20 0.07 1.36 0 0
pmed4 100 50 82 20 0.06 1.11 0 0
pmed5 60 10 119 20 0.01 0.86 0 0
pmed5 60 20 90 20 0.00 0.68 0 0
pmed5 60 30 82 20 0.00 0.57 0 0
pmed5 70 10 119 20 0.01 1.12 0 0
pmed5 70 20 86 20 0.02 0.76 0 0
pmed5 70 30 85 20 0.00 0.64 0 0
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Tabela A.2: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na skupu sredǌih instanci
(60 ↗ n ↗ 200, 10 ↗ p ↗ 100).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed5 80 10 118 20 0.09 1.42 0 0
pmed5 80 20 90 20 0.02 1.14 0 0
pmed5 80 30 85 20 0.00 0.83 0 0
pmed5 90 10 119 20 0.02 1.96 0 0
pmed5 90 20 92 20 0.03 1.40 0 0
pmed5 90 30 85 20 0.01 1.12 0 0
pmed5 100 10 119 20 0.01 2.37 0 0
pmed5 100 20 94 13 0.36 1.87 0.37 0.51
pmed5 100 30 85 20 0.03 1.50 0 0
pmed6 150 20 77 20 0.41 4.83 0 0
pmed6 150 30 64 2 1.99 4.62 2.89 1.02
pmed6 150 50 56 20 0.20 3.27 0 0
pmed6 150 80 56 20 0.01 1.54 0 0
pmed6 200 20 77* 20 1.50 10.65 0 0
pmed6 200 30 66* 20 3.90 9.20 0 0
pmed6 200 50 49 1 5.50 8.79 3.78 2.07
pmed6 200 80 49 20 0.18 4.18 0 0
pmed6 200 100 49 20 0.06 3.18 0 0
pmed7 150 20 67 13 1.92 4.87 0.52 0.71
pmed7 150 30 59 20 0.29 3.69 0 0
pmed7 150 50 59 20 0.04 3.00 0 0
pmed7 150 80 59 20 0.01 1.47 0 0
pmed7 200 20 68* 20 1.11 8.68 0 0
pmed7 200 30 60 9 4.04 7.85 2.08 1.96
pmed7 200 50 50 14 3.59 6.43 0.9 1.48
pmed7 200 80 46 20 1.01 4.06 0 0
pmed7 200 100 46 20 0.23 3.25 0 0
pmed8 150 20 70 4 1.54 5.99 4 2.10
pmed8 150 30 58 20 0.63 4.34 0 0
pmed8 150 50 58 20 0.05 2.86 0 0
pmed8 150 80 58 20 0.01 1.41 0 0
pmed8 200 20 81* 2 2.52 11.00 1.60 1.11
pmed8 200 30 70* 20 1.24 9.49 0 0
pmed8 200 50 68 20 0.23 6.46 0 0
pmed8 200 80 68 20 0.03 3.35 0 0
pmed8 200 100 68 20 0.02 2.48 0 0
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Tabela A.2: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na skupu sredǌih instanci
(60 ↗ n ↗ 200, 10 ↗ p ↗ 100).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed9 150 20 71 20 0.59 4.46 0 0
pmed9 150 30 71 20 0.07 3.15 0 0
pmed9 150 50 71 20 0.02 2.41 0 0
pmed9 150 80 71 20 0.00 1.15 0 0
pmed9 200 30 71 20 0.85 8.68 0 0
pmed9 200 50 71 20 0.22 5.26 0 0
pmed9 200 80 71 20 0.05 2.60 0 0
pmed9 200 100 71 20 0.05 1.98 0 0
pmed10 150 20 62 20 0.09 4.21 0 0
pmed10 150 30 62 20 0.03 3.12 0 0
pmed10 150 50 62 20 0.01 2.37 0 0
pmed10 150 80 62 20 0.00 1.21 0 0
pmed10 200 30 70 20 0.03 5.69 0 0
pmed10 200 50 70 20 0.01 3.67 0 0
pmed10 200 80 70 20 0.00 1.96 0 0
pmed10 200 100 70 20 0.00 1.59 0 0

Tabela A.3: Rezultati SVNS algoritma na skupu velikih instanci
(250 ↗ n ↗ 400, 30 ↗ p ↗ 200).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed11 250 30 44 12 1.56 2.26 2.5 3.80
pmed11 250 50 42 5 0.88 1.69 2.5 1.76
pmed11 250 70 42 20 0.43 1.16 0 0
pmed11 250 90 42 20 0.13 0.91 0 0
pmed11 300 60 51 20 0.26 2.05 0 0
pmed11 300 80 51 20 0.10 1.55 0 0
pmed11 300 100 51 20 0.05 1.31 0 0
pmed11 300 150 51 20 0.02 1.01 0 0
pmed12 250 30 48* 5 1.64 2.12 3.96 3.29
pmed12 250 50 45* 1 0.63 1.70 5 2.32
pmed12 250 70 43 4 0.72 1.25 1.98 1.10
pmed12 250 90 43 19 0.36 0.99 0.12 0.51
pmed12 300 60 72 20 0.03 1.16 0 0
pmed12 300 80 72 20 0.03 0.88 0 0
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Tabela A.3: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na skupu velikih instanci
(250 ↗ n ↗ 400, 30 ↗ p ↗ 200).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed12 300 100 72 20 0.02 0.75 0 0
pmed12 300 150 72 20 0.02 0.92 0 0
pmed13 250 30 48* 3 1.41 2.09 5.83 4.18
pmed13 250 50 44 1 1.16 1.77 5.45 2.32
pmed13 250 70 44 16 0.68 1.26 0.80 1.65
pmed13 250 90 44 20 0.21 1.02 0 0
pmed13 300 60 43* 1 1.74 2.33 7.09 3.99
pmed13 300 80 41* 2 1.09 1.85 5.12 2.66
pmed13 300 100 39 5 1.22 1.71 2.31 1.60
pmed13 300 150 39 20 0.34 1.25 0 0
pmed14 250 30 60 20 0.42 2.16 0 0
pmed14 250 50 60 20 0.14 1.57 0 0
pmed14 250 70 60 20 0.05 0.97 0 0
pmed14 250 90 60 20 0.04 0.74 0 0
pmed14 300 60 60 20 0.20 1.91 0 0
pmed14 300 80 60 20 0.13 2.09 0 0
pmed14 300 100 60 20 0.07 1.25 0 0
pmed14 300 150 60 20 0.02 1.05 0 0
pmed15 250 30 49 15 1.17 2.05 0.51 0.88
pmed15 250 50 49 20 0.36 1.54 0 0
pmed15 250 70 49 20 0.12 1.03 0 0
pmed15 250 90 49 20 0.07 0.82 0 0
pmed15 300 60 44 17 1.15 2.01 0.34 0.81
pmed15 300 80 44 20 0.61 1.99 0 0
pmed15 300 100 44 20 0.30 1.76 0 0
pmed15 300 150 44 20 0.03 0.99 0 0
pmed16 350 40 37* 1 3.14 4.77 9.86 5.75
pmed16 350 70 34* 12 1.86 2.94 2.35 3.03
pmed16 350 90 33 2 1.26 2.33 2.73 0.91
pmed16 350 120 33 15 1.14 2.45 0.76 1.31
pmed16 400 80 34* 17 8.75 12.87 0.74 1.83
pmed16 400 100 33 4 5.71 9.77 2.42 1.21
pmed16 400 140 33 15 2.48 6.53 0.76 1.31
pmed16 400 200 33 20 0.73 4.37 0 0
pmed17 350 40 39* 19 2.33 4.44 0.13 0.56
pmed17 350 70 37 14 1.65 2.69 1.35 2.18
pmed17 350 90 37 19 0.68 2.10 0.27 1.18
pmed17 350 120 37 20 0.23 1.59 0 0
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Tabela A.4: Rezultati SVNS algoritma na skupu velikih instanci
(250 ↗ n ↗ 400, 30 ↗ p ↗ 200).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed17 400 80 37 18 6.08 11.16 0.41 1.29
pmed17 400 100 37 20 3.09 9.37 0 0
pmed17 400 140 37 20 0.70 6.02 0 0
pmed17 400 200 37 20 0.15 4.04 0 0
pmed18 350 40 50 20 0.24 4.45 0 0
pmed18 350 70 50 20 0.08 2.35 0 0
pmed18 350 90 50 20 0.05 1.74 0 0
pmed18 350 120 50 20 0.02 1.31 0 0
pmed18 400 80 50 20 0.48 9.33 0 0
pmed18 400 100 50 20 0.42 7.23 0 0
pmed18 400 140 50 20 0.19 4.86 0 0
pmed18 400 200 50 20 0.02 3.99 0 0
pmed19 350 40 38* 1 2.47 4.40 6.84 3.05
pmed19 350 70 35 1 1.99 2.955 5.57 2.11
pmed19 350 90 35 12 1.60 2.38 1.14 1.40
pmed19 350 120 35 20 0.62 1.76 0 0
pmed19 400 80 34* 2 9.47 13.04 6.62 3.07
pmed19 400 100 32 4 7.13 9.72 6.41 4.01
pmed19 400 140 32 19 3.22 6.48 0.16 0.68
pmed19 400 200 32 20 0.35 4.06 0 0

Tabela A.5: Rezultati SVNS algoritma na Additional [86] skupu instanci
(100 ↗ n ↗ 900, 5 ↗ p ↗ 200).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed1 100 5 166 20 0.00 0.61 0 0
pmed2 100 10 135 20 0.09 0.45 0 0
pmed3 100 10 151 20 0.03 0.57 0 0
pmed4 100 20 118 4 0.10 0.33 0.68 0.34
pmed5 100 33 85 20 0.01 0.25 0 0
pmed6 200 5 107 20 0.09 3.09 0 0
pmed7 200 10 84 11 0.61 2.35 0.54 0.59
pmed8 200 20 82 9 0.52 1.73 1.34 1.21
pmed9 200 40 71 19 0.21 1.06 0.28 1.23
pmed10 200 67 70 20 0.01 0.48 0 0
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Tabela A.5: (Nastavak) Rezultati SVNS algoritma na Additional [86] skupu in-
stanci (100 ↗ n ↗ 900, 5 ↗ p ↗ 200).

Instanca n p best #best tbest(s) ttotal(s) agap(%) std dev(%)
pmed11 300 5 70 20 0.13 6.99 0 0
pmed12 300 10 72 20 0.30 5.23 0 0
pmed13 300 30 49 1 2.56 3.41 5.41 2.68
pmed14 300 60 60 20 0.19 1.80 0 0
pmed15 300 100 44 20 0.22 1.30 0 0
pmed16 400 5 54 20 16.99 61.37 0 0
pmed17 400 10 46 1 15.99 53.84 2.07 0.47
pmed18 400 40 50 20 2.42 19.10 0 0
pmed19 400 80 34 2 9.43 13.32 6.76 2.96
pmed20 400 133 40 20 0.96 6.43 0 0
pmed21 500 5 48 20 2.22 102.03 0 0
pmed22 500 10 49 16 41.92 98.21 0.41 0.82
pmed23 500 50 36 1 17.09 30.3 3.75 1.82
pmed24 500 100 33 16 9.67 17.56 0.61 1.21
pmed25 500 167 44 20 0.59 5.67 0 0
pmed26 600 5 47 20 14.73 157.90 0 0
pmed27 600 10 39 5 32.56 126.56 1.92 1.11
pmed28 600 60 57 20 0.03 5.81 0 0
pmed29 600 120 36 20 1.59 15.65 0 0
pmed30 600 200 40 20 0.04 5.65 0 0
pmed31 700 5 35 20 3.37 248.32 0 0
pmed32 700 10 72 20 0.06 38.15 0 0
pmed33 700 70 28 5 35.7 65.17 3.93 2.74
pmed34 700 140 41 20 0.45 19.02 0 0
pmed35 800 5 36 20 11.54 333.88 0 0
pmed36 800 10 42 20 1.84 266.33 0 0
pmed37 800 80 33 20 3.84 62.85 0 0
pmed38 900 5 40 20 7.41 430.79 0 0
pmed39 900 10 74 20 0.14 63.97 0 0
pmed40 900 90 25 2 62.44 103.11 5 2.79
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Prilog B

Rezultati testiraǌa za ωPNCP

U Tabelama B.1 i B.2 prikazani su kompletni rezultati na skupu malih i
Additional [86] instanci. Nakon imena instance, broja qvorova n i broja centara
p koje treba uspostaviti, za svaku vrednost parametra ω najpre su prikazani
rezultati CPLEX rexavaqa, a zatim i VNS algoritma. Za CPLEX rexavaq date
su vrednosti funkcije ci%a best, kao i vremena t potrebna da se te vrednosti
prona$u. Prona$ena rexeǌa za koja CPLEX rexavaq nije dokazao optimalnost
oznaqena su znakom ,,∝” uz vrednosti u best koloni, dok oznaka ,,OOM”u best

koloni znaqi da je izvrxavaǌe CPLEX rexavaqa zavrxeno usled nedostatka
memorije. Za VNS algoritam u kolonama oznaqenim sa best nalaze se najbo%a
rexeǌa dostignuta u 20 izvrxavaǌa, zatim broj izvrxavaǌa #best u kojima je
best vrednost dostignuta i ttot proseqno ukupno vreme izvrxavaǌa algoritma.
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Tabela B.1: Deta%ni rezultati na skupu malih instanci (n ↗ 50).

ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.6

CPLEX VNS CPLEX VNS CPLEX VNS

Inst. n p best t best #best ttot best t best #best ttot best t best #best ttot
pmed1 10 5 34.6 0.05 34.6 20 0.00 48.4 0.03 48.4 20 0.00 57.6 0.03 57.6 20 0.00
pmed1 20 5 77.1 0.39 77.1 20 0.01 90.8 0.30 90.8 20 0.01 101 0.30 101 20 0.01
pmed1 20 10 37.5 0.25 37.5 20 0.02 53.4 0.17 53.4 20 0.01 58.8 0.16 58.8 20 0.01
pmed1 30 5 98.8 4.59 98.8 20 0.02 112.2 3.14 112.2 20 0.02 119.8 2.14 119.8 20 0.02
pmed1 30 10 59.4 4.84 59.4 20 0.02 70 2.44 70 20 0.02 78.6 2.05 78.6 20 0.02
pmed1 40 5 103.9 56.69 103.9 20 0.04 124.6 15.83 124.6 20 0.04 133.8 10.14 133.8 20 0.04
pmed1 40 10 72.1 42.58 72.1 20 0.04 82.6 13.19 82.6 20 0.04 93.6 12.44 93.6 20 0.03
pmed1 40 20 44.5 5.88 44.5 20 0.05 52.8 3.66 52.8 20 0.05 57.2 1.30 57.2 20 0.05
pmed1 50 10 85.7 724.22 85.7 20 0.07 96.4 107.97 96.4 20 0.06 104.6 95.22 104.6 18 0.05
pmed1 50 20 50 22.33 50 13 0.07 61.6 6.94 61.6 20 0.06 67 3.03 67 20 0.06
pmed2 10 5 54.2 0.03 54.2 20 0.00 78.8 0.05 78.8 20 0.00 95.2 0.02 95.2 20 0.00
pmed2 20 5 90.2 0.52 90.2 20 0.01 117 0.41 117 20 0.01 132.6 0.44 132.6 20 0.01
pmed2 20 10 53.4 0.22 53.4 20 0.01 68.8 0.22 68.8 20 0.01 79.2 0.19 79.2 20 0.01
pmed2 30 5 107.4 4.84 107.4 20 0.03 128.4 2.13 128.4 20 0.03 144.8 2.95 144.8 20 0.02
pmed2 30 10 66.2 4.11 66.2 20 0.03 79.4 2.27 79.4 20 0.03 87.6 1.69 87.6 20 0.02
pmed 40 5 110.1 56.17 110.1 20 0.05 130.8 19.64 130.8 20 0.04 143 17.78 143 20 0.04
pmed2 40 10 78.8 33.48 78.8 20 0.04 95 21.11 95 16 0.04 108 12.97 108 2 0.03
pmed2 40 20 46.4 4.27 46.4 20 0.05 60.8 2.94 60.8 20 0.05 69.8 2.89 69.8 20 0.05
pmed2 50 10 87.5 305.48 87.5 20 0.06 107.8 176.58 107.8 10 0.06 114.8 124.56 114.8 12 0.05
pmed2 50 20 55 17.83 55 9 0.07 69.6 7.80 69.6 19 0.07 78.8 6.73 78.8 18 0.07
pmed3 10 5 25.6 0.02 25.6 20 0.00 36.4 0.02 36.4 20 0.00 46.2 0.02 46.2 20 0.00
pmed3 20 5 79.1 0.48 79.1 20 0.01 111 0.36 111 20 0.01 125.8 0.39 125.8 20 0.01
pmed3 20 10 38.5 0.22 38.5 20 0.01 55 0.16 55 20 0.01 64.4 0.14 64.4 20 0.01
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Tabela B.1: (Nastavak) Deta%ni rezultati na skupu malih instanci (n ↗ 50).

ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.6

CPLEX VNS CPLEX VNS CPLEX VNS

Inst. n p best t best #best ttot best t best #best ttot best t best #best ttot
pmed3 30 5 104.6 10.52 104.6 20 0.02 119.8 3.16 119.8 20 0.03 133.6 2.23 133.6 20 0.03
pmed3 30 10 71 2.56 71 20 0.03 92.8 1.56 92.8 20 0.02 108.2 1.72 108.2 20 0.02
pmed3 40 5 106 55.70 106 20 0.04 126 24.75 126 20 0.04 135 16.03 135 20 0.04
pmed3 40 10 80 44.67 80 20 0.04 98.2 20.48 98.2 20 0.03 103.8 13.14 103.8 20 0.03
pmed3 40 20 38.5 7.81 38.5 20 0.05 46.4 1.97 46.4 20 0.05 60.2 1.34 60.2 20 0.05
pmed3 50 10 84.5 522.72 84.5 20 0.07 100.2 154.09 100.2 20 0.06 109.6 65.19 109.6 19 0.05
pmed3 50 20 59 54.39 59 20 0.08 70.6 22.95 70.6 9 0.07 77.8 18.23 79.8 19 0.06
pmed4 10 5 56.9 0.06 56.9 20 0.00 92.6 0.03 92.6 20 0.00 116.4 0.03 116.4 20 0.00
pmed4 20 5 98.1 0.67 98.1 20 0.02 113.2 0.48 113.2 20 0.01 117.8 0.31 117.8 20 0.01
pmed4 20 10 69.2 0.30 69.2 20 0.01 92.2 0.28 92.2 20 0.01 101.4 0.23 101.4 20 0.01
pmed4 30 5 98.1 3.80 98.1 20 0.03 124.4 2.84 124.4 20 0.03 142 2.66 142 20 0.03
pmed4 30 10 74.7 3.36 74.7 20 0.03 94.2 2.92 94.2 20 0.02 105.2 2.25 105.2 20 0.02
pmed4 40 5 119 41.08 119 20 0.04 141.8 15.03 141.8 20 0.04 155 13.41 155 20 0.04
pmed4 40 10 80.6 35.94 80.6 20 0.04 104.2 24.08 104.2 20 0.03 115.6 20.22 115.6 9 0.03
pmed4 40 20 50.7 4.81 50.7 20 0.05 68.6 1.63 68.6 20 0.05 75.8 0.91 75.8 20 0.05
pmed4 50 10 85.2 395.42 85.2 20 0.07 109.4 192.84 109.4 20 0.06 116.4 69.08 116.4 16 0.05
pmed4 50 20 63 49.52 63 20 0.07 70.8 7.52 70.8 20 0.07 78.2 3.06 78.2 18 0.07
pmed5 10 5 82.1 0.03 82.1 20 0.00 108.2 0.05 108.2 20 0.00 113.8 0.03 113.8 20 0.00
pmed5 20 5 85 0.55 85 20 0.02 113 0.44 113 20 0.01 128.8 0.47 128.8 20 0.01
pmed5 20 10 56.5 0.30 56.5 20 0.01 76 0.22 76 20 0.01 83.8 0.20 83.8 20 0.01
pmed5 30 5 100.5 3.45 100.5 20 0.03 117.4 2.52 117.4 20 0.03 134.2 1.98 134.2 20 0.03
pmed5 30 10 78.9 5.20 78.9 20 0.02 86.4 1.92 86.4 20 0.02 96.6 1.39 96.6 20 0.02
pmed5 40 5 123.9 90.52 123.9 20 0.04 139.2 17.34 139.2 20 0.04 150 12.75 150 20 0.04
pmed5 40 10 79.6 22.81 79.6 20 0.04 93.4 4.38 93.4 20 0.03 102.6 9.95 102.6 20 0.04
pmed5 40 20 52.9 4.22 52.9 20 0.05 66.4 1.38 66.4 20 0.05 74.6 1.28 74.6 20 0.05
pmed5 50 10 79.6 158.11 79.6 20 0.06 97.8 43.41 97.8 20 0.05 102.6 28.45 102.6 20 0.06
pmed5 50 20 54 9.28 54 20 0.07 66 9.56 66 20 0.07 70.8 2.59 70.8 20 0.06
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Tabela B.2: Deta%ni rezultati na skupu Additional [86] instanci (100 ↗ n ↗ 900).

ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.6

CPLEX VNS CPLEX VNS CPLEX VNS

Inst. n p best t best #best ttot best t best #best ttot best t best #best ttot
pmed1 100 5 140.7* 7200 133.3 20 1.99 146.2* 7200 146.2 20 1.89 154.8* 7200 154.8 20 1.85
pmed2 100 10 114.6* 7200 104.6 20 1.53 121.8* 7200 117.2 20 1.40 130.6* 7200 124.4 20 1.15
pmed3 100 10 110* 7200 102 10 1.76 132.2* 7200 121.8 20 1.35 144.2* 7200 133.8 17 1.43
pmed4 100 20 82.9* 7200 80.3 2 1.97 94.2* 7200 94.2 1 1.72 102.6* 7200 102 15 1.63
pmed5 100 33 49.8* 7200 49.8 20 2.84 56.2 93.16 56.2 17 2.54 58 48.2 58 7 2.60
pmed6 200 5 113.5* 7200 88.6 20 5.44 112.8* 7200 99.4 20 4.86 118.4* 7200 99.6 20 5.21
pmed7 200 10 81.6* 7200 69.1 16 4.67 88* 7200 76.4 7 3.95 97.4* 7200 81.6 20 3.67
pmed8 200 20 72.4* 7200 58.3 10 5.41 81.4* 7200 66.8 3 4.57 82.2* 7200 72.4 1 4.45
pmed9 200 40 56.8* 7200 39.4 8 8.64 52.2* 7200 47.6 4 7.45 62.2* 7200 51.2 7 7.09
pmed10 200 67 21.6* 7200 21.5 17 16.33 28 3552.79 28 19 14.64 42 137.2 42 20 10.01
pmed11 300 5 OOM 60.8 20 8.41 72.2* 7200 64.2 20 7.05 72.4* 7200 66.8 20 8.10
pmed12 300 10 98.9* 7200 53.5 20 8.28 120.4* 7200 59.6 14 6.81 92.6* 7200 62 10 6.12
pmed13 300 30 OOM 38.1 10 9.17 48.4* 7200 42.2 3 8.25 77* 7200 44.2 3 7.63
pmed14 300 60 61.2* 7200 27.7 10 23.16 73.6* 7200 33.2 1 19.33 67* 7200 36.6 3 18.20
pmed15 300 100 44.1* 7200 18.4 1 46.50 64.4* 7200 23.4 1 40.01 27.6* 7200 26.4 1 37.27
pmed16 400 5 OOM 48.2 20 9.84 OOM 50.4 20 10.23 OOM 51.6 20 11.02
pmed17 400 10 OOM 40.4 14 12.94 68.6* 7200 43.8 1 9.68 64* 7200 45.2 6 10.18
pmed18 400 40 60.9* 7200 30.3 1 19.72 OOM 34.8 2 15.90 OOM 37.8 1 15.48
pmed19 400 80 44.8* 7200 20.6 3 41.07 47.8* 7200 26 2 34.51 55.6* 7200 27.8 1 33.57
pmed20 400 133 44.1* 7200 15.9 1 89.88 OOM 21.4 1 75.11 35.2* 7200 24 9 79.08
pmed21 500 5 OOM 41.2 20 22.95 OOM 44.8 20 19.34 OOM 46.4 20 20.56
pmed22 500 10 OOM 39.8 19 19.37 OOM 44.2 2 14.22 OOM 45.8 7 14.47
pmed23 500 50 OOM 23.8 1 28.62 OOM 27.4 2 23.45 OOM 29.8 2 23.73
pmed24 500 100 OOM 17.9 1 65.11 49.8* 7200 21.2 1 58.07 OOM 22.8 2 59.87
pmed25 500 167 OOM 15.4 1 146.62 OOM 19 1 126.70 26.4 1856.52 26.4 19 115.52
pmed26 600 5 OOM 39.3 20 33.50 OOM 42.2 19 27.51 OOM 44.6 20 26.25
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Tabela B.2: Deta%ni rezultati na skupu Additional [86] instanci (100 ↗ n ↗ 900).

ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.6

CPLEX VNS CPLEX VNS CPLEX VNS

Inst. n p best t best #best ttot best t best #best ttot best t best #best ttot
pmed27 600 10 OOM 32.9 20 22.35 OOM 35.2 1 18.02 OOM 35.9 9 17.31
pmed28 600 60 OOM 20.1 1 35.70 OOM 22.8 1 32.91 OOM 34.2 20 20.85
pmed29 600 120 OOM 15.9 1 99.46 OOM 20.2 2 91.84 OOM 21.6 3 88.46
pmed30 600 200 OOM 13.8 1 230.55 OOM 18 1 191.29 OOM 24 19 183.45
pmed31 700 5 OOM 30.9 20 37.80 OOM 33.2 20 36.25 OOM 33.8 20 40.40
pmed32 700 10 OOM 30.1 1 28.52 OOM 32.4 20 26.04 OOM 43.2 20 20.36
pmed33 700 70 OOM 17.4 1 52.81 OOM 20.2 1 45.83 OOM 22.6 1 47.26
pmed34 700 140 OOM 14.7 2 146.10 OOM 18 1 130.67 OOM 24.6 20 113.51
pmed35 800 5 OOM 30.7 20 37.96 OOM 33 9 38.48 OOM 34.6 20 40.19
pmed36 800 10 OOM 28.3 2 32.23 OOM 30.6 2 29.93 OOM 31.8 1 32.76
pmed37 800 80 OOM 17.4 1 71.88 OOM 20.8 1 61.02 OOM 22.4 1 66.09
pmed38 900 5 OOM 29.8 20 62.92 OOM 32 20 47.42 OOM 33 20 51.93
pmed39 900 10 OOM 24.2 11 40.61 OOM 29.6 20 30.81 OOM 44.4 20 14.94
pmed40 900 90 OOM 16.2 1 98.57 OOM 18.6 1 89.84 OOM 20.2 2 93.47
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Prilog C

Rezultati testiraǌa za CPNCP

C.1 Podexavaǌe parametra ε

Tabela C.1: Podexavaǌe parametra ε na skupu malih instanci sa 20 ↗ n ↗ 50.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best
pmed1 20 10 5 95 95 20 0.0026 95 20 0.00165 95 20 0.0026 95 20 0.0012 95 20 0.0006
pmed1 50 20 5 89 89 18 0.01735 89 20 0.01735 89 20 0.017 89 20 0.02225 89 20 0.0224
pmed1 50 20 10 94 94 18 0.0104 94 20 0.008 94 20 0.00805 94 20 0.00795 94 20 0.0078
pmed2 20 10 5 100 100 20 0.0018 100 20 0.00255 100 20 0.0019 100 20 0.0013 100 20 0.0009
pmed2 40 20 5 98 98 20 0.0024 98 20 0.0031 98 20 0.0028 98 20 0.0028 98 20 0.0026
pmed2 50 20 10 104 104 20 0.0018 104 20 0.0026 104 20 0.00235 104 20 0.0023 104 20 0.00255
pmed3 30 10 5 122 122 20 0.0014 122 20 0.00145 122 20 0.00225 122 20 0.0013 122 20 0.0011
pmed3 40 10 5 122 122 20 0.00255 122 20 0.0032 122 20 0.0027 122 20 0.00225 122 20 0.00215
pmed3 50 20 15 93 93 20 0.0016 93 20 0.0018 93 20 0.00185 93 20 0.00165 93 20 0.00165
pmed4 40 20 5 91 91 20 0.00475 91 20 0.0042 91 20 0.0038 91 20 0.00425 91 20 0.00435
pmed4 50 10 5 141 141 20 0.0039 141 20 0.00355 141 20 0.00315 141 20 0.003 141 20 0.0029
pmed4 50 20 10 108 108 20 0.00175 108 20 0.002 108 20 0.0018 108 20 0.00185 108 20 0.00185
pmed5 20 10 5 91 91 20 0.00125 91 20 0.0028 91 20 0.00105 91 20 0.00065 91 20 0.00135
pmed5 40 20 10 97 97 20 0.00245 97 20 0.00215 97 20 0.00155 97 20 0.00215 97 20 0.0022
pmed5 40 20 15 96 96 20 0.00185 96 20 0.0018 96 20 0.00175 96 20 0.00175 96 20 0.002
Prosek 102.73 102.73 19.73 0.0039 102.73 20 0.0039 102.73 20 0.0036 102.73 20 0.0038 102.73 20 0.0038
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Tabela C.2: Podexavaǌe parametra ε na skupu sredǌih instanci sa 50 < n ↗ 100.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best#best t best best#best t best best#best t best best#best t best best#best t best
pmed1 60 20 5 95 95 20 0.0235 95 20 0.0151 95 20 0.0162 95 20 0.01565 95 20 0.0171
pmed1 60 20 10 97 97 17 0.1036 97 20 0.05235 97 20 0.0531 97 20 0.13865 97 19 0.1587
pmed1 70 20 5 99 99 17 0.21425 99 20 0.05795 99 20 0.0661 99 20 0.09615 99 20 0.0974
pmed1 80 20 5 105 105 18 0.3717 105 20 0.2277 105 20 0.19485 105 20 0.14925 105 20 0.17265
pmed1 80 30 10 91 91 12 0.2889 91 20 0.09495 91 20 0.0822 91 20 0.0921 91 20 0.18075
pmed1 90 50 15 70 70 14 0.70105 70 20 0.47865 70 20 0.45095 70 20 0.39085 70 20 0.3869
pmed1 100 30 10 98 98 8 0.5934 98 20 0.4607 98 20 0.4866 98 18 0.53145 98 19 0.6078
pmed1 100 50 10 77 77 5 0.9919 77 20 0.73595 77 20 0.806 77 16 1.22145 77 9 1.47175
pmed2 70 20 5 102 102 20 0.09575 102 20 0.02845 102 20 0.02875 102 20 0.02965 102 20 0.0313
pmed2 70 30 10 96 96 20 0.0168 96 20 0.01545 96 20 0.014 96 20 0.0143 96 20 0.01585
pmed2 90 10 5 145 145 20 0.0766 145 20 0.0702 145 20 0.07035 145 20 0.0424 145 20 0.04055
pmed2 90 30 5 96 96 19 0.4041 96 20 0.1155 96 20 0.0857 96 20 0.0996 96 20 0.1949
pmed2 90 30 10 97 97 17 0.22845 97 20 0.05255 97 20 0.05575 97 20 0.09535 97 20 0.10665
pmed2 90 50 5 96 96 20 0.01635 96 20 0.0096 96 20 0.0103 96 20 0.01135 96 20 0.0116
pmed2 100 30 10 98 98 17 0.3425 98 20 0.10035 98 20 0.1054 98 20 0.2128 98 20 0.3739
pmed2 100 50 5 96 96 20 0.0244 96 20 0.018 96 20 0.01855 96 20 0.0191 96 20 0.02005
pmed3 60 30 5 79 79 20 0.0431 79 20 0.0212 79 20 0.02255 79 20 0.02595 79 20 0.02015
pmed3 70 20 5 104 104 19 0.1205 104 20 0.02935 104 20 0.03005 104 20 0.02905 104 20 0.04415
pmed3 70 30 5 82 82 11 0.2552 82 20 0.25745 82 19 0.4069 82 12 0.3414 82 6 0.3832
pmed3 70 30 10 86 86 17 0.1938 86 20 0.0659 86 20 0.0651 86 20 0.0662 86 20 0.09985
pmed3 80 30 10 87 87 18 0.3703 87 20 0.09225 87 20 0.09265 87 20 0.10085 87 20 0.1178
pmed3 100 30 15 97 97 19 0.3892 97 20 0.13915 97 20 0.1828 97 20 0.1832 97 20 0.30345
pmed3 100 50 5 93 93 20 0.0082 93 20 0.0093 93 20 0.0088 93 20 0.0088 93 20 0.00885
pmed3 100 50 15 93 93 20 0.01 93 20 0.00955 93 20 0.01 93 20 0.01025 93 20 0.00935
pmed4 60 10 5 137 137 20 0.0029 137 20 0.0028 137 20 0.00325 137 20 0.00265 137 20 0.0027
pmed4 60 20 10 93 93 20 0.00355 93 20 0.00405 93 20 0.00385 93 20 0.0041 93 20 0.0036
pmed4 70 30 5 86 86 20 0.2481 86 20 0.04835 86 20 0.04145 86 20 0.04085 86 20 0.04795
pmed4 80 10 5 154 154 20 0.0256 154 20 0.0233 154 20 0.0224 154 20 0.02245 154 20 0.02175
pmed4 80 30 5 92 92 16 0.20805 92 20 0.0833 92 20 0.07385 92 20 0.0889 92 20 0.13405
pmed4 90 20 5 119 119 20 0.0261 119 20 0.0178 119 20 0.01895 119 20 0.01825 119 20 0.0201
pmed4 100 20 15 123 123 20 0.00965 123 20 0.00615 123 20 0.0061 123 20 0.00775 123 20 0.00765
pmed4 100 50 5 82 82 9 0.49155 82 20 0.3653 82 20 0.46295 82 20 0.45985 82 18 1.01685
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Tabela C.2: Podexavaǌe parametra ε na skupu sredǌih instanci sa 50 < n ↗ 100.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best
pmed5 60 20 5 90 90 19 0.09255 90 20 0.02275 90 20 0.01785 90 20 0.02095 90 20 0.02495
pmed5 70 20 10 90 90 20 0.0091 90 20 0.00615 90 20 0.0056 90 20 0.0058 90 20 0.00565
pmed5 80 20 10 92 92 20 0.0364 92 20 0.0224 92 20 0.0208 92 20 0.0244 92 20 0.02705
pmed5 80 30 5 85 85 20 0.0251 85 20 0.01455 85 20 0.0144 85 20 0.01435 85 20 0.01735
pmed5 90 20 5 94 94 19 0.116 94 20 0.07515 94 20 0.07315 94 20 0.07745 94 20 0.07675
pmed5 90 50 5 85 85 20 0.01185 85 20 0.01285 85 20 0.0124 85 20 0.0129 85 20 0.0106
pmed5 90 50 15 85 85 20 0.0028 85 20 0.0031 85 20 0.00295 85 20 0.0029 85 20 0.00285
pmed5 100 50 15 85 85 20 0.0105 85 20 0.0071 85 20 0.0073 85 20 0.00705 85 20 0.0081
Prosek 96.78 96.78 17.78 0.18 96.78 20 0.10 96.78 19.98 0.10 96.78 19.65 0.12 96.78 19.28 0.16

Tabela C.3: Podexavaǌe parametra ε na skupu instanci sa 150 < n ↗ 200.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best#best t best best#best t best best#best t best best#best t best best#best t best
pmed6 150 30 5 64 66 4 1.38808 64 7 1.5013 64 13 1.9971 64 9 1.8947 64 1 1.75915
pmed6 150 50 15 56 56 13 1.24915 56 20 0.67565 56 20 0.5209 56 20 1.24085 56 19 1.9763
pmed6 150 80 10 56 56 20 0.13575 56 20 0.0766 56 20 0.06665 56 20 0.06535 56 20 0.06565
pmed6 200 50 15 49 50 1 3.37925 49 17 4.24425 49 17 4.72625 49 4 4.54275 49 1 3.45345
pmed6 200 80 15 49 49 19 3.60535 49 20 0.57285 49 20 0.6685 49 20 0.80615 49 20 1.12495
pmed6 200 100 5 49 49 19 0.62425 49 20 0.28915 49 20 0.29645 49 20 0.35075 49 20 0.3715
pmed6 200 100 10 49 49 20 1.41315 49 20 0.31475 49 20 0.34005 49 20 0.32725 49 20 0.34285
pmed7 150 20 5 67 67 6 0.43275 67 19 0.9918 67 17 0.87615 67 18 1.3843 67 16 1.16485
pmed7 150 50 5 59 59 19 0.2013 59 20 0.065 59 20 0.06695 59 20 0.07895 59 20 0.08615
pmed7 150 80 10 59 59 20 0.1312 59 20 0.01695 59 20 0.01725 59 20 0.0167 59 20 0.0177
pmed7 200 50 15 50 50 1 3.787 50 20 2.72855 50 20 3.5189 50 7 3.53365 50 1 4.4073
pmed7 200 80 5 46 46 1 3.51905 46 20 2.957 46 18 4.48285 46 6 3.70995 46 1 4.54375
pmed7 200 100 5 46 46 14 3.8549 46 20 0.6997 46 20 0.70815 46 20 0.8571 46 20 1.0335
pmed7 200 100 10 46 46 9 3.43865 46 20 0.632 46 20 0.90245 46 20 1.3785 46 20 1.7575
pmed8 150 20 5 70 70 18 1.2164 70 20 0.37685 70 20 0.5512 70 20 0.42865 70 20 0.5083
pmed8 150 30 15 58 58 20 0.1447 58 20 0.08185 58 20 0.0779 58 20 0.07605 58 20 0.0708
pmed8 150 50 5 58 58 20 0.29875 58 20 0.10425 58 20 0.09995 58 20 0.12295 58 20 0.14215
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Tabela C.3: Podexavaǌe parametra ε na skupu instanci sa 150 < n ↗ 200.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best
pmed8 150 50 10 58 58 20 0.12375 58 20 0.05855 58 20 0.06065 58 20 0.05975 58 20 0.07255
pmed8 200 20 10 81 81 10 1.1971 81 20 0.8582 81 20 0.92805 81 20 1.68115 81 15 1.23005
pmed8 200 30 15 70 70 16 0.75685 70 20 0.31165 70 20 0.45635 70 20 0.7295 70 20 0.89245
pmed8 200 100 5 68 68 20 0.17115 68 20 0.04955 68 20 0.0476 68 20 0.048 68 20 0.04785
pmed9 150 20 10 71 71 20 0.0339 71 20 0.02225 71 20 0.0212 71 20 0.02175 71 20 0.0234
pmed9 150 50 15 71 71 20 0.04405 71 20 0.03575 71 20 0.0353 71 20 0.0327 71 20 0.03355
pmed9 150 80 10 71 71 20 0.0154 71 20 0.01965 71 20 0.0199 71 20 0.02055 71 20 0.01935
pmed9 200 80 5 71 71 20 0.09105 71 20 0.11595 71 20 0.07075 71 20 0.0688 71 20 0.0721
pmed9 200 100 10 71 71 20 0.06335 71 20 0.0836 71 20 0.083 71 20 0.08505 71 20 0.0926
pmed9 200 100 15 71 71 20 0.1584 71 20 0.1184 71 20 0.1184 71 20 0.11905 71 20 0.12065
pmed10 150 30 15 62 62 20 0.01625 62 20 0.0149 62 20 0.0145 62 20 0.01495 62 20 0.01645
pmed10 150 50 5 62 62 20 0.0195 62 20 0.0174 62 20 0.0174 62 20 0.01755 62 20 0.01835
pmed10 150 80 15 62 62 20 0.012 62 20 0.0075 62 20 0.01235 62 20 0.012 62 20 0.0119
pmed10 200 20 5 75 70 20 0.03895 70 20 0.02855 70 20 0.0276 70 20 0.03335 70 20 0.03385
pmed10 200 50 10 70 70 20 0.04645 70 20 0.04045 70 20 0.038 70 20 0.04335 70 20 0.0455
pmed10 200 80 20 70 70 20 0.0126 70 20 0.01355 70 20 0.01465 70 20 0.0134 70 20 0.0146
pmed10 200 100 20 70 70 20 0.0344 70 20 0.0332 70 20 0.0332 70 20 0.0332 70 20 0.03395
Prosek 61.91 61.85 16.18 0.93 61.76 19.5 0.53 61.76 19.56 0.64 61.76 18.35 0.70 61.76 17.47 0.75
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Tabela C.4: Podexavaǌe parametra ε na skupu velikih instanci sa 250 < n ↗ 400.

ϱ = 0 ϱ = 0.1 ϱ = 0.2 ϱ = 0.3 ϱ = 0.5
Inst. opt/b.k. best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best best #best t best
pmed11 250 50 2 42 43 2 2.84005 42 20 3.25535 42 9 2.70875 42 4 3.398 43 4 2.5731
pmed11 250 70 2 42 42 10 3.7795 42 20 0.87255 42 20 1.1326 42 20 1.74835 42 20 3.0608
pmed11 250 90 5 42 42 15 3.37705 42 20 0.3931 42 20 0.41895 42 20 0.6666 42 20 0.86815
pmed11 250 90 9 42 42 18 2.32675 42 20 0.4141 42 20 0.53075 42 20 0.8968 42 20 0.8081
pmed11 300 60 2 51 51 19 0.91965 51 20 0.14025 51 20 0.13465 51 20 0.1359 51 20 0.16215
pmed11 300 80 2 51 51 20 0.2561 51 20 0.1375 51 20 0.13145 51 20 0.1232 51 20 0.1294
pmed12 250 50 2 43 48 12 3.41235 43 1 3.31725 46 2 2.302 47 1 2.011 47 1 3.3099
pmed12 250 90 2 43 43 6 4.174 43 20 1.64775 43 20 1.7944 43 20 3.3464 43 18 5.62265
pmed12 300 80 2 72 72 20 0.17305 72 20 0.096 72 20 0.0948 72 20 0.0957 72 20 0.0968
pmed12 300 100 2 72 72 20 0.2118 72 20 0.2427 72 20 0.24005 72 20 0.2383 72 20 0.26675
pmed12 300 150 5 72 72 20 0.2473 72 20 0.20375 72 20 0.20235 72 20 0.20325 72 20 0.21365
pmed12 300 150 15 72 72 20 0.22345 72 20 0.36495 72 20 0.3588 72 20 0.35975 72 20 0.3708
pmed16 350 40 2 36 40 1 3.33395 37 3 6.45745 37 1 3.6996 42 6 2.6494 43 14 3.1596
pmed16 350 90 9 33 33 2 6.8907 33 20 6.7334 33 19 6.7599 33 6 5.9226 33 1 8.9109
pmed16 350 120 2 33 33 5 9.2222 33 20 3.67515 33 20 4.7412 33 20 5.3739 33 20 10.3131
pmed16 350 120 12 33 33 6 11.6007 33 20 3.93905 33 20 4.63035 33 20 4.5829 33 20 7.92665
pmed16 400 100 5 33 33 1 8.4514 33 10 10.3973 33 7 9.4285 33 4 11.1054 34 4 10.6761
pmed16 400 200 2 33 33 13 5.82755 33 20 3.1162 33 20 3.2199 33 20 3.4724 33 20 3.42975
pmed16 400 200 5 33 33 13 7.13285 33 20 3.50865 33 20 3.50585 33 20 3.56645 33 20 4.0974
pmed17 350 70 2 37 38 1 3.81565 37 20 3.5187 37 8 6.0079 37 2 4.4682 38 2 4.3883
pmed17 350 120 2 37 37 17 3.9002 37 20 0.70025 37 20 0.80655 37 20 0.793 37 20 0.79205
pmed17 350 120 12 37 37 13 4.44175 37 20 1.2476 37 20 1.27175 37 20 1.53505 37 20 2.08825
pmed17 400 80 8 37 37 4 9.2532 37 20 2.92885 37 19 6.3113 37 7 9.20775 37 2 6.1429
pmed17 400 140 5 37 37 15 5.5057 37 20 0.83165 37 20 0.84355 37 20 1.07585 37 20 1.1407
pmed17 400 200 2 37 37 20 0.79145 37 20 0.3464 37 20 0.36745 37 20 0.3607 37 20 0.36005
pmed17 400 200 20 37 37 20 0.613 37 20 0.65115 37 20 0.6667 37 20 0.6831 37 20 0.6248
Prosek 44.04 44.15 12.04 3.95 43.77 18.23 2.27 43.88 17.12 2.40 44.12 15.77 2.63 44.27 15.62 3.14
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C.2 SVNS algoritam za CPNCP

U ovom poglav%u su dati kompletni rezultati SVNS algoritma i CPLEX
rexavaqa za CPNCP. Tabele C.5-C.9 su organizovane na slede”i naqin: svaki
red sadr!i ime instance, n - ukupan broj qvorova, p - broj centara koje tre-
ba uspostaviti, q - broj unapred zadatih centara. Slede”e dve kolone sadr!e
rezultate CPLEX rexavaqa: na$enu vrednost i potrebno vreme. Ukoliko na$e-
ne vrednosti nisu optimalne, oznaqene su znakom ,,∝”. Posledǌih pet kolona
sadr!i: obj - najbo%u vrednost funkcije ci%a koju je dostigao SVNS u 20 iz-
vrxavaǌa, #opt/#bk - broj izvrxavaǌa u kojima je dostignuto optimalno ili
najbo%e poznato rexeǌe, t - proseqno vreme potrebno da se obj dostigne po prvi
put (u sekundama), ttot - proseqno ukupno vreme (u sekundama), gap - proseqno
odstupaǌe na$enih vrednosti od vrednosti obj (u procentima), dev - standard-
na devijacija na$enih vrednosti (u procentima). ,,OOM”u koloni obj oznaqava
da CPLEX rexavaq nije naxao ni dopustivo rexeǌe u zadatom vremenu usled
nedostatka memorije.
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Tabela C.5: Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma na skupu
malih instanci 20 ↗ n ↗ 50.

Instance n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt t ttot gap dev

pmed1 20 10 5 20 5 5 95 0.05 95 20 0.00 0.01 0 0
pmed1 30 10 5 30 5 5 95 0.08 95 20 0.00 0.02 0 0
pmed1 40 10 5 40 5 5 116 0.81 116 20 0.00 0.04 0 0
pmed1 40 20 5 40 15 5 89 0.14 89 20 0.00 0.04 0 0
pmed1 40 20 10 40 10 10 89 0.05 89 20 0.00 0.04 0 0
pmed1 40 20 15 40 5 15 89 0.03 89 20 0.00 0.03 0 0
pmed1 50 10 5 50 5 5 112 0.53 112 20 0.01 0.05 0 0
pmed1 50 20 5 50 15 5 89 0.33 89 20 0.02 0.06 0 0
pmed1 50 20 10 50 10 10 94 0.16 94 20 0.01 0.06 0 0
pmed1 50 20 15 50 5 15 91 0.61 91 20 0.00 0.04 0 0
pmed2 20 10 5 20 5 5 100 0.06 100 20 0.00 0.02 0 0
pmed2 30 10 5 30 5 5 128 0.23 128 20 0.00 0.02 0 0
pmed2 40 10 5 40 15 5 135 0.95 135 20 0.00 0.04 0 0
pmed2 40 20 5 40 15 5 98 0.55 98 20 0.00 0.05 0 0
pmed2 40 20 10 40 10 10 96 0.06 96 20 0.01 0.04 0 0
pmed2 40 20 15 40 5 15 96 0.05 96 20 0.00 0.03 0 0
pmed2 50 10 5 50 5 5 145 1.27 145 20 0.01 0.05 0 0
pmed2 50 20 5 50 15 5 99 1.27 99 19 0.02 0.08 0.05 0.22
pmed2 50 20 10 50 10 10 104 0.61 104 20 0.00 0.07 0 0
pmed2 50 20 15 50 15 15 99 0.27 99 20 0.00 0.05 0 0
pmed3 20 10 5 20 5 5 92 0.16 92 20 0.00 0.01 0 0
pmed3 30 10 5 30 5 5 122 0.23 122 20 0.00 0.02 0 0
pmed3 40 10 5 40 5 5 122 0.81 122 20 0.00 0.03 0 0
pmed3 40 20 5 40 15 5 85 0.64 85 20 0.00 0.05 0 0
pmed3 40 20 10 40 10 10 85 0.25 85 20 0.00 0.04 0 0
pmed3 40 20 15 40 5 15 82 0.27 82 20 0.00 0.04 0 0
pmed3 50 10 5 50 5 5 128 2.38 128 20 0.01 0.07 0 0
pmed3 50 20 5 50 15 5 87 0.67 87 20 0.00 0.08 0 0
pmed3 50 20 10 50 10 10 88 0.50 88 20 0.00 0.08 0 0
pmed3 50 20 15 50 5 15 93 0.16 93 20 0.00 0.06 0 0
pmed4 20 10 5 20 5 5 125 0.03 125 20 0.00 0.01 0 0
pmed4 30 10 5 30 5 5 126 0.33 126 20 0.00 0.03 0 0
pmed4 40 10 5 40 5 5 126 0.34 126 20 0.00 0.04 0 0
pmed4 40 20 5 40 15 5 91 0.27 91 20 0.00 0.05 0 0
pmed4 40 20 10 40 10 10 91 0.09 91 20 0.00 0.05 0 0
pmed4 40 20 15 40 5 15 85 0.08 85 20 0.00 0.04 0 0
pmed4 50 10 5 50 5 5 141 2.80 141 20 0.00 0.07 0 0

149



Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.5: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu malih instanci 20 ↗ n ↗ 50.

Instance n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt t ttot gap dev

pmed4 50 20 5 50 15 5 99 1.50 99 20 0.01 0.08 0 0
pmed4 50 20 10 50 10 10 108 0.38 108 20 0.00 0.06 0 0
pmed4 50 20 15 50 5 15 105 0.05 105 20 0.00 0.04 0 0
pmed5 20 10 5 20 5 5 91 0.03 91 20 0.00 0.01 0 0
pmed5 30 10 5 30 5 5 126 0.41 126 20 0.00 0.03 0 0
pmed5 40 10 5 40 5 5 137 0.34 137 20 0.00 0.03 0 0
pmed5 40 20 5 40 15 5 91 0.67 91 20 0.00 0.05 0 0
pmed5 40 20 10 40 10 10 97 0.47 97 20 0.00 0.04 0 0
pmed5 40 20 15 40 5 15 96 0.09 96 20 0.00 0.03 0 0
pmed5 50 10 5 50 5 5 121 0.66 121 20 0.00 0.04 0 0
pmed5 50 20 5 50 15 5 90 0.98 90 20 0.00 0.07 0 0
pmed5 50 20 10 50 10 10 91 0.77 91 20 0.00 0.06 0 0
pmed5 50 20 15 50 5 15 90 0.30 90 20 0.00 0.04 0 0

Tabela C.6: Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma na skupu
sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed1 60 10 5 60 5 5 119 0.77 119 20 0.00 0.61 0.00 0
pmed1 60 20 5 60 15 5 95 1.13 95 20 0.02 0.72 0 0
pmed1 60 20 10 60 10 10 97 0.36 97 20 0.05 0.65 0 0
pmed1 60 30 5 60 25 5 89 0.42 89 20 0.01 0.77 0 0
pmed1 60 30 10 60 20 10 89 0.19 89 20 0.01 0.86 0 0
pmed1 70 10 5 70 5 5 131 11.70 131 20 0.01 0.73 0 0
pmed1 70 20 5 70 15 5 99 12.06 99 20 0.06 1.07 0 0
pmed1 70 20 10 70 10 10 99 1.27 99 20 0.03 0.80 0 0
pmed1 70 30 5 70 25 5 77 1.30 77 20 0.05 1.16 0 0
pmed1 70 30 10 70 20 10 73 0.28 73 20 0.03 1.14 0 0
pmed1 80 10 5 80 5 5 134 12.56 134 20 0.03 0.80 0 0
pmed1 80 20 5 80 15 5 105 58.31 105 20 0.23 1.36 0 0
pmed1 80 20 10 80 10 10 108 7.03 108 20 0.01 1.10 0 0
pmed1 80 30 5 80 25 5 86 4.70 86 20 0.16 1.60 0 0
pmed1 80 30 10 80 20 10 91 2.91 91 20 0.09 1.67 0 0
pmed1 90 10 5 90 5 5 134 17.41 134 20 0.03 0.91 0 0
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Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed1 90 20 5 90 15 5 112 155.14 112 13 0.46 1.45 0.94 1.28
pmed1 90 20 10 90 10 10 115 21.42 115 20 0.11 1.11 0 0
pmed1 90 30 5 90 25 5 91 13.33 91 20 0.37 1.92 0 0
pmed1 90 30 10 90 20 10 95 15.92 95 20 0.23 1.75 0 0
pmed1 90 50 5 90 45 5 70 0.81 70 20 0.29 2.76 0 0
pmed1 90 50 10 90 40 10 70 0.56 70 20 0.17 2.78 0 0
pmed1 90 50 15 90 35 15 70 0.44 70 20 0.48 2.71 0 0
pmed1 100 10 5 100 5 5 144 213.52 144 20 0.01 1.75 0 0
pmed1 100 20 5 100 15 5 116 702.89 116 20 0.03 1.98 0 0
pmed1 100 20 10 100 10 10 116 90.20 116 20 0.02 1.73 0 0
pmed1 100 20 15 100 5 15 113 3.05 113 20 0.01 1.00 0 0
pmed1 100 30 5 100 25 5 96 159.02 97 0 0.57 2.27 1.13 1.03
pmed1 100 30 10 100 20 10 98 41.83 98 20 0.46 1.99 0 0
pmed1 100 30 15 100 15 15 99 10.92 99 20 0.03 1.77 0 0
pmed1 100 50 5 100 45 5 71 3.77 71 20 0.75 3.27 0 0
pmed1 100 50 10 100 40 10 77 7.09 77 20 0.74 3.16 0 0
pmed1 100 50 15 100 35 15 75 3.09 75 20 0.21 3.13 0 0
pmed2 60 10 5 60 5 5 145 3.30 145 20 0.00 0.51 0 0
pmed2 60 20 5 60 15 5 102 2.03 102 20 0.01 0.84 0 0
pmed2 60 20 10 60 10 10 106 1.28 106 20 0.01 0.98 0 0
pmed2 60 30 5 60 25 5 96 0.34 96 20 0.01 0.99 0 0
pmed2 60 30 10 60 20 10 96 0.59 96 20 0.00 1.09 0 0
pmed2 70 10 5 70 5 5 145 5.47 145 20 0.00 0.65 0 0
pmed2 70 20 5 70 15 5 102 5.50 102 20 0.03 1.05 0 0
pmed2 70 20 10 70 10 10 103 0.97 103 20 0.01 1.01 0 0
pmed2 70 30 5 70 25 5 96 0.50 96 20 0.01 1.06 0 0
pmed2 70 30 10 70 20 10 96 0.38 96 20 0.02 1.15 0 0
pmed2 80 10 5 80 5 5 145 9.45 145 20 0.03 0.91 0 0
pmed2 80 20 5 80 15 5 118 41.28 118 20 0.01 1.18 0 0
pmed2 80 20 10 80 10 10 118 1.50 118 20 0.01 0.96 0 0
pmed2 80 30 5 80 25 5 98 2.69 98 20 0.13 1.50 0 0
pmed2 80 30 10 80 20 10 98 0.94 98 20 0.39 1.39 0 0
pmed2 90 10 5 90 5 5 145 10.94 145 20 0.07 1.08 0 0
pmed2 90 20 5 90 15 5 112 179.27 112 20 0.06 1.49 0 0
pmed2 90 20 10 90 10 10 119 3.25 119 20 0.01 1.15 0 0
pmed2 90 30 5 90 25 5 96 9.61 96 20 0.12 1.98 0 0
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Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed2 90 30 10 90 20 10 97 1.92 97 20 0.05 1.59 0 0
pmed2 90 50 5 90 45 5 96 0.80 96 20 0.01 2.31 0 0
pmed2 90 50 10 90 40 10 96 0.53 96 20 0.01 2.25 0 0
pmed2 90 50 15 90 35 15 96 0.63 96 20 0.01 2.30 0 0
pmed2 100 10 5 100 5 5 140 31.72 140 20 0.03 1.54 0 0
pmed2 100 20 5 100 15 5 109 185.31 109 20 0.38 2.00 0 0
pmed2 100 20 10 100 10 10 111 14.41 111 1 0.28 1.76 0.86 0.20
pmed2 100 20 15 100 5 15 110 3.02 110 20 0.02 1.46 0 0
pmed2 100 30 5 100 25 5 96 5.92 96 20 0.22 2.10 0 0
pmed2 100 30 10 100 20 10 98 16.72 98 20 0.10 2.12 0 0
pmed2 100 30 15 100 15 15 96 1.23 96 20 0.04 1.82 0 0
pmed2 100 50 5 100 45 5 96 1.47 96 20 0.02 2.53 0 0
pmed2 100 50 10 100 40 10 96 1.00 96 20 0.01 2.55 0 0
pmed2 100 50 15 100 35 15 96 0.63 96 20 0.01 2.37 0 0
pmed3 60 10 5 60 5 5 141 2.30 141 20 0.02 0.59 0 0
pmed3 60 20 5 60 15 5 97 2.80 97 20 0.00 0.83 0 0
pmed3 60 20 10 60 10 10 97 0.89 97 20 0.00 0.70 0 0
pmed3 60 30 5 60 25 5 79 1.16 79 20 0.02 1.21 0 0
pmed3 60 30 10 60 20 10 81 3.53 81 20 0.07 1.10 0 0
pmed3 70 10 5 70 5 5 139 5.30 139 20 0.01 0.79 0 0
pmed3 70 20 5 70 15 5 104 53.86 104 20 0.03 1.03 0 0
pmed3 70 20 10 70 10 10 105 3.36 105 20 0.03 0.99 0 0
pmed3 70 30 5 70 25 5 82 3.16 82 20 0.26 1.54 0 0
pmed3 70 30 10 70 20 10 86 1.59 86 20 0.07 1.27 0 0
pmed3 80 10 5 80 5 5 139 10.42 139 20 0.01 0.96 0 0
pmed3 80 20 5 80 15 5 104 76.30 104 20 0.05 1.26 0 0
pmed3 80 20 10 80 10 10 108 14.89 108 20 0.02 1.31 0 0
pmed3 80 30 5 80 25 5 85 22.98 85 20 0.20 1.61 0 0
pmed3 80 30 10 80 20 10 87 11.47 87 20 0.09 1.65 0 0
pmed3 90 10 5 90 5 5 159 38.17 159 20 0.01 1.21 0 0
pmed3 90 20 5 90 15 5 105 218.45 105 20 0.08 1.80 0 0
pmed3 90 20 10 90 10 10 113 68.75 113 20 0.26 1.82 0 0
pmed3 90 30 5 90 25 5 93 4.75 93 20 0.03 1.89 0 0
pmed3 90 30 5 90 25 5 93 4.75 93 20 0.03 1.89 0 0
pmed3 90 30 10 90 20 10 97 15.28 97 20 0.13 1.97 0 0
pmed3 90 50 5 90 45 5 93 2.72 93 20 0.01 2.43 0 0
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Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed3 90 50 10 90 40 10 93 1.05 93 20 0.01 2.54 0 0
pmed3 90 50 15 90 35 15 93 0.64 93 20 0.01 2.52 0 0
pmed3 100 10 5 100 5 5 164 33.45 164 20 0.01 1.64 0 0
pmed3 100 20 5 100 15 5 115 777.09 115 20 0.03 2.26 0 0
pmed3 100 20 10 100 10 10 116 109.39 116 20 0.11 2.03 0 0
pmed3 100 20 15 100 5 15 113 2.69 113 20 0.04 1.34 0 0
pmed3 100 30 5 100 25 5 93 9.19 93 20 0.06 2.24 0 0
pmed3 100 30 10 100 20 10 96 31.92 96 20 0.07 2.20 0 0
pmed3 100 30 15 100 15 15 97 8.22 97 20 0.14 1.94 0 0
pmed3 100 50 5 100 45 5 93 2.66 93 20 0.01 2.66 0 0
pmed3 100 50 10 100 40 10 93 1.28 93 20 0.01 2.73 0 0
pmed3 100 50 15 100 35 15 93 0.66 93 20 0.01 2.57 0 0
pmed4 60 10 5 60 5 5 137 1.45 137 20 0.00 0.58 0 0
pmed4 60 20 5 60 15 5 94 1.03 94 20 0.01 0.92 0 0
pmed4 60 20 10 60 10 10 93 0.69 93 20 0.00 0.82 0 0
pmed4 60 30 5 60 25 5 81 1.03 81 20 0.03 1.14 0 0
pmed4 60 30 10 60 20 10 81 0.53 81 20 0.03 1.01 0 0
pmed4 70 10 5 70 5 5 150 14.89 150 20 0.01 0.88 0 0
pmed4 70 20 5 70 15 5 112 9.69 112 20 0.04 1.17 0 0
pmed4 70 20 10 70 10 10 116 2.98 116 20 0.01 0.94 0 0
pmed4 70 30 5 70 25 5 86 2.34 86 20 0.05 1.38 0 0
pmed4 70 30 10 70 20 10 94 2.25 94 20 0.02 1.37 0 0
pmed4 80 10 5 80 5 5 154 71.83 154 20 0.02 1.12 0 0
pmed4 80 20 5 80 15 5 119 65.45 119 11 0.21 1.42 0.38 0.42
pmed4 80 20 10 80 10 10 121 5.36 121 20 0.02 1.01 0 0
pmed4 80 30 5 80 25 5 92 6.08 92 20 0.08 1.65 0 0
pmed4 80 30 10 80 20 10 96 3.78 96 20 0.06 1.61 0 0
pmed4 90 10 5 90 5 5 162 60.25 162 20 0.03 1.33 0 0
pmed4 90 20 5 90 15 5 119 117.45 119 20 0.02 1.68 0 0
pmed4 90 20 10 90 10 10 120 5.56 120 20 0.01 1.29 0 0
pmed4 90 30 5 90 25 5 95 9.27 95 19 0.29 2.26 0.05 0.23
pmed4 90 30 10 90 20 10 94 6.16 94 20 0.03 1.93 0 0
pmed4 90 50 5 90 45 5 82 1.33 82 20 0.06 3.01 0 0
pmed4 90 50 10 90 40 10 82 0.52 82 20 0.03 2.66 0 0
pmed4 90 50 15 90 35 15 82 0.61 82 20 0.07 2.69 0 0
pmed4 100 10 5 100 5 5 160 192.23 160 20 0.01 1.86 0 0
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Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed4 100 20 5 100 15 5 122 596.67 122 20 0.23 2.04 0 0
pmed4 100 20 10 100 10 10 123 50.88 123 20 0.02 1.77 0 0
pmed4 100 20 15 100 5 15 123 2.14 123 20 0.01 1.25 0 0
pmed4 100 30 5 100 25 5 100 142.20 100 16 0.76 2.34 0.20 0.40
pmed4 100 30 10 100 20 10 104 35.13 104 8 0.40 2.43 2.88 2.36
pmed4 100 30 15 100 15 15 106 4.39 106 20 0.10 1.87 0 0
pmed4 100 50 5 100 45 5 82 3.34 82 20 0.37 3.32 0 0
pmed4 100 50 10 100 40 10 82 1.05 82 20 0.22 3.26 0 0
pmed4 100 50 15 100 35 15 82 1.34 82 20 0.54 3.29 0 0
pmed5 60 10 5 60 5 5 127 0.66 127 20 0.00 0.57 0 0
pmed5 60 20 5 60 15 5 90 0.89 90 20 0.02 0.82 0 0
pmed5 60 20 10 60 10 10 93 0.47 93 20 0.00 0.72 0 0
pmed5 60 30 5 60 25 5 82 0.20 82 20 0.01 0.86 0 0
pmed5 60 30 10 60 20 10 82 0.20 82 20 0.01 0.88 0 0
pmed5 70 10 5 70 5 5 122 2.66 122 20 0.00 0.79 0 0
pmed5 70 20 5 70 15 5 91 2.30 91 20 0.01 0.86 0 0
pmed5 70 20 10 70 10 10 90 0.55 90 20 0.01 0.84 0 0
pmed5 70 30 5 70 25 5 85 0.64 85 20 0.01 1.05 0 0
pmed5 70 30 10 70 20 10 85 0.22 85 20 0.01 0.94 0 0
pmed5 80 10 5 80 5 5 119 3.58 119 20 0.00 0.79 0 0
pmed5 80 20 5 80 15 5 91 2.84 91 20 0.03 0.91 0 0
pmed5 80 20 10 80 10 10 92 0.89 92 20 0.02 0.85 0 0
pmed5 80 30 5 80 25 5 85 1.27 85 20 0.01 1.11 0 0
pmed5 80 30 10 80 20 10 85 0.72 85 20 0.02 1.02 0 0
pmed5 90 10 5 90 5 5 127 8.98 127 20 0.00 1.00 0 0
pmed5 90 20 5 90 15 5 94 6.48 94 20 0.08 1.29 0 0
pmed5 90 20 10 90 10 10 100 3.34 100 20 0.01 1.13 0 0
pmed5 90 30 5 90 25 5 85 1.11 85 20 0.03 1.37 0 0
pmed5 90 30 10 90 20 10 86 1.72 86 20 0.04 1.31 0 0
pmed5 90 50 5 90 45 5 85 1.06 85 20 0.01 1.91 0 0
pmed5 90 50 10 90 40 10 85 0.31 85 20 0.01 1.96 0 0
pmed5 90 50 15 90 35 15 85 0.33 85 20 0.00 2.15 0 0
pmed5 100 10 5 100 5 5 127 13.66 127 20 0.00 1.27 0 0
pmed5 100 20 5 100 15 5 97 55.88 97 20 0.22 1.62 0 0
pmed5 100 20 10 100 10 10 100 4.86 100 20 0.01 1.30 0 0
pmed5 100 20 15 100 5 15 97 1.05 97 20 0.01 1.17 0 0
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Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed5 100 30 5 100 25 5 85 1.17 85 20 0.06 1.70 0 0
pmed5 100 30 10 100 20 10 87 10.61 87 20 0.05 1.61 0 0
pmed5 100 30 15 100 15 15 90 9.98 90 20 0.25 1.55 0 0
pmed5 100 50 5 100 45 5 85 0.98 85 20 0.01 2.07 0 0
pmed5 100 50 10 100 40 10 85 0.56 85 20 0.01 2.10 0 0
pmed5 100 50 15 100 35 15 85 0.67 85 20 0.01 2.07 0 0
pmed6 150 20 5 150 15 5 77 45497.20 77 20 0.19 3.69 0 0
pmed6 150 20 10 150 10 10 77 116.33 77 20 0.73 3.11 0 0
pmed6 150 30 5 150 25 5 64 23263.90 64 7 1.50 4.03 2.03 1.49
pmed6 150 30 10 150 20 10 64 826.34 64 9 1.33 3.94 2.34 2.77
pmed6 150 30 15 150 15 15 64 19.94 64 20 1.25 4.16 0 0
pmed6 150 50 5 150 45 5 56 11.95 56 20 0.40 5.17 0 0
pmed6 150 50 10 150 40 10 56 8.39 56 20 0.24 5.32 0 0
pmed6 150 50 15 150 35 15 56 3.73 56 20 0.68 5.44 0 0
pmed6 150 80 5 150 75 5 56 8.80 56 20 0.09 7.38 0 0
pmed6 150 80 10 150 70 10 56 5.89 56 20 0.08 7.30 0 0
pmed6 150 80 15 150 75 15 56 2.56 56 20 0.09 7.41 0 0
pmed6 150 80 20 150 60 20 56 2.05 56 20 0.08 7.00 0 0
pmed6 200 20 5 200 15 5 79* 93573.90 77 20 0.52 5.42 0 0
pmed6 200 20 10 200 10 10 77 3175.52 77 20 0.43 5.99 0 0
pmed6 200 30 5 200 25 5 72* 92647.20 66 19 1.49 5.87 0.15 0.66
pmed6 200 30 10 200 20 10 66 26602.10 66 20 1.25 5.58 0 0
pmed6 200 30 15 200 15 15 66 819.73 66 19 1.18 5.57 0.45 1.98
pmed6 200 50 5 200 45 5 49 869.98 49 3 6.03 8.57 2.45 2.10
pmed6 200 50 10 200 40 10 49 1641.53 49 5 6.07 8.88 3.06 2.46
pmed6 200 50 15 200 35 15 49 199.13 49 17 4.24 8.41 0.31 0.73
pmed6 200 80 5 200 75 5 49 14.44 49 20 0.56 12.06 0 0
pmed6 200 80 10 200 70 10 49 9.95 49 20 0.68 12.35 0 0
pmed6 200 80 15 200 65 15 49 8.64 49 20 0.57 12.72 0 0
pmed6 200 80 20 200 60 20 49 7.53 49 20 0.52 12.51 0 0
pmed6 200 100 5 200 95 5 49 62.39 49 20 0.29 15.05 0 0
pmed6 200 100 10 200 90 10 49 8.36 49 20 0.31 15.13 0 0
pmed6 200 100 15 200 85 15 49 8.91 49 20 0.34 15.07 0 0
pmed6 200 100 20 200 80 20 49 8.25 49 20 0.44 15.39 0 0
pmed7 150 20 5 150 15 5 67 385.27 67 19 0.99 2.97 0.07 0.33
pmed7 150 20 10 150 10 10 67 4.69 67 20 0.08 3.06 0 0
pmed7 150 30 5 150 25 5 59 43.70 59 20 0.11 3.31 0 0
pmed7 150 30 10 150 20 10 59 4.80 59 20 0.08 3.42 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed7 150 30 15 150 15 15 59 2.77 59 20 0.19 2.75 0 0
pmed7 150 50 5 150 45 5 59 8.72 59 20 0.07 4.34 0 0
pmed7 150 50 10 150 40 10 59 3.52 59 20 0.10 4.47 0 0
pmed7 150 50 15 150 35 15 59 1.78 59 20 0.04 4.56 0 0
pmed7 150 80 5 150 75 5 59 32.77 59 20 0.03 6.65 0 0
pmed7 150 80 10 150 70 10 59 2.42 59 20 0.02 6.83 0 0
pmed7 150 80 15 150 75 15 59 1.97 59 20 0.03 6.60 0 0
pmed7 150 80 20 150 60 20 59 2.30 59 20 0.03 6.80 0 0
pmed7 200 20 5 200 15 5 70* 81343.50 68 20 0.34 4.52 0 0
pmed7 200 20 10 200 10 10 68 353.52 68 20 0.10 4.16 0 0
pmed7 200 30 5 200 25 5 62* 80597.60 60 20 1.74 5.91 0 0
pmed7 200 30 10 200 20 10 60 6701.03 60 20 2.13 6.04 0 0
pmed7 200 30 15 200 15 15 60 3265.73 60 20 0.53 6.20 0 0
pmed7 200 50 5 200 45 5 50 440.98 50 16 3.85 7.34 0.70 1.45
pmed7 200 50 10 200 40 10 50 372.64 50 3 3.13 7.34 3.00 1.48
pmed7 200 50 15 200 35 15 50 1243.84 50 20 2.73 7.79 0 0
pmed7 200 80 5 200 75 5 46 169.09 46 20 2.96 12.26 0 0
pmed7 200 80 10 200 70 10 46 19.66 46 20 2.45 12.31 0 0
pmed7 200 80 15 200 65 15 46 6.69 46 20 3.51 11.84 0 0
pmed7 200 80 20 200 60 20 46 8.66 46 20 1.44 12.66 0 0
pmed7 200 100 5 200 95 5 46 22.13 46 20 0.70 15.53 0 0
pmed7 200 100 10 200 90 10 46 18.64 46 20 0.63 15.22 0 0
pmed7 200 100 15 200 85 15 46 5.31 46 20 1.12 16.15 0 0
pmed7 200 100 20 200 80 20 46 4.52 46 20 0.69 16.09 0 0
pmed8 150 20 5 150 15 5 70 29442.40 70 20 0.38 4.47 0 0
pmed8 150 20 10 150 10 10 70 103.00 70 20 0.18 3.80 0 0
pmed8 150 30 5 150 25 5 58 211.28 58 20 0.29 3.77 0 0
pmed8 150 30 10 150 20 10 58 23.63 58 20 0.23 3.73 0 0
pmed8 150 30 15 150 15 15 58 4.45 58 20 0.08 3.84 0 0
pmed8 150 50 5 150 45 5 58 16.33 58 20 0.10 4.95 0 0
pmed8 150 50 10 150 40 10 58 5.89 58 20 0.06 4.81 0 0
pmed8 150 50 15 150 35 15 58 2.97 58 20 0.05 5.15 0 0
pmed8 150 80 5 150 75 5 58 14.75 58 20 0.04 7.35 0 0
pmed8 150 80 10 150 70 10 58 2.69 58 20 0.02 7.61 0 0
pmed8 150 80 15 150 75 15 58 1.92 58 20 0.02 7.56 0 0
pmed8 150 80 20 150 60 20 58 1.52 58 20 0.01 7.28 0 0
pmed8 200 20 5 200 15 5 81 6358.28 81 7 1.07 4.45 2.41 1.77
pmed8 200 20 10 200 10 10 81 8591.98 81 20 0.86 5.33 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed8 200 30 5 200 25 5 69 5843.80 69 1 1.19 5.40 1.38 0.32
pmed8 200 30 10 200 20 10 70 446.70 70 20 0.77 5.03 0 0
pmed8 200 30 15 200 15 15 70 18.73 70 20 0.31 3.99 0 0
pmed8 200 50 5 200 45 5 68 19.41 68 20 0.30 6.63 0 0
pmed8 200 50 10 200 40 10 68 13.17 68 20 0.26 6.56 0 0
pmed8 200 50 15 200 35 15 68 7.42 68 20 0.19 6.86 0 0
pmed8 200 80 5 200 75 5 68 13.88 68 20 0.04 10.00 0 0
pmed8 200 80 10 200 70 10 68 7.41 68 20 0.13 9.42 0 0
pmed8 200 80 15 200 65 15 68 5.78 68 20 0.12 9.52 0 0
pmed8 200 80 20 200 60 20 68 4.92 68 20 0.11 9.93 0 0
pmed8 200 100 5 200 95 5 68 48.50 68 20 0.05 12.38 0 0
pmed8 200 100 10 200 90 10 68 8.03 68 20 0.06 12.73 0 0
pmed8 200 100 15 200 85 15 68 5.20 68 20 0.04 12.18 0 0
pmed8 200 100 20 200 80 20 68 4.70 68 20 0.13 12.39 0 0
pmed9 150 20 5 150 15 5 71 1244.05 71 20 0.23 3.49 0 0
pmed9 150 20 10 150 10 10 71 25.81 71 20 0.02 3.85 0 0
pmed9 150 30 5 150 25 5 71 9.75 71 20 0.03 3.12 0 0
pmed9 150 30 10 150 20 10 71 14.67 71 20 0.10 3.01 0 0
pmed9 150 30 15 150 15 15 71 2.23 71 20 0.02 3.36 0 0
pmed9 150 50 5 150 45 5 71 12.56 71 20 0.02 3.81 0 0
pmed9 150 50 10 150 40 10 71 5.39 71 20 0.04 4.08 0 0
pmed9 150 50 15 150 35 15 71 5.02 71 20 0.04 4.00 0 0
pmed9 150 80 5 150 75 5 71 21.58 71 20 0.03 6.18 0 0
pmed9 150 80 10 150 70 10 71 6.75 71 20 0.02 6.17 0 0
pmed9 150 80 15 150 75 15 71 2.27 71 20 0.02 6.23 0 0
pmed9 150 80 20 150 60 20 71 1.67 71 20 0.01 6.68 0 0
pmed9 200 20 5 200 15 5 75 19183.5 75 20 0.21 4.99 0 0
pmed9 200 20 10 200 10 10 75 95.8 75 20 0.08 4.38 0 0
pmed9 200 30 5 200 25 5 71 149.28 71 20 0.28 4.89 0 0
pmed9 200 30 10 200 20 10 71 14.58 71 20 0.22 5.30 0 0
pmed9 200 30 15 200 15 15 71 5.34 71 20 0.09 4.83 0 0
pmed9 200 50 5 200 45 5 71 11.52 71 20 0.12 5.91 0 0
pmed9 200 50 10 200 40 10 71 9.00 71 20 0.11 5.67 0 0
pmed9 200 50 15 200 35 15 71 8.98 71 20 0.11 6.03 0 0
pmed9 200 80 5 200 75 5 71 33.88 71 20 0.07 8.83 0 0
pmed9 200 80 10 200 70 10 71 9.48 71 20 0.02 9.41 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.6: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu sredǌih instanci 60 ↗ n ↗ 200.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed9 200 80 15 200 65 15 71 4.61 71 20 0.06 9.32 0 0
pmed9 200 80 20 200 60 20 71 3.14 71 20 0.02 9.33 0 0
pmed9 200 100 5 200 95 5 71 12.31 71 20 0.08 12.50 0 0
pmed9 200 100 10 200 90 10 71 7.02 71 20 0.08 12.36 0 0
pmed9 200 100 15 200 85 15 71 4.41 71 20 0.12 12.55 0 0
pmed9 200 100 20 200 80 20 71 3.63 71 20 0.09 12.75 0 0
pmed10 150 20 5 150 15 5 62 8.84 62 20 0.08 2.74 0 0
pmed10 150 20 10 150 10 10 62 3.78 62 20 0.02 2.85 0 0
pmed10 150 30 5 150 25 5 62 12.66 62 20 0.02 2.59 0 0
pmed10 150 30 10 150 20 10 62 7.75 62 20 0.04 2.81 0 0
pmed10 150 30 15 150 15 15 62 3.72 62 20 0.01 2.72 0 0
pmed10 150 50 5 150 45 5 62 6.08 62 20 0.02 3.43 0 0
pmed10 150 50 10 150 40 10 62 3.00 62 20 0.02 3.67 0 0
pmed10 150 50 15 150 35 15 62 3.17 62 20 0.01 3.64 0 0
pmed10 150 80 5 150 75 5 62 14.31 62 20 0.01 6.15 0 0
pmed10 150 80 10 150 70 10 62 2.28 62 20 0.01 6.20 0 0
pmed10 150 80 15 150 75 15 62 1.84 62 20 0.01 6.06 0 0
pmed10 150 80 20 150 60 20 62 1.53 62 20 0.01 5.87 0 0
pmed10 200 20 5 200 15 5 70 15.72 70 20 0.03 3.88 0 0
pmed10 200 20 10 200 10 10 70 13.84 70 20 0.01 4.08 0 0
pmed10 200 30 5 200 25 5 70 6.56 70 20 0.04 3.43 0 0
pmed10 200 30 10 200 20 10 70 7.36 70 20 0.03 3.79 0 0
pmed10 200 30 15 200 15 15 70 5.92 70 20 0.01 4.41 0 0
pmed10 200 50 5 200 45 5 70 7.84 70 20 0.03 4.51 0 0
pmed10 200 50 10 200 40 10 70 4.77 70 20 0.04 4.66 0 0
pmed10 200 50 15 200 35 15 70 3.55 70 20 0.04 4.38 0 0
pmed10 200 80 5 200 75 5 70 11.33 70 20 0.04 7.84 0 0
pmed10 200 80 10 200 70 10 70 6.98 70 20 0.06 7.72 0 0
pmed10 200 80 15 200 65 15 70 3.64 70 20 0.04 7.26 0 0
pmed10 200 80 20 200 60 20 70 3.55 70 20 0.01 7.92 0 0
pmed10 200 100 5 200 95 5 70 12.94 70 20 0.03 10.89 0 0
pmed10 200 100 10 200 90 10 70 10.25 70 20 0.04 11.02 0 0
pmed10 200 100 15 200 85 15 70 3.77 70 20 0.07 11.02 0 0
pmed10 200 100 20 200 80 20 70 3.38 70 20 0.03 10.72 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.7: Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma na skupu
velikih instanci 250 ↗ n ↗ 400.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed11 250 30 2 250 28 2 46* 77088.70 44 20 2.09 6.12 0 0
pmed11 250 30 3 250 27 3 44* 71802.60 44 20 1.48 6.28 0 0
pmed11 250 50 2 250 48 2 42 295.80 42 20 3.26 8.81 0 0
pmed11 250 50 3 250 47 3 42 91.89 42 19 3.29 8.73 0.12 0.52
pmed11 250 50 5 250 45 5 42 71.31 42 20 2.57 8.93 0 0
pmed11 250 70 2 250 68 2 42 160.64 42 20 0.87 11.17 0 0
pmed11 250 70 5 250 65 5 42 31.61 42 20 0.97 11.55 0 0
pmed11 250 70 7 250 63 7 42 19.11 42 20 0.60 11.50 0 0
pmed11 250 90 2 250 88 2 42 33.98 42 20 0.52 15.49 0 0
pmed11 250 90 5 250 85 5 42 24.38 42 20 0.39 15.22 0 0
pmed11 250 90 9 250 81 9 42 12.89 42 20 0.41 15.62 0 0
pmed11 300 60 2 300 58 2 51 92.05 51 20 0.14 10.62 0 0
pmed11 300 60 3 300 57 3 51 760.67 51 20 0.18 11.16 0 0
pmed11 300 60 6 300 54 6 51 29.19 51 20 0.19 11.30 0 0
pmed11 300 80 2 300 78 2 51 970.61 51 20 0.14 14.93 0 0
pmed11 300 80 5 300 75 5 51 125.34 51 20 0.13 15.30 0 0
pmed11 300 80 8 300 72 8 51 40.48 51 20 0.12 15.38 0 0
pmed11 300 100 2 300 98 2 51 309.56 51 20 0.11 20.82 0 0
pmed11 300 100 5 300 95 5 51 60.88 51 20 0.09 20.96 0 0
pmed11 300 100 10 300 90 10 51 133.39 51 20 0.11 20.30 0 0
pmed11 300 150 2 300 148 2 51 196.78 51 20 0.13 37.84 0 0
pmed11 300 150 5 300 145 5 51 25.03 51 20 0.11 38.01 0 0
pmed11 300 150 10 300 140 10 51 38.20 51 20 0.10 37.55 0 0
pmed11 300 150 15 300 135 15 51 27.64 51 20 0.06 37.50 0 0
pmed12 250 30 2 250 28 2 48* 74375.10 48 15 3.70 6.25 0.62 1.16
pmed12 250 30 3 250 27 3 47* 67789.90 48 20 2.16 6.62 0 0
pmed12 250 50 2 250 48 2 43 3013.7 43 1 3.32 8.25 7.67 3.76
pmed12 250 50 3 250 47 3 43 4904.08 43 3 5.16 8.80 2.79 1.58
pmed12 250 50 5 250 45 5 43 323.047 43 4 5.27 8.89 3.37 2.80
pmed12 250 70 2 250 68 2 43 214.63 43 11 2.58 11.57 1.05 1.16
pmed12 250 70 5 250 65 5 43 58.23 43 17 4.46 11.84 0.35 0.83
pmed12 250 70 7 250 63 7 43 41.11 43 18 4.77 11.77 0.23 0.70
pmed12 250 90 2 250 88 2 43 479.78 43 20 1.65 15.44 0 0
pmed12 250 90 5 250 85 5 43 128.09 43 20 2.26 15.91 0 0
pmed12 250 90 9 250 81 9 43 18.08 43 20 1.69 15.37 0 0
pmed12 300 60 2 300 58 2 72 240.83 72 20 0.10 7.78 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.7: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu velikih instanci 250 ↗ n ↗ 400.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed12 300 60 3 300 57 3 72 96.39 72 20 0.09 8.00 0 0
pmed12 300 60 6 300 54 6 72 158.30 72 20 0.11 8.19 0 0
pmed12 300 80 2 300 78 2 72 159.13 72 20 0.10 10.86 0 0
pmed12 300 80 5 300 75 5 72 73.19 72 20 0.11 11.94 0 0
pmed12 300 80 8 300 72 8 72 19.39 72 20 0.02 12.47 0 0
pmed12 300 100 2 300 98 2 72 132.50 72 20 0.24 16.17 0 0
pmed12 300 100 5 300 95 5 72 37.55 72 20 0.25 16.61 0 0
pmed12 300 100 10 300 90 10 72 36.84 72 20 0.13 16.39 0 0
pmed12 300 150 2 300 148 2 72 337.69 72 20 0.22 34.61 0 0
pmed12 300 150 5 300 145 5 72 52.36 72 20 0.20 31.68 0 0
pmed12 300 150 10 300 140 10 72 33.56 72 20 0.16 34.69 0 0
pmed12 300 150 15 300 135 15 72 18.22 72 20 0.36 32.69 0 0
pmed16 350 40 2 350 38 2 41* 15109.30 37 3 6.46 10.03 2.30 0.97
pmed16 350 40 4 350 36 4 40* 52501.90 37 4 6.20 10.18 2.84 2.34
pmed16 350 70 2 350 68 2 33 1355.89 33 5 6.68 17.38 2.27 1.31
pmed16 350 70 5 350 65 5 33 2618.73 33 3 7.87 17.03 3.33 2.33
pmed16 350 70 8 350 62 8 33 111.09 33 1 9.63 17.43 3.79 2.32
pmed16 350 90 2 350 88 2 33 474.81 33 20 9.66 24.27 0 0
pmed16 350 90 5 350 85 5 33 303.64 33 15 8.55 24.34 0.76 1.31
pmed16 350 90 9 350 81 9 33 37.20 33 20 6.73 22.92 0 0
pmed16 350 120 2 350 118 2 33 1903.33 33 20 3.68 33.88 0 0
pmed16 350 120 5 350 115 5 33 191.52 33 20 4.51 35.64 0 0
pmed16 350 120 10 350 110 10 33 55.52 33 20 4.03 35.81 0 0
pmed16 350 120 12 350 108 12 33 54.22 33 20 3.94 33.00 0 0
pmed16 400 80 2 400 78 2 33 838.22 33 1 8.10 22.67 2.88 0.66
pmed16 400 80 5 400 75 5 33 363.73 33 2 6.58 23.87 2.73 0.91
pmed16 400 80 8 400 72 8 33 6079.09 33 1 4.88 23.49 2.88 0.66
pmed16 400 100 2 400 98 2 33 724.03 33 12 8.89 30.92 1.21 1.48
pmed16 400 100 5 400 95 5 33 627.28 33 10 10.40 30.45 1.52 1.52
pmed16 400 100 10 400 90 10 33 54.20 33 4 7.31 31.10 2.42 1.21
pmed16 400 140 2 400 138 2 33 676.17 33 20 8.63 49.98 0 0
pmed16 400 140 5 400 135 5 33 93.36 33 20 7.51 49.92 0 0
pmed16 400 140 10 400 130 10 33 56.03 33 20 8.13 52.82 0 0
pmed16 400 140 14 400 126 14 33 60.14 33 20 6.31 53.94 0 0
pmed16 400 200 2 400 198 2 33 1874.17 33 20 3.12 96.10 0 0
pmed16 400 200 5 400 195 5 33 297.92 33 20 3.51 95.67 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.7: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu velikih instanci 250 ↗ n ↗ 400.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed16 400 200 10 400 190 10 33 90.58 33 20 2.03 96.14 0 0
pmed16 400 200 15 400 185 15 33 46.30 33 20 2.65 94.49 0 0
pmed16 400 200 20 400 180 20 33 45.44 33 20 1.40 100.78 0 0
pmed17 350 40 2 350 38 2 37 47861.20 37 2 3.07 10.05 4.86 1.62
pmed17 350 40 4 350 36 4 37 29562.80 37 2 2.46 9.87 4.86 1.62
pmed17 350 70 2 350 68 2 37 232.13 37 20 3.52 15.73 0 0
pmed17 350 70 5 350 65 5 37 179.31 37 20 3.14 16.11 0 0
pmed17 350 70 7 350 63 7 37 88.05 37 20 2.72 15.82 0 0
pmed17 350 90 2 350 88 2 37 898.11 37 20 1.83 21.50 0 0
pmed17 350 90 5 350 85 5 37 197.86 37 20 1.68 21.61 0 0
pmed17 350 90 9 350 81 9 37 40.45 37 20 1.30 21.30 0 0
pmed17 350 120 2 350 118 2 37 178.17 37 20 0.70 32.31 0 0
pmed17 350 120 5 350 115 5 37 337.17 37 20 0.70 32.29 0 0
pmed17 350 120 10 350 110 10 37 59.38 37 20 1.43 32.21 0 0
pmed17 350 120 12 350 108 12 37 56.88 37 20 1.25 31.98 0 0
pmed17 400 80 2 400 78 2 37 442.88 37 20 3.39 21.72 0 0
pmed17 400 80 5 400 75 5 37 286.05 37 20 2.24 21.66 0 0
pmed17 400 80 8 400 72 8 37 64.59 37 20 2.93 21.28 0 0
pmed17 400 100 2 400 98 2 37 1970.36 37 20 1.93 28.63 0 0
pmed17 400 100 5 400 95 5 37 130.06 37 20 1.96 29.34 0 0
pmed17 400 100 10 400 90 10 37 406.31 37 20 2.23 29.08 0 0
pmed17 400 140 2 400 138 2 37 1951.47 37 20 0.60 48.05 0 0
pmed17 400 140 5 400 135 5 37 453.67 37 20 0.83 46.98 0 0
pmed17 400 140 10 400 130 10 37 123.52 37 20 0.95 48.64 0 0
pmed17 400 140 14 400 126 14 37 47.30 37 20 1.17 48.10 0 0
pmed17 400 200 2 400 198 2 37 357.52 37 20 0.35 88.97 0 0
pmed17 400 200 5 400 195 5 37 160.64 37 20 0.52 96.56 0 0
pmed17 400 200 10 400 190 10 37 41.44 37 20 0.41 93.60 0 0
pmed17 400 200 15 400 185 15 37 64.81 37 20 0.54 94.03 0 0
pmed17 400 200 20 400 180 20 37 42.86 37 20 0.65 92.48 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.8: Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma na skupu
velikih instanci 800 ↗ n ↗ 900.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed35 800 160 2 800 158 2 29 5127.31 29 20 3.08 117.34 0 0
pmed35 800 160 5 800 155 5 29 2381.80 29 20 3.25 119.30 0 0
pmed35 800 160 10 800 150 10 29 2004.03 29 20 4.00 121.06 0 0
pmed35 800 160 16 800 144 16 29 764.45 29 20 4.40 119.87 0 0
pmed35 800 200 2 800 198 2 OOM 29 20 3.30 174.04 0 0
pmed35 800 200 5 800 195 5 OOM 29 20 3.04 172.51 0 0
pmed35 800 200 10 800 190 10 OOM 29 20 2.60 175.23 0 0
pmed35 800 200 15 800 185 15 OOM 29 20 2.71 173.58 0 0
pmed35 800 200 20 800 180 20 OOM 29 20 2.86 172.66 0 0
pmed35 800 270 2 800 268 2 OOM 29 20 2.49 301.28 0 0
pmed35 800 270 5 800 265 5 OOM 29 20 3.56 281.21 0 0
pmed35 800 270 10 800 260 10 OOM 29 20 3.18 308.78 0 0
pmed35 800 270 15 800 255 15 OOM 29 20 2.77 303.27 0 0
pmed35 800 270 20 800 250 20 OOM 29 20 2.55 303.89 0 0
pmed35 800 270 25 800 245 25 OOM 29 20 2.48 299.20 0 0
pmed35 800 400 2 800 398 2 OOM 29 20 1.98 620.51 0 0
pmed35 800 400 5 800 395 5 OOM 29 20 1.60 613.18 0 0
pmed35 800 400 10 800 390 10 OOM 29 20 1.62 617.86 0 0
pmed35 800 400 20 800 380 20 OOM 29 20 2.62 608.10 0 0
pmed35 800 400 30 800 370 30 OOM 29 20 1.88 615.23 0 0
pmed35 800 400 40 800 360 40 OOM 29 20 1.77 594.85 0 0
pmed36 800 160 2 800 158 2 OOM 42 20 0.88 101.18 0 0
pmed36 800 160 5 800 155 5 OOM 42 20 1.17 102.39 0 0
pmed36 800 160 10 800 150 10 OOM 42 20 0.97 102.51 0 0
pmed36 800 160 16 800 144 16 OOM 42 20 0.85 102.83 0 0
pmed36 800 200 2 800 198 2 OOM 42 20 1.12 154.22 0 0
pmed36 800 200 5 800 195 5 OOM 42 20 1.35 157.31 0 0
pmed36 800 200 10 800 190 10 OOM 42 20 1.02 154.29 0 0
pmed36 800 200 15 800 185 15 OOM 42 20 0.93 157.34 0 0
pmed36 800 200 20 800 180 20 OOM 42 20 1.57 154.94 0 0
pmed36 800 270 2 800 268 2 OOM 42 20 1.29 273.30 0 0
pmed36 800 270 5 800 265 5 OOM 42 20 4.67 234.48 0 0
pmed36 800 270 10 800 260 10 OOM 42 20 1.57 273.71 0 0
pmed36 800 270 15 800 255 15 OOM 42 20 0.92 271.78 0 0
pmed36 800 270 20 800 250 20 OOM 42 20 1.70 269.87 0 0
pmed36 800 270 25 800 245 25 OOM 42 20 1.20 273.51 0 0

162



Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.8: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu veoma velikih instanci 800 ↗ n ↗ 900.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed36 800 400 2 800 398 2 OOM 42 20 1.09 587.67 0 0
pmed36 800 400 5 800 395 5 OOM 42 20 2.34 588.69 0 0
pmed36 800 400 10 800 390 10 OOM 42 20 1.39 572.44 0 0
pmed36 800 400 20 800 380 20 OOM 42 20 2.36 596.99 0 0
pmed36 800 400 30 800 370 30 OOM 42 20 3.02 619.29 0 0
pmed36 800 400 40 800 360 40 OOM 42 20 2.04 567.61 0 0
pmed37 800 160 2 800 158 2 OOM 33 20 4.04 120.46 0 0
pmed37 800 160 5 800 155 5 OOM 33 20 4.55 118.82 0 0
pmed37 800 160 10 800 150 10 OOM 33 20 3.10 118.14 0 0
pmed37 800 160 16 800 144 16 OOM 33 20 5.33 119.16 0 0
pmed37 800 200 2 800 198 2 OOM 33 20 8.89 171.76 0 0
pmed37 800 200 5 800 195 5 OOM 33 20 4.97 168.02 0 0
pmed37 800 200 10 800 190 10 OOM 33 20 6.90 171.81 0 0
pmed37 800 200 15 800 185 15 OOM 33 20 7.81 173.29 0 0
pmed37 800 200 20 800 180 20 OOM 33 20 3.10 170.73 0 0
pmed37 800 270 2 800 268 2 OOM 33 20 7.32 298.16 0 0
pmed37 800 270 5 800 265 5 OOM 33 20 8.19 297.36 0 0
pmed37 800 270 10 800 260 10 OOM 33 20 5.90 289.98 0 0
pmed37 800 270 15 800 255 15 OOM 33 20 4.47 289.68 0 0
pmed37 800 270 20 800 250 20 OOM 33 20 5.14 301.35 0 0
pmed37 800 270 25 800 245 25 OOM 33 20 13.91 291.63 0 0
pmed37 800 400 2 800 398 2 OOM 33 20 8.47 609.09 0 0
pmed37 800 400 5 800 395 5 OOM 33 20 14.96 596.02 0 0
pmed37 800 400 10 800 390 10 OOM 33 20 5.87 605.77 0 0
pmed37 800 400 20 800 380 20 OOM 33 20 7.95 599.02 0 0
pmed37 800 400 30 800 370 30 OOM 33 20 0.77 460.27 0 0
pmed37 800 400 40 800 360 40 OOM 33 20 7.25 595.64 0 0
pmed38 850 90 2 850 88 2 OOM 28 20 3.25 60.16 0 0
pmed38 850 90 5 850 85 5 OOM 28 20 3.63 59.17 0 0
pmed38 850 90 9 850 81 9 OOM 28 20 1.85 59.67 0 0
pmed38 850 170 2 850 168 2 OOM 28 20 3.03 142.46 0 0
pmed38 850 170 5 850 165 5 OOM 28 20 3.43 142.98 0 0
pmed38 850 170 10 850 160 10 OOM 28 20 2.75 141.85 0 0
pmed38 850 170 17 850 153 17 OOM 28 20 3.74 137.06 0 0
pmed38 850 220 2 850 218 2 OOM 28 20 2.97 216.75 0 0
pmed38 850 220 5 850 215 5 OOM 28 20 3.04 224.12 0 0
pmed38 850 220 10 850 210 10 OOM 28 20 2.44 217.82 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.8: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu veoma velikih instanci 800 ↗ n ↗ 900.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed38 850 220 15 850 205 15 OOM 28 20 3.17 217.88 0 0
pmed38 850 220 22 850 198 22 OOM 28 20 3.95 221.55 0 0
pmed38 850 290 2 850 288 2 OOM 28 20 2.59 364.16 0 0
pmed38 850 290 5 850 285 5 OOM 28 20 4.63 368.78 0 0
pmed38 850 290 10 850 280 10 OOM 28 20 3.28 379.83 0 0
pmed38 850 290 15 850 275 15 OOM 28 20 3.40 385.85 0 0
pmed38 850 290 20 850 270 20 OOM 28 20 2.51 378.73 0 0
pmed38 850 290 29 850 261 29 OOM 28 20 2.26 375.54 0 0
pmed38 900 180 2 900 178 2 OOM 40 20 1.96 143.03 0 0
pmed38 900 180 5 900 175 5 OOM 40 20 2.07 145.43 0 0
pmed38 900 180 10 900 170 10 OOM 40 20 1.70 142.53 0 0
pmed38 900 180 15 900 165 15 OOM 40 20 1.85 141.78 0 0
pmed38 900 180 18 900 162 18 OOM 40 20 1.82 145.81 0 0
pmed38 900 230 2 900 228 2 OOM 40 20 2.18 224.68 0 0
pmed38 900 230 5 900 225 5 OOM 40 20 2.05 232.15 0 0
pmed38 900 230 10 900 220 10 OOM 40 20 2.27 224.66 0 0
pmed38 900 230 15 900 215 15 OOM 40 20 1.87 234.02 0 0
pmed38 900 230 20 900 210 20 OOM 40 20 2.48 233.45 0 0
pmed38 900 300 2 900 298 2 OOM 40 20 2.62 378.38 0 0
pmed38 900 300 5 900 295 5 OOM 40 20 4.03 386.81 0 0
pmed38 900 300 10 900 290 10 OOM 40 20 1.48 374.77 0 0
pmed38 900 300 20 900 280 20 OOM 40 20 1.98 369.93 0 0
pmed38 900 300 30 900 270 30 OOM 40 20 2.07 389.69 0 0
pmed38 900 450 2 900 448 2 OOM 40 20 3.36 834.82 0 0
pmed38 900 450 5 900 445 5 OOM 40 20 4.86 835.18 0 0
pmed38 900 450 10 900 440 10 OOM 40 20 3.16 836.44 0 0
pmed38 900 450 20 900 430 20 OOM 40 20 2.87 844.24 0 0
pmed38 900 450 30 900 420 30 OOM 40 20 6.30 835.33 0 0
pmed38 900 450 40 900 410 40 OOM 40 20 3.04 838.06 0 0
pmed39 850 90 2 850 88 2 OOM 22 2 28.65 61.29 5.23 2.60
pmed39 850 90 5 850 85 5 OOM 22 3 27.23 62.12 4.77 2.68
pmed39 850 90 9 850 81 9 OOM 22 4 28.10 61.71 5 3.18
pmed39 850 170 2 850 168 2 OOM 22 20 22.96 147.76 0 0
pmed39 850 170 5 850 165 5 OOM 22 20 18.09 149.03 0 0
pmed39 850 170 10 850 160 10 OOM 22 20 25.90 148.06 0 0
pmed39 850 170 17 850 153 17 OOM 22 20 18.02 149.44 0 0
pmed39 850 220 2 850 218 2 OOM 22 20 16.79 230.67 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.8: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu veoma velikih instanci 800 ↗ n ↗ 900.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed39 850 220 5 850 215 5 OOM 22 20 13.21 223.49 0 0
pmed39 850 220 10 850 210 10 OOM 22 20 14.94 225.54 0 0
pmed39 850 220 15 850 205 15 OOM 22 20 16.78 229.64 0 0
pmed39 850 220 22 850 198 22 OOM 22 20 7.85 226.44 0 0
pmed39 850 290 2 850 288 2 OOM 22 20 15.65 374.67 0 0
pmed39 850 290 5 850 285 5 OOM 22 20 9.25 376.84 0 0
pmed39 850 290 10 850 280 10 OOM 22 20 14.07 372.69 0 0
pmed39 850 290 15 850 275 15 OOM 22 20 10.93 382.54 0 0
pmed39 850 290 20 850 270 20 OOM 22 20 11.04 372.02 0 0
pmed39 850 290 29 850 261 29 OOM 22 20 4.00 379.16 0 0
pmed39 900 180 2 900 178 2 OOM 74 20 1.34 146.35 0 0
pmed39 900 180 5 900 175 5 OOM 74 20 1.43 145.97 0 0
pmed39 900 180 10 900 170 10 OOM 74 20 1.83 144.55 0 0
pmed39 900 180 15 900 165 15 OOM 74 20 2.04 144.53 0 0
pmed39 900 180 18 900 162 18 OOM 74 20 1.51 144.64 0 0
pmed39 900 230 2 900 228 2 OOM 74 20 1.33 229.16 0 0
pmed39 900 230 5 900 225 5 OOM 74 20 1.90 226.78 0 0
pmed39 900 230 10 900 220 10 OOM 74 20 2.10 230.78 0 0
pmed39 900 230 15 900 215 15 OOM 74 20 1.81 227.18 0 0
pmed39 900 230 20 900 210 20 OOM 74 20 2.08 230.31 0 0
pmed39 900 300 2 900 298 2 OOM 74 20 1.47 381.52 0 0
pmed39 900 300 5 900 295 5 OOM 74 20 1.38 387.28 0 0
pmed39 900 300 10 900 290 10 OOM 74 20 1.74 381.20 0 0
pmed39 900 300 20 900 280 20 OOM 74 20 1.84 377.29 0 0
pmed39 900 300 30 900 270 30 OOM 74 20 1.51 375.09 0 0
pmed39 900 450 2 900 448 2 OOM 74 20 0.90 787.46 0 0
pmed39 900 450 5 900 445 5 OOM 74 20 3.75 851.93 0 0
pmed39 900 450 10 900 440 10 OOM 74 20 0.81 629.88 0 0
pmed39 900 450 20 900 430 20 OOM 74 20 0.91 865.38 0 0
pmed39 900 450 30 900 420 30 OOM 74 20 1.84 835.29 0 0
pmed39 900 450 40 900 410 40 OOM 74 20 0.91 631.03 0 0
pmed40 850 90 2 850 88 2 OOM 27 20 9.42 62.96 0 0
pmed40 850 90 5 850 85 5 OOM 27 20 15.29 62.64 0 0
pmed40 850 90 9 850 81 9 OOM 27 18 12.85 63.56 0.37 1.11
pmed40 850 170 2 850 168 2 OOM 27 20 8.40 151.28 0 0
pmed40 850 170 5 850 165 5 OOM 27 20 10.42 149.86 0 0

165



Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.8: (Nastavak) Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algorit-
ma na skupu veoma velikih instanci 800 ↗ n ↗ 900.

Instanca n p q CPLEX SVNS

obj. obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed40 850 170 10 850 160 10 OOM 27 20 9.90 149.49 0 0
pmed40 850 170 17 850 153 17 OOM 27 20 4.90 149.21 0 0
pmed40 850 220 2 850 218 2 OOM 27 20 9.74 232.54 0 0
pmed40 850 220 5 850 215 5 OOM 27 20 7.83 233.86 0 0
pmed40 850 220 10 850 210 10 OOM 27 20 9.92 231.23 0 0
pmed40 850 220 15 850 205 15 OOM 27 20 8.74 227.63 0 0
pmed40 850 220 22 850 198 22 OOM 27 20 8.59 230.95 0 0
pmed40 850 290 2 850 288 2 OOM 27 20 8.62 375.11 0 0
pmed40 850 290 5 850 285 5 OOM 27 20 17.67 375.66 0 0
pmed40 850 290 10 850 280 10 OOM 27 20 10.93 375.00 0 0
pmed40 850 290 15 850 275 15 OOM 27 20 14.35 353.82 0 0
pmed40 850 290 20 850 270 20 OOM 27 20 17.28 373.71 0 0
pmed40 850 290 29 850 261 29 OOM 27 20 10.81 362.32 0 0
pmed40 900 180 2 900 178 2 OOM 23 18 73.21 173.84 0.43 1.3
pmed40 900 180 5 900 175 5 OOM 23 15 77.73 174.19 1.09 1.88
pmed40 900 180 10 900 170 10 OOM 23 18 65.77 176.91 0.43 1.3
pmed40 900 180 15 900 165 15 OOM 23 14 72.37 175.09 1.3 1.99
pmed40 900 180 18 900 162 18 OOM 23 20 58.00 175.56 0.43 1.3
pmed40 900 230 2 900 228 2 OOM 23 20 42.05 268.92 0 0
pmed40 900 230 5 900 225 5 OOM 23 20 35.55 260.87 0 0
pmed40 900 230 10 900 220 10 OOM 23 20 50.12 258.31 0 0
pmed40 900 230 15 900 215 15 OOM 23 20 34.35 257.93 0 0
pmed40 900 230 20 900 210 20 OOM 23 20 40.15 257.90 0 0
pmed40 900 300 2 900 298 2 OOM 23 20 29.25 423.81 0 0
pmed40 900 300 5 900 295 5 OOM 23 20 20.74 424.58 0 0
pmed40 900 300 10 900 290 10 OOM 23 20 30.44 439.37 0 0
pmed40 900 300 20 900 280 20 OOM 23 20 29.38 425.76 0 0
pmed40 900 300 30 900 270 30 OOM 23 20 25.03 423.74 0 0
pmed40 900 450 2 900 448 2 OOM 23 20 23.91 915.54 0 0
pmed40 900 450 5 900 445 5 OOM 23 20 20.87 919.05 0 0
pmed40 900 450 10 900 440 10 OOM 23 20 20.13 867.26 0 0
pmed40 900 450 20 900 430 20 OOM 23 20 22.65 904.46 0 0
pmed40 900 450 30 900 420 30 OOM 23 20 15.17 939.44 0 0
pmed40 900 450 40 900 410 40 OOM 23 20 9.23 939.13 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.9: Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma na Addi-
tional [86] skupu instanci 100 ↗ n ↗ 900.

Instance n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed1 100 5 2 100 3 2 166 95.70 166 20 0.00 1.59 0 0
pmed2 100 10 2 100 8 2 135 460.83 135 20 0.04 1.53 0 0
pmed3 100 10 2 100 8 2 151 1492.33 151 20 0.04 2.01 0 0
pmed4 100 20 2 100 18 2 118 13858.70 118 20 0.19 1.96 0 0
pmed5 100 33 2 100 31 2 85 2.75 85 20 0.04 1.79 0 0
pmed5 100 33 3 100 30 3 85 22.38 85 20 0.03 1.84 0 0
pmed6 200 5 2 200 3 2 107 32338.50 107 20 0.02 4.92 0 0
pmed7 200 10 2 200 8 2 84 50061.00 84 20 0.22 4.63 0 0
pmed8 200 20 2 200 18 2 84* 64306.40 82 15 1.47 5.18 0.55 0.98
pmed9 200 40 2 200 38 2 71 362.88 71 20 0.20 4.96 0 0
pmed9 200 40 4 200 36 4 71 121.08 71 20 0.16 4.89 0 0
pmed10 200 67 2 200 65 2 70 30.50 70 20 0.03 5.99 0 0
pmed10 200 67 4 200 63 4 70 18.42 70 20 0.03 5.95 0 0
pmed10 200 67 6 200 61 6 70 12.36 70 20 0.04 5.95 0 0
pmed11 300 5 2 300 3 2 70 605.09 70 20 0.05 6.84 0 0
pmed12 300 10 2 300 8 2 76* 97327.30 72 20 0.09 7.81 0 0
pmed13 300 30 2 300 28 2 58* 74942.10 48 10 3.76 7.81 1.15 1.23
pmed13 300 30 3 300 27 3 60* 81315.40 48 1 3.85 7.95 2.08 0.66
pmed14 300 60 2 300 58 2 60 95.72 60 20 0.26 9.74 0 0
pmed14 300 60 4 300 56 4 60 153.05 60 20 0.16 9.90 0 0
pmed14 300 60 6 300 54 6 60 46.39 60 20 0.26 9.53 0 0
pmed15 300 100 2 300 98 2 44 279.98 44 20 0.71 20.73 0 0
pmed15 300 100 5 300 95 5 44 56.38 44 20 0.72 20.56 0 0
pmed15 300 100 10 300 90 10 44 85.23 44 20 0.75 20.85 0 0
pmed16 400 5 2 400 3 2 OOM 54 20 0.18 20.74 0 0
pmed17 400 10 2 400 8 2 51* 87821.90 46 20 4.36 16.01 0 0
pmed18 400 40 2 400 38 2 50 3569.36 50 20 0.56 11.33 0 0
pmed18 400 40 4 400 36 4 50 29435.60 50 20 0.38 11.75 0 0
pmed19 400 80 2 400 78 2 20299* 15913.10 32 5 14.91 24.43 3.91 2.59
pmed19 400 80 5 400 75 5 32 476.91 32 6 14.86 24.08 3.91 2.94
pmed19 400 80 8 400 72 8 32 2076.70 32 8 16.81 24.54 3.91 4.29
pmed20 400 133 2 400 131 2 40 3281.84 40 20 1.66 44.29 0 0
pmed20 400 133 5 400 128 5 40 251.67 40 20 1.53 44.79 0 0
pmed20 400 133 10 400 123 10 40 91.22 40 20 1.80 45.28 0 0
pmed20 400 133 13 400 120 13 40 210.55 40 20 1.25 44.59 0 0
pmed21 500 5 2 500 3 2 50* 63394.70 48 20 0.28 25.87 0 0
pmed22 500 10 2 500 8 2 58* 65972.10 49 20 0.97 20.49 0 0
pmed23 500 50 2 500 48 2 OOM 35 5 9.72 19.80 3.71 2.41
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.9: (Nastavak)Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na Additional [86] skupu instanci 100 ↗ n ↗ 900.

Instance n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed23 500 50 5 500 45 5 41* 42945.00 35 3 6.16 19.64 4.57 2.1
pmed24 500 100 2 500 98 2 OOM 33 20 11.50 36.67 0 0
pmed24 500 100 5 500 95 5 33 1060.72 33 19 7.00 37.32 0.15 0.66
pmed24 500 100 10 500 90 10 33 1538.05 33 20 9.95 37.72 0 0
pmed25 500 167 2 500 165 2 44 1475.91 44 20 1.71 77.92 0 0
pmed25 500 167 5 500 162 5 44 504.64 44 20 1.49 77.92 0 0
pmed25 500 167 10 500 157 10 44 305.45 44 20 1.91 78.59 0 0
pmed25 500 167 16 500 151 16 44 86.97 44 20 1.77 74.72 0 0
pmed26 600 5 2 600 3 2 48* 83997.50 47 20 0.72 23.30 0 0
pmed27 600 10 2 600 8 2 OOM 39 20 1.87 30.44 0 0
pmed28 600 60 2 600 58 2 OOM 57 20 0.36 12.64 0 0
pmed28 600 60 4 600 56 4 OOM 57 20 0.42 12.47 0 0
pmed28 600 60 6 600 54 6 OOM 57 20 0.41 12.59 0 0
pmed29 600 120 2 600 118 2 OOM 36 20 1.34 57.06 0 0
pmed29 600 120 5 600 115 5 OOM 36 20 1.07 57.62 0 0
pmed29 600 120 10 600 110 10 OOM 36 20 1.17 57.58 0 0
pmed29 600 120 12 600 108 12 36 259.19 36 20 1.20 56.83 0 0
pmed30 600 200 2 600 198 2 40 8653.56 40 20 4.16 120.89 0 0
pmed30 600 200 5 600 195 5 40 590.14 40 20 2.71 121.61 0 0
pmed30 600 200 10 600 190 10 40 191.83 40 20 2.41 128.52 0 0
pmed30 600 200 15 600 185 15 40 253.91 40 20 2.61 125.86 0 0
pmed30 600 200 20 600 180 20 40 177.28 40 20 2.39 126.41 0 0
pmed31 700 5 2 700 3 2 38* 54783.80 35 20 0.74 48.29 0 0
pmed32 700 10 2 700 8 2 OOM 72 20 0.72 10.90 0 0
pmed33 700 70 2 700 68 2 43 17726.20 28 19 15.27 36.61 0.18 0.78
pmed33 700 70 5 700 65 5 35 17006.60 28 17 15.67 36.63 0.54 1.28
pmed33 700 70 7 700 63 7 OOM 28 18 13.91 37.56 0.36 1.07
pmed34 700 140 2 700 138 2 OOM 41 20 1.71 74.16 0 0
pmed34 700 140 5 700 135 5 41 4366.86 41 20 1.25 74.18 0 0
pmed34 700 140 10 700 130 10 41 1797.77 41 20 1.35 72.75 0 0
pmed34 700 140 14 700 126 14 41 586.75 41 20 1.39 75.86 0 0
pmed35 800 5 2 800 3 2 36* 25111.60 36 20 1.12 54.97 0 0
pmed36 800 10 2 800 8 2 OOM 42 20 1.12 44.00 0 0
pmed37 800 80 2 800 78 2 OOM 33 20 1.90 45.32 0 0
pmed37 800 80 5 800 75 5 OOM 33 20 2.54 45.96 0 0
pmed37 800 80 8 800 72 8 OOM 33 20 2.17 45.51 0 0
pmed38 900 5 2 900 3 2 OOM 40 20 1.65 51.84 0 0
pmed39 900 10 2 900 8 2 OOM 74 20 1.48 15.11 0 0
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.9: (Nastavak)Pore$eǌe rezultata CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na Additional [86] skupu instanci 100 ↗ n ↗ 900.

Instance n p q CPLEX SVNS

obj. t obj. #opt/#bk t ttot gap dev

pmed40 900 90 2 900 88 2 OOM 25 8 30.62 68.77 2.4 1.96
pmed40 900 90 5 900 85 5 OOM 24 1 34.88 69.92 7.08 2.67
pmed40 900 90 9 900 81 9 OOM 25 9 39.68 69.04 2.4 2.33

C.3 Pore$eǌe CPNCP i PNCP modela
U Tabelama C.10 i C.11 dati su kompletni rezultati pore$eǌa CPNCP i

PNCP modela na skupu sredǌih i velikih instanci. Prve qetiri kolone u Ta-
belama C.10 i C.11 odnose se na podatke o instancama: ime instance, ukupan
broj qvorova - n, broj centara koje treba otvoriti - p i broj unapred otvore-
nih centara - q. Naredne kolone sadr!e najbo%e vrednosti funkcije ci%a za
PNCP i CPNCP dobijene SVNS algoritmom [94], i SVNS algoritmom [96], re-
dom. Rezultati za Additional [86] skup instanci dati su u Tabelama C.12-C.14,
koje su organizovane sliqno kao prethodne, uz dodatnu kolonu #best u kojoj se
nalazi broj izvrxavaǌa SVNS algoritma u kojima je dostignuta best vrednost
za odgovaraju”u metodu.

Tabela C.10: Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu sredǌih
instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed1 60 10 5 60 5 5 112 119
pmed1 60 20 5 60 15 5 89 95
pmed1 60 20 10 60 10 10 97
pmed1 60 30 5 60 25 5 89 89
pmed1 60 30 10 60 20 10 89
pmed1 70 10 5 70 5 5 119 131
pmed1 70 20 5 70 15 5 99 99
pmed1 70 20 10 70 10 10 99
pmed1 70 30 5 70 25 5 73 77
pmed1 70 30 10 70 20 10 73
pmed1 80 10 5 80 5 5 129 134
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed1 80 20 5 80 15 5 102 105
pmed1 80 20 10 80 10 10 108
pmed1 80 30 5 80 25 5 85 86
pmed1 80 30 10 80 20 10 91
pmed1 90 10 5 90 5 5 133 134
pmed1 90 20 5 90 15 5 107 112
pmed1 90 20 10 90 10 10 115
pmed1 90 30 5 90 25 5 87 91
pmed1 90 30 10 90 20 10 95
pmed1 90 50 5 90 45 5 70
pmed1 90 50 10 90 40 10 70 70
pmed1 90 50 15 90 35 15 70
pmed1 100 10 5 100 5 5 133 144
pmed1 100 20 5 100 15 5 108 116
pmed1 100 20 10 100 10 10 116
pmed1 100 20 15 100 5 15 113
pmed1 100 30 5 100 25 5 93 97
pmed1 100 30 10 100 20 10 98
pmed1 100 50 5 100 45 5 71
pmed1 100 50 10 100 40 10 70 77
pmed1 100 50 15 100 35 15 75
pmed2 60 10 5 60 5 5 140 145
pmed2 60 20 5 60 15 5 99 102
pmed2 60 20 10 60 10 10 106
pmed2 60 30 5 60 25 5 96 96
pmed2 60 30 10 60 20 10 96
pmed2 70 10 5 70 5 5 138 145
pmed2 70 20 5 70 15 5 102 102
pmed2 70 20 10 70 10 10 103
pmed2 70 30 5 70 25 5 96 96
pmed2 70 30 10 70 20 10 96
pmed2 80 10 5 80 5 5 138 145
pmed2 80 20 5 80 15 5 109 118
pmed2 80 20 10 80 10 10 118
pmed2 80 30 5 80 25 5 97 98
pmed2 80 30 10 80 20 10 98
pmed2 90 10 5 90 5 5 138 145
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed2 90 20 5 90 15 5 108 112
pmed2 90 20 10 90 10 10 119
pmed2 90 30 5 90 25 5 96 96
pmed2 90 30 10 90 20 10 97
pmed2 90 50 5 90 45 5 96
pmed2 90 50 10 90 40 10 96 96
pmed2 90 50 15 90 35 15 96
pmed2 100 10 5 100 5 5 135 140
pmed2 100 20 5 100 15 5 109
pmed2 100 20 10 100 10 10 107 111
pmed2 100 20 15 100 5 15 110
pmed2 100 30 5 100 25 5 96
pmed2 100 30 10 100 20 10 96 98
pmed2 100 30 15 100 15 15 96
pmed2 100 50 5 100 45 5 96
pmed2 100 50 10 100 40 10 96 96
pmed2 100 50 15 100 35 15 96
pmed3 60 10 5 60 5 5 124 141
pmed3 60 20 5 60 15 5 97 97
pmed3 60 20 10 60 10 10 97
pmed3 60 30 5 60 25 5 73 79
pmed3 60 30 10 60 20 10 81
pmed3 70 10 5 70 5 5 121 139
pmed3 70 20 5 70 15 5 97 104
pmed3 70 20 10 70 10 10 105
pmed3 70 30 5 70 25 5 82 82
pmed3 70 30 10 70 20 10 86
pmed3 80 10 5 80 5 5 121 139
pmed3 80 20 5 80 15 5 93 104
pmed3 80 20 10 80 10 10 108
pmed3 80 30 5 80 25 5 84 85
pmed3 80 30 10 80 20 10 87
pmed3 90 10 5 90 5 5 148 159
pmed3 90 20 5 90 15 5 105 105
pmed3 90 20 10 90 10 10 113
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed3 90 30 5 90 25 5 93 93
pmed3 90 30 10 90 20 10 97
pmed3 90 50 5 90 45 5 93
pmed3 90 50 10 90 40 10 93 93
pmed3 90 50 15 90 35 15 93
pmed3 100 10 5 100 5 5 151 164
pmed3 100 20 5 100 15 5 115
pmed3 100 20 10 100 10 10 109 116
pmed3 100 20 15 100 5 15 113
pmed3 100 30 5 100 25 5 93
pmed3 100 30 10 100 20 10 93 96
pmed3 100 30 15 100 15 15 97
pmed3 100 50 5 100 45 5 93
pmed3 100 50 10 100 40 10 93 93
pmed3 100 50 15 100 35 15 93
pmed4 60 10 5 60 5 5 134 137
pmed4 60 20 5 60 15 5 93 94
pmed4 60 20 10 60 10 10 93
pmed4 60 30 5 60 25 5 79 81
pmed4 60 30 10 60 20 10 81
pmed4 70 10 5 70 5 5 146 150
pmed4 70 20 5 70 15 5 102 112
pmed4 70 20 10 70 10 10 116
pmed4 70 30 5 70 25 5 85 86
pmed4 70 30 10 70 20 10 94
pmed4 80 10 5 80 5 5 146 154
pmed4 80 20 5 80 15 5 114 119
pmed4 80 20 10 80 10 10 121
pmed4 80 30 5 80 25 5 90 92
pmed4 80 30 10 80 20 10 96
pmed4 90 10 5 90 5 5 147 162
pmed4 90 20 5 90 15 5 112 119
pmed4 90 20 10 90 10 10 120
pmed4 90 30 5 90 25 5 92 95
pmed4 90 30 10 90 20 10 94
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed4 90 50 5 90 45 5 82
pmed4 90 50 10 90 40 10 82 82
pmed4 90 50 15 90 35 15 82
pmed4 100 10 5 100 5 5 147 160
pmed4 100 20 5 100 15 5 122
pmed4 100 20 10 100 10 10 118 123
pmed4 100 20 15 100 5 15 123
pmed4 100 30 5 100 25 5 100
pmed4 100 30 10 100 20 10 96 104
pmed4 100 30 15 100 15 15 106
pmed4 100 50 5 100 45 5 82
pmed4 100 50 10 100 40 10 82 82
pmed4 100 50 15 100 35 15 82
pmed5 60 10 5 60 5 5 119 127
pmed5 60 20 5 60 15 5 90 90
pmed5 60 20 10 60 10 10 93
pmed5 60 30 5 60 25 5 82 82
pmed5 60 30 10 60 20 10 82
pmed5 70 10 5 70 5 5 119 122
pmed5 70 20 5 70 15 5 86 91
pmed5 70 20 10 70 10 10 90
pmed5 70 30 5 70 25 5 85 85
pmed5 70 30 10 70 20 10 85
pmed5 80 10 5 80 5 5 118 119
pmed5 80 20 5 80 15 5 90 91
pmed5 80 20 10 80 10 10 92
pmed5 80 30 5 80 25 5 85 85
pmed5 80 30 10 80 20 10 85
pmed5 90 10 5 90 5 5 119 127
pmed5 90 20 5 90 15 5 92 94
pmed5 90 20 10 90 10 10 100
pmed5 90 30 5 90 25 5 85 85
pmed5 90 30 10 90 20 10 86
pmed5 90 50 5 90 45 5 x 85
pmed5 90 50 10 90 40 10 85
pmed5 90 50 15 90 35 15 85
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed5 100 10 5 100 5 5 119 127
pmed5 100 20 5 100 15 5 97
pmed5 100 20 10 100 10 10 94 100
pmed5 100 20 15 100 5 15 97
pmed5 100 30 5 100 25 5 85
pmed5 100 30 10 100 20 10 85 87
pmed5 100 30 15 100 15 15 90
pmed5 100 50 5 100 45 5 x 85
pmed5 100 50 10 100 40 10 85
pmed5 100 50 15 100 35 15 85
pmed6 150 20 5 150 15 5 77 77
pmed6 150 20 10 150 10 10 77
pmed6 150 30 5 150 25 5 64
pmed6 150 30 10 150 20 10 64 64
pmed6 150 30 15 150 15 15 64
pmed6 150 50 5 150 45 5 56
pmed6 150 50 10 150 40 10 56 56
pmed6 150 50 15 150 35 15 56
pmed6 150 80 5 150 75 5 56
pmed6 150 80 10 150 70 10 56 56
pmed6 150 80 15 150 65 15 56
pmed6 150 80 20 150 60 20 56
pmed6 200 20 5 200 15 5 77 77
pmed6 200 20 10 200 10 10 77
pmed6 200 30 5 200 25 5 66
pmed6 200 30 10 200 20 10 66 66
pmed6 200 30 15 200 15 15 66
pmed6 200 50 5 200 45 5 49
pmed6 200 50 10 200 40 10 49 49
pmed6 200 50 15 200 35 15 49
pmed6 200 80 5 200 75 5 49
pmed6 200 80 10 200 70 10 49 49
pmed6 200 80 15 200 65 15 49
pmed6 200 80 20 200 60 20 49
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed6 200 100 5 200 95 5 49
pmed6 200 100 10 200 90 10 49 49
pmed6 200 100 15 200 85 15 49
pmed6 200 100 20 200 80 20 49
pmed7 150 20 5 150 15 5 67 67
pmed7 150 20 10 150 10 10 67
pmed7 150 30 5 150 25 5 59
pmed7 150 30 10 150 20 10 59 59
pmed7 150 30 15 150 15 15 59
pmed7 150 50 5 150 45 5 59
pmed7 150 50 10 150 40 10 59 59
pmed7 150 50 15 150 35 15 59
pmed7 150 80 5 150 75 5 59
pmed7 150 80 10 150 70 10 59 59
pmed7 150 80 15 150 65 15 59
pmed7 150 80 20 150 60 20 59
pmed7 200 20 5 200 15 5 68 68
pmed7 200 20 10 200 10 10 68
pmed7 200 30 5 200 25 5 60
pmed7 200 30 10 200 20 10 60 60
pmed7 200 30 15 200 15 15 60
pmed7 200 50 5 200 45 5 50
pmed7 200 50 10 200 40 10 50 50
pmed7 200 50 15 200 35 15 50
pmed7 200 80 5 200 75 5 46
pmed7 200 80 10 200 70 10 46 46
pmed7 200 80 15 200 65 15 46
pmed7 200 80 20 200 60 20 46
pmed7 200 100 5 200 95 5 46
pmed7 200 100 10 200 90 10 46 46
pmed7 200 100 15 200 85 15 46
pmed7 200 100 20 200 80 20 46
pmed8 150 20 5 150 15 5 70 70
pmed8 150 20 10 150 10 10 70
pmed8 150 30 5 150 25 5 58
pmed8 150 30 10 150 20 10 58 58
pmed8 150 30 15 150 15 15 58
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed8 150 50 5 150 45 5 58
pmed8 150 50 10 150 40 10 58 58
pmed8 150 50 15 150 35 15 58
pmed8 150 80 5 150 75 5 58
pmed8 150 80 10 150 70 10 58 58
pmed8 150 80 15 150 65 15 58
pmed8 150 80 20 150 60 20 58
pmed8 200 20 5 200 15 5 81 81
pmed8 200 20 10 200 10 10 81
pmed8 200 30 5 200 25 5 69
pmed8 200 30 10 200 20 10 70 70
pmed8 200 30 15 200 15 15 70
pmed8 200 50 5 200 45 5 68
pmed8 200 50 10 200 40 10 68 68
pmed8 200 50 15 200 35 15 68
pmed8 200 80 5 200 75 5 68
pmed8 200 80 10 200 70 10 68 68
pmed8 200 80 15 200 65 15 68
pmed8 200 80 20 200 60 20 68
pmed8 200 100 5 200 95 5 68
pmed8 200 100 10 200 90 10 68 68
pmed8 200 100 15 200 85 15 68
pmed8 200 100 20 200 80 20 68
pmed9 150 20 5 150 15 5 71 71
pmed9 150 20 10 150 10 10 71
pmed9 150 30 5 150 25 5 71
pmed9 150 30 10 150 20 10 71 71
pmed9 150 30 15 150 15 15 71
pmed9 150 50 5 150 45 5 71
pmed9 150 50 10 150 40 10 71 71
pmed9 150 50 15 150 35 15 71
pmed9 150 80 5 150 75 5 71
pmed9 150 80 10 150 70 10 71 71
pmed9 150 80 15 150 65 15 71
pmed9 150 80 20 150 60 20 71
pmed9 200 30 5 200 25 5 71
pmed9 200 30 10 200 20 10 71 71
pmed9 200 30 15 200 15 15 71
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.10: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
sredǌih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed9 200 50 5 200 45 5 71
pmed9 200 50 10 200 40 10 71 71
pmed9 200 50 15 200 35 15 71
pmed9 200 80 5 200 75 5 71
pmed9 200 80 10 200 70 10 71 71
pmed9 200 80 15 200 65 15 71
pmed9 200 80 20 200 60 20 71
pmed9 200 100 5 200 95 5 71
pmed9 200 100 10 200 90 10 71 71
pmed9 200 100 15 200 85 15 71
pmed9 200 100 20 200 80 20 71
pmed10 150 20 5 150 15 5 62 62
pmed10 150 20 10 150 10 10 62
pmed10 150 30 5 150 25 5 62
pmed10 150 30 10 150 20 10 62 62
pmed10 150 30 15 150 15 15 62
pmed10 150 50 5 150 45 5 62
pmed10 150 50 10 150 40 10 62 62
pmed10 150 50 15 150 35 15 62
pmed10 150 80 5 150 75 5 62
pmed10 150 80 10 150 70 10 62 62
pmed10 150 80 15 150 65 15 62
pmed10 150 80 20 150 60 20 62
pmed10 200 30 5 200 25 5 70
pmed10 200 30 10 200 20 10 70 70
pmed10 200 30 15 200 15 15 70
pmed10 200 50 5 200 45 5 70
pmed10 200 50 10 200 40 10 70 70
pmed10 200 50 15 200 35 15 70
pmed10 200 80 5 200 75 5 70
pmed10 200 80 10 200 70 10 70 70
pmed10 200 80 15 200 65 15 70
pmed10 200 80 20 200 60 20 70
pmed10 200 100 5 200 95 5 70
pmed10 200 100 10 200 90 10 70 70
pmed10 200 100 15 200 85 15 70
pmed10 200 100 20 200 80 20 70
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.11: Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu velikih
instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed11 250 30 2 250 28 2 44 44
pmed11 250 30 3 250 27 3 44
pmed11 250 50 2 250 48 2 42
pmed11 250 50 3 250 47 3 42 42
pmed11 250 50 5 250 45 5 42
pmed11 250 70 2 250 68 2 42
pmed11 250 70 5 250 65 5 42 42
pmed11 250 70 7 250 63 7 42
pmed11 250 90 2 250 88 2 42
pmed11 250 90 5 250 85 5 42 42
pmed11 250 90 9 250 81 9 42
pmed11 300 60 2 300 58 2 51
pmed11 300 60 3 300 57 3 51 51
pmed11 300 60 6 300 54 6 51
pmed11 300 80 2 300 78 2 51
pmed11 300 80 5 300 75 5 51 51
pmed11 300 80 8 300 72 8 51
pmed11 300 100 2 300 98 2 51
pmed11 300 100 5 300 95 5 51 51
pmed11 300 100 10 300 90 10 51
pmed11 300 150 2 300 148 2 51
pmed11 300 150 5 300 145 5 51 51
pmed11 300 150 10 300 140 10 51
pmed11 300 150 15 300 135 15 51
pmed12 250 30 2 250 28 2 48 48
pmed12 250 30 3 250 27 3 47
pmed12 250 50 2 250 48 2 43
pmed12 250 50 3 250 47 3 45 43
pmed12 250 50 5 250 45 5 43
pmed12 250 70 2 250 68 2 43
pmed12 250 70 5 250 65 5 43 43
pmed12 250 70 7 250 63 7 43
pmed12 250 90 2 250 88 2 43
pmed12 250 90 5 250 85 5 43 43
pmed12 250 90 9 250 81 9 43
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.11: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
velikih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed12 300 60 2 300 58 2 72
pmed12 300 60 3 300 57 3 72 72
pmed12 300 60 6 300 54 6 72
pmed12 300 80 2 300 78 2 72
pmed12 300 80 5 300 75 5 72 72
pmed12 300 80 8 300 72 8 72
pmed12 300 100 2 300 98 2 72
pmed12 300 100 5 300 95 5 72 72
pmed12 300 100 10 300 90 10 72
pmed12 300 150 2 300 148 2 72
pmed12 300 150 5 300 145 5 72 72
pmed12 300 150 10 300 140 10 72
pmed12 300 150 15 300 135 15 72
pmed16 350 40 2 350 38 2 37 37
pmed16 350 40 4 350 36 4 37
pmed16 350 70 2 350 68 2 33
pmed16 350 70 5 350 65 5 34 33
pmed16 350 70 8 350 63 7 33
pmed16 350 90 2 350 88 2 33
pmed16 350 90 5 350 85 5 33 33
pmed16 350 90 9 350 81 9 33
pmed16 350 120 2 350 118 2 33
pmed16 350 120 5 350 115 5 33 33
pmed16 350 120 10 350 110 10 33
pmed16 350 120 12 350 108 12 33
pmed16 400 80 2 400 78 2 33
pmed16 400 80 5 400 75 5 34 33
pmed16 400 80 8 400 72 8 33
pmed16 400 100 2 400 98 2 33
pmed16 400 100 5 400 95 5 33 33
pmed16 400 100 10 400 90 10 33
pmed16 400 140 2 400 138 2 33
pmed16 400 140 5 400 135 5 33 33
pmed16 400 140 10 400 130 10 33
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.11: (Nastavak) Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na skupu
velikih instanci.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best best

pmed16 400 200 2 400 198 2 33
pmed16 400 200 5 400 195 5 33
pmed16 400 200 10 400 190 10 33 33
pmed16 400 200 15 400 185 15 33
pmed16 400 200 20 400 180 20 33
pmed17 350 40 2 350 38 2 39 37
pmed17 350 40 4 350 36 4 37
pmed17 350 70 2 350 68 2 37
pmed17 350 70 5 350 65 5 37 37
pmed17 350 70 7 350 63 7 37
pmed17 350 90 2 350 88 2 37
pmed17 350 90 5 350 85 5 37 37
pmed17 350 90 9 350 81 9 37
pmed17 350 120 2 350 118 2 37
pmed17 350 120 5 350 115 5 37 37
pmed17 350 120 10 350 110 10 37
pmed17 350 120 12 350 108 12 37
pmed17 400 80 2 400 78 2 37
pmed17 400 80 5 400 75 5 37 37
pmed17 400 80 8 400 72 8 37
pmed17 400 100 2 400 98 2 37
pmed17 400 100 5 400 95 5 37 37
pmed17 400 100 10 400 90 10 37
pmed17 400 140 2 400 138 2 37
pmed17 400 140 5 400 135 5 37 37
pmed17 400 140 10 400 130 10 37
pmed17 400 140 14 400 126 14 37
pmed17 400 200 2 400 198 2 37
pmed17 400 200 5 400 195 5 37
pmed17 400 200 10 400 190 10 37 37
pmed17 400 200 15 400 185 15 37
pmed17 400 200 20 400 180 20 37
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.12: Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na sredǌim in-
stancama (100 ↗ n ↗ 300) iz Additional [86] skupa.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instance n p q best #best best #best

pmed1 100 5 2 100 3 2 166 20 166 20
pmed2 100 10 2 100 8 2 135 20 135 20
pmed3 100 10 2 100 8 2 151 20 151 20
pmed4 100 20 2 100 18 2 118 4 118 20
pmed5 100 33 2 100 31 2 85 20 85 20
pmed5 100 33 3 100 30 3 85 20 85 20
pmed6 200 5 2 200 3 2 107 20 107 20
pmed7 200 10 2 200 8 2 84 11 84 20
pmed8 200 20 2 200 18 2 82 9 82 15
pmed9 200 40 2 200 38 2 71 19 71 20
pmed9 200 40 4 200 36 4 71 19 71 20
pmed10 200 67 2 200 65 2 70 20 70 20
pmed10 200 67 4 200 63 4 70 20 70 20
pmed10 200 67 6 200 61 6 70 20 70 20
pmed11 300 5 2 300 3 2 70 20 70 20
pmed12 300 10 2 300 8 2 72 20 72 20
pmed13 300 30 2 300 28 2 49 1 48 10
pmed13 300 30 3 300 27 3 49 1 48 1
pmed14 300 60 2 300 58 2 60 20 60 20
pmed14 300 60 4 300 56 4 60 20 60 20
pmed14 300 60 6 300 54 6 60 20 60 20
pmed15 300 100 2 300 98 2 44 20 44 20
pmed15 300 100 5 300 95 5 44 20 44 20
pmed15 300 100 10 300 90 10 44 20 44 20
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.13: Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na velikim instan-
cama (400 ↗ n ↗ 600) iz Additional [86] skupa.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best #best best #best

pmed16 400 5 2 400 3 2 54 20 54 20
pmed17 400 10 2 400 8 2 46 1 46 20
pmed18 400 40 2 400 38 2 50 20 50 20
pmed18 400 40 4 400 36 4 50 20 50 20
pmed19 400 80 2 400 78 2 34 2 32 5
pmed19 400 80 5 400 75 5 34 2 32 6
pmed19 400 80 8 400 72 8 34 2 32 8
pmed20 400 133 2 400 131 2 40 20 40 20
pmed20 400 133 5 400 128 5 40 20 40 20
pmed20 400 133 10 400 123 10 40 20 40 20
pmed20 400 133 13 400 120 13 40 20 40 20
pmed21 500 5 2 500 3 2 48 20 48 20
pmed22 500 10 2 500 8 2 49 16 49 20
pmed23 500 50 2 500 48 2 36 1 35 5
pmed23 500 50 5 500 45 5 36 1 35 3
pmed24 500 100 2 500 98 2 33 16 33 20
pmed24 500 100 5 500 95 5 33 16 33 19
pmed24 500 100 10 500 90 10 33 16 33 20
pmed25 500 167 2 500 165 2 44 20 44 20
pmed25 500 167 5 500 162 5 44 20 44 20
pmed25 500 167 10 500 157 10 44 20 44 20
pmed25 500 167 16 500 151 16 44 20 44 20
pmed26 600 5 2 600 3 2 47 20 47 20
pmed27 600 10 2 600 8 2 39 5 39 20
pmed28 600 60 2 600 58 2 57 20 57 20
pmed28 600 60 4 600 56 4 57 20 57 20
pmed28 600 60 6 600 54 6 57 20 57 20
pmed29 600 120 2 600 118 2 36 20 36 20
pmed29 600 120 5 600 115 5 36 20 36 20
pmed29 600 120 10 600 110 10 36 20 36 20
pmed29 600 120 12 600 108 12 36 20 36 20
pmed30 600 200 2 600 198 2 40 20 40 20
pmed30 600 200 5 600 195 5 40 20 40 20
pmed30 600 200 10 600 190 10 40 20 40 20
pmed30 600 200 15 600 185 15 40 20 40 20
pmed30 600 200 20 600 180 20 40 20 40 20
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Glava C. Rezultati testiraǌa za CPNCP

Tabela C.14: Pore$eǌe SVNS algoritama za PNCP i CPNCP na veoma velikim
instancama (700 ↗ n ↗ 900) iz Additional [86] skupa.

SVNS za PNCP SVNS za CPNCP
Instanca n p q best #best best #best

pmed31 700 5 2 700 3 2 35 20 35 20
pmed32 700 10 2 700 8 2 72 20 72 20
pmed33 700 70 2 700 68 2 28 5 28 19
pmed33 700 70 5 700 65 5 28 5 28 17
pmed33 700 70 7 700 63 7 28 5 28 18
pmed34 700 140 2 700 138 2 41 20 41 20
pmed34 700 140 5 700 135 5 41 20 41 20
pmed34 700 140 10 700 130 10 41 20 41 20
pmed34 700 140 14 700 126 14 41 20 41 20
pmed35 800 5 2 800 3 2 36 20 36 20
pmed36 800 10 2 800 8 2 42 20 42 20
pmed37 800 80 2 800 78 2 33 20 33 20
pmed37 800 80 5 800 75 5 33 20 33 20
pmed37 800 80 8 800 72 8 33 20 33 20
pmed38 900 5 2 900 3 2 40 20 40 20
pmed39 900 10 2 900 8 2 74 20 74 20
pmed40 900 90 2 900 88 2 25 2 25 8
pmed40 900 90 5 900 85 5 25 2 24 1
pmed40 900 90 9 900 81 9 25 2 25 9
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Prilog D

Rezultati testiraǌa za MCPNCP

U Tabelama D.1 - D.4 dati su kompletni rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS
algoritma za MCPNCP za binarno i parcijalno pokrivaǌe za male i sredǌe
instance.

Tabele D.1 i D.3 sadr!e rezultate za binarno pokrivaǌe za male, odnosno
sredǌe instance i organizovane su na slede”i naqin: prve tri kolone sadr!e
podatke o instancama: ime instance, ukupan broj qvorova - n, broj centara ko-
je treba otvoriti - p. Naredne tri kolone sadr!e rezultate CPLEX rexavaqa
dobijene uz pomo” formulacije ILP1: f.val - vrednost funkcije ci%e, t - vreme
izvrxavaǌa (u sekundama) i %cov - broj pokrivenih qvorova (u procentima).
Rezultati CPLEX rexavaqa dobijeni uz pomo” ILP2 formulacije prikazani su
na isti naqin u narednim kolonoma. Posledǌih xest kolona odnose se na rezul-
tate SVNS algoritma i sadr!e: fbest - najbo%e SVNS rexeǌe iz 20 izvrxavaǌa,
#fbest - broj izvrxavaǌa u kojima je dostignuto fbest, tbest - proseqno vreme po-
trebno da se fbest dostigne po prvi put (u sekundama), ttot - proseqno ukuono
vreme izvrxavaǌa, gap - proseqno odstupaǌe vrednosti funkcije ci%a od fbest

(u procentima), ⇁ - standardna devijacija dobijnih vrednosti, koja se odre-

$uje po formuli: ⇁ =
√

1
20

∑20
i=1(gapi ↔ gap)2, gde je gapi procentualno odstupaǌe

rexeǌa dobijenog u i-tom izvrxavaǌu od fbest vrednosti.
Tabele D.2 i D.4 sadr!e rezultate za parcijalno pokrivaǌe za male i sred-

ǌe instance i su organizovane sliqno kao prethodne tabele.
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Glava D. Rezultati testiraǌa za MCPNCP

Tabela D.1: Binarno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na malim instancama.

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
1

10 5 242 0.03 90 242 0.02 90 242 20 0.00 0.01 0 0
20 5 548 1.44 90 548 0.29 90 548 20 0.00 0.07 0 0
20 10 466 0.42 90 466 0.14 90 466 20 0.00 0.06 0 0
30 5 767 5.76 73 767 1.76 73 767 20 0.00 0.13 0 0
30 10 793 1.93 83 793 0.59 83 793 20 0.00 0.13 0 0
40 5 924 30.33 80 924 6.05 80 924 20 0.00 0.24 0 0
40 10 1013 10.77 85 1013 2.69 85 1013 20 0.01 0.22 0 0
40 20 1026 2.31 87 1026 0.57 87 1026 20 0.00 0.22 0 0
50 10 1087 89.77 78 1087 6.79 78 1087 20 0.02 0.47 0 0
50 20 1247 6.24 88 1247 1.77 88 1247 20 0.04 0.45 0 0

p
m
e
d
2

10 5 231 0.02 70 231 0.02 70 231 20 0.00 0.01 0 0
20 5 444 1.03 60 444 0.70 60 444 20 0.00 0.07 0 0
20 10 378 0.06 60 378 0.06 60 378 20 0.00 0.06 0 0
30 5 614 8.80 80 614 3.28 80 614 20 0.00 0.14 0 0
30 10 822 1.34 80 822 0.31 80 822 20 0.00 0.13 0 0
40 5 879 27.12 72 879 7.89 72 879 20 0.00 0.24 0 0
40 10 850 5.93 67 850 2.40 65 850 20 0.01 0.23 0 0
40 20 965 2.92 87 965 0.78 87 965 20 0.01 0.26 0 0
50 10 1206 91.89 80 1206 8.52 80 1206 20 0.02 0.49 0 0
50 20 1237 3.84 78 1237 2.67 78 1237 19 0.05 0.47 0.02 0.09
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Glava D. Rezultati testiraǌa za MCPNCP

Tabela D.1: Binarno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na malim instancama.

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
3

10 5 183 0.09 70 183 0.03 70 183 20 0.00 0.01 0 0
20 5 485 2.06 75 485 0.81 75 485 20 0.00 0.06 0 0
20 10 539 0.40 75 539 0.11 75 539 20 0.00 0.05 0 0
30 5 525 8.47 63 525 4.05 63 525 20 0.00 0.14 0 0
30 10 847 2.74 80 847 0.78 80 847 20 0.00 0.14 0 0
40 5 901 29.06 67 901 7.98 67 901 20 0.00 0.25 0 0
40 10 839 3.95 70 839 1.79 70 839 20 0.00 0.24 0 0
40 20 956 1.50 77 956 0.49 77 956 20 0.01 0.25 0 0
50 10 1115 118.40 72 1115 11.19 72 1115 20 0.09 0.50 0 0
50 20 1160 3.64 76 1160 1.59 76 1160 20 0.01 0.49 0 0

p
m
e
d
4

10 5 202 0.01 60 202 0.01 60 202 20 0.00 0.02 0 0
20 5 272 0.18 45 272 0.17 45 272 20 0.00 0.07 0 0
20 10 389 0.08 55 389 0.08 55 389 20 0.00 0.06 0 0
30 5 685 3.88 70 685 2.24 70 685 20 0.00 0.15 0 0
30 10 778 0.48 70 778 0.37 70 778 20 0.00 0.14 0 0
40 5 870 12.51 70 870 5.25 70 870 20 0.00 0.23 0 0
40 10 830 3.10 60 830 1.35 60 830 20 0.01 0.23 0 0
40 20 981 0.42 67 981 0.39 67 981 20 0.01 0.23 0 0
50 10 1086 15.09 70 1086 7.10 70 1086 20 0.01 0.48 0 0
50 20 1032 2.09 70 1032 1.34 70 1032 20 0.03 0.48 0 0

p
m
e
d
5

10 5 171 0.01 50 171 0.01 50 171 20 0.00 0.02 0 0
20 5 336 0.82 60 336 0.82 60 336 20 0.00 0.07 0 0
20 10 381 0.05 60 381 0.05 60 381 20 0.00 0.07 0 0
30 5 573 2.79 63 573 1.16 63 573 20 0.00 0.18 0 0
30 10 633 0.79 66 633 0.54 66 633 20 0.00 0.15 0 0
40 5 792 9.72 67 792 5.34 67 792 20 0.00 0.25 0 0
40 10 747 3.31 62 747 3.31 62 747 20 0.01 0.23 0 0
40 20 912 0.34 65 912 0.33 65 912 20 0.01 0.26 0 0
50 10 1198 11.66 80 1198 5.56 80 1198 20 0.04 0.48 0 0
50 20 1241 1.38 74 1241 0.93 74 1241 20 0.01 0.50 0 0
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Glava D. Rezultati testiraǌa za MCPNCP

Tabela D.2: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algo-
ritma na malim instancama.

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
1

10 5 242 0.16 242 0.03 242 20 0.00 0.02 0 0
20 5 558.5 1.87 558.5 0.60 558.5 20 0.00 0.09 0 0
20 10 481 0.50 481 0.14 481 20 0.00 0.07 0 0
30 5 811.25 14.32 811.25 3.84 811.25 20 0.00 0.16 0 0
30 10 822.75 2.47 822.75 0.57 822.75 20 0.01 0.16 0 0
40 5 961 243.12 961 11.87 961 20 0.00 0.30 0 0
40 10 1032 124.64 1032 3.59 1032 20 0.02 0.25 0 0
40 20 1076.25 21.58 1076.25 0.68 1076.25 20 0.01 0.26 0 0
50 10 1107.25 119.57 1107.25 9.49 1107.25 20 0.04 0.66 0 0
50 20 1298.25 21.84 1298.25 1.73 1298.25 20 0.02 0.63 0 0

p
m
e
d
2

10 5 236.75 0.04 236.75 0.08 236.75 20 0.00 0.02 0 0
20 5 476.25 1.33 476.25 0.81 476.25 20 0.00 0.08 0 0
20 10 411 0.17 411 0.17 411 20 0.00 0.06 0 0
30 5 639.5 14.36 639.5 5.60 639.5 20 0.00 0.15 0 0
30 10 869.75 1.94 869.75 1.22 869.75 20 0.00 0.15 0 0
40 5 931.5 193.20 931.5 11.93 931.5 20 0.00 0.27 0 0
40 10 911.75 13.60 911.75 5.15 911.75 20 0.01 0.26 0 0
40 20 1017.25 5.23 1017.25 0.93 1017.25 20 0.01 0.29 0 0
50 10 1315 177.09 1315 15.69 1315 20 0.16 0.71 0 0
50 20 1320.75 8.80 1320.75 4.14 1320.75 20 0.08 0.64 0 0

p
m
e
d
3

10 5 183 0.19 183 0.03 183 20 0.00 0.01 0 0
20 5 495.5 2.97 495.5 1.42 495.5 20 0.00 0.08 0 0
20 10 559.75 0.47 559.75 0.17 559.75 20 0.00 0.07 0 0
30 5 598.5 13.35 598.5 8.24 598.5 20 0.00 0.17 0 0
30 10 864.75 4.43 864.75 1.39 864.75 20 0.03 0.16 0 0
40 5 969.75 233.54 969.75 19.94 969.75 20 0.00 0.27 0 0
40 10 878.5 10.71 878.5 3.51 878.5 20 0.03 0.25 0 0
40 20 963 2.54 963 1.10 963 20 0.01 0.27 0 0
50 10 1178.75 120.49 1178.75 16.74 1178.75 20 0.05 0.66 0 0
50 20 1180.25 6.86 1180.25 3.19 1180.25 20 0.02 0.65 0 0

p
m
e
d
4

10 5 220 0.05 220 0.05 220 20 0.00 0.02 0 0
20 5 329.75 0.65 329.75 0.58 329.75 20 0.00 0.09 0 0
20 10 424.5 0.12 424.5 0.11 424.5 20 0.00 0.08 0 0
30 5 758.75 10.09 758.75 4.47 758.75 20 0.00 0.17 0 0
30 10 904.5 1.69 904.5 0.46 904.5 20 0.00 0.17 0 0
40 5 946 37.82 946 11.77 946 20 0.00 0.28 0 0
40 10 930 5.76 930 2.59 930 20 0.02 0.27 0 0
40 20 1014.5 0.61 1014.5 0.41 1014.5 20 0.01 0.27 0 0
50 10 1229.75 94.04 1229.75 11.04 1229.75 20 0.06 0.69 0 0
50 20 1060.25 5.84 1060.25 3.22 1060.25 20 0.11 0.64 0 0
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Glava D. Rezultati testiraǌa za MCPNCP

Tabela D.2: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algo-
ritma na malim instancama.

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
5

10 5 171 0.01 171 0.01 171 20 0.00 0.02 0 0
20 5 410.75 0.72 410.75 0.69 410.75 20 0.00 0.08 0 0
20 10 403.25 0.05 403.25 0.06 403.25 20 0.00 0.07 0 0
30 5 596.25 7.48 596.25 3.53 596.25 20 0.00 0.19 0 0
30 10 700.5 1.63 700.5 1.01 700.5 20 0.00 0.16 0 0
40 5 865.5 33.12 865.5 9.58 865.5 20 0.00 0.28 0 0
40 10 847.25 9.51 847.25 4.18 847.25 20 0.00 0.29 0 0
40 20 981.25 0.63 981.25 0.36 981.25 20 0.00 0.27 0 0
50 10 1256.25 107.43 1256.25 7.82 1256.25 20 0.02 0.70 0 0
50 20 1326.25 2.48 1326.25 0.87 1326.25 20 0.09 0.64 0 0

Tabela D.3: Binarno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na sredǌim instancama.

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
1

60 10 1405 188.61 75 1405 10.41 75 1405 20 0.06 1.39 0 0
60 20 1510 105.95 85 1510 3.80 85 1510 20 0.03 1.52 0 0
60 30 1575 57.15 91 1575 2.73 91 1575 20 0.02 2.18 0 0
70 10 1820 320.25 75 1820 270.54 75 1820 20 0.02 1.73 0 0
70 20 1684 103.93 84 1684 35.46 84 1684 20 0.06 1.93 0 0
70 30 1692 10.49 77 1692 7.11 77 1692 20 0.05 2.02 0 0
80 10 1900 502.69 78 1900 355.58 78 1900 20 0.08 2.34 0 0
80 20 2019 205.39 83 2019 197.77 83 2019 20 0.07 2.76 0 0
80 30 2063 152.70 85 2063 21.59 85 2063 19 0.37 2.67 0.01 0.05
90 10 2076 829.77 77 2076 515.33 77 2076 20 0.13 2.98 0 0
90 20 2338 326.67 80 2338 351.03 80 2338 20 0.18 3.30 0 0
90 30 2373 141.70 82 2373 49.22 82 2373 20 0.27 3.31 0 0
90 50 2021 14.68 81 2021 6.74 81 2021 20 0.09 3.59 0 0
100 10 2299 1315.86 76 2299 776.27 76 2299 20 0.13 4.78 0 0
100 20 2437 463.41 80 2437 436.05 80 2437 7 0.30 4.85 0.16 0.12
100 30 2672 272.43 82 2672 196.18 82 2672 20 0.27 4.74 0 0
100 50 2573 77.56 81 2573 12.53 81 2573 20 0.10 4.52 0 0
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Glava D. Rezultati testiraǌa za MCPNCP

Tabela D.3: Binarno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na sredǌim instancama.

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
2

60 10 1354 171.57 81 1354 14.64 81 1354 20 0.04 1.41 0 0
60 20 1431 11.39 78 1431 4.43 78 1431 20 0.02 1.59 0 0
60 30 1692 37.41 91 1692 2.11 91 1692 20 0.04 2.34 0 0
70 10 1731 346.43 78 1731 245.87 78 1731 20 0.10 1.92 0 0
70 20 1750 85.79 78 1750 15.36 78 1750 14 0.22 2.07 0.21 0.31
70 30 1903 57.96 88 1903 11.94 88 1903 20 0.04 1.98 0 0
80 10 1881 443.87 73 1881 320.45 73 1881 20 0.07 2.46 0 0
80 20 1873 216.15 77 1873 189.84 77 1873 20 0.08 2.66 0 0
80 30 2067 104.57 83 2067 19.35 83 2067 20 0.27 2.80 0 0
90 10 2046 1157.30 81 2046 628.63 81 2046 20 0.09 2.98 0 0
90 20 2152 328.78 78 2152 369.81 78 2152 20 0.13 3.27 0 0
90 30 2415 181.13 83 2415 228.12 83 2415 20 0.13 3.55 0 0
90 50 2585 189.08 93 2585 127.09 93 2585 20 0.03 3.38 0 0
100 10 2306 1763.40 76 2306 855.16 76 2306 20 0.07 4.33 0 0
100 20 2533 799.44 80 2533 423.42 80 2533 20 0.41 4.55 0 0
100 30 2361 373.59 84 2361 242.96 84 2361 20 0.27 4.89 0 0
100 50 2711 2213.94 94 2711 157.96 94 2711 20 0.04 4.25 0 0

p
m
e
d
3

60 10 1458 616.29 75 1458 16.16 75 1458 20 0.02 1.49 0 0
60 20 1366 21.10 76 1366 6.77 76 1366 20 0.02 1.59 0 0
60 30 1313 3.69 78 1313 1.90 78 1313 20 0.03 2.38 0 0
70 10 1513 221.16 72 1513 246.00 72 1513 20 0.02 1.96 0 0
70 20 1709 117.40 72 1709 22.50 72 1709 20 0.03 2.12 0 0
70 30 1694 47.14 77 1694 6.86 77 1694 20 0.03 2.20 0 0
80 10 1755 494.80 73 1755 323.14 73 1755 16 0.50 2.45 0.03 0.07
80 20 1806 222.69 70 1806 249.58 70 1806 20 0.17 2.67 0 0
80 30 2039 473.56 80 2039 154.79 80 2039 20 0.04 2.73 0 0
90 10 2215 2958.59 81 2215 690.64 81 2215 20 0.24 3.08 0 0
90 20 1945 477.54 73 1945 310.52 73 1945 20 0.25 3.27 0 0
90 30 2164 196.52 75 2164 234.03 75 2164 20 0.12 3.50 0 0
90 50 2400 331.10 90 2400 88.79 90 2400 20 0.04 3.53 0 0
100 10 2434 2877.14 83 2434 1106.81 83 2434 20 0.19 4.98 0 0
100 20 2729 675.06 81 2729 335.68 81 2729 20 0.10 4.84 0 0
100 30 2494 242.97 78 2494 258.78 78 2494 20 0.41 5.11 0 0
100 50 2632 218.86 92 2632 2387.24 92 2632 20 0.17 4.41 0 0
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Tabela D.3: Binarno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algoritma
na sredǌim instancama.

binarno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t %cov f.val. t %cov fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
4

60 10 1337 123.79 83 1337 8.29 83 1337 20 0.03 1.39 0 0
60 20 1340 6.92 68 1340 3.15 68 1340 20 0.11 1.46 0 0
60 30 1420 2.38 78 1420 1.48 78 1420 20 0.05 2.30 0 0
70 10 1529 193.68 77 1529 174.02 77 1529 20 0.02 1.85 0 0
70 20 1510 14.20 68 1510 9.90 68 1510 20 0.04 1.99 0 0
70 30 1601 3.62 72 1601 2.74 72 1601 20 0.04 2.05 0 0
80 10 1962 344.96 77 1962 386.62 77 1962 20 0.10 2.44 0 0
80 20 1782 160.35 75 1782 24.45 75 1782 20 0.05 2.61 0 0
80 30 1540 11.37 71 1540 7.36 71 1540 20 0.31 2.74 0 0
90 10 2247 580.30 80 2247 572.48 80 2247 20 0.31 2.96 0 0
90 20 2166 193.73 75 2166 41.44 75 2166 20 0.08 3.21 0 0
90 30 1937 107.31 71 1937 13.40 71 1937 20 0.17 3.26 0 0
90 50 2300 6.62 86 2300 5.30 86 2300 20 0.10 3.72 0 0
100 10 2292 977.45 79 2292 604.96 79 2292 20 0.16 4.58 0 0
100 20 2349 377.78 80 2349 309.70 80 2349 20 0.08 4.79 0 0
100 30 2253 240.37 71 2253 43.82 71 2253 20 0.20 4.85 0 0
100 50 2682 11.73 84 2682 10.10 84 2682 20 0.26 4.74 0 0

p
m
e
d
5

60 10 1412 39.77 80 1412 6.65 80 1412 20 0.01 1.35 0 0
60 20 1346 7.48 75 1346 2.58 75 1346 20 0.01 1.54 0 0
60 30 1429 3.35 81 1429 1.59 83 1429 20 0.02 2.44 0 0
70 10 1800 673.19 82 1800 71.94 82 1800 20 0.02 1.84 0 0
70 20 1636 21.64 75 1636 8.72 75 1636 20 0.41 2.03 0 0
70 30 1756 11.67 87 1756 6.62 87 1756 20 0.02 2.05 0 0
80 10 1961 380.28 80 1961 294.90 80 1961 20 0.05 2.42 0 0
80 20 2098 176.35 81 2098 163.84 81 2098 20 0.07 2.61 0 0
80 30 1970 408.36 88 1970 53.66 88 1970 20 0.04 2.58 0 0
90 10 2034 1205.93 80 2034 2589.19 80 2034 20 0.07 3.12 0 0
90 20 2376 282.71 84 2376 176.99 84 2376 20 0.12 3.19 0 0
90 30 2458 158.29 87 2458 153.34 87 2458 20 0.11 3.18 0 0
100 10 2381 2258.16 78 2381 701.74 78 2381 20 0.15 4.70 0 0
100 20 2463 579.37 84 2463 292.60 84 2463 20 0.23 4.29 0 0
100 30 2655 410.36 86 2655 159.08 86 2655 20 0.19 4.62 0 0
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Tabela D.4: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algo-
ritma na sredǌim instancama.

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
1

60 10 1480.25 314.12 1480.25 12.86 1480.25 20 0.05 1.61 0 0
60 20 1554.25 104.51 1554.25 6.17 1554.25 20 0.06 1.78 0 0
60 30 1623.75 93.82 1623.75 3.89 1623.75 20 0.17 2.54 0 0
70 10 1897.5 617.09 1897.5 324.29 1897.5 20 0.05 2.27 0 0
70 20 1719.75 206.06 1719.75 228.85 1719.75 20 0.03 2.31 0 0
70 30 1729 119.59 1729 11.85 1729 20 0.06 2.31 0 0
80 10 1965.25 1594.77 1965.25 559.42 1965.25 20 0.35 2.94 0 0
80 20 2084.25 351.53 2084.25 407.23 2084.25 20 0.05 3.09 0 0
80 30 2150 201.17 2150 538.11 2150 20 0.13 2.94 0 0
90 10 2209 3173.31 2209 936.29 2209 20 0.29 4.50 0 0
90 20 2456 773.10 2456 320.92 2456 20 0.06 4.20 0 0
90 30 2477 198.44 2477 247.79 2477 20 0.12 4.25 0 0
90 50 2117.75 91.57 2117.75 16.13 2117.75 20 0.07 4.69 0 0
100 10 2429.5 4416.16 2429.5 1499.14 2429.5 20 0.12 6.52 0 0
100 20 2565.5 1661.71 2565.5 661.58 2565.5 20 0.10 6.09 0 0
100 30 2746.25 664.32 2746.25 373.70 2746.25 15 1.14 6.14 0.00 0.00
100 50 2661.5 114.16 2661.5 181.44 2661.5 20 0.32 5.71 0 0

p
m
e
d
2

60 10 1425.25 465.12 1425.25 29.98 1425.25 20 0.05 1.63 0 0
60 20 1458 151.95 1458 6.55 1458 20 0.03 1.82 0 0
60 30 1705.75 63.50 1705.75 2.84 1705.75 20 0.02 2.48 0 0
70 10 1889.75 844.81 1889.75 481.88 1889.75 20 0.04 2.19 0 0
70 20 1804.5 211.01 1804.5 52.01 1804.5 20 0.02 2.35 0 0
70 30 1926 112.55 1926 20.69 1926 20 0.04 2.19 0 0
80 10 2085.5 1303.21 2085.5 634.45 2085.5 20 0.05 2.79 0 0
80 20 1924.25 3605.92 1924.25 424.62 1924.25 19 0.38 2.99 0.02 0.11
80 30 2119.75 179.08 2119.75 328.16 2119.75 11 0.35 2.98 0.12 0.13
90 10 2197.25 4105.37 2197.25 1526.82 2197.25 20 0.14 4.61 0 0
90 20 2222.25 1049.73 2222.25 419.35 2222.25 20 0.43 4.52 0 0
90 30 2443 429.19 2443 254.24 2443 20 0.17 4.49 0 0
90 50 2645 3281.24 2645 136.58 2645 20 0.03 4.33 0 0
100 10 2546.75* 7200.29 2546.75 1727.71 2546.75 20 0.23 5.88 0 0
100 20 2603.75 5910.48 2603.75 808.12 2603.75 19 1.68 6.35 0.01 0.03
100 30 2400.75 1287.67 2400.75 514.59 2400.75 20 0.24 6.27 0 0
100 50 2758.25* 7200.40 2758.25 650.53 2758.25 20 0.06 5.59 0 0
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Tabela D.4: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algo-
ritma na sredǌim instancama.

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
3

60 10 1549 270.33 1549 34.43 1549 20 0.03 1.72 0 0
60 20 1421.75 393.28 1421.75 7.82 1421.75 20 0.03 1.76 0 0
60 30 1320 5.29 1320 2.01 1320 20 0.02 2.55 0 0
70 10 1616.75 523.12 1616.75 322.70 1616.75 20 0.03 2.27 0 0
70 20 1798 199.43 1798 202.51 1798 20 0.03 2.33 0 0
70 30 1739.5 634.11 1739.5 18.10 1739.5 14 0.67 2.35 0.01 0.01
80 10 1902.25* 7200.14 1902.25 545.79 1902.25 20 0.06 2.98 0 0
80 20 1934 316.55 1934 209.60 1934 20 0.07 3.02 0 0
80 30 2054.75 219.61 2054.75 152.10 2054.75 20 0.11 3.17 0 0
90 10 2370.25* 7200.21 2392 1401.59 2392 20 0.59 4.62 0 0
90 20 2025 2861.33 2025 450.23 2025 20 0.08 4.22 0 0
90 30 2221.5 705.79 2221.5 225.66 2221.5 20 0.18 4.49 0 0
90 50 2475.5 443.82 2475.5 176.34 2475.5 20 0.07 4.73 0 0
100 10 2510.25* 7200.32 2573.75 3014.01 2573.75 20 0.41 6.62 0 0
100 20 2891.75 5945.52 2891.75 630.60 2891.75 20 0.15 6.48 0 0
100 30 2568.75 777.22 2568.75 322.67 2568.75 20 0.19 6.52 0 0
100 50 2661.5 1005.81 2661.5 258.00 2661.5 20 0.30 6.03 0 0

p
m
e
d
4

60 10 1419.25 232.60 1419.25 11.50 1419.25 20 0.01 1.67 0 0
60 20 1441.25 13.13 1441.25 4.20 1441.25 20 0.04 1.69 0 0
60 30 1446.5 4.57 1446.5 1.51 1446.5 20 0.07 2.64 0 0
70 10 1673.25 480.93 1673.25 329.48 1673.25 20 0.09 2.22 0 0
70 20 1612 43.61 1612 24.76 1612 20 0.03 2.24 0 0
70 30 1652.25 13.07 1652.25 6.79 1652.25 20 0.03 2.25 0 0
80 10 2158 793.19 2158 488.49 2158 20 0.08 2.79 0 0
80 20 1942.75 268.77 1942.75 115.00 1942.75 20 0.04 3.08 0 0
80 30 1610.5 135.58 1610.5 18.85 1610.5 20 0.07 2.93 0 0
90 10 2379.5 2355.79 2379.5 702.65 2379.5 12 0.32 4.58 0.45 0.55
90 20 2338.25 411.04 2338.25 376.98 2338.25 20 0.27 4.38 0 0
90 30 2061.25 198.98 2061.25 54.78 2061.25 20 0.31 4.43 0 0
90 50 2335.25 22.06 2335.25 8.94 2335.25 20 0.10 4.53 0 0
100 10 2457.25 4601.37 2457.25 1265.73 2457.25 20 0.24 6.12 0 0
100 20 2445.25 1071.32 2445.25 488.48 2445.25 20 0.60 6.63 0 0
100 30 2431.25 1187.78 2431.25 479.82 2431.25 20 0.24 6.16 0 0
100 50 2725 830.93 2725 22.19 2725 20 0.20 5.86 0 0
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Tabela D.4: Parcijalno pokrivaǌe: rezultati CPLEX rexavaqa i SVNS algo-
ritma na sredǌim instancama.

parcijalno pokrivaǌe CPLEX ILP1 CPLEX ILP2 SVNS

Inst. n p f.val. t f.val. t fbest #fbest tbest ttot gap ϖ

p
m
e
d
5

60 10 1483.75 241.63 1483.75 13.47 1483.75 20 0.01 1.71 0 0
60 20 1424.25 18.53 1424.25 5.31 1424.25 20 0.02 1.71 0 0
60 30 1474.5 7.04 1474.5 1.61 1474.5 20 0.05 2.57 0 0
70 10 1926 470.49 1926 337.47 1926 20 0.05 2.14 0 0
70 20 1739.25 113.25 1739.25 28.30 1739.25 20 0.03 2.34 0 0
70 30 1780.75 91.23 1780.75 32.32 1780.75 20 0.02 2.23 0 0
80 10 2070 1645.18 2070 957.77 2070 20 0.05 2.76 0 0
80 20 2156.25 263.47 2156.25 177.75 2156.25 20 0.14 3.08 0 0
80 30 1980.75 299.71 1980.75 999.28 1980.75 20 0.04 3.04 0 0
90 10 2194.75 3787.95 2194.75 1068.58 2194.75 20 0.06 4.32 0 0
90 20 2429 6489.08 2429 6882.45 2429 20 0.37 4.64 0 0
90 30 2478 1859.61 2478 4758.71 2478 19 1.06 4.26 0.01 0.03
100 10 2578.75* 7200.30 2578.75 1722.40 2578.75 20 0.18 6.37 0 0
100 20 2495 5319.47 2495 603.74 2495 20 0.27 6.09 0 0
100 30 2696.25 5918.41 2696.25 5268.16 2696.25 20 2.12 6.37 0 0
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