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Naslov doktorske disertacije: Raslojene familije funkcija 1 strategije za automatsko dokazivanje
nekih analiti¢kih nejednakosti

Sazetak: Glavni predmeti ove disertacije su razvoj teorije raslojenih familija funkcija, poboljSanje i
proSirenje metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti 1 razvoj stra-
tegija i sistema za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti.

U ovoj disertaciji je razmatrana raslojenost jednoparametarskih familija funkcija i uopSten je pojam
raslojenosti 1 monotone raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom. Takode, razmatrani
su pojam 1 odredivanje najboljih konstanti u nejednakostima. Data su neka poboljSanja Nike teore-
me, koja se koristi za dokazivanje ¢injenice da funkcija ima ta¢no jedan ekstremum na posmatranom
intervalu. Za datu raslojenu familiju funkcija razmatrani su postojanje, jedinstvenost i odredivanje
minimaks aproksimanta kao funkcije iz familije za koju je odstupanje od apscise najmanje moguce (u
odnosu na sve ostale funkcije iz familije). Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija, razvijen je
Parametarski metod za dokazivanje nekih analitickih nejednakosti. Ovaj metod se zasniva na izdva-
janju onih funkcija iz posmatrane familije koje imaju nulu na posmatranom intervalu. Po analogiji sa
parametarskim metodom, razvijen je Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i
odredivanje minimaks aproksimanata. Ovaj metod se zasniva na izdvajanju onih funkcija iz posma-
trane familije koje imaju stacionarnu tacku na posmatranom intervalu. Parametarski i Novi parame-
tarski metod omogucavaju odredivanje najboljih konstanti u razmatranoj nejednakosti. Uz teorijske
rezultate, razvijene su 1 neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analiti¢kih
nejednakosti.

U disertaciji je takode poboljSan 1 proSiren jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko
polinomskih (MTP) nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti. Taj metod se zasniva na
aproksimaciji trigonometrijskih funkcija (koje se javljaju u datoj nejednakosti) odgovarajuc¢im Tejlo-
rovim polinomima, ¢ime se dokaz date MTP nejednakosti svodi na dokaz polinomske nejednakosti.
Po analogiji sa tim metodom, dat je metod za dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih
(MEP) nejednakosti, koje su uvedene u disertaciji, kao i nekih uopStenja MTP i MEP nejednakosti.
Za dokazivanje polinomskih nejednakosti koristila se Sturmova teorema.

Posebno je analiziran poredak Tejlorovih razvoja razmatranih realnih funkcija. Na osnovu te anali-
ze, razvijene su nove strategije za aproksimaciju trigonometrijskih i eksponencijalnih funkcija od-
govaraju¢im Tejlorovim polinomima tako da se dokazivanje date nejednakosti svede na dokazivanje
polinomske nejednakosti. Takode, razvijen je algoritam za dokazivanje nejednakosti svodenjem na
polinomske nejednakosti i implementiran je jedan novi sistem za automatsko dokazivanje nejedna-
kosti. Pri tome, dokazi dobijeni primenom razvijenog sistema prikazuju se korisniku u stilu koji je
blizak ljudskom nacinu dokazivanja.

U disertaciji su date i primene koncepta raslojenih familija funkcija i razvijenog dokazivaca u te-
oriji analitickih nejednakosti. Dat je novi dokaz jedne od Huygens-ovih nejednakosti, koja je tek
nedavno dokazana. Dobijena su poboljSanja i uopStenja Cusa-Huygens i nekih tipova Cusa-Huygens
nejednakosti, jednog tipa Wilker-ove nejednakosti, Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti, eksponenci-
jalno polinomskih nejednakosti, nekih tipova Mitrinovi¢-Adamovié nejednakosti, D’ Aurizio-Sandor
nejednakosti i jednog tipa D’ Aurizio-Sandor nejednakosti, nekih ograni¢enja sinc funkcije preko ko-
sinusnih funkcija i nekih tipova Jordan-ove nejednakosti, kao i neke nove nejednakosti i minimaks
aproksimacije.

Kljucne reci: raslojene familije funkcija; analitiCke nejednakosti; miksovano trigonometrijsko poli-
nomske funkcije; miksovano eksponencijalno polinomske funkcije; minimaks aproksimacije; metodi,
strategije 1 algoritmi za dokazivanje nejednakosti; automatsko dokazivanje; vestacka inteligencija.

Naucna oblast: Elektrotehnika i rac¢unarstvo.

UZa naucna oblast: Primenjena matematika.



Title of the Doctoral Dissertation: Stratified families of functions and strategies for automated
proving of some analytic inequalities

Abstract: The main subjects of this dissertation are the development of the theory of stratified families
of functions, the improvement and extension of a method for proving inequalities by reducing them
to polynomial inequalities and the development of strategies and a system for automated proving of
some analytic inequalities.

In this dissertation the stratification of one-parameter families of functions was considered and the
notion of the stratification and the monotonic stratification of a family of functions over some real
set was generalised. Furthermore, the notion and determination of the best constants in inequalities
were considered. Some improvements of the Nike theorem, which is used to prove the fact that a
function has exactly one extremum on the observed interval, were given. For a given stratified family
of functions the existence, uniqueness and determination of the minimax approximant as a function
from the family for which the deviation from the abscissa is the least possible (compared to all the
other functions from the family) were considered. Based on the properties of stratified families of
functions, a Parametric method for proving some analytic inequalities was developed. This method is
based on selecting those functions from an observed family that have zero on an observed interval. By
analogy with the Parametric method, a Novel parametric method for proving some inequalities and
determining minimax approximants was developed. This method is based on selecting those functions
from an observed family that have a stationary point on an observed interval. The Parametric and the
Novel parametric method enable the determination of the best constants in a considered inequality.
Alongside the theoretical results, some strategies for the application of stratified families of functions
in the theory of analytic inequalities were developed.

In the dissertation a method for proving mixed trigonometric polynomial (MTP) inequalities by re-
ducing them to polynomial inequalities is also improved and extended. That method is based on the
approximation of the trigonometric functions (which appear in a given inequality) by the correspon-
ding Taylor polynomials, which reduces the proof of a given MTP inequality to the proof of a po-
lynomial inequality. By analogy with that method, a method is given for proving mixed exponential
polynomial (MEP) inequalities, which were introduced in the dissertation, as well as some genera-
lisations of MTP and MEP inequalities. For proving polynomial inequalities Sturm’s theorem was
used.

In particular, the order of Taylor expansions of the considered real functions was analysed. Based on
that analysis, new strategies were developed for the approximation of trigonometric and exponential
functions by corresponding Taylor polynomials so that proving a given inequality reduces to proving
a polynomial inequality. Also, an algorithm for proving inequalities by reducing them to polynomial
inequalities was developed and a new system for automated proving of inequalities was implemented.
Furthermore, the proofs obtained by applying the developed system are presented to the user in a style
that is close to the human way of proving.

In the dissertation applications of the concept of stratified families of functions and the developed
prover in the theory of analytic inequalities were given. A new proof of one of Huygens’s inequali-
ties, which was recently proved, was given. Improvements and generalisations of the Cusa-Huygens
and some Cusa-Huygens-type inequalities, one Wilker-type inequality, Wilker-Cusa-Huygens inequa-
lities, exponential polynomial inequalities, some Mitrinovi¢-Adamovic-type inequalities, D’ Aurizio-
-Sandor inequalities and one D’ Aurizio-Sandor-type inequality, some bounds of the sinc function via
cosine functions and some Jordan-type inequalities were obtained, as well as some new inequalities
and minimax approximations.

Keywords: stratified families of functions; analytic inequalities; mixed trigonometric polynomial
functions; mixed exponential polynomial functions; minimax approximations; methods, strategies
and algorithms for proving inequalities; automated proving; artificial intelligence.

Scientific Field: Electrical Engineering and Computing.
Scientific Subfield: Applied Mathematics.
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Spisak koriS¢enih oznaka

Oznaka Znalenje
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Uvod

,,Good order is the foundation of all good things.”
Edmund Burke (1729-1797)

Jo§ od antickih vremena postojala je potreba da se uporede razliciti realni izrazi i funkcije, tj. da se
provere odgovarajuce nejednakosti. Matematicari tog perioda znali su za nejednakost trougla, nejed-
nakost aritmeticke i geometrijske sredine, a odredivali su i aproksimacije broja 7. Od osamnaestog
veka proucCavanje nejednakosti postaje znatno ucestalije. Odredivanje pribliznih vrednosti brojeva,
aproksimacija funkcija i odredenih integrala svodi se na dokazivanje odgovarajuéih nejednakosti, $to
je danas Cest predmet istraZivanja u matematici, kao i u mnogim drugim oblastima nauke i inZenjer-
stva. [72]

Postoje razliciti metodi, strategije 1 pristupi koji su razvijeni za dokazivanje raznih nejednakosti. Bu-
du¢i da dokazivanje nejednakosti moze biti sloZzeno i vremenski zahtevno, razvijeni su i neki sistemi
za automatsko dokazivanje nejednakosti. Medutim, svi ovi metodi, strategije i sistemi imaju neka
ogranicenja s obzirom na to da postoje neprekidne funkcije za koje je dokazivanje pozitivnosti nad
nekim realnim segmentom neodluciv problem [163].

U ovoj disertaciji proucavacemo familije funkcija {¢,(x)},cp, definisane za vrednosti argumenta
x€S CR i za vrednosti parametra p € PCR. U teoriji analitickih nejednakosti, nedavno je, u [127],
uveden pojam raslojenih familija funkcija. Intuitivno, familija funkcija je raslojena nad datim skupom
ukoliko se nijedne dve funkcije iz te familije ne seku nad tim skupom. Posebno su znacajne monotono
raslojene familije funkcija (tj. funkcije koje su monotone po parametru) jer postoji poredak funkcija
u takvim familijama.

Na osnovu konkretnih nejednakosti, uvodenjem parametra umesto pojedinih konstanti, moZe se uociti
odgovarajuca familija funkcija. Analiziranje takvih familija funkcija omogucava istovremeno razma-
tranje i eventualno dokazivanje nejednakosti za one realne vrednosti parametra za koje je uocena
familija raslojena. Od posebnog znacaja je odredivanje one vrednosti parametra za koje se dobijaju
najbolje konstante za odgovarajuée nejednakosti, kao i vrednost parametra za koju se dobija aproksi-
macija sa najmanjom greSkom aproksimacije u odnosu na odredenu metriku (minimaks aproksimaci-
ja[127]).

Jedan od glavnih predmeta ove disertacije je dalji razvoj teorije raslojenih familija funkcija, kao 1
primena dobijenih teorijskih rezultata u poboljSavanju i uopstavanju nekih postojeéih nejednakosti i
odredivanju odgovaraju¢ih minimaks aproksimacija.

U primenama teorije raslojenih familija funkcija Cesto je potrebno ispitati znak neke miksovano tri-
gonometrijsko polinomske (MTP) funkcije. MTP funkcije su konacne linearne kombinacije izraza
oblika x” cos?x sin"x, gde p,q,r € Ny. Za ispitivanje znaka MTP funkcija, tj. za dokazivanje odgo-
varaju¢e MTP nejednakosti, koristicemo metod iz [120]. Primenom tog metoda se, aproksimacijom
trigonometrijskih funkcija odgovaraju¢im Tejlorovim (Taylor) razvojima, dokaz MTP nejednakosti
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svodi na dokaz polinomske nejednakosti. Na primer, za dokazivanje pozitivnosti neke MTP funkci-
je, dovoljno je odrediti jednu pozitivnu nanizZnu polinomsku aproksimaciju (ukoliko postoji) te MTP
funkcije na posmatranom intervalu.

U ovoj disertaciji poboljsacemo metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz [120] tako da se mo-
gu dokazati nejednakosti na proizvoljnom konacnom intervalu, kao i neke nove klase nejednakosti.
Uves¢emo klasu miksovano eksponencijalno polinomskih (MEP) funkcija koje predstavljaju konac-
ne linearne kombinacije izraza oblika x’e~ %", gde p, g € Ny. Takode, razmatraemo i neka uopStenja
MTP i MEP funkcija.

Za dokazivanje polinomskih nejednakosti koristicemo Sturmovu (Sturm) teoremu, pomocu koje se
moZe odrediti broj nula polinoma na posmatranom realnom segmentu.

Dokazivanje MTP i MEP nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti ¢esto je veoma kom-
pleksno 1 vremenski zahtevno i stoga bi bilo pozZeljno automatizovati taj proces. Jedan od glavnih
problema prilikom implementacije ovog metoda za dokazivanje nejednakosti jeste formulisanje al-
goritma za aproksimaciju realnih funkcija, koje se javljaju u polaznoj nejednakosti, odgovarajuéim
Tejlorovim polinomima tih funkcija u cilju dobijanja odgovarajucih naniZnih/navi$nih polinomskih
aproksimacija. U [157] autori dokazivaca MetiTarski ukazali su na postojanje ovog problema i naveli
da je to jedan od razloga zbog kog su koristili metod rezolucije pri implementaciji dokazivaca. U
ovoj disertaciji analiziraéemo poredak Tejlorovih razvoja realnih funkcija i, na osnovu te analize, for-
miraéemo neke strategije za odredivanje stepena Tejlorovih polinoma kojima aproksimiramo realne
funkcije koje se javljaju u nejednakostima.

Predmeti ove disertacije su i razvoj i implementacija jednog sistema za automatsko dokazivanje ne-
jednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti. Pri implementaciji sistema, posebna paZnja bice
posvecena tome da dokazi budu C¢itljivi i jednostavni za verifikaciju.

Struktura disertacije. U prvom poglavlju dat je pregled nekih postojecih rezultata, dok ostala pogla-
vlja sadrZe nove rezultate, od kojih su neki objavljeni u [27,121-126, 133,135, 136].

U drugom poglavlju dati su teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija: definicija i neke osobi-
ne raslojenih familija funkcija i najboljih konstanti u nejednakostima, neke teoreme koje omogucavaju
odredivanje najboljih konstanti u nejednakostima, neka uopstenja Nike teoreme (koja se koristi za do-
kazivanje da funkcija ima ta¢no jedan ekstremum na posmatranom intervalu), teoreme o jedinstveno-
sti, postojanju 1 odredivanju minimaks aproksimanta za neke raslojene familije funkcija, Parametarski
metod za dokazivanje nekih analitickih nejednakosti i Novi parametarski metod za dokazivanje nekih
nejednakosti i odredivanje minimaks aproksimacija. Na osnovu ovih teorijskih rezultata su razvijene
i neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitickih nejednakosti.

U tre¢em poglavlju data su poboljSanja i proSirenja metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz [120]
i metodi za izolovanje nula i ekstremuma funkcija iz razmatranih klasa.

U Cetvrtom poglavlju, na osnovu analize Tejlorovih razvoja razmatranih funkcija, razvijene su strate-
gije za aproksimaciju realnih funkcija, koje se javljaju u polaznoj nejednakosti, odgovaraju¢im Tej-
lorovim polinomima. Na taj nacin se dokaz polazne nejednakosti moZe svesti na dokaz polinomske
nejednakosti nad posmatranim intervalom. Takode, razvijen je algoritam za dokazivanje nekih klasa
nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti. Taj algoritam je implementiran u okviru razvi-
jenog dokazivaca.

U petom poglavlju su, primenom koncepta raslojenosti 1 razvijenog dokazivaca, dati novi dokazi,
poboljSanja i proSirenja oko trideset postojecih nejednakosti i dobijene su neke nove nejednakosti i
minimaks aproksimacije.
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Poglavlje 1

Pregled postojecih rezultata

1.1 Raslojene familije funkcija

Koncept raslojenih familija funkcija u teoriji analitickih nejednakosti uveden je u [127]. U tom radu
data je definicija raslojenih funKcija, kao i neki teorijski rezultati, koje navodimo u nastavku pre-
ma [127].

Definicija 1.1 Funkcije ¢,(x), gde x€ (a,b) CR i peRY, jesu rastuée raslojene ukoliko je
(Vxe(a,b)) (Yp1,p2€RY) (p1 < p2 <= @p, (x) < @p, (%)),

ij. opadajule raslojene ukoliko je
(Vxe(a,b)) (Yp1,p2€RY) (p1 < p2 <= @p, (x) > @p, (%)) -

U [127] je takode uveden i slede¢i pojam minimaks aproKsimanta:

Definicija 1.2 Funkcija @p,(x) iz familije funkcija {@,(x)}pep, gde x € (a,b) CR i peR™, jeste
minimaks aproksimant na intervalu (a,b) ukoliko se za vrednost parametra p = py € R™ dostiZe
infimum greske

ar) = sup ‘(pp(x)|.
x€(a,b)

Termin raslojene familije funKcija je koriséen u [146]. U okviru te doktorske disertacije razmatrano
je odredivanje minimaks aproksimanata u odnosu na neke druge metrike i primenom raslojenosti su
dobijena neka uopStenja i poboljSanja razmatranih nejednakosti. Takode su razmatrane i neke primene
u oblasti elektrotehnike.

Za odredivanje minimaks aproksimanata u [127] dokazane su sledeée teoreme.

Teorema 1.1 (Teorema 1 [127]) Neka je {@,(x)}pep, za x€ (a,b) i peR™, familija funkcija koje su
neprekidne po x € (a,b) za p € R i rastuée raslojene za p€R™ i neka su c,d e R, ¢ < d. Ukoliko
vazi:

(@) @.(x) <0i@y(x) >0 za svako x€ (a,b), p-(a+) = @.(b—) = @;(a+) =0i @ (b—) ERT;

(b) funkcije ¢p,(x) su neprekidne po p € (c,d) za svako x € (a,b) i funkcija @,(b—) je neprekidna
po p € (c,d) takode;

(¢) za svako p € (c,d) postoji desna okolina tacke a u kojoj vaZi da je ¢,(x) < 0;

(d) za svako p € (c,d) funkcija Q,(x) ima tacno jedan ekstremum t\P) na intervalu (a,b), koji je
minimum,
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tada postoji tacno jedno resenje po po parametru p €R™ sledece jednacine
o0 (1) = n(6-)

izady= ‘(ppo <t(p0)) ‘ = Qp,(b—) imamo

do = inf sup |@,(x)].

peRT xe(a,b)

Teorema 1.2 (Teorema 1’ [127]) Neka je {@,(x)}pep, za x€ (a,b) i peR™", familija funkcija koje su
neprekidne po x € (a,b) za peR™ i opadajuce raslojene za peR™ i neka su c,d €R™, ¢ < d. Ukoliko
vazi:

@) @:(x) >0i@4(x) <O0zasvako x€ (a,b), P-(a+) = Qa(b—) = @a(a+) =0i @.(b—) €R*;

(b) funkcije ¢p,(x) su neprekidne po p € (c,d) za svako x € (a,b) i funkcija @,(b—) je neprekidna
po p€ (c,d) takode;

(¢) za svako p € (c,d) postoji desna okolina tacke a u kojoj vaZi da je @,(x) < 0;

(d) za svako p € (c,d) funkcija @p(x) ima tacno jedan ekstremum tP) na intervalu (a,b), koji je
minimum,

tada postoji tacno jedno resenje py po parametru p € R sledece jednacine
o0 (1) = ()

izady = “Ppo <t(1’0)> ‘ = @p, (b—) imamo

do = inf sup |@,(x)].

pERT xe(ab)

Uslov (d) prethodne dve teoreme zahteva proveru da posmatrane funkcije imaju minimum. Sledeca
teorema daje dovoljne uslove za postojanje minimuma funkcija.

Teorema 1.3 (Teorema 3 [127], Nike teorema) Neka je f : (0,c) — R m puta diferencijabilna funk-
cija (za neko m > 2, meN) koja ispunjava sledece uslove:

(@) £ (x) >0zaxe(0,c);
(b) postoji desna okolina nule u kojoj vaze sledece nejednakosti:

£<0,f <o0,.. D <o

(¢) postoji leva okolina tacke c u kojoj vaZe sledece nejednakosti:

£>0,f>0,.. ">,

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xo € (0,c¢) i vaZi da je f(x) <0 zax€(0,x0) i daje f(x) >0 za
x€ (xo,c). Takode, funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (0,c). Preciznije, postoji
tacno jedna tacka t € (0,x9) C (0,c¢) takva da je f(t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(0,¢), odnosno na intervalu (0,xo).



1.2 O miksovano trigonometrijsko polinomskim funkcijama

Napomenimo da je prethodna teorema originalno data u [116], a u [127] je nazvana Nike teorema.
U [127] je takode data i sledeéa varijanta Nike teoreme, koja se od prethodne teoreme razlikuje samo
po uslovu (a).

Teorema 1.4 (Teorema 4 [127]) Neka je f: (0,c) — R m puta diferencijabilna funkcija (za neko
m > 2, meN) koja ispunjava sledece uslove:

@) U (x) ima tacno jednu nulu x, na (0,¢) tako da je ™ (x) > 0 na (0,x,) i " (x) < 0 na
(tm; €);3

(b) postoji desna okolina nule u kojoj vaze sledece nejednakosti:

£<0,f <0, .. fmb <o,

(¢) postoji leva okolina tacke c u kojoj vaze sledece nejednakosti:

£>0,f>0,.. ™D >0

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xo € (0,c¢) i vaZi da je f(x) <0 zax€(0,x0) i daje f(x) >0 za
x€ (xg,c). Takode, funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (0,c). Preciznije, postoji
tacno jedna tacka t € (0,x9) C (0,c¢) takva da je f(t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(0,¢), odnosno na intervalu (0,xo).

1.2 O miksovano trigonometrijsko polinomskim funkcijama

Pojam miKsovano trigonometrijsKo polinomsKih sistema (MTPS) uveden je u [207].

Definicija 1.3 MiKksovano trigonometrijsko polinomsKi sistemi (MTPS) su sistemi definisani sa

F(3,0)=(fi(30,0), ... fram(»,0) =0,
2ay=01,s¥n), 0= (01,...,0,), 1 <i<n+m,i

fiy,0) =Y, bigyPsin* 6cos’ 6 + b;,

acs;
gde je o= (B, 1, v), S; C N"*2"\{0}, i

W=
sin® 0 = sin*1 9 ... sinm 6,,,

c0s'0 = cos"1 6, ...cos"" 0,

Prema [70,92, 146,207], MTPS imaju primenu u mnogim naucnim 1 inZenjerskim oblastima, poput
kinematike, robotike (opis rada PUMA robota [146]) i neurofiziologije.

Specijalan slu¢aj MTPS nastaje kada se sistem redukuje na jednu funkciju po jednoj promenljivoj.
Tako dobijena funkcija se u [120, 147] odreduje kao miksovano trigonometrijsko polinomska (MTP)
funkcija. U vezi sa takvom MTP funkcijom razmatraju se miksovano trigonometrijsko polinomske
nejetfnakosti nad odgovarajué¢im realnim skupovima [42-45,106,110, 112,120, 147]. Sledeca defini-
cija, prema [120, 147], uvodi pojam MTP funkcije i MTP nejednakosti.
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Definicija 1.4
(i) Miksovano trigonometrijsko polinomska funkcija (MTP funkcija) je funkcija oblika

n
flx)= Z aixPicos?ixsin’ix, (1.1)
i=1

gde jeneN, o; eR\{0} i pi,qi,ri € Ny, koja je definisana za x €R.

(i) Miksovano trigonometrijsko polinomska nejednakost (MTP nejednakost) je nejednakost
oblika

f(x)>0
zax€S, S CR, gde je f(x) MTP funkcija.

Na osnovu pojma MTP funkcija i MTP nejednakosti, u [107] je uveden pojam miksovano hiperboli¢ko-
-trigonometrijsko polinomskih funkcija i nejednakosti.

Definicija 1.5

(i) Miksovano hiperbolitKo-trigonometrijsko polinomsKka funkcija (MHTP funkcija) je funkcija
oblika

n
flx) = Z o;xPi cosh?xsinh"x,
i=1

gde jeneN, o; eR\{0} i pi,qi,ri € Ny, koja je definisana za x €R.
(ii) Miksovano hiperboliéKo-trigonometrijsko polinomska nejednakost (MHTP nejednakost) je
nejednakost oblika
f(x)>0
zax€S, S CR, gde je f(x) MHTP funkcija.

1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko po-
linomskih nejednakosti svodenjem na polinomske nejedna-
kosti

MTP nejednakosti
f(x)>0
zax€ (0,h) CR™ Cesto se dokazuju odredivanjem naniZne polinomske aproksimacije P(x) za MTP

funkciju f(x) tako da je

f(x)>P(x)>0
zaxe (0,b), [24,26,46,106,110,112,115, 120, 141, 146, 147]. Pojam navisne i nanizZne polinomske
aproksimacije dat je u [120, 124]:

Definicija 1.6 Polinom P(x) je navisna polinomsKa aproksimacija funkcije ¢ (x) na skupu S, S C R,
ukoliko je
(VxeS) P(x) > ¢(x),

odnosno, polinom P(x) je nanizna polinomsKa aproksimacija funkcije ¢ (x) na skupu S ukoliko je
(VxeS) P(x) < ¢(x).
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Jedan metod za odredivanje naniZnih polinomskih aproksimacija za datu MTP funkciju dat je u [120].
Ideja je da se sabirci oblika xPi cos?xsin"ix predstave preko trigonometrijskih funkcija viSestrukih
uglova. Taj postupak je u [110] prikazan u obliku sledece tabele.

Tabela 1.1: Transformacije sabiraka x” cos?xsin"x MTP funkcije (1.1)

n=q; | m=r; transformacija
nom_ m ;
o ata- 1k (—1)2 Tt (’j’) (k':'j) cos((n-+m—2k)x)
X Z Z ontm—1
arno arno =0 =0
P P 2T (B (Y ()
+ xPi Jj) \(n+m)/2—j
on+m
Jj=0
1 .
2FITY k()BT () cos((ntm—2k)x)
neparno | parno xPi Yy T
k=0 j=0
nom_1 mo i1
2T272 k() FHR () () sin((nbm—2k)x)
parno | neparno || x” Y Y ST
k=0 j=0
T o1
_ ita-1 &k (1) 3 Hkti—3 (”.) (ki” ) sin((n+m—2k)x)
neparno | neparno || x?i Y Y ST
k=0 j=0

Na osnovu prethodne tabele moguce je svaku MTP funkciju oblika (1.1) transformisati u oblik

f(X) = Z (Xl'_xpi ( ZI Oktrigk((q,- —r; —2k)x>> s (12)
i=1 k=0

gde je

i cos , ako je r; parno,
rig, = . .
&k sin , ako je r; neparno,

m; = Fh—;rﬂ 1

i gde su koeficijenti 6; odredeni prethodnom tabelom.

Funkcija (1.2) moze se dalje srediti i zapisati u obliku
m
fx) =) Bix*urig;(1ix), (1.3)
i=1

gde jemeN, B; e R\ {0}, s;,1; € Ny i trig; = cos ili trig; = sin.
Primer 1.1 MTP funkcija
f(x) = 3x%sin x + Sxsinxcos® x + sinx
primenom smena iz Tabele 1.1 transformiSe se u oblik
f(x) =3x> (§ — $cos2x) + 5x (% sin3x + £ sinx) + sinx =

= %x3 — %xz’ cos2x + %x sin3x + %x sinx -+ sinx.



1 Pregled postojecih rezultata

U [120] su date neke naviSne i naniZne polinomske aproksimacije sinusnih i kosinusnih funkcija, koje
se koriste za odredivanje polinoma P(x):

Lema 1.1 (Lema 1.1 [120]) Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

"D
M= eyt
vaZi
(i) Ukoliko je n = 4k + 1, k€ Ny, tada je
(vxe [o, (n+3)(n+4)]) (Tp(x) > Tpya(x) > sinx) (1.4)

(¥re [-Vrr3)n+4),0]) (T(x) < Tealx) < sinx). (1.5)

Za x = 0 nejednakosti u (1.4) i (1.5) postaju jednakosti. Za x = £/ (n+3)(n+4) vaZi jedna-
kost T, (x) = Tra(x).

(ii) Ukoliko je n =4k + 3, ke Ny, tada je

(vxe [o, (n+3)(n+4)]) (T(x) < Tyia(x) < sinx) (1.6)

(vxe {— (11 3)(n+4), o]) (Tp(x) > Tppa(x) > sinx). (1.7)

Za x = 0 nejednakosti u (1.6) i (1.7) postaju jednakosti. Za x = £/ (n+3)(n+4) vaZi jedna-
kost T, (x) = Tpa(x).

Lema 1.2 (Lema 1.2 [120]) Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

n/2 i
(—=1)" 5
Tolx) = l;) (2i)! x

vazi

(i) Ukoliko je n = 4k, ke Ny, tada je

(vxe [—\/(n—f—3)(n+4), \/(n+3)(n+4)]> (Tp(x) > Tpea(x) > cosx).  (1.8)

Za x = 0 nejednakosti u (1.8) postaju jednakosti. Za x = £+/(n+3)(n+4) vazi jednakost
T, (x) = Ty4(x).

(#i) Ukoliko je n =4k+2, ke Ny, tada je

(Vxe [—\/(n+3)(n+4), \/(n—|—3)(n+4)]> (Tp(x) < Tpaa(x) < cosx).  (1.9)

Za x = 0 nejednakosti u (1.9) postaju jednakosti. Za x = £+/(n+3)(n+4) vaZi jednakost
Ty (x) = Ty14(x).
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Primer 1.2 Neka je 7, (x) Maklorenov razvoj stepena n € Ny funkcije cosx. Razmotrimo, na osnovu
prethodne leme, neke navisne polinomske aproksimacije za funkciju cos2x na intervalu (0, 1).

Na osnovu Leme 1.2, vaZzi da je
Tyi(t) > cost

mteme4h+@mk+4%v%%+sx4k+®,keNUZaMQ%vﬁNMﬁxm4k+$mk+4)2
V12 =3.46410.... Dakle, za t = 2x i k€ Ny vaZzi da je

Ty (2x) > cos2x

V12

na intervalu [— 55,

[\

] = [—1.73205...,1.73205...], a samim tim i na intervalu (0, 1). O

U nastavku, prema [120], opisujemo postupak za odredivanje jedne nanizne polinomske aproksima-
cije P(x) na intervalu (0,b) za MTP funkciju (1.3). Takode, u sledeCem primeru ilustrujemo zasto
je pri dokazivanju nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b) potrebno razlikovati slucajeve da li je

f(b—) #0ilije f(b—) =0.

Neka je Tn¢’c(x) Tejlorov razvoj stepena n funkcije ¢ (x) u okolini tacke c € R.

Primer 1.3 Razmotrimo funkciju
f(x) = sinx

na intervalima:

@ (0,6) = (0,%),

@) (0,b) =(0,2m),
i razmotrimo dokaz pozitivnosti funkcije f(x) nad datim intervalima upotrebom naniZzne polinomske
aproksimacije

in.0
Py(x) = Tp3 (%),

gde /€ Np.

(i) Za ¢ =0 polinomska aproksimacija Py(x) = T;in’o (x) = _)§_3! + x je dovoljna za dokaz nejedna-
kosti f(x) > 0 na intervalu (0,6) = (0, %).

(i) Nijedna vrednost indeksa ¢ nije dovoljna za dokaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b) =
(0,27) jer, na osnovu Leme 1.1, vazi da je

P;(2m) < f(2m) =sin2r =0

za svako £ € Ny. O

Pretpostavimo da je f(b—) > 0.

Za svaki sabirak fB;x% trig;(f;x) MTP funkcije f(x) u zapisu (1.3) funkciju trig;(#;x), u nekoj desnoj
okolini tacke 0, aproksimiramo na sledeci nacin:

(1) Ukoliko je trig; = cos i fB; > 0, funkciju trig;(#;x) aproksimiramo polinomom ngig(tix), gde

¢; €Ny, jer vazi da je
tI'igi(ll'x) > Téffiig(tix)'

11



1 Pregled postojecih rezultata

(2) Ukoliko je trig; = cos i B; < 0, funkciju trig;(#;x) aproksimiramo polinomom TfES’O(t,-x), gde
l; € Ny, jer vazi da je
trig; (1 x) < T (1;x).
(3) Ukoliko je trig; = sin i ff; > 0, funkciju trig;(#;x) aproksimiramo polinomom T:é?jrg (tix), gde
l; €Ny, jer vazi da je

trig;(t;x) > Tjé?j;g (t;x).
(4) Ukoliko je trig; = sin i ff; < 0, funkciju trig;(#;x) aproksimiramo polinomom T:é?ﬁ (tix), gde
¢; €Ny, jer vazi da je '
trigi(tix) < T:l}:l_;_(i (tix).

Svaka funkcija trig;(#;x) iz (1.3) se aproksimira, na osnovu (1)—(4), odgovaraju¢im Tejlorovim poli-
nomom. Na taj nacin moZe se formirati polinom

m .
P(x) = oy, (%) = X B Ty * 0 1x) (1.10)
i=1

gde je

4¢;+2 , ako je trig;=cos i f; >0,
4¢; , akoje trig;=cos i fB; <O,

4¢;+3 , akoje trig;=sin i fB; >0,

4¢;+1 , akoje trig;=sin i f; <O.

Definicija 1.7 Neka je dat polinom Py, g, . 4, (x) oblika (1.10). Niz 1,5, ..., ¢, nazivamo nizom in-
deksa Tejlorovih razvoja za polinom Py, 4, .. 4, (X).

Prema nacinu formiranja polinoma P(x) vazi da je
F(x) = P(x)
na intervalu (0,b). Ako se prema pravilima (1)—(4) izaberu vrednosti indeksa /1, ¢, ..., ¢, tako da je
P(x) >0
zax € (0,b), tada je dokazana nejednakost
f(x)>0

na intervalu (0,b).

Dokazivanje mnogih nejednakosti moZe se svesti na dokazivanje MTP nejednakosti [10, 14-20,
22-27,29-31,34,35,37,38,40,41,44-47,49-51,53-56,58,64,69,78,80,81,89-91,100-103,106, 110,
112,114,115,119, 120, 127-129, 133,137, 138, 140-142, 146-148, 155,167,169, 174,175,177, 179,
181, 196, 198,208-210,213,214,218,221-224,226,227,229, 230], kao Sto pokazujemo u sledeCem
primeru.

Primer 1.4 Dokazimo Huygens-ovu nejednakost [105, 145, 178]
2sinx +tanx > 3x

na intervalu (0, %) primenom prethodno opisanog metoda.
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Ova nejednakost je ekvivalentna MTP nejednakosti
f(x) =2sinxcosx+ sinx — 3xcosx > 0

na intervalu (0,7%).

MTP funkcija f(x) transformiSe se u oblik sa viestrukim uglovima

f(x) = sin2x+ sinx — 3xcosx.

Vazidaje f(5—)=1>0.
Na osnovu pravila (1)—(4), jedna naniZna polinomska aproksimacija za funkciju f(x) na intervalu
(0,1) je
in,0 in,0 ,0
Pu 3 (0) = T o3 (20) + T o5 () = a7 (),
gde 01, 05,03€Np.

Za ({1,¢,03) = (0,0,0) dobija se polinom
PO,O,O(X) _ T3Sin,0 (2)6) + T3Sin,0 ()C) _ 3xTOCOS,0 (X) _

_ _3.3
= —5x

koji nije pozitivan na intervalu (0,7 ), dok se za, na primer, (¢;,¢>,¢3) = (1,1,1) dobija polinom

PLii() =70 (20 + 1™ () = 36T () =

3 5 7 R

43 7, 3.5
= — T80 T 730% 5

koji evidentno ispunjava

P17171 (x) >0
na intervalu (0,5 ). S obzirom na to da je
f(x) > P(x)
zaxe (0,5), vaziidaje
f(x)>0
na intervalu (0,%). O

Dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalima oblika [0,5), (0, 5] ili [0, 5] je analogno.

Na sli¢an nacin bi se mogao formirati postupak za dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalu
(=b,0).

Slucaj kada je f(b—) = 0 razmotren je u [24]. Ukoliko je f(b—) = 0, tada je P(b—) < 0 za svaki
izbor indeksa ¢; i tada nijedna polinomska aproksimacija P(x) nije dovoljna za dokaz da je f(x) > 0
na intervalu (0,b). Stoga, ukoliko je f(b—) =01 f(0+) > 0, uvodi se smena x = b —¢, ¢ime se
polazna nejednakost svodi na nejednakost f(b —¢) > 0 na intervalu (0,b). Ukoliko je f(0+) =01
f(b—) =0, tada se interval (0, ) deli na dva proizvoljna intervala (0,c] i (¢, b). Zatim se dokazuje da
je f(x) > 0 naintervalu (0,c], a potom i da je f(x) > 0 na intervalu (c¢,b) uvodenjem smene x = b —¢
i dokazivanjem da je f(b—t) > 0 na intervalu (0,b —c).

Problem anuliranja MTP funkcije u rubnim taCckama segmenta [O, %} razmotren je u [113].
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1 Pregled postojecih rezultata

Jedno poboljSanje metoda. U [120] je dato i jedno poboljSanje prethodno opisanog metoda. Ako u
MTP funkciji f postoji viSe sabiraka koji sadrZe istu trigonometrijsku funkciju trig;(#; x), tada se zbir
takvih sabiraka predstavlja sabirkom oblika A(x) - trig;(#;x), gde je h(x) polinom. Ukoliko je polinom
h(x) stalnog znaka na intervalu (0, ), tada se funkcija trig;(#;x) u sabirku A(x) - trig;(#; x) aproksimira
prema pravilima:
(1’) Ukoliko je trig; = cos i h(x) > 0, funkciju trig;(#;x) aproksimiramo polinomom
Tféoig(tl x), gde ¢; €Ny, jer vazi da je

. 0
trig;(t;x) > ngoiz(t, x).

(2’) Ukoliko je trig; = cos i h(x) < 0, funkciju trig;(z;x) aproksimiramo polinomom
Ty~ (1ix), gde £;€ No, jer vazi da je

trig;(¢;x) < T4C€OS Ot ).

(3’) Ukoliko je trig; = sin i h(x) > 0, funkciju trig;(t;x) aproksimiramo polinomom

T:l}ng(t, x), gde ¢; €Ny, jer vaZi da je

trig;(1;x) > T3y (%)

(4’) Ukoliko je trig; = sin i h(x) < 0, funkciju trig;(t;x) aproksimiramo polinomom

T:l}nﬁ(tl x), gde ¢; € Ny, jer vazi da je

. 0
trig; (¢ x) < T:énﬂ( i X).

Ukoliko polinom A(x) nije stalnog znaka na intervalu (0, b), tada ga razdvajamo na zbir dva polinoma:
h™ (x), koji sadrZi sve pozitivne sabirke polinoma, i A~ (x), koji sadrZi sve negativne sabirke polinoma.
U tom slucaju, funkciju trig,(#;x) u sabircima A™ (x) - trig;(f;x) i h~ (x) - trig; (¢, x) aproksimiramo prema
pravilima (1’)—(4”) i tako formiramo polinom P(x).

Na osnovu prethodno opisanog metoda za dokazivanje MTP nejednakosti, u [107] je dat jedan metod
za dokazivanje MHTP nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti.

Ukoliko je data MTP funkcija polinom, za dokazivanje zadate nejednakosti moze se koristiti Teorema
1.5, koja je data u slede¢em potpoglavlju.

1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti

U [24,46], za dokazivanje polinomskih nejednakosti na koje se svodila data MTP nejednakost koristi
se Sturmova teorema [182]:

Teorema 1.5 (Teorema 4.1 [61], Sturmova teorema) Neka je P(x) realni polinom i neka je Py, Py, ..., P,
niz realnih polinoma zadat sa:

(@) Py(x)=P(x),
(b) Pi(x) = P'(x),
(€) Pi1(x)= —rem(Pi(x),P,-_l(x)) redomzai=1,2,....,r—1.
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1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti

Oznacimo sa V(c), ¢ € R, broj promena znakova u nizu Py(c),Pi(c),...,P.(c) (pri Cemu se svako
pojavljivanje broja 0 u ovom nizu zanemaruje).

Pretpostavimo da su a i b realni brojevi koji nisu nule polinoma P(x) i da je a < b. Tada je broj nula
polinoma P(x) na intervalu |a,b] jednak N =V (a) — V (b) (pri cemu je svaka nula brojana jednom).

Napomena 1.1 Primenom Sturmove teoreme dobija se broj razlicitih nula realnih polinoma na real-
nim segmentima, ali se ne dobija red ovih nula. U [188] su date dve varijante ove teoreme, cijom se
primenom dobija i red svake nule polinoma.

Sturmova teorema je takode koriéena za dokazivanje polinomskih nejednakostiiu [10,11,13,14,97,
140].

Dodatna analiza dokazivanja polinomskih nejednakosti. U [61] je dokazano, na osnovu Sturmove
teoreme, da postoji efektivna procedura za izracunavanje nula polinoma sa racionalnim koeficijenti-
ma, nad segmentom sa racionalnim krajevima ([61], Teorema 4.2). Na osnovu toga, u [111] je dat
jedan metod za dokazivanje polinomskih nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima. Ideja se zasni-
va na aproksimaciji iracionalnih koeficijenata odgovaraju¢im racionalnim brojevima tako da se dobije
naniZna polinomska aproksimacija polaznog polinoma. Ukoliko se odredi naniZna polinomska apro-
ksimacija koja je pozitivna, ta polinomska aproksimacija je dovoljna i za dokaz pozitivnosti polaznog
polinoma.

Dokazivanje pozitivnosti polinoma sa realnim koeficijentima ilustrujemo u slede¢em primeru.
Primer 1.5 Primenom Sturmove teoreme, dokazaéemo da je
— 81 .5, 107 3 2 T 2 5 T —
P(x) = =336 + 150 — (5 +765) ¥ — ¥+ (§+1) =
— 81 .5, 107 3 2_5
na segmentu [0, %].

(i) Za polinom P(x) Sturmov niz polinoma je:

Po(x) = P(x) = =355 + 13" — (5 + 768) ¥ — 3+ (5 +1)
Pl = P =B+ 2 G )
P(x) = -3+ (& +3) 2 +x—F—1

_ 81 72 81w | 4525959 .2 2029751 71311 4057%  26325m 150115
P3(x) = (11723776 + T1aa9 T 1465472) X = ( 4396416 34347)’“ T 366368 45796 45796
11449 (243 74 +497664 7°+1232341026952 12— 1112549761024 £—37115470072832) n

X
12960 (27 72+27648 1+ 12069224)°

45796 (1546533 °++802434114 1%+ 5543040664 1-+28931142320)
27 (27 72427648 1+12069224)

Ps(x) = 135 (177147 7'+ 817710552 1% — 164424929892809832 718 —
—338559239405254747968 17 — 323131396358916307740096 7°—
—154055820371170151044910592 75 — 34518506523779389853255691776 t* —
—363467901823596483705660534784 13 —165473585122796634409849061376 11°—
—3602500539085685925670346555392 1—

—25223403988013306355805781491712) / <366368 (243 n* + 497664 7+
+1232341026952 7% — 1112549761024 & — 371 15470072832)2> — —5.43454....
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1 Pregled postojecih rezultata

U nizu brojeva
Py(0) = 1.39269..., P (0)=-1.25, P,(0)=—1.39269... ,
P;(0) = —5.09470... , P;(0)=0.62338.. i P5(0)=—5.43454...
postoje Vy = 3 promene znaka u tacki x = 0.
U nizu brojeva
Py (%) =032653..., P (§)=-123825..., P,(%)=-0.52104...,

Ps(

A8

) =—2.68439..., P4 (§)=0.34232.. i Ps(§)=-543454..

postoje V% = 3 promene znaka u tacki x = 7.

Dakle, polinom P(x) ima N = Vo — Vz = 0 realnih nula na segmentu |0, 7]. S obzirom na to da

je P (%) =0.84664... > 0, vazi da je
P(x) >0
na segmentu [0, Z].

(if) Dokazimo sada nejednakost P(x) > 0 na segmentu [O, ﬂ tako $to ¢emo odrediti, prema metodu
iz [111], jednu pozitivnu naniZnu polinomsku aproksimaciju sa racionalnim koeficijentima za
polinom P(x) na segmentu [0, Z].

Vazi da je
81 5 107
JR— _x —

5
3 2_ =
390 + 128x 0.67...x 4x—|—1.39....

P(x) =

Jedna naniZna polinomska aproksimacija' za polinom P(x) na segmentu [O, ﬂ je
O(x) = —%xs + %)ﬁ —0.7x* - 3x+13=

81 .5 107 .3 7.2 5 13
= 30" T1sY ~ 10 ~ ¥t 10

Za polinom Q(x) Sturmov niz polinoma je:

81 107 7 5 13
Q()(X) = Q(X) = —mxs + mx3 — mxz — ZX"— 10
1 21 7
01() = @) = ~Hr+ By~ Fo 5
107 21 13
Oa(x) = — 3 + 2 +x— {3

_ 119950383 .2 | 141251, 1129007
03(x) = Jeg3e800 % + 114490* ~ 7228980

0 (x) — _ 41825610366160403 x4+ 13747581195980585
4 143880943818466890 28776188763693378

0 (X) — _580859877187108258761707374644459
5 97790573569848311543162238106240 *

! Tracionalni koeficijenti polinoma P(x) su naniZno aproksimirani na prvoj decimali.
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1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti

U nizu brojeva
QO0) =15, 0(0)==3, 00)=—53, 03(0)=— x50 -

0 (O) __ 13747581195980585 0 (O) __ _ 580859877187108258761707374644459
4 ~ 28776188763693378 T 97790573569848311543162238106240

3l

postoje Vyp = 3 promene znaka u tacki x = 0.

U nizu brojeva

Qo (%) =0.21580..., Qi (%) =-128418..., O, (%)=-041752...,

03 (%) = —1.94202..., Q4(%)=024942... i Qs(%)=-5.93983...

postoje V% = 3 promene znaka u tacki x = 7.

Dakle, polinom Q(x) ima N =V — V=0 realnih nula na segmentu [O, %] .S obzirom na to da
je O (%) =0.74943... > 0, vazi da je

T

na segmentu [0, %], odakle je i

na segmentu [0, Z]. O

Ukoliko se u Sturmovom nizu polinoma svaki polinom podeli sa apsolutnom vredno$éu vodeéeg koe-
ficijenta tog polinoma, dobija se modifikovani Sturmov niz za koji takode vaZi isti zaklju¢ak Sturmove
teoreme. Ovakva modifikacija Sturmovog niza primenjuje se u sistemu ra¢unarske algebre Maple i
ilustrujemo je u sledecem primeru.

Primer 1.6 Za polinom

81 107 7 5 13
S8 s s Lo

W) =—35"t 128" ~10° 3T 10

iz prethodnog primera Sturmov niz polinoma je:
— _ _\5.535.3_ 224 2 400, 416
Qo(x) = Q(x) = =¥ + 1% — Fr* — Jrr+ g
— O(y) — 4 107.2 448 80
Q1(x) = Q'(x) = —x" + Zx" — 55X — g1
— 34 672,2, 320, 416
Qa2(x) = —x" + 535 + {o7% — 1o7

_ .2, 45200320 . 180641120
03(x) = x" + 775950383 — 119950383

_ 6003834918325
04(x) = —x+ 3553510792747

Qs(x) = —1.
U nizu brojeva

00 (0) :%7 QI(O):—% ; Qz(O):—% ’

_ 180641120 __ 6003834918325 - _
03(0) = —Tyoos0383 + 24(0) = Fesma1070077 1 @5(0) =1

postoje Vyp = 3 promene znaka u tacki x = 0.
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1 Pregled postojecih rezultata

U nizu brojeva

Qo (%) = 0.85254..., Q) (Z)=—1.01466..., 05 (%) =—1.24865... ,

03 (%) =-059315..., Q4(%)=085804... i Qs(F)=-1
postoje V% = 3 promene znaka u tacki x = 7.

Dakle, polinom Q(x) ima N =V — V% = 0 realnih nula na segmentu [O, ﬂ S obzirom na to da je
() (%) =0.74943... > 0, vazi da je

T

na segmentu [0, Z], odakle je i

na segmentu [0, Z]. O

1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitickih nejedna-
kosti

Znacaj automatskih dokazivaca teorema u matematici i u nekim industrijskim oblastima, kao i neki
problemi prilikom razvoja ovakvih sistema, analizirani su u [24].

U ovom potpoglavlju dajemo pregled nekih postojeéih automatskih dokazivaca nejednakosti koji su
bili najrelevantniji za ovo istraZivanje i inspiracija prilikom razvoja novog dokazivaca.

MetiTarski. Jedan od najpoznatijih sistema za automatsko dokazivanje teorema je MetiTarski, koji je
opisan u [5-9,36,60, 67,144, 156-160]. MetiTarski dokazuje nejednakosti u kojima se javljaju realne
funkcije poput sinusne, kosinusne, eksponencijalne, logaritamske, korene, itd.

Nastao je od rezolucijskog dokazivaca Metis [7, 84]. U rezolucijskim dokaziva¢ima se prvo negira
konjektura koja se dokazuje, a zatim se povezuje sa aksiomama u potrazi za kontradikcijom. Na
taj nacin se problem transformiSe u konjukciju disjunkcija. Svaka disjunkcija se naziva klauza, dok
se Clan disjunkcije (atomska formula ili njena negacija) naziva se literal. Kombinovanjem klauza
dobijaju se nove klauze. Ako se dobije prazna klauza, dokaz je zavrSen jer je pronadena kontradikcija.

Pored metoda rezolucije, MetiTarski koristi procedure odludivanja za teoriju realnih zatvorenih po-
lja. Takode, sadrZi i skup naviS$nih i naniZnih polinomskih aproksimacija realnih funkcija sa koji-
ma program radi. Neke realne funkcije, poput sinusne i kosinusne, aproksimiraju se odgovaraju¢im
Tejlorovim razvojima ovih funkcija, dok se za neke, poput logaritamske i eksponencijalne, koriste
aproksimacije zasnovane na veriZznim razlomcima. Aksiome o tim naviSnim i naniZnim polinomskim
aproksimacijama dokazane su primenom dokazivaca Isabelle [149, 159].

Prilikom dokazivanja nejednakosti, svaka funkcija se zamenjuje naviSnom/naniZznom polinomskom
aproksimacijom, ¢ime se polazni problem svodi na dokazivanje polinomskih nejednakosti. Za do-
kazivanje polinomskih nejednakosti u nekim verzijama sistema MetiTarski koristili su se Cohen-
-Hormander procedura, QEPCAD, Z3 1 sistem raCunarske algebre Mathematica.

MetiTarski ima primene u inZenjerstvu. Integrisan je sa automatskim dokazivacem teorema PVS
[154, 159], koji se koristi u verifikaciji softvera za vazduhoplovstvo u agenciji National Aeronautics
and Space Administration (NASA). MoZe se koristiti u verifikaciji analognih elektri¢nih kola i kon-
trolnih sistema. U [60] je dat jedan metod za verifikaciju transcedentalnih hardverskih i softverskih
algoritama koriS¢enjem sistema MetiTarski.
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitickih nejednakosti

SimTheP. Sistem za automatsko dokazivanje nejednakosti SimTheP (Simple Theorem Prover), ra-
zvijen u okviru doktorske disertacije [24], zasniva se na metodu za dokazivanje MTP nejednakosti
koji je opisan u Potpoglavlju 1.3. U istom radu je, u programskom jeziku Java, razvijena i jedna
implementacija sistema SimTheP, nazvana PAINT (Prover of Analytic Inequality Theorems).

Sistem SimTheP namenjen je dokazivanju isklju¢ivo MTP nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,5),
zabeR™T,

Vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u polinomskoj aproksimaciji P(x) odreduju se tako $to se in-
deksima redom dodeljuju vrednosti prema jednom od ponudenih leksikografskih poredaka dok se ne
pronadu, ako postoje, takve vrednosti indeksa za koje je P(x) > 0 na posmatranom intervalu.

Pozitivnost polinomske aproksimacije P(x) dokazuje se primenom Sturmove teoreme (koeficijenti
polinoma su iz polja Q(x)).

U sledec¢em primeru, na osnovu [24,27], ukratko ilustrujemo proces dokazivanja jedne nejednakosti
primenom sistema SimTheP.

Primer 1.7 Polazimo od MTP funkcije
f(x) = 8x” sinx — 45 cos xsin® x — 45xsinx 4 90x? cos x (1.11)

iz [24], za koju dokazujemo da je
flx)>0 (1.12)

zax€ (0,b) = (0,%). Prvo se, primenom smena iz Tabele 1.1, funkcija f(x) transformise u slededi
oblik

45 45
flx)= 8x° sinx — 45xsinx +90x* cos x — 7 CosX + 7 <08 3x.

Zatim se formira funkcija
+ 5 . 2 45
f7(x) = 8x’ sinx + 90x~ cosx + 7 cos 3x,
koja sadrZi sve pozitivne sabirke funkcije f, 1 funkcija
f(x) = —45xsinx — 7 oS,

koja sadrZi sve negativne sabirke funkcije f. Na funkcije f7(x) i f~(x) primenjuje se poboljsanje
metoda za dokazivanje MTP nejednakosti koje je opisano u Potpoglavlju 1.3 (grupisanje polinoma uz
odgovarajuce trigonometrijske funkcije), nakon ¢ega se formiraju polinomske aproksimacije

+ — @, d7sin,0 2 +c0s,0 45, cos,0
By 0,0, (0) = 8T 5 (1) +90x7 T, 15 (6) + =Ty 05 (3%)

— sin,0 45 cos,0
Py (x) = —45)CT424Jrl (x) — ZTMS (x)

za funkcije f*(x) i f~(x), respektivno. Prema [24], pri leksikografskom dodeljivanju vrednosti in-
deksa, potrebno je 212 iteracija kako bi se odredile vrednosti indeksa ¢1,¢>,¢3,04,¢5 za koje je

P(x) =P, 1 (X)+ Py (x) >0
na intervalu (0,%). -

U [24] je uradena uporedna analiza sistema SimTheP sa sistemom MetiTarski. Prema [24], prilikom
dokazivanja nejednakosti iz prethodnog primera, MetiTarski je ispisao 9872 linija koda.
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1 Pregled postojecih rezultata

Na sledeéim slikama prikazan je korisnicki interfejs sistema SimTheP.

B Automatic theorem prover

Examples  Merations ordering  Help
Expression to process

2*x+x"cos(x)-3"sin(x)

[ Right boundary of proof: Pil2 Iljmil of degree: 2 %J Digits of precission: 135 %l | Interrupt search after first solution

Input expression 2 x + & * cos(x) — 3 * sin(x)
flx) = =3 -sin(z)+2-2+ - cos(x)
glx) = =3 -sin(z)+x-cos(r)+2-x

hiz) = 2.2 — 3 sin(z) + x - cos(x)

ha(x) = T -cos(z)+2-1
ho(r) = —3 sin(x)
» lterations
1 - 2 5
Az)= _ﬁ cx' +m - " proves theorem
il .

fl@) = Ax) 20, forx € (n, ’_;)

Process expression

Slika 1.1: Glavni prozor aplikacije SimTheP (Slika 5.7 [24])

B Automatic theorem prove:

Examples  Iterations ordering  Help
Expression to process.

2°Pirsin(x)=Pi* 2"sin(x)-Pi" 2"x= 2*Pi*x"cos(x)

Input expression 2« Pi+ sin(x) + B* = sin(x) — Pi® o+ 2% Pl % 1 % cos(x)

¥ lterations

T .7 s(-m-8m) 2
T R T 6 (o)
P_jyx) = -7tz =
—r.r =

)
-

2
T . w gl-m—8-7 :

Poylz) = P-.(El.l;(-”} + P_jpy(z) = —%‘3’ +ﬁ‘3’ %‘ftﬁl'ﬂ"m

¥ Shortened to ~(9/1000)"x"7+(261/1000)"x"5-(2917/500)"x"3+(6283/500)"x

100 1000 T “s00 7 T

1051636433106997812013055522590348079719133 . .
= e ~ 1.545330030732925

_ 198108621213664262348874157670496223226027 .
Tomer = {36105092400000000000000000000000000000000 1+ 2086271548955

To > Togmar

9 T 261 5 2917 5 6283
Py = 3 * o

New romaer = T

I Right boundary of proof: Pif2 l Limit of degree: 2 %] Digits of precission: 15 % | Interrupt search after first solution

Process expression

Slika 1.2: Prikaz rezultata jedne poditeracije izvrSavanja algoritma u sistemu SimTheP (Slika 5.8 [24])
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitickih nejednakosti

RootOfMTP. U [43] je dat i implementiran algoritam za izolovanje intervala u kojima se nalaze nule
MTP funkcija. Algoritam je implementiran u sistemu racunarske algebre Maple. Ulazni parametri
funkcije RootOfMTP, u okviru koje je implementiran algoritam, jesu MTP funkcija, argument zadate
MTP funkcije 1 maksimalna Sirina intervala u kojima se nule izoluju. Kao izlaz ove funkcije dobijaju
se intervali u kojima se nalaze nule zadate MTP funkcije, kao 1 red svake nule. U okviru ove realizacije
algoritma ne ispisuju se koraci koji dovode do rezultata.

U slede¢em primeru dokazujemo MTP nejednakost iz Primera 1.7 primenom alata RootOfMTP.
Primer 1.8 Na sledecoj slici ekrana je prikazano izolovanje realnih intervala koji sadrze nule MTP

funkcije
f(x) = 8x° sinx — 45 cos xsin® x — 45xsinx 4 90x? cos x

primenom alata RootOfMTP.

> RootOfMTP (B*x*5*sin (x)-45*%cos (x) *sin (x) *2-45%x%*sin (x)+90*x*2*cos (x), x, 0.1);

poly: 8/45*x"5%*3in(x)-cos(x)*=in(x)"2+2*x"2*%*cos (X)-x*3in(x)

tanpoly S512*t"5*xX"5-3€60*t"6*x"2+1024*t"3*x"5-180*t"5*xX-360*t"4*x"2+512*L*Xx"5+180*t"4-360*c"3*x+360*t"2*x"2-180*c"2-180*t*x+360*x"2
There is 1 real root with multiplicicy 8 at 0.

tanpoly_ xt: -360*t"6*x"2+(512*x"5-180%x) *t"5+(-360*x"2+180) *t"4+(1024*x"5-360%x) *t"3+ (360 0)*£"2+4(512*x"5-180%*x) *t+360*x"2
tanpoly xt: -90%t"6*x"2+ (128*x"5-45%x) *t"5+(-90*x"2+45) *£ 4+ (256*x"5-90%x) *£ "3+ (90*x" _-ﬁ5p t*2+ (128*x"5-45%x) *t+90*x"2

low: -4, upper: 4.

deta: 559/1000

hpoly: 128*t 5*xX"5+490% L 6" X "2+256* L 3% X "5-45* L 0" x+90* " 4* X" 2+128*L* X" 5-45* L " 4-00* L " 3*x-090* L "2*x"2+45*t"2-45**x-90*x"2

deta: 999/1000

low: -4, upper: 4

infrootinter: [[-infinity, -40.00000000], [-51/2048, S51/2048], [40.00000000, infinity]]

klow, kupper: -1,1

For every k >= 2 (k in Z), there is 1 real root with multiplicity 1 in (2kPi+(-2*arctan(51/2048)), 2kPi+(2*arctan(51/2048))).

For every k >= 2 (k in Z), there is 1 real root with mulctiplicity 1 in (2kPi+(3.051603066), 2kPi+(Pi)).

For every k <= -2 (k in Z), there is 1 real root with multiplicity 1 in (2kPi+(-Pi), 2kPi+(-3.0916030€6)).

For every k <= -2 (k in Z), there is 1 real ot with Waltlpllulcx 1 in (2kPi+(-2*arctan(51/2048)), 2kPi+(2*arctan(51/2048))).
irreducible factor: -64/45*C"5*X"5+L €*x"2-128/45*C " 3*x"5+1/2*L 5% X+L"4* X" 2-64/45*X"5*L-1/2* L 4+ 3  X-L 2 X241 /2% L 241 /2  x* L -x"2
?22222?22?2?: 21,43,43,21,.75e-1

listnum: 6,1

There is 1 real root with multiplicity 1 in each open interval of the list [ f2*Pi-2*arctan (17473395305913/17710976782919),

“*Pi-2*arctan (8736696 2*arctan (10 651 04), -2*Pi+2*arctan (2558

, [-1/2*Pi-2*arctan(l /2*Pi-2*arctan 19476736) ), [1/2*Pi+2*arctan (
), 1/2*Pi+2*arctan(l *Pi-2*arctan (2558 2*arctan(102296417963/4
11, [5/2*Pi+2*arctan (8736696309397 35019), 5/2*Pi+2*arctan(17473395305913/17710976782919)]1].

Slika 1.3: Izolovanje nula funkcije (1.11) primenom alata RootOfMTP

Na osnovu prethodne slike, slede¢i intervali sadrZe nule reda 1 funkcije f(x):

(1) (—2arctan 2048+2k7r 2arctan2048+2k7r) (—0.0497... +k 6.283..., 0.0497...k 6.283...),
zak>2,keZ,

(2) (3.091603066 + 2k, 7+ 2k7) = (3.091603066 + k 6.283..., 3.141... +k 6.283...),
zak>2, ke,

(3) (—m+2km, —3.091603066 + 2km) = (—3.141... + £ 6.283..., —3.091603066 + k 6.283...),
zak< -2 kecZ,

4) (- 2arctan 521 2048 + 2k, 2arctan 521 2048 +2km) = (—0.0497... + £ 6.283..., 0.0497... + k 6.283...),
zak < -2, keZ,

17473395305913 8736696309397 5.1 _
5 [—2arctan 177109767829190 271' —2arctan m—iﬂ} = [—941 127322... , -9.41 127291] ,

2arctan Jpa LI 27 2arctan (3555030332 L. 2] = [—6.23667466..., —6.23666346...],

112302342007 1 28061021025 1
[—2arctan 33577000044 — 2 7F» —2arctan gerioazerse — E”]

[—2.34651293..., —2.34614965.. ],

28061021025 1 12302342007

2arctanm + 57[, 2arctanm 2 34614965, 234651293] y
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1 Pregled postojecih rezultata

(9) [—2arctan ;53339205522 4+ 27, —2arctan jypeo e o + 27 = [6.23666346..., 6.23667466...],

(10) [2arctan SI3063630939% + S 2arctan |7373393305803 4 S] = [9.41127291...., 9.41127322...].

Analiziranjem prethodnih intervala na kojima su lokalizovane sve realne nule funkcije f(x) moZemo
da zaklju¢imo da nad intervalom (0, %) ova funkcija nema realnih nula. S obzirom na to da, na primer,
izborom x = ¥ vazi daje f (§) > 0, moZemo da zakljutimo i da je f(x) > O naintervalu (0,%). O

Neki drugi sistemi vestacke inteligencije. U poslednjim godinama, primetan je razvoj raznih sistema
veStaCke inteligencije 1 maSinskog ucenja. Na primer, posebno je primetan razvoj velikih jeziCkih
modela, tj. sistema koji su obucavani na velikom broju tekstova kako bi mogli da obraduju i generiSu
tekst. Ovi sistemi omogucavaju da se zadatak ne mora formulisati u nekom specificnom, formalnom
obliku, ve¢ sam model mozZe iz govornog jezika da izvede precizne postavke koje matematicki alati u
pozadini mogu da obrade. Prema [87], veliki jezicki model OpenAl 03 dostigao je 2025. godine nivo
zlatne medalje na Medunarodnoj informatickoj olimpijadi za srednje Skole, dok je jedan sli¢an sistem
specijalizovan za matematicke probleme 2024. godine dostigao nivo srebrne medalje na zadacima sa
Medunarodne matematicke olimpijade za srednje Skole. Postoje i podaci da su u 2025. godini novi
model kompanije OpenAl, kao i sistem Gemini Deep Think, navodno dostigli nivo zlatne medalje na
Medunarodnoj matematickoj olimpijadi.

Jedan od najpoznatijih velikih jezi¢kih modela je sistem ChatGPT [152]. Ovaj sistem obuhvata 1 alat
ChatGPT Math Solver, koji je namenjen reSavanju matematickih problema.

Primer 1.9 Na sledecoj slici prikazan je pokuSaj dokazivanja MTP nejednakosti iz Primera 1.7

2

T
flx)= 8x° sinx — 45 cosxsin’ x — 45xsinx + 90x> cosx > 0, za x € (0, 5) ,

primenom sistema ChatGPT Math Solver 5 (pristupano septembra 2025. godine).

®  Math Solver X2, Share

@ Thought for Tm 24s

Q It seems like | can't run the code interpreter right now, pa ¢u dokaz uraditi rucno i jasno
navesti racunske korake. Pokazacu serijsku (Taylor) eksapnziju funkcije u nuli, izracunati

=)

vodece koeficijente i proveriti vrednost na kraju intervala. Rezultat: funkcija je pozitivha na

(0, 7/2). Evo resenja korak-po-korak u trazenom formatu.
f(z) = 8z°sinz — 45 cos zsin® z — 45z sinz + 9027 cos z, zc(0,3)
Solution By Steps

Step 1: Serijska ekspanzija sin @ i cos  do dovoljno visokog reda

Koristimo poznate Taylorove razvojne redove oko (:

sine ==«

<,
6

5
120 5040
Step 2: Fkspanzija sin® ¢ do z® koristeci sin” & = L;’(h)

Izrana $irina za cos(2x) daje

.2 2
sin“x =a2° — —a



1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitickih nejednakosti

Step 3: Umetanje u f(x) i sabiranje ¢lanova po stepenima do z®
Racunajudi svaki ¢lan f(z) = A+ B + C + D, gde su

A =8z’sinz,

B = —45coszsin’z,

C = —4bzxsinx,

D = 90z” cos z,

dobijamo (sabiranjem redova po stepenima):
* Koeficijent uz z2: —45 — 45 + 90 = 0.
* Koeficijent uz z*: I% + 12—5 —45=0.

o Koeficijentuz 2%:8 — 2 — 3 4 % =0.

Dakle svi ¢lanovi do 2 se medusobno ponistavaju — prvi nenula ¢lan pojavljuje se u

rendom 8.

Step 4: Izracunavanje koeficijenta uz z°

Racunom (detaljno izvodenim u heperisnom koraku iznad) dobijamo tacan koeficijent uz

3382

8
koeficient uz z* = — > 0.

21

Dakle u okolini nule funkcija ima razvoj
8 10
f(@) = 52+ 0(),

pa je za dovoljno mali > 0 striktno f(z) > 0.

Step 5: Provera vrednosti na desnoj ivici (z = % )

Zaz = 5 imamosin(3) = 1, cos(§) = 0, pa

™ ™ 5 s
f(5)=8(3)" ~45(3)-
Numericki (brza procena) (%)5 ~ 9.567, pa

f(’—zr) ~ 8-9.567 —45-1.5708 ~ 76.54 — 70.69 ~ 5.85 > 0.

Step 6: Kontinuitet { ponasanje na intervalu
[ je analiticka (pa kontinualna) na [0, Z]. Imamo:
e okoz = 07 funkcija je striktno pozitivna jer f(z) = %:1:8 + O(21%) > 0zamale
z >0
* nadesnojiviciz = % vrednost je pozitivna;
e izmedu te dve tacke funkcija ne moze ,preskociti” iz pozitivhog u negativno bez
prelaska kroz nulu. 1z dodatne provere derivata (izrazenog zatim i numericki) vidi se
da funkcija nema promena znaka na unutradnjosti — ponasanje i numericke provere u

tackama srednjeg opsega (npr. £ = 1) pokazuju da je f () pozitivna i tamo.

Kombinovanjem ovih Cinjenica (pozitivnost blizu 0, pozitivnost na 5 i kontinuitet bez

promena znaka) zaklju¢ujemo da je

f(z)>0 zasvazx € (0, 7).
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1 Pregled postojecih rezultata

Final Answer

Nejednakost
82°sinz — 45coszsin’x — 45z sinz + 90z cosz > 0
dri za svaki z € (0, 5).

Key Concept
Koris¢enje Taylorovih (serijskih) ekspanzija u 0 da se nade vodeci nenulti ¢lan funkcije;
zatim kontinuitet i vrednosti na krajevima intervala da se zakljuci znak funkcije preko celog

otvorenog intervala.

Key Concept Explanation

Ako je funkcija analiticka, njena Taylorova ekspanzija oko tacke 0 otkriva vodeéi nenulti
stepen—ako je koeficijent ovog stepena pozitivan, funkcija je pozitivna u dovoljnoj maloj
okolini 0. Kombinujuéi to sa proverom vrednosti na drugom kraju intervala i ¢injenicom
da je funkcija kontinualna, zakljucujemo da funkcija ne menja znak unutar intervala i ostaje

pozitivna.

Related Knowledge or Questions

[1] Pokazi detaljno racunanje serijskog koeficijenta uz x® (korak-po-korak mnozenje i
sabiranje ¢lanova).

[2] Dokazi stroze da f'(z) > 0 na (0, g) (time se postiZe stroga monotonost i odmah
sledi pozitivnost).

[3] Generalizacija: za koje konstante a, b, ¢, d je slicna kombinacija polinoma i

trigonometrijskih funkcija pozitivna na (0, %)?

Bravo Sto si postavio ovaj lep zadatak! Ako Zelis, mogu sada izvesti puni, potpuno detaljni

8

algebarski racun koeficijenata uz z° i z!? (pokazujudi po ¢lanu odakle dolaze) — reci broj

[1]ili odmah odaberi [2] ili [3].

06 P&

Slika 1.4: PokuSaj dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 primenom sistema ChatGPT

Primetimo da u gornjem odgovoru, u koraku 6, sistem ChatGPT nije dokazao da je f'(x) > 0 za
x€(0,%). Sistem je ponudio da dokaZe da je f’(x) > 0 za x€ (0,%). Na sledecoj slici prikazujemo
rezultat tog rada.

)

® 0

Math Solver 5 ~ 2, Share

Step 5: Analiza znaka
Dakle:
f'(z) = sinz (40z* — 90z® — 135 + 135sin” z) + cosz (135z + 82°).

Zaz € (0,%), imamosinz > 0, cosz > 0.

Dakle znak f'(z) zavisi od toga da li su unutrasnji izrazi u zagradi dovoljno veliki.

* Drugideo: (135z + 82”) cosz > 0 uvek, jerjez > 0, cosz > 0.
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitickih nejednakosti

o Prvideo|(40z* — 90z — 135 + 135sin’ z)sin z.

Za mala z, ¢lan 135sin? z =~ 13522 balansira negativni —90z? i deo —135, ali

posto tu stoji faktor sin z, razvoj serije oko nule pokazuje da celokupan f'(x) ~
Cz’"saC > 0.
Za vece z, deo sa 40x* dominira i postaje pozitivan, dok sin’ doprinosi dodatno

pozitivno.

‘Dakle oba dela doprinose pozitivno,‘i nema mogucnosti za negativnu vrednost. Prelaz u

pozitivno se vidi vec iz serijske ekspanzije (kao Sto smo prethodno videli: prvi nenulti ¢lan

f(z) oko nule je %18 pa derivat u nuli mora poceti pozitivnim ¢lanom ).

Tako zaklju¢ujemo da je f'(z) > 0zasve z € (0, g)

Final Answer

Pokazali smo da je
f'(x) >0 zasvex < (0,F).
Dakle, f je strogo rastuca na (0, §). Kakoje f(07) = 07 i f(§) > 0, sledi daje

f(z) >0 na(0,7%).

Slika 1.5: Pokusaj dokazivanja da je f'(x) > 0zax€ (0,%)

Primetimo da funkcija 40x* — 90x? — 135 + 135sin?x iz prethodnog odgovora ima nulu na intervalu
(O, %) 1 stoga nije pozitivna na posmatranom intervalu. Dakle, sistem ChatGPT je napravio gresku i
stoga zakljuCujemo da se prethodni pokusaj dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 ne moZe smatrati
dokazom. U

Pored sistema ChatGPT, postoje i drugi sli¢ni sistemi, na primer, DeepSeek [65] i Grok [203]. Prili-
kom pokusaja dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 i ovi sistemi su pravili neke greske (pristupano
septembra 2025. godine).

U poslednje vreme razvijaju se sistemi koji koriste tehnike veStacke inteligencije i maSinskog uce-
nja, a koji su namenjeni isklju¢ivo za dokazivanje nejednakosti. U [104] je razvijen alat APPIRL
(Automated Proof of Polynomial Inequalities via Reinforcement Learning) za automatko dokazivanje
polinomskih nejednakosti primenom podrzanog ucenja. U [192] je razvijen sistem AIPS (Algebraic
Inequality Proving System), koji moZe da dokazuje neke nejednakosti sa matematickih olimpijada,
kao 1 da generiSe nove nejednakosti, koje se mogu koristiti kao zadaci na matematickim olimpijadama.
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Poglavlje 2

Teorijski doprinosi raslojenim familijama
funkcija

2.1 Neke osobine raslojenih familija funkcija

U [124] je uveden pojam rastule, tj. opadajuce raslojenih familija funkcija u tacki. Dodatno, u sledecoj
definiciji dajemo opstije tumacenje pojma raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom,
koje predstavlja uopStenje u odnosu na koncept monotone raslojenosti.

Definicija 2.1 Familija funkcija {Q,(x)} cp, definisana za x€SCR iza pe PCR, jeste
(i) raslojena u tackixo €S po parametru p € P ako vazi da je
(Vp1,p2€P) (p1 # P2 <= @p, (x0) # Pp,(x0))-
(ii) rastuée raslojena u tackixo €S po parametru p € P ako vaZi da je
(Vp1,p2 €P) (p1 < p2 = @p; (x0) < Ppy (%0)) -
(iii) opadajuée raslojena u tackixo €S po parametru p €P ako vaZi da je
(Vp1,p2 €P) (p1 < p2 <= @p; (x0) > Ppy (%0)) -

(iv) raslojena na skupu'S po parametru p € P ako je raslojena u svakoj tacki skupa S po parametru
pEP, tj. ukoliko se nijedne dve funkcije iz familije {@,(x)} yep ne seku na S.

(v) rastuée (tj. opadajuée) raslojena na sKupu S po parametru p € P ako je rastuce (1j. opadajuce)
raslojena u svakoj tacki skupa S po parametru p € P.

Primer 2.1 Za familiju funkcija {¢,(x)},cp, gde x€R, koja je definisana sa
op(x) =x+p?, @.1)
vazi:
(@) Ukoliko je P =R, vazi da je
(Vxo €R) (Vp1,p2 €R) (@, (x0) # @p, (x0) = p1 # P2)-
Zapy=—1ip,=1vazidaje
(Vxo ER) (@, (x0) = @p,(x0) =x0+1).

Dakle, familija funkcija {¢,(x)} ,cp nije raslojena na skupu R po parametru p € R.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

(@) Ukoliko je P =R, vazi da je
(Vxo €R) (Vp1,p2€P) (p1 < p2 <= @p,(x0) > @p,(x0))-
Dakle, familija funkcija {¢,(x)} ,cp je opadajuce raslojena na skupu R po parametru pcR™.
(@ii) Ukoliko je P =R, vazZi da je
(Vxo €R) (Vp1,p2 €P) (p1 < p2 <= @, (x0) < Pp,(x0))-
Dakle, familija funkcija {¢,(x)} ,cp je rastuce raslojena na skupu R po parametru p € RT.
(iv) Ukoliko je P = {—1,0,2}, vazi da je
(Vxo €R) (@2(x0) > @—1(x0) > @o(x0))-

Dakle, familija funkcija {¢,(x)},cp jeste raslojena na skupu R po parametru p € P, ali nije
monotono raslojena na skupu R po parametru p € P.

03/2(x) = @_3/2(x)
@1 (x) = @1 (x)
P2(x) = 9-2(x)
‘Pl/z(x) = ‘P—l/z(x)
o (x)
1
0 1
Slika 2.1: Neke funkcije iz familije funkcija definisane sa (2.1) 0

U [124] je takode uveden i pojam familija funkcija koje su kompresovane u tacki jer se ovakve raslo-
jene familije funkcija Cesto javljaju u primenama [25,27, 114, 122-128, 133-136]. U ovoj disertaciji
pojam kompresovanosti odredujemo prema [135] slede¢om definicijom.

Definicija 2.2 Neka je data familija funkcija {@p(x)} pep, definisana zax€SCRiza pe PCR.

(i) Kazemo da je familija funkcija {@,(x)}pep Kompresovana u tackixy € S ukoliko je @,(xp) =0
za svako p € P.

(i) AkojeS=(a,b)CRiliS=(a,b]CR, kaZemo da je familija funkcija { ¢y (x)} ,cp Kompresovana
u tacki a ukoliko je @,(a+) = 0 za svako p €P.

(iii) AkojeS=(a,b)CRiliS=[a,b)CR, kazemo da je familija funkcija {@,(x)} ,cp Kompresovana
u tacki b ukoliko je @,(b—) = 0 za svako p €P.

28



2.2 Najbolje konstante u nejednakostima

2.2 Najbolje konstante u nejednakostima

Polazimo od familije funkcija {¢,(x)} ,cp koja je definisana zaxe SCRiza pc PCR.

Postavlja se pitanje da li postoje vrednosti parametra p € P za koje je ¢,(x) > 0, tj. @,(x) <0 na
posmatranom skupu S i, ukoliko postoje, koje su najmanje/najvece vrednosti za takve parametre (koje
se u literaturi Cesto nazivaju najboljim Konstantama za odgovarajule nejednakosti).

2.2.1 Neke osobine najboljih konstanti u nejednakostima

Pojam najboljih konstanti za odgovarajuce nejednakosti dat je u [125]:

Definicija 2.3 Neka je familija funkcija {@,(x)} pep raslojena na skupu S CR po parametru p € P C
R. Konstanta p) €P je najbolja moguca za nejednakost ¢, (x) > 0 (tj. ¢,(x) < 0) na skupu S za peP
ako i samo ako je @p, (x) > 0 (#j. @p, (x) < 0) na skupu S i ne postoji nijedna konstanta p, € P takva
da vaZi da je
(VxE€S) (@p, (x) > @p,(x) > 0) (1. (Vx€S) (@p, (x) < Pp,(x) <0)).
Primer 2.2 Za familiju funkcija {¢,(x)} ,cp, gde x€ (0,1) i p€P C R, koja je definisana sa
op(x) =2+ p, 2.2)
vazi da je rastuce raslojena na intervalu (0, 1) za svaki izbor skupa P. Razmotrimo sledece slucajeve:
(1) Nekaje P = (1,2). Tada je
¢p(x) >0
za svako p € (1,2). Medutim, vaZi da za svako p; € (1,2) postoji p; € (1,2) takvo da je
(Vx€ (0, 1)) (@p, (x) > @, (x) > 0).
Dakle, za ovakav izbor skupa P ne postoji najbolja konstanta za nejednakost ¢,(x) > 0 na
intervalu (0, 1).
(i) Neka je P = [1,2]. Evidentno je da je p = 1 najbolja konstanta za nejednakost ¢,(x) > 0 na
intervalu (0,1)izalP=[1,2].

(iii) Neka je P =R. Evidentno je da je p = 0 najbolja realna konstanta za nejednakost ¢, (x) > 0 na

intervalu (0,1) i da je p = —1 najbolja realna konstanta za nejednakost ¢, (x) < 0 na intervalu
(0,1).
p=2
p=1
p=0
1.
p=-—1
0 1

Slika 2.2: Familija funkcija definisana sa (2.2) za neke vrednosti parametra p O
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Vazi sledece tvrdenje.

Teorema 2.1 Neka je {@,(x)} pep familija funkcija, definisana za x€SCR i za pcPCR, i neka je
Pt ={peP|(VxeS) ¢,(x) >0} i P~ ={peP|(VxeS) ¢,(x) <0}
(i) Ukoliko je familija {@p(x)},cp rastuce raslojena na skupu S po parametru p € P, vaZi:

(1) konstanta py je najbolja za nejednakost @,(x) > 0 na skupu S za p € P ako i samo ako
postoji min(P™) i p; = min(P™").
(2) konstanta py je najbolja za nejednakost ¢,(x) < 0 na skupu S za p € P ako i samo ako
postoji max(P~) i p; = max(P™).
(i) Ukoliko je familija {@p,(x)} pep opadajuce raslojena na skupu S po parametru p € P, vaZi:
(1) konstanta py je najbolja za nejednakost @,(x) > 0 na skupu S za p € P ako i samo ako
postoji max(P1) i p; = max(P™).

(2) konstanta py je najbolja za nejednakost @,(x) < 0 na skupu S za p € P ako i samo ako
postoji min(P~) i p; = min(P7).

2.2.2 Izdvajanje konstanti za neke nejednakosti

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [125, 136].
Sledec¢a teorema nam daje neke dovoljne uslove za izdvajanje mogucih realnih vrednosti parametra

za koje su funkcije iz familije {@,(x)} ,cp pozitivne, odnosno negativne na posmatranom intervalu.

Teorema 2.2 Neka je data familija funkcija {@Q,(x)},cp, definisana za x€S = |a,b] i za pe PCR
(P#£0), tako da za svaku funkciju ¢,(x) postoje Tejlorovi razvoji u tacki a i u tacki b sa bar jednim
ne-nula koeficijentom (za ma koje p €P).
(i) Neka je e prvi ne-nula koeficijent u Tejlorovom razvoju
n+v Op.a .
Pp(x) =Y ¢/ (x—a) +o((x—a)"""), (2.3)
i=0

gdeneNy, veN.

Ukoliko jednacina
et =0 (2.4)

ima reSenje p = p, €P i za p, postoji j <V tako da je

(Ppma _ (Ppma _ _ (Ppma — (ppava
Ci =C05 == =0 A <0
. (pp 761 _ (pp 76! _ _ (Pp aa _ (Pp 7a
(t]- cn+a1 _Cn+a2 = ... _Cl/l-‘raj—l —() /\ C,H_a] >O>,

tada postoji by € (a,b] tako da za svako x € (a,by) vaZi:
q)I?a (x> < O (l] q)Pa <x> > O) .
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2.2 Najbolje konstante u nejednakostima

(ii) Neka je co o prvi ne-nula koeficijent u Tejlorovom razvoju
m—+U 0. )
Pp(x) =) " (x=b)' +o((x—b)"H), (2.5)
i=0

gde me Ny, ueN.

Ukoliko jednacina
o’ =0 (2.6)

ima reSenje p = pp €IP i za py postoji j < U tako da je

A I T W O LA |
(6 epy = vy = = ey =0 A (= 1) e > 0),
tada postoji a) € [a,b) tako da za svako x € (ay,b) vazi:
®p,(x) <0 (8. @p,(x) >0).
Dokaz. Tvrdenje vazi na osnovu osobina Tejlorovih razvoja funkcija. |

Ukoliko je u prethodnoj teoremi Tejlorov razvoj (2.3) takav da je vrednost prvog ne-nula koeficijenta
7% stalnog znaka za sve vrednosti parametra p € P, tada su sve funkcije iz familije {@p(x)}pep tog
znaka u nekoj desnoj okolini tacke a. Analogno vazi i za Tejlorov razvoj (2.5).

(pp aa

Takode, ukoliko je koeficijent ¢, (tj. C,(ﬁp b

>, odreden Teoremom 2.2, monotona funkcija po p €

PP, tada je reSenje jednacine (2.4) (tj. jednacine (2.6)) po p jedinstveno, ako postoji. Prvi ne-nula

(pp ,Ll (Pp 7b
m

koeficijent ¢, <tj. C Tejlorovog razvoja (2.3) (tj. Tejlorovog razvoja (2.5)) zovemo glavnim

Koeficijentom.

Sledeca teorema nam omogucéava odredivanje najboljih konstanti u nejednakostima.

Teorema 2.3 Neka je {¢,(x)} ,cp familija funkcija, definisana za x€S = [a,b] i za pc PCR (P#0),
za koju vazi:

(1) familija je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b) po parametru p € P,
(2) familija ispunjava uslove (i) i (i) iz Teoreme 2.2,
(3) glavni koeficijenti Tejlorovih razvoja iz Teoreme 2.2 su monotone funkcije po p € P,
4) skup P sadrZi konstante p, i pp, iz Teoreme 2.2.
Tada vazi:
(i) Za svako d € (a,b] takvo da je (Vx € (a,d)) @p,(x) < 0iza svako p' < p, (1. za svako p' > p,)
vaZi da je
x€(a,d) = @y(x) < @p,(x) <O. (2.7)

Posebno, ukoliko je d = b, tada je p, najbolja moguca konstanta za nejednakost ¢,(x) < 0 na
intervalu (a,b) za p € P.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

(fi) Za svako c € [a,b) takvo da je (Vx € (c,b)) @p,(x) > 01iza svako p" > pj, (4. za svako p" < pj)
vaZi da je
x€(c,b) =0 < @p, (x) < @pr(x). (2.8)
Posebno, ukoliko je ¢ = a, tada je pj, najbolja moguca konstanta za nejednakost @,(x) > 0 na
intervalu (a,b) za p € P.

(fii) Za svako d € (a,b) takvo da je (Vx€(a,d)) @p,(x) > 0iza svako p” > p, (4. za svako p” < pq)
vaZi da je
x€(a,d) = 0< @p,(x) < @pr(x). (2.9)
Posebno, ukoliko je d = b, tada je p, najbolja moguca konstanta za nejednakost @,(x) > 0 na
intervalu (a,b) za p €P.

(iv) Za svako c € a,b) takvo da je (Vx € (c,b)) @p,(x) <0 za svako p' < py (tj. za svako p' > pp)
vaZi da je
x€(c,b) = @y (x) < @p, (x) <O. (2.10)
Posebno, ukoliko je ¢ = a, tada je pj, najbolja moguca konstanta za nejednakost ¢,(x) < 0 na
intervalu (a,b) za p €P.

Dokaz. 1z uslova (2), (3) i (4), sledi da su konstante p, i pj, jedinstvene. Implikacije (2.7), (2.8), (2.9)
i (2.10) slede iz uslova (1). Na osnovu uslova (1) i ¢injenice da glavni koeficijenti menjaju znak u
tackama p, i p, (uslov (3)), zakljuCujemo da za ¢ = a i d = b ne postoje bolje konstante od p, i p;
na intervalu (a,b) za skup P. u

Izdvajanje konstanti za viSeparametarske familije funkcija. Sledeca teorema iz [136] se mozZe
primeniti za odredivanje vrednosti viSe parametara za koje su funkcije iz viSeparametarske familije
stalnog znaka na posmatranom intervalu.

Teorema 2.4 (Viseparametarsko uopStenje Teoreme 2.2) Neka je data viseparametarska familija

funkcija {Qp, py. ... p(X)} p €Py prcPy, .. prcPy definisana za x €S = [a,b] i za p1 €P1, pp€P, ...,
PkEPL (P, Py, ...,k #0 i Py, Py, ... ,PL CR), tako da za svaku funkciju @p, p,. .. p.(X) postoje Tejlo-
rovi razvoji u tacki a i u tacki b sa bar k ne-nula koeficijenata.

) Oy s s @ Ppy sl v .. .
(f) Neka su €, "> gt P2 L VPP prvik k ne-nula koeficijenata u Tejlorovom
razvoju

Pp1pa, i (X) = Cr(fnpwzmpk?a (x—a)" + C;tpflﬁpzwpk’a (x—a)?+ ...+

v .
Fo N e Y (v a) o (k- a)Y),
i=n+1

gdejen) <mp < .. <m<vV(n,ny,..n€Ny veN).

(PU 72 . 7a
c”ll 1:P2: Pl — O

P10y, g @
cnzl 2P

Pp1.py.e g @
anl 2P0
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2.2 Najbolje konstante u nejednakostima

) (a) (@) (a) (a)

(a) €EPy e, pr=p, EPrizapy’,py P pOStO]i

ima reSenje py = p; ' €Py, pr = Péa
J <V tako da je

a a a ’a a a a 7a a a a 7a a a a 7a
ng+1 T Ym 2 - n+j—1 - ni+j
(p a a a 7a (p a a a ’a (p a a a 7a (p a a a 7a
t' ¢ pg >7p% )"“’pl(c) —¢ p(l ),p<2 ),4..,1)/(() . —¢ pg )p(z )pl({) . 0 A ¢ p(] ),p(2 )"“"pl<c) > O
J- Cnptl = by+2 = =i = i+ ’

tada postoji by € (a,b| tako da za svako x € (a,by) vazi:

® @ @ (@(x) <0 (lj- 0 0 <u>(x)>0)-

p] apz 7"'7pk 2 7"'apk

.. D2 P D P2ippr D PP D . .. .
(if) Neka su C,(,’;’;I PP C,(ﬁ';l Preben C,?;’,?'pz’ P& prvih k ne-nula koeficijenata u Tejlorovom

razvoju
7b 3 PREEEY ’b
Pprpn o) = G2 (x = b)Y 4 T (= b)Y

(Ppl.pz.....p ,b m : (Ppl‘pz.m‘p 7b i
o =)™ ) G (x=b) o ((x D)),

i=my+1
gde jem) <mp < ... <my < (my,my,...,m €Ny, weN).

(pp 3PP 7b
lelr k — O

Opi.pysepps
cml;wz T — ()

Opi.pysepps P
cml;cwz T — ()

(b) (b) (b) (b)

b . ..
(b) ()EPZ, s Pk=Ppy €EPriza py’,py’, ..., pp pOStoji

. . . b
ima reSenje py = p,  €Py, po = p,
J < U tako da je

®w) ) )b P w ) )b ®w) ) ()b ®w) ) ()b
Py ooPy Pt o PPy P L P P Pt +j e P17P2 Pk
Copt 1 =Cp 2 =..=C, i =0 A (=1)™c, L <0
Pw) v ®b Pw B k)P ) v ()b ) v (v)b
. Py Py Py - Py Py sy . o Py Py Py o my+j Py Py TPy
1. €l =Cpi2 =..=C, % =0 A (=)™, L >0/,

tada postoji a; € [a,b) tako da za svako x € (ay,b) vaZi:

x) <0 (1. x)>0].
P 0 %) (J Q0 0 o) )

Dokaz. Tvrdenje vaZzi na osnovu osobina Tejlorovih razvoja funkcija. |

Prethodna teorema je primenjena u napomenama 5.3, 5.4,5.5,5.1115.13.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

2.3 Neka uopStenja i poboljSanja Nike teoreme

Nike teoreme [116,127], tj. Teoreme 1.3 1 1.4, daju neke dovoljne uslove da funkcija ima tacno jedan
minimum i taéno jednu nulu na intervalu (0,c¢), c € R™. S obzirom na to da se ove dve teoreme
razlikuju samo po jednom uslovu (uslov (a)), moguée ih je objediniti u jednu op$tu formu Nike
teoreme. Takode, moguée je dodatno uopstiti ove teoreme tako da vaZe i na realnom intervalu (a,b).
Ova uopstenja dajemo u sledecoj teoremi.

Teorema 2.5 (Opsta forma Nike teoreme)
Neka je f : (a,b) — R m puta diferencijabilna funkcija za neko m > 2, meN, takva da:

(a) vazi daje f(x) > 0zax€ (a,b) ili
vazi da f (x) ima tacno jednu nulu x,, na intervalu (a,b) tako da je £ (x) > 0 na intervalu
(a,xn) i fU(x) < 0 na intervalu (x,,b),

(b) postoji desna okolina tacke a u kojoj vaze sledece nejednakosti:

£<0,f <0,.. "D <o,

(¢) postoji leva okolina tacke b u kojoj vaze sledece nejednakosti:

>0, >0,..fm™D>o.

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xo € (a,b) i vaZi da je f(x) < 0za x€ (a,xq) i da je f(x) >0 za
x€ (x0,b). Takode, funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (a,b). Preciznije, postoji
tacno jedna tacka t € (a,xo) C (a,b) takva da je f(t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(a,b), odnosno na intervalu (a, xg).

Prethodna teorema daje neke dovoljne uslove da funkcija f : (a,b) — R ima ta¢no jedan ekstremum,
koji je minimum, i ta¢no jednu nulu xp, pri ¢emu je f(x) < O na intervalu (a,xp) i f(x) > 0 na
intervalu (xg,b). Sledeca teorema takode daje neke dovoljne uslove da funkcija f(x) ima ta¢no jedan
ekstremum, koji je minimum, i ta¢no jednu nulu xy na intervalu (a,b), ali tako da je f(x) > 0 na
intervalu (a,xo) i da je f(x) < 0 na intervalu (xo,b).

Teorema 2.6 (Ogledalska Nike teorema)
Neka je f : (a,b) — R m puta diferencijabilna funkcija za neko m > 2, m €N, takva da:

(a) vazi daje f(x) > 0zax€ (a,b) ili
vazi da " (x) ima tacno jednu nulu x,, na intervalu (a,b) tako da je f")(x) > 0 na intervalu
(a,xn) i £ (x) < 0 na intervalu (x,,,b),

(b) postoji desna okolina tacke a u kojoj je f > 0 i u kojoj vaZe sledece nejednakosti:

<0, f"<o0,.., " <o,

(¢) postoji leva okolina tacke b u kojoj f < 0 i u kojoj vaZe sledece nejednakosti:

f>0,f">0,..,fmD>o.

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xy € (a,b) i vaZi da je f(x) > 0 za x€ (a,xo) i da je f(x) <0 za
x€ (x0,b). Takode, funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (a,b). Preciznije, postoji
tacno jedna tacka t € (xo,b) C (a,b) takva da je f(t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(a,b), odnosno na intervalu (xo,b).
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Dokaz. Primenom Opste forme Nike teoreme na funkciju f”(x), dobija se da f/(x) ima ta¢no jednu
nulu x; na intervalu (a,b) i daje f’(x) < 0naintervalu (a,x;) i f’(x) > 0 na intervalu (x1,b). Odavde
zakljucujemo da je funkcija f(x) opadajuca na intervalu (a,x) i rastuca na intervalu (x1,b). Kako je
f(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tacke a i kako je f(x) < 0 u nekoj levoj okolini tatke b (uslovi (b)
i (¢)) i, na osnovu monotonosti funkcije f(x), zakljuujemo da funkcija f(x) ima ta¢no jednu nulu
Xo 1 tatno jedan minimum na intervalu (xo,b). Takode, zaklju¢ujemo i da je f(x) >0 za x € (a,xp) i
f(x)<0zaxe (xo,b). [

Na sli¢an nacin bi se mogle formulisati teoreme za funkcije koje imaju ta¢no jednu nulu i ta¢no jedan
ekstremum, koji je maksimum, na posmatranom intervalu.

2.4 Minimaks aproksimanti

2.4.1 Neke osobine minimaks aproksimanta

U ovoj sekciji pojmove minimaks aproksimanta, funkcije greske, minimaks aproksimacije i greske
aproksimacije odredujemo prema [135] sledeCom definicijom.

Definicija 2.4 Neka je data familija funkcija { @p(x)} yep koja je definisana zax€SCRiza pePCR.

(i) Ako postoji funkcija @p,(x), za neko po € P, za koju je

inf sup @, (x)| = sug | @po ()|, (2.11)
xXe

peP xeS
tada kaZemo da je funkcija @y, (x) minimaks aproksimant na skupu S za datu familiju.
(@) Funkciju
d'?) = sup | gp(v)|

x€S

zovemo funkcijom gresKe.

@#@ii) Aproksimaciju
Ppy(x) = 0

zovemo minimaks aproksimacijom na sKupu'S za datu familiju, a broj

do = dP0) = sup |@p, (¥)]
xeS

zovemo gresKom aproKsimacije.

Primetimo da za greSku aproksimacije dy i za proizvoljan parametar p € P vaZzi da je d ) > dy.

Ukoliko za razmatranu familiju funkcija vazi da je

sup @y (x)| = +oo

X€S

za svako p € P, tada ne postoji minimaks aproksimant familije. Navodimo primer jedne takve familije.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Primer 2.3 Za familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde x€S = (0,1) i P = R, koja je definisana sa

Pp(x) = : (2.12)

vazi da je sup |@p(x)| = 4o za svako p € P. Dakle, minimaks aproksimant za ovako definisanu
x€(0,1)
familiju funkcija ne postoji.

1 p=20
0 1
Slika 2.3: Familija funkcija definisana sa (2.12) za neke vrednosti parametra p ]

Ukoliko je {¢,(x)},cp familija neprekidnih funkcija po argumentu x i po parametru p i ukoliko su
S = [a,b] i P = [c,d] segmenti, tada se (2.11) svodi na

min max, [@p(x)| = max |Ppo ()]

U narednom primeru razmatramo postojanje i odredivanje minimaks aproksimanta u zavisnosti od
izbora skupa P.

Primer 2.4 Za familiju funkcija {@,(x)}ep, gde x€S = [0,1] i pcPCR, koja je definisana sa
(Pp (X) = x2 + P,
vazi da je rastuce raslojena na intervalu [0, 1] za svaki izbor skupa P. Razmotrimo sledece slucajeve:
(i) NekajeP=(0,1).

Vazi da je
sup |@,(x)| = max |x2—l—p‘ =|1+p|=1+p.
x€[0,1] x€0,1]

Odavde je
inf <sup |(pp(x)\> = inf (1+p)=1.

pe(0,1) \ xe[0,1] pe(0,1)
Medutim, ne postoji vrednost parametra po € (0,1) za koju je sup |@,,(x)| = 1. Dakle, mini-

xe[0,1]
maks aproksimant za ovako definisanu familiju funkcija ne postoji.
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2.4 Minimaks aproksimanti

(7)) NekajeP=10,1].

Vazi da je
sup [@p(x)| = max |x*+p|=[1+p|=1+p.
x€[0,1] €[0,1]

Odavde je
inf | sup |@,(x)| | = min (14+p)=1.
pe[0,1] \x€[0,1] pef0.1]

Primetimo da sada postoji vrednost parametra po = 0€ [0, 1] zakojuje sup |@p,(x)|= 1. Dakle,
xe[0,1]

funkcija

@o(x) = x

je minimaks aproksimant za ovako definisanu familiju funkcija. U

Familija funkcija iz prethodnog primera ilustrovana je na Slici 2.2.

Za raslojene familije funkcija vaZi sledeca teorema o jedinstvenosti minimaks aproksimanta.

Teorema 2.7 Ako je {@,(x)},cp familija neprekidnih funkcija po argumentu x i po parametru p,
koja je raslojena na S = |a,b] CR po parametru p € P = [c,d] CR, tada je za ovu familiju minimaks
aproksimant na |a,b), ako postoji, jedinstven.
Dokaz. Neka je funkcija @, (x), za neko pg € [c,d], minimaks aproksimant posmatrane familije. Tada
je
inf  sup [9p(6)] = sup [@pu(x)] = max @5y (6)] = [ (50)

pele,d] x € [a,b] x € [a,b] X €[a,b]
za neko xq € [a,b]. Pretpostavimo da minimaks aproksimant nije jedinstven, tj. da postoji vrednost
parametra p; € [c,d] takva da je p; # po i da vazi da je

inf -~ sup [@p(x)] = sup |@p, ()] = max |@p, ()] =@ (x1)

pEle,d] x € [a,b] X € [a,b] [a,
za neko xj € [a, b]. Pretpostavimo da je

po<pr i (Vx€la,b]) Qpy(x) < @p,(x)

ida je ¢, (xo) > 0 (inace se moZe razmatrati familija funkcija {—¢,(x)},cp). Tada dobijamo

— < < =
liﬁ?byéﬁii}‘ Op(X)| = @py (x0) < @p, (x0) < [P, (x1)] = liﬁ?byéﬁii}hpp( x)|,

Sto je kontradikcija. [ |

Ukoliko skup P nije segment, minimaks aproksimant ne mora da bude jedinstven, kao §to ilustrujemo
u primeru koji sledi.

Primer 2.5 Za familiju funkcija {@,(x)},cp, gde x€S = [0,1] i peP = [-2,-1]U [0, 1], koja je
definisana sa
(pp (X) = x2 + p7
vazi da je rastuce raslojena na intervalu [0, 1] po parametru p € [—2,—1]U[0,1]. Za p € [-2,—1] vazi
da je
inf ( sup ](pp(x)]> = r[mn 0+p[=1.
—1] Pe

pe[-2 x€[0,1]

37
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Za p€|0,1] vazi da je

inf = min [1+p|=1.
in (sup y<p,,(x)|> Jmin 1+

pel0,1] \x€[0,1]

Dakle,

inf sup |@,(x)| | =1.
pel—2,—1JUl0,1] \x€]0,1]

Postoje p1 = —1€[-2,—1] i pp =0€0,1] za koje je sup |@p, (x)| = sup |@,,(x)| = 1. Dakle,
]

x€[0,1 xe0,1]
funkcije
P =21 i @)=
jesu minimaks aproksimanti za ovako definisanu familiju funkcija. 0

2.4.2 Teorema o postojanju i odredivanju minimaks aproksimanta

U Teoremama 1.1 1 1.2 razmatra se postojanje 1 odredivanje minimaks aproksimanta za odredene
rastuce, tj. opadajuce raslojene familije funkcija. Primetimo da u tim teoremama nije na jedinstven
nacin odredena funkcija ¢.(x), tj. funkcija @,(x). U [128] te teoreme su objedinjene i poboljSane
(Teorema 3 [128]). Odredivanje funkcije @.(x), tj. ¢;(x), na jedinstven nacin postignuto je tako $to
se dodatno zahteva da postoji leva okolina tacke b u kojoj je ¢,(x) >0 za svako p € (¢,d).

U nastavku dajemo tvrdenje iz [135] ekvivalentno pomenutim teoremama u kome se zahteva raslo-
jenost familije u tacki b, ¢ime se obezbeduje da funkcije ¢.(x) i ¢;(x) budu odredene na jedinstven
nacin. Pri tome je familija kompresovana samo u tacki a.

Teorema 2.8 Neka je {Q,(x)}pep, 2a x€S = [a,b] i za p €P = [c,d|, familija neprekidnih funkcija
po argumentu x, koja je kompresovana u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b)
po parametru p € [c,d). Ukoliko vaZi:
@) @c(x) <O (1. @c(x) >0) i @q(x) >0 (1. Qa(x) <0) za svako x€(a,b) i 9c(b) =0 (1. 9a(b) =0),
(b) funkcije @,(x) su neprekidne po p € (c,d) za svako x € (a, b,

(¢) za svako p € (c,d) postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi da je ¢, (x) <0,

(d) za svako p € (c,d) funkcija @p(x) ima tacno jedan ekstremum t\P) na intervalu (a,b), koji je
minimum,

tada postoji tacno jedno reSenje po po parametru p € (¢,d) sledece jednacine
o0 (<) = 00t

izady= “Ppo <t(”0)> ‘ = @y, (b) imamo

dy = inf sup |@,(x)|.
p€eP xe(a,b)

38



2.5 Parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti

Slika 2.4: Jedna raslojena familija funkcija koja zadovoljava uslove iz Teoreme 2.8

Za familije funkcija koje su kompresovane samo u tacki b vazi sledea analogna teorema.

Teorema 2.9 (Ogledalska verzija Teoreme 2.8) Neka je {@,(x)}pep, 2za x€S = [a,b] i za peP =
[c,d], familija neprekidnih funkcija po argumentu x, koja je kompresovana u tacki b i rastuce (1.
opadajuce) raslojena na intervalu |a,b) po parametru p € [c,d|. Ukoliko vaZi:

(@) @:(x) <0 (1. @:(x) >0) i @z(x) >0 (4. Pz(x) <0) za svako x€ (a,b) i ¢.(a) =0 (4. pz(a) =0),

(b) funkcije @, (x) su neprekidne po p € (c,d) za svako x € [a, D),

(¢) za svako p € (c,d) postoji leva okolina tacke b u kojoj vaZi da je @,(x) <0,

(d) za svako p € (c,d) funkcija @p(x) ima tacno jedan ekstremum tP) na intervalu (a,b), koji je
minimum,

tada postoji tacno jedno reSenje py po parametru p € (c,d) sledeée jednacine
i) =os (1)

izady= Qp,(a) = ‘(pp0 (t(p0)> ‘ imamo
do = inf sup |@,(x)|.

peP xe(ab)

Na sli¢an nacin bi se mogle formulisati teoreme za funkcije koje imaju ta¢no jedan ekstremum, koji
je maksimum, na posmatranom intervalu.

2.5 Parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti

U ovom potpoglavlju je prema [124], uz izvesna poboljSanja, dat Parametarski metod za dokazivanje
nekih nejednakosti.

Polazimo od familije funkcija {¢,(x)} ,cp koja je definisana za vrednosti argumenta xe SCR, S#0,
i za vrednosti parametra p € PCR, P+#0. Posmatrajmo za neko x € S jednacinu

Pp(x) =0
po parametru p. Jasno je da ova jednacina moZe, ali i ne mora, da bude reSiva po p € P. U nastavku

razmatramo familije funkcija za koje je prethodna jednacina resiva po p € P za svako x € S. Neki
dovoljni uslovi pod kojima je prethodna jednacina reSiva po p € P su dati slede¢om teoremom.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Teorema 2.10 Neka je data familija funkcija { @y (x) } pep, definisana zax€S = [a,b]|CRiza peP =
[c,d] CR takva da je ¢p(a) =0 za p € [c,d]. Ukoliko vaZi:

(@) @(x) <0i@y(x)>0zasvako x€ (a,b), .(b) =0, ¢;(b) ERT,
(b) funkcije @, (x) su neprekidne po p € (c,d) za svako x € [a, D),

tada za svako x € [a, b] jednacina @,(x) = 0 ima resenje po p € [c,d).

Sledeca teorema daje neke dovoljne uslove pod kojima jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje
po peP.

Teorema 2.11 Za familiju funkcija {@,(x)} ,cp, definisanu zax€SCR, i za pePCR, koja ispunjava
uslove Teoreme 2.10 i koja je raslojena na intervalu (a,b] po parametru p € [c,d), vaZi da jednacina
¢p(x) = 0 ima tacno jedno reSenje po p € [c,d| za svako x € (a, b].

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.10, za svako x € (a, b] postoji reSenje jednacine ¢,(x) =0 po p € c,d].
Raslojenost obezbeduje jedinstvenost resenja. |

Napomenimo da se reivost jednacine ¢,(x) = 0 po parametru p, pod odgovaraju¢im uslovima za
familiju, razmatra i sa dobro poznatom Teoremom o implicitno zadanoj funkciji [172].

U ovom potpoglavlju nadalje razmatramo familije funkcija {¢,(x)},cp sa argumentom x € I, gde je
I otvoren, poluotvoren ili zatvoren interval, i parametrom p € [P takve da postoji neprekidna funkcija
g : I — P za koju vazi sledeéa ekvivalencija:

gx)=p <<= ¢,(x)=0. (2.13)

Funkcija g odreduje koje funkcije iz familije {¢,(x)},cp imaju nulu za x € I. Napomenimo da ova
funkcija moze, ali i ne mora, biti odredena nekim konkretnim simboli¢kim izrazom.

Primer 2.6 Familija funkcija {@,(x)}pcp, gde x€I = [0,5] i peP =R, definisana sa

(p+1)sinx

2.14
p+cosx ( )

Pp(x) =x—

rastue je raslojena na intervalu (O, %) po parametru p € R* (videti Sekciju 5.1.1). Vazi sledeca

ekvivalencija
XCOSX — Sinx

=0 <= = = 2.15
kojom uvodimo funkciju g(x). U Sekciji 5.1.1 je dokazano da je funkcija g(x) opadajuca na intervalu
(0,%) idaje

2
A= lim g(x)= P i 1.75193... i B= lim g(x) =2.

x—Z— T— x—0+

Dakle, funkcije ¢, (x) za p € (A, B) imaju tatno jednu nulu na intervalu (0,75 ), dok su funkcije @, (x)
za peP\ (A, B) stalnog znaka na intervalu (0,%). VaZi da je @a(x) < 01 @p(x) > 0 na intervalu (0,7%)
i pri tome su konstante A i B najbolje za posmatrane nejednakosti. Na osnovu raslojenosti mogu se

formirati odgovarajuée nejednakosti i za ostale vrednosti parametra p R,

40



2.5 Parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti

p=B

(a) (b)

Slika 2.5: (a) Familija funkcija definisana sa (2.14) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g definisana sa (2.15) O

U slede¢em primeru funkcija g ne postoji jer nijedna funkcija iz familije nema realnu nulu na posma-
tranom intervalu.

Primer 2.7 Za familiju funkcija {@,(x)} ycp, gde xe[=R i peP =Ry, koja je definisana sa

Qp(x) =x*+p*+1, (2.16)

vazi da je
Pp(x) =0 —= p=vV—-x>-1.

Dakle, ne postoji realna funkcija g za koju vazi (2.13). Stoga su sve funkcije stalnog znaka na posma-
tranom intervalu.

\\f

0 1

Slika 2.6: Familija funkcija definisana sa (2.16) za neke vrednosti parametra p
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

U nastavku razmatramo slu¢ajeve kada funkcija g postoji i navodimo odgovarajuéa tvrdenja u zavi-
snosti od monotonosti funkcije g.

Teorema 2.12 Neka je data familija funkcija {Q,(x)} pep definisana za x€l = (a,b) CRi pe PCR
(P#0) tako da vaze uslovi:

(1) familija funkcija {@p(x)} pep je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b) po para-

metru p € P,

(2) postoji neprekidna monotono opadajuca funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g(x) = p <
¢P (.X') - 0 )

(3) postoje granicne vrednosti lim g(x) =A€Ri lim g(x) = BER, pri demu je (A,B) CP.

x—b— x—a+

Tada je ispunjeno:
(@) Ako je p <A, tada je
(Vx€(a,b)) (@p(x) < @alx) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @a(x) > 0))

i konstanta A je najbolja moguca.

@#ii) Ako je pe(A,B), tada jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno resenje P € (a,b) ivaZi da je
Pp 0

(Vx € <a,x(()p)>> Pp(x) <0 (tj. (Vx € <a7x(()p)>> ¢p(x) > 0)

(Vx c @f{”,b)) op(x) >0 <tj. (\m € (xg’),b)) op(x) < o).
(iii) Ako je p > B, tada je
(Vx€(a,b)) (@p(x) = @p(x) >0) (4. (Vx€(a,b)) (9p(x) < @s(x) <0))
i konstanta B je najbolja moguca.

Dokaz. Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije ¢,(x), p€ (A, B), imaju nulu na intervalu (a,b). Na osnovu
opadajuce monotonosti funkcije g i rastuce (tj. opadajuce) raslojenosti familije funkcija {@,(x)} ep,
slede navedene nejednakosti. |

Teorema 2.13 Neka je data familija funkcija {@,(x)} pep definisana za x€l = (a,b) CRi pe PCR
(P#0) tako da vaze uslovi:

(1) familija funkcija {@p(x)} pep je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b) po para-

metru p € P,

(2) postoji neprekidna monotono rastuc¢a funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g(x) = p <
Pp (x) =0,

(3) postoje granicne vrednosti lim g(x) =A€Ri lim g(x) = BER, pri demu je (A,B) CP.

x—a+ x—b—
Tada je ispunjeno:
(@) Ako je p <A, tada je
(Vxe(a,b)) (9p(x) < @a(x) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @alx) > 0))

i konstanta A je najbolja moguca.
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(i) Ako p € (A,B), tada jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) ¢ (a,b) i vaZi da je

(Vx € (a,x(()p)>> ¢p(x) >0 <tj. (Vx € (a,x(()p)>> Pp(x) < 0)

(‘v’x € (x(()p),b>) Pp(x) <0 (tj. <Vx € <x(()p),b>> Op(x) > 0) .
@iii) Ako je p > B, tada je
(Vx€(a,b)) (¢p(x) = @p(x) >0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) < @p(x) <0))
i konstanta B je najbolja moguca.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12. [

U okviru narednih tvrdenja, razmatramo slucaj kada g nije monotona funkcija. Prvo razmatramo
funkciju g koja ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.14 Neka je data familija funkcija {Q,(x)} pep definisana za x€l = (a,b) CRi pe PCR
(P#£0) tako da vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {@p(x)} pep je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p € P,

(2) postoji neprekidna funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g(x) = p <= @,(x) = 0 i koja je,
za neko x,, € (a,b), opadajuca na (a,xy,) i rastuca na (xy,b),

(3) postoje grani¢ne vrednosti lim g(x) €R i lim g(x)€R, tako da za
x—a+ x—b—

=t 9 g, ) 1 €< g0, i )
vazi [A,C)CP.

Tada je ispunjeno:

(@) Ako je p <A, tada je

(Vx€(a,b)) (¢p(x) < @alx) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @alx) = 0))

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), tada jednacina @,(x) = 0 ima dva reSenja x(()p) €(a,b) ix(lp) € (a,b) ivazi:

(‘v’xE (a,x(()p)>u<x§p),b>> op(x) <0 <tj. <Vx€ (a,x(()p)>u<x§p),b>> Op(x) > O)

(Vxe (x(()p),xgp)» ¢p(x) >0 (tj. <Vx€ <x(()p),x§p)>> Pp(x) < 0) :

(iii) Ako p€[B,C), tada jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno resenje xép Je (a,b).

Ukoliko je lim g(x) < lim g(x), tada je
x—a+ x—b—

(Vxe <a,x(()p)>> ¢p(x) >0 <tj. (We (a,x(()p)>> Pp(x) < 0)
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(Vxe (x(()p),b>) Pp(x) <0

Ukoliko je lim g(x) > lim g(x), tada je
x—a+ x—b—
(Vxe (a,x(()p)>> ¢p(x) <0

(‘v’x € (x(()p ),

(iv) Ako je p > C, tada je
(Vx €& (a,b)) (@p(x) = @c(x) > 0)

i konstanta C je najbolja moguca.

b)) 0p(x) >0

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12.

(tj. (Vxe (x(()p),b>> Op(x) > O) .

(4. (Vx€(a,b)) (@p(x) < @clx) <0))

U sledecoj teoremi razmatramo slucaj kada funkcija g ima ta¢no jedan lokalni ekstremum, koji je

maksimum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.15 Neka je data familija funkcija {Q,(x)},cp definisana za x€l = (a,b) CRi pe PCR

(P#£0) tako da vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {Q,(x)} pep je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu (a,b) po para-

metru p € P,

(2) postoji neprekidna funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g(x) = p <= @,(x) = 0i koja je,
za neko xp, € (a,b), rastuca na (a,x,,) i opadajuc¢a na (xy,b),

(3) postoje grani¢ne vrednosti lim g(x) €R i lim g(x)€R, tako da za
x—a+ x—b—

A= min{ lim g(x), lim g(x)

x—a+ x—b—
vaZi (A,C]CP.
Tada je ispunjeno:
(i) Ako je p <A, tada je
(Vxe(a,b)) (@p(x) < @a(x) <0)

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), tada jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p Je

Ukoliko je x1—1>rc?+ glx) < xl_lgl_ g(x), tada je
<Vx€ <a,x(()p)>> ¢p(x) >0

(Vxe (x(()p),b>> Pp(x) <0

Ukoliko je lim g(x) > lim g(x), tada je
x—a+ x—b—
<Vx€ <a,x(()p)>> ¢p(x) <0

(Vxe (x(()p),b>) ¢p(x) >0
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(iii) Ako p € (B,C), tada jednacina @,(x) = 0 ima dva reSenja x(()p) €(a,b) ixgp) € (a,b) i vaZi:

(Vxe (a,xép)>u(x§p),b)> ¢p(x) >0 <tj. (Vxe (a,xép)>u<x§p),b)) Pp(x) < 0)

(‘v’xe (x(()p),xgp)» Pp(x) <0 (tj. <Vx€ <x(()p),x(1p)>> ¢p(x) > 0) :
(iv) Ako je p > C, tada je
(Vx€(a,b)) (@p(x) = @c(x) 20) (4. (Vx€(a,b)) (@p(x) < @c(x) <0))
i konstanta C je najbolja moguca.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12. |

U opstem slucaju, za proizvoljnu funkciju g (nezavisno od njene monotonosti) vazi sledeca teorema.

Teorema 2.16 Neka je data familija funkcija {@,(x)} yep definisana za x €1, gde je I otvoren, polu-
otvoren ili zatvoren realan interval, i za p P CR (P#0) tako da vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {@,(x)} yep je rastuce (tj. opadajuce) raslojena na intervalu I po parametru
peP,

(2) postoji neprekidna funkcija g : 1 — P koja ispunjava g(x) = p <= ¢@,(x) =0,
(3) postoji ingg(x) =AcRisupg(x) =BER, pri demu je (A,B) CP.
xe

xel

Ukoliko je A+ B, tada je ispunjeno:
(@) Ako je p <A, tada je
(Vx€l) (@p(x) < @a(x) <0)  (#. (Vx€L) (@p(x) > @a(x) >0))
i konstanta A je najbolja moguca.
(i) Ako je p > B, tada je
(Vxel) (@p(x) = @(x) 20) (4. (vxel) (@p(x) < @alx) <0))
i konstanta B je najbolja moguca.
Ukoliko je A=B, tada je ispunjeno:
@) Akoje p <A, tada je
(Vxel) (@p(x) < @alx) =0) (4. (vxel) (@p(x) = @alx) =0))
i ne postoji najbolja konstanta za nejednakost ¢p(x) < 0 (2. ¢p(x) > 0) na intervalu I.

@ii) Ako je p=A, tada je
(Vxel) ¢,(x) =0.

@@ii) Ako je p > A, tada je
(Vxel) (@p(x) = @a(x) =0) (4. (Vx€l) (@p(x) < @alx) =0))
i ne postoji najbolja konstanta za nejednakost @,(x) < 0 (#j. ¢,(x) > 0) na intervalu L.

Dokaz. Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija. |
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2.6 Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti
i odredivanje minimaks aproksimacija

U ovom potpoglavlju, prema [135], uz izvesne dopune, dajemo Novi parametarski metod za dokazi-
vanje nekih nejednakosti i odredivanje minimaks aproksimacija.

Parametarski metod za dokazivanje nejednakosti, koji je opisan u prethodnom potpoglavlju, zasniva
se na izdvajanju onih funkcija iz raslojene familije koje menjaju znak na posmatranom intervalu. U
nastavku dajemo metod koji se zasniva na izdvajanju funkcija iz familije koje imaju stacionarnu tacku
po argumentu na posmatranom intervalu.

Nadalje razmatramo familije funkcija {¢,(x)},cp koje su definisane za x€l = [a,b] i za pc PCR,
P +# 0, takve da su sve funkcije iz familije diferencijabilne po argumentu x i da postoji neprekidna
funkcija g1 : (a,b) — P za koju vazi sledeca ekvivalencija:

dp(x)
ox

gilx)=p <<= =0. (2.17)
Funkcija g; odreduje koje funkcije iz familije {¢,(x)},cp imaju stacionarnu tacku po argumentu x
na posmatranom intervalu. Napomenimo da funkcija g; za koju vazi (2.17) mozZe, ali i ne mora, biti
odredena nekim konkretnim simbolickim izrazom.

Primer 2.8 Familija funkcija {¢,(x)},cp iz Primera 2.6, definisana sa

_ (p+1)sinx
Pp(x) =x o5k (2.18)

rastuce je raslojena na intervalu (0, %} po parametru p €P = R™ (videti Sekciju 5.1.1). VaZi sledeca
ekvivalencija

2¢,(x) _q_ (p+1)(1+ pcosx) — 0 e p=gi(x) = (1 —«/5+4cosx)
ox (p+cosx)? (2.19)

(1++v/5+4cosx) .

| =

N =

V p=gl(x)=

Funkcija g nema vrednosti u skupu P = R™ i stoga je ne razmatramo.

Funkcija g/ ima vrednosti u skupu P = R™ i opadajuca je na intervalu (0, %), pri ¢emu je

1
VS 61803, i C— tim gh(x)=2.

X—5— x—0+

Dakle, funkcije ¢,(x) za p € (A,C) imaju ta¢no jednu stacionarnu tacku po argumentu x na intervalu
(0,%), dok su funkcije ¢, (x) za p€P\ (A,C) monotone na intervalu (0,%). Vazi da je

/4 T p+1
) == =0
(Pp(2> 2 p

Za

p=B= =1.75193...€(A,C) .

T2
Mogze se zakljugiti da je @p(x) < 01 @c(x) > 0 naintervalu (0,%) i pri tome su konstante B i C najbolje

za posmatrane nejednakosti. Na osnovu raslojenosti mogu se formirati odgovarajuée nejednakosti i
za ostale vrednosti parametra p R ™.
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Na osnovu Tejlorovog razvoja u okolini tacke 0, moZe se pokazati da za p € (B,C) vazi daje ¢,(x) <0
u desnoj okolini tacke 0. Dodatno, vazi da funkcije ¢,(x), za p € (B,C), imaju ta¢no jedan minimum
na intervalu (0,%). Za vrednost parametra

po=1.78114...
dobija se minimaks aproksimant
~ (po+1)sinx
P (¥) = Po + cos x

na intervalu (0,%) za datu familiju funkciju.

(a) (b)

Slika 2.7: (a) Familija funkcija definisana sa (2.18) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g{ definisana sa (2.19) O

U sledecem primeru funkcija g1 ne postoji jer nijedna funkcija iz familije nema stacionarnu tacku po
argumentu na posmatranom intervalu.

Primer 2.9 Za familiju funkcija {@,(x)},cp, gde je P =R" i x€R, koja je definisana sa
¢plx) =x"+pPx+x, (2.20)

vazi da je

%:x%ﬂ,%rl:o — p=V-1-x%.

Dakle, ne postoji realna funkcija g; za koju vazi (2.17). Stoga su sve funkcije iz familije monotone
na posmatranom intervalu.
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Slika 2.8: Familija funkcija definisana sa (2.20) za neke vrednosti parametra p 0

Do kraja ove sekcije razmatramo slucajeve kada funkcija g postoji i navodimo odgovarajuéa tvrdenja
u zavisnosti od monotonosti funkcije g 1 u zavisnosti od kompresovanosti familije funkcija. Prvo, u
naredne dve teoreme razmatramo slucaj kada je familija funkcija kompresovana samo u tacki a.

Teorema 2.17 Neka je {@,(x)}pep, za x€l = [a,b] i pe PCR (P#0), familija funkcija koje su
neprekidne po p i po x za svako x € [a,b] i za svako p € P tako da vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {Q,(x)} ,cp je kompresovana u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p € P,

(2) funkcije @,(x), za p €P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

a(pp(x) — O

opadajuca funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g, (x) = p <= b

(3) postoje granicne vrednosti E}m+g1 (x)=CeRi lim gi(x) =A€R, pri demu je (A,C)CP,
X—a

x—b—
(4) postoji vrednost parametra p = B€ (A,C) tako da je @p(b) =0,
(5) postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi da je ¢p(x) < 0 (tj. @p(x) > 0) za svako p€ (A,C).
Tada je ispunjeno:
(@) Ako je p < B, tada je
(Ve€ (a,5)) (0p(1) < @p() <0) (4] (VxE(a,)) (9p(x) > @p(x) > 0))
i konstanta B je najbolja moguca.

(i) Ako p € (B,C), tada jednacina ¢p,(x) = 0 ima jedinstveno resenje x(()p ) e

<Vx€ <a,x(()p)>> op(x) <0 <tj. (Vxe (a,x(()p)>> ¢p(x) > 0)

(a,b) ivaZi da je

(Vxe (x(()p),b)) ¢p(x) >0 (tj. (Vxe <x(()p),b>> Op(x) < O) .
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@@ii) Ako je p > C, tada je
(Vxe(a,b)) (¢p(x) = @c(x) >0) (4. (Vxe(a,b)) (¢p(x) < @c(x) <0))

i konstanta C je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija ¢p(x), za p € (B,C), ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum (tj.
maksimum), na intervalu (a,b) u tacki <t(1’), op (t(p))>.

(v) Postoji tacno jedno reSenje po po parametru p € (B,C) jednacine

o ()= 0p0) (490 (1) = [0p0)]).

Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).
Greska aproksimacije je dy = )(pp0 (t(P0)> ‘ = @p, () (tj. do = @p, (t(PO)) = ‘q)po (b)‘) :

Dokaz. Razmotrimo slucaj kada je {@,(x)},cp rastuce raslojena familija funkcija. Slucaj kada je
{®p(x)} pep opadajuce raslojena familija funkcija se analogno razmatra.

Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije ¢@,(x), za p € (A,C), imaju ta¢no jednu stacionarnu tacku na
intervalu (a,b), dok su funkcije ¢,(x), p € P\(A,C) monotone na intervalu (a,b).

(1) Funkcija @p(x) ima jednu stacionarnu tacku na intervalu (a,b). Kako je ¢g(a) = 0 (uslov
(1)), @p(x) < 0 u desnoj okolini tacke a (uslov (5)) i @p(b) = 0 (uslov (4)), zakljuujemo da
funkcija @p(x) ima ta¢no jedan minimum na intervalu (a,b). Takode, zakljucujemo i da je
¢p(x) < 0 naintervalu (a,b) i da na osnovu raslojenosti vaze navedene nejednakosti.

(i), (iv) S obzirom na to da je @p(b) =0 (uslov (4)) i da je familija rastuée raslojena u tacki b, vazi
daje (Vpe(B,C)) ¢,(b) > 0. Dodatno, iz ¢,(a) =0 za pe (B,C) (uslov (1)) i Cinjenice da
je ¢,(x) <0, za pe(B,C), udesnoj okolini tacke a (uslov (5)), sledi da su funkcije @,(x), za
p € (B,C), opadajuce i negativne u desnoj okolini tacke a. Stoga, zakljucujemo da funkcije
¢p(x), za p e (B,C), imaju tacno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, i ta¢no jednu
nulu na intervalu (a,b) i da vaZe navedene nejednakosti.

p=C

0.01 P = Do

do

Slika 2.9: Neke funkcije iz familije {@,(x)} ,cp (videti Primer 2.8) koja zadovoljava uslove Teoreme
2.17 i odgovarajuca funkcija g
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

(#ii) Funkcija @¢c(x) je monotona na intervalu (a,b). Kako je @p(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuce raslojenosti familije, zaklju¢ujemo da je ¢c(b) > 0. Dodatno, s obzirom na to da vazi
da je ¢c(a) = 0 (uslov (1)), zakljuCujemo da je @c(x) > 0 na intervalu (a,b) i da na osnovu
raslojenosti vaze navedene nejednakosti.

(v) Na osnovu Teoreme 2.8. [

Teorema 2.18 Neka je {@,(x)}pep, za x€l = [a,b] i pc P CR (P #0), familija funkcija koje su
neprekidne po p i po x za svako x € [a,b] i za svako p € P tako da vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {Q,(x)} ,cp je kompresovana u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p € P,

(2) funkcije @,(x), za p €P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono
a(PP (x) — 0
ox ’

(3) postoje granicne vrednosti lim gi(x) =A€R i lim g;(x) = CER, pri cemu je (A,C)CP,
x—a+ x—b—

rastuca funkcija g; : (a,b) — P koja ispunjava g|(x) = p <=

(4) postoji vrednost parametra p = B€ (A,C) tako da je p(b) =0,
(5) postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi da je @,(x) > 0 (tj. @,(x) < 0) za svako p € (A,C).
Tada je ispunjeno:
@) Ako je p <A, tada je
(Vxe(a,b)) (9p(x) < @a(x) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @alx) > 0))
i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), tada jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) e (a,b) ivaZi da je

<Vx€ (a,x(()p)>> ¢p(x) >0 <tj. (Vxe (a,x(()p))> Pp(x) < O>

(vxe (x(()p),b>) op(x) <0 (tj. (vxe (x(()p),b>> op(x) > o) .
(iii) Ako je p > B, tada je

(Vxe(a,b)) (9p(x) = @p(x) >0) (4. (Vx€(a,b)) (@p(x) < @p(x) <0))
i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (tj.
minimum), na intervalu (a,b) u tacki (t(p), ®p <t(p)>>.

(v) Postoji tacno jedno reSenje po po parametru p € (A, B) jednacine
o0 (1) = 1o (5o ()| = 0s(0)).
Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).
Greska aproksimacije je dy = @p, (t(p0)> = |(pp0(b)’ (tj. dy = ‘(pp0 (t(p0)> ‘ = (ppo(b)> :

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. |
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U naredne dve teoreme, koje su analogne prethodnim teoremama, razmatra se slucaj kada je familija
funkcija kompresovana samo u tacki b.

Teorema 2.19 (Ogledalska verzija Teoreme 2.18) Neka je {@p(x)}pep, za x€l = [a,b] i pe PCR
(P #0), familija funkcija koje su neprekidne po p i po x za svako x € [a,b] i za svako p € P tako da
vaze uslovi:

(1) familija funkcija {@p(x)},cp je kompresovana u tacki b i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na
intervalu |a,b) po parametru p € P,

(2) funkcije @,(x), za p €P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono
IPp(x)
=0,

opadajuéa funkcija g : (a,b) — P koja ispunjava g, (x) = p <~ 5
X

(3) postoje granicne vrednosti 1im+g1 (x)=CeRi lirgl g1(x) =A€R, pri cemu je (A,C)CP,
x—b—

x—a
(4) postoji vrednost parametra p = B€ (A,C) tako da je @p(a) =0,
(5) postoji leva okolina tacke b u kojoj vaZi da je @,(x) > 0 (tj. ¢,(x) < 0) za svako p € (A,C).
Tada je ispunjeno:
(@) Akoje p <A, tada je
(Vxe(a,b)) (9p(x) < @a(x) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @alx) > 0))
i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), tada jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) e (a,b) ivaZi da je

(Vxe (a,x(()p)>> op(x) <0 <tj. (Vxe (a,x(()p)>> ¢p(x) > 0)

<Vxe (xé”,b)) @p(x) >0 (tj. <Vxe <x(()”),b>> op(x) < 0) .
(iii) Ako je p > B, tada je
(vxe(a,b)) (@p(x) = @p(x) >0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) < @p(x) <0))
i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (tj.
minimum), na intervalu (a,b) u tacki (t(”), ®p (t(p)>).

(v) Postoji tacno jedno resenje po po parametru p € (A, B) jednacine
‘%(“H =¢p <f(p)> <’j- op(a) = “Pp (t(p)> D .
Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).
GresSka aproksimacije je dy = }(ppo (a)| = Qp, (t(p0)> (tj. do = @py(a) = ’(ppo (t(p0)> D :
Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. |
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Teorema 2.20 (Ogledalska verzija Teoreme 2.17) Neka je {@p(x)}pep, za x€l = [a,b] i pe PCR
(P +#£0), familija funkcija koje su neprekidne po p i po x za svako x € [a,b] i za svako p € P tako da
vaZe uslovi:

(1) familija funkcija {Q,(x)} ycp je kompresovana u tacki b i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na
intervalu |a,b) po parametru p €P,

(2) funkcije @,(x), za p €P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono
IPp(x)
= O7

rastuca funkcija g, : (a,b) — P koja ispunjava g|(x) = p <= B
x

(3) postoje granicne vrednosti 1im+g1 (x) =A€R lirgl g1(x) =CEeR, pri demu je (A,C) CP,
x—b—

x—a
(4) postoji vrednost parametra p = B€ (A,C) tako da je gp(a) =0,
(5) postoji leva okolina tacke b u kojoj vaZi da je @,(x) <0 (tj. ¢,(x) > 0) za svako p € (A,C).
Tada je ispunjeno:
(@) Ako je p < B, tada je
(vxe(a,b)) (@p(x) < @p(x) <0) (4. (Vxe(a,b)) (@p(x) = @p(x) >0))
i konstanta B je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (B,C), tada jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) ¢ (a,b) ivaZi da je

(VxE <a,x(()p)>> ¢p(x) >0 (tj. (Vxe (a,x(()p)>> Pp(x) < O>

(vxe (ng’),b)) op(x) <0 <tj. (vxe <ng’>,b)> op(x) > o) .
(iii) Ako je p > C, tada je
(Vx€(a,b)) (pp(x) = @c(x) >0) (4. (Vx€(a,b)) (¢p(x) < @c(x) <0))
i konstanta C je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija ¢p(x), za p € (B,C), ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum (tj.
maksimum), na intervalu (a,b) u tacki <t(1’), 0y (t(”)>>.

(v) Postoji tacno jedno resenje py po parametru p € (B,C) jednacine
onta) =[op ()] (0 lon(@] = 0 (+7) ).
Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).

> (tj. do = | @p (@)| = O <t(Po))> .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. |

Greska aproksimacije je dy = @p,(a) = ’(0,,0 <t(1’0)
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Sledeca teorema vaZzi u slucaju kada je funkcija g rastuca i u rubnoj tacki posmatranog intervala ima
beskonacnu grani¢nu vrednost.

Teorema 2.21 Neka je {@,(x)}pep, za x€l=[a,b) i pcPCR (P#0), familija funkcija takva da
vaZe uslovi:

(1) familija funkcija { @, (x)} pep je kompresovana samo u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena
na intervalu (a,b) po parametru p € P,

(2) funkcije @,(x), za p €P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono
IPp(x)
2% 9,

rastuca funkcija g, : (a,b) — P koja ispunjava g|(x) = p <= B
x

(3) postoje granicne vrednosti 1im+g1 (x) =A€R i lim g(x) = Hoo, pri emu je (A,+o0) CP,

x—a x—b—

(4) postoji desna okolina tacke a u kojoj vaZi da je @,(x) > 0 (tj. @,(x) < 0) za svako p € (A, +o)
i leva okolina tacke b u kojoj vazi da je @, (x) < 0 (tj. @,(x) > 0) za svako p € (A, +oo).

Tada je ispunjeno:
(@) Akoje p <A, tada je
(Vx€(a,b)) (¢p(x) < @alx) <0) (4. (Vx€(a;b)) (@p(x) = @alx) > 0))
i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p > A, tada jednacina @, (x) = 0 ima jedinstveno resenje x(()p ) e

(VXE <a,x(()p)>> ¢p(x) >0 (tj. (VXE (a,x(()p)>> Pp(x) < O>

(a,b) ivaZi da je

(‘v’xe (x(()p),b>) Pp(x) <0 (tj. (Vxe <x(()p),b>> Op(x) > O) .

(iii) Svaka funkcija @,(x), za p €A, +o0), ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (j.
minimum), na intervalu (a,b) u tacki (t(p), ®p (t(")>).

Dokaz. Razmotrimo slucaj kada je {@,(x)} ,cp rastuce raslojena familija funkcija. Iz uslova (2) i (3)
sledi da funkcije @, (x), za p € (A, +o0), imaju tacno jednu stacionarnu tacku na intervalu (a,b), dok
su funkcije @,(x), p €P\(A,+o0) monotone na intervalu (a,b). Kako postoji leva okolina tacke b u
kojoj vazi da je ¢,(x) < 0 za svako p € (A, +o0), na osnovu rastuce raslojenosti familije je i @4 (x) <0
u levoj okolini tacke b. S obzirom na to da je familija kompresovana u tacki a (uslov (1)) i da je
funkcija @4 (x) monotona na intervalu (a,b), vaZi da je @4(x) < O na intervalu (a,b). 1z @,(a) =0 za
PE(A,+o0) (uslov (1)) i uslova (2), (3) i (4) sledi da funkcije ¢, (x), za p € (A, +o0), imaju tatno jedan
lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (a,b). Na osnovu rastuce raslojenosti familije
funkcija, slede navedene nejednakosti. Analogan dokaz vaZzi za opadajuce raslojenu familiju funkcija

{9p(0)} pep-
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

0.01

g1

Slika 2.10: Neke funkcije iz familije {¢@,(x)},cp (videti Potpoglavlje 5.3) koja zadovoljava uslove
Teoreme 2.21 i1 odgovarajuca funkcija g |

Na slican nacin se mogu formulisati teoreme za slucajeve kada je funkcija g; opadajuca i/ili kada je
familija funkcija {@,(x)} ,cp kompresovana samo u tacki b.

Sledeca teorema vazi u slucaju kada funkcija g; ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksi-
mum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.22 Neka je {@y(x)}pep, za x€l = [a,b] i pe PCR (P#0), familija funkcija takva da
vaze uslovi:

(1) familija funkcija {Q,(x)} ycp je kompresovana u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p € P,

(2) funkcije @p(x), za p € P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna funkcija
9Py (x)
dx

g1 : (a,b) — P koja ispunjava g (x) = p < =01 koja je, za neko x,, € (a,b), rastuca

na (a,xy) i opadajuca na (x,,,b),

(3) postoje granic¢ne vrednosti lim g)(x) =A€R i lim g;(x) = B) €R tako da je A < By, pri

x—a+ x—b—

Cemu je (A,C1) CP, gde je Cy = g1(xm),

(4) funkcija @, (v)(x) ima nulu u tacki xo € (a,b) i za C = gi(xo) postoji vrednost parametra p =
Be (By,C) tako da je ¢p(b) =0,

(5) postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi da je @,(x) > 0 (tj. ¢,(x) < 0) za svako p € (A,Cy).
Tada je ispunjeno:
(@) Akoje p <A, tada je
(Vx€(a,b)) (@p(x) < @alx) <0) (4. (Vx€(a,b)) (9p(x) = @a(x) > 0))

i konstanta A je najbolja moguca.
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(ii) Ako p € (A,B|, tada jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p Je (a,b) ivaZi:

(We (a,x(()p)>) ¢p(x) >0 <tj. (Vxe (a,x(()p)>> Pp(x) < O>

(Vxe (x(()p),b>) Pp(x) <0 <tj. (Vxe <x(()p),b>) ¢p(x) > ()) .

(iii) Ako p € (B,C), tada jednacina @,(x) = 0 ima dva reSenja x(()p) €(a,b) ixgp) €(a,b) i vaZi:

(Vxe (a,xép)>u(x§p),b)> ¢p(x) >0 <tj. (Vxe (a,xép)>u(x§p),b)) Pp(x) < 0)

(Vxe (x(()p),xgp)>) ¢p(x) <0 (tj. (We <x(()p),x§p)>> ¢p(x) > 0) :
(iv) Ako je p > C, tada je

(Vxe(a,b)) (¢p(x) = @c(x) 20) (4. (Vx€(a,b)) (9p(x) < @clx) <0))

i konstanta C je najbolja moguca.

Dokaz. Razmotrimo slucaj kada je {@,(x)},cp rastuce raslojena familija funkcija. Slucaj kada je

{®p(x)} pep opadajuce raslojena familija funkcija se analogno razmatra.

Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije @,(x), za p € (A,B;], imaju tatno jednu stacionarnu tacku na
intervalu (a,b), funkcije ¢,(x), za p € (B1,C) ), imaju tacno dve stacionarne tacke na intervalu (a,b),

dok su funkcije ¢,(x), p€P\(A,C) monotone na intervalu (a,b).

(i) Funkcija @4(x) je monotona na intervalu (a,b). Kako je ¢p(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuce raslojenosti familije, zaklju¢ujemo da je @4(b) < 0. Dodatno, s obzirom na to da vazi
da je @4(a) = 0 (uslov (1)), zakljucujemo da je @4(x) < O na intervalu (a,b) i da na osnovu

raslojenosti vaze navedene nejednakosti.

(@) 1z uslova (5) i kompresovanosti familije, sledi da su funkcije ¢,(x), za p € (A,B] C (A,C)),
rastuce i pozitivne u desnoj okolini tacke a. S obzirom na to da je @c(xp) = 0 (uslov (4)),
na osnovu rastuce raslojenosti familije, zakljuCujemo da je @p(xp) < 0. Kako je @p(b) =0
(uslov (4)) i funkcija @p(x) ima dve stacionarne tacke na intervalu (a,b), zakljuCujemo da
funkcija @p(x) ima tano jednu nulu na intervalu (a,b). Iz @g(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuce raslojenosti familije, takode zakljucujemo da (Vp e (A,B)) ¢,(b) < 0. Razmotrimo dva

podslucaja — kada p € (A,B;] i kada p € (B;,B).

U prvom podslucaju funkcije ¢,(x), za p € (A,B;], imaju ta¢no jednu stacionarnu tacku na
intervalu (a,b). S obzirom na to da su funkcije @,(x), za p € (A,B;], pozitivne i rastuée u
desnoj okolini tacke a i negativne u tacki b, zakljuCujemo da funkcije ¢,(x), za p € (A,By],

imaju ta¢no jednu nulu na intervalu (a,b).

U drugom podslucaju funkcije ¢,(x), za p € (B1,B), imaju tacno dve stacionarne tacke na
intervalu (a,b). S obzirom na to da su funkcije ¢,(x), za p € (By,B), pozitivne i rastuce u
desnoj okolini tacke a 1 negativne u tacki b, na osnovu postojanja tacno dve stacionarne tacke,

zakljuCujemo da ove funkcije imaju tacno jednu nulu na intervalu (a,b).

Na osnovu prethodnog razmatranja, zakljucujemo da funkcije ¢, (x), za p € (A, B, imaju tacno

jednu nulu na intervalu (a,b) i da vaze navedene nejednakosti.
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Slika 2.11: Neke funkcije iz familije {y,(x)},cp (videti Primer 2.10) koja zadovoljava uslove
Teoreme 2.22 i odgovarajuca funkcija g

(i) 1z uslova (5) i kompresovanosti familije, sledi da su funkcije ¢,(x), za p € (B,C) C (A,Cy),
rastuce i pozitivne u desnoj okolini tacke a. Kako je ¢c(xg) = 0 (uslov (4)), na osnovu rastu-
¢e raslojenosti familije, zakljuujemo da (Vp € (B,C)) ¢,(x9) < 0. Takode, s obzirom na to
da je @p(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu rastuce raslojenosti familije, zaklju¢ujemo da (Vp €
(B,C)) ¢,(b) > 0. Na osnovu prethodnog razmatranja i ¢injenice da funkcije ¢,(x), za p €
(B,C), imaju ta¢no dve stacionarne tacke na intervalu (a,b), zakljuCujemo da ove funkcije
imaju ta¢no jedan maksimum i ta¢no jedan minimum (i to tim redom) i dve nule na intervalu
(a,b) i da vaze navedene nejednakosti.

(iv) Funkcija @c(x) ima dve stacionarne tacke na intervalu (a,b). Kako je @p(b) = 0 (uslov (4)),
na osnovu rastuce raslojenosti familije, zakljucujemo da je ¢@¢(b) > 0. Dodatno, s obzirom na
to da vazi da je ¢c(a) =0 (uslov (1)), ¢c(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tacke a (uslov (5)),
¢©c(xp) = 0, gde je xq stacionarna tacka funkcije @c(x) (uslov (4)), zakljuujemo da funkcija
¢c(x) ima taéno jedan maksimum i ta¢no jedan minimum (i to tim redom) na intervalu (a,b) i
da na osnovu raslojenosti vaze navedene nejednakosti. |

U slede¢em primeru navodimo jednu familiju koja zadovoljava uslove prethodne teoreme.

Primer 2.10 Familija funkcija {¢,(x)} ,cp iz Podsekcije 5.1.3.1, definisana sa

3sinx 5

Pp(x) =x—5————px’,

2 +cosx

opadajuce je raslojena na intervalu (0, 7] po parametru p € P = R i ispunjava uslove prethodne teore-
me. Uocimo familiju funkcija {y},(x)} pcp, definisanu sa

Vp(x) = —@p(x), (2.21)

koja je rastuée raslojena na intervalu (0, ] po parametru p € P = R i takode ispunjava uslove pret-
hodne teoreme. Vazi da je

Y, (x) (1 —cosx)? 4 (1 —cosx)?
- _ 5 =0 <= = = . 2.22
ox (24 cosx)? Topx P=81lx) 5x4(2+cosx)? (222
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2.7 Neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitickih nejednakosti

(a) (b)

Slika 2.12: (a) Familija funkcija definisana sa (2.21) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g; definisana sa (2.22) O

Analogno se mogu razmotriti slucajevi kada funkcija g; ima ta¢no jedan lokalni ekstremum, koji je
minimum, na posmatranom intervalu i/ili kada je familija funkcija {¢,(x)},cp kompresovana samo
u tacki b.

U Potpoglavlju 5.9 analiziramo jednu familiju funkcija na koju ne moze da se primeni Parametarski
metod bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lambertove funkcije), ali moze direktno
da se primeni Novi parametarski metod. Takode, analiziramo jednu familiju funkcija na koju ne moze
da se primeni Novi parametarski metod bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lam-
bertove funkcije), ali moZe direktno da se primeni Parametarski metod.

2.7 Neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u te-
oriji analitickih nejednakosti

U teoriji analitickih nejednakosti, jedan od osnovnih problema jeste dokazivanje nejednakosti

fx) >0 (4. f(x) <0)

za x€(a,b), gde je f: (a,b) —> R. Jedan pristup za dokazivanje ovih nejednakosti jeste da se uoci
familija funkcija {¢,(x)} ,cp, gde pe PCR (P#0), takva da je funkcija f Clan te familije za neku
vrednost parametra p ([138], Poglavlje 2.14.6; [27,108,109,114,121-128, 133-136]).

Na primer, Ceste su nejednakosti oblika

hi(x)+crha(x) < @(x) ili  @(x) < hy(x)+caha(x)

zax€ (a,b) CR, gde su date funkcije hy,h2, 9 : (a,b) — R irealne konstante c; i ¢;, na osnovu kojih
se moZe uvesti familija funkcija {@,(x)} pep, zax € (a,b) i p€P = R, koja je definisana sa

Pp(x) = @(x) = f(x) = p-h(x).

Nekada je dato samo gornje ili samo donje ograni¢enje funkcije ¢ (x) zato $to jedna od konstanti ¢
ili ¢, nije odredena (videti teoreme 5.8, 5.24, 5.25 1 5.32) ili ne postoji (videti Teoremu 5.9 i Teoremu
5.18).
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Uocavanje familije funkcija nekada nije o¢igledno (videti Sekciju 5.1.1).

Za mnoge nejednakosti moZe se uvesti i nekoliko raslojenih familija funkcija (videti Sekciju 5.7.3 i
Potpoglavlje 5.8).

Kako bi se odredile obe strane nekih dvojnih nejednakosti, nekada je potrebno uvesti dvoparametarsku
familiju funkcija (videti Sekciju 5.9.1). Dvoparametarske familije funkcija su uvedene i razmatrane i
u napomenama 5.3, 5.4, 5.5,5.1115.13.

U sleded¢im sekcijama, na osnovu teorijskih rezultata iz sekcija 2.1-2.6, dajemo neke strategije za
dokazivanje za koje vrednosti parametra p je

Pp(x) >0 (4. ¢p(x) <0)
na intervalu (a,b) i za odredivanje minimaks aproksimanta za familiju {@,(x)} ,cp.

Strategije su predstavljene nizom uslova koji su oznaceni sa ,,0” 1,,0”.

2.7.1 Strategija za odredivanje najboljih konstanti u nejednakostima

Na osnovu Teoreme 2.2 i Teoreme 2.3 (Potpoglavlje 2.2), dajemo jednu strategiju za odredivanje
vrednosti parametra p € P za koje vazi

Op(x) >0 (4. ¢p(x) <0)
na intervalu (a,b).

Pretpostavimo da je familija {¢,(x)} ,cp definisana na segmentu [a,b] tako da vaZi:

(1) sve funkcije ¢,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ¢,(x) imaju Tejlorove razvoje, u tackama a i b, takve da u razvojima postoji bar
jedan ne-nula koeficijent.

Strategija za odredivanje najboljih konstanti sastoji se od sledecih koraka:
e Odredujemo, ukoliko postoji, skup Py C PP tako da je ispunjeno:

o familija {¢,(x)},cp je monotono raslojena na intervalu (a,b) po parametru p € P,

o glavni koeficijenti Tejlorovih razvoja funkcije ¢, (x) u tatkama a i b su monotone funkcije
za p € Py 1 pri tome njihove nule p,, pp € Pp.

e Ako je ¢, (x) >0 (. @p,(x) <0) na intervalu (a,b), tada je konstanta p, najbolja moguca za
nejednakost @,(x) > 0 (tj. ¢,(x) < 0) na intervalu (a,b) za p € Py.

Dodatno:
o ako je familija rastuce raslojena, za svako p > p, (tj. za svako p < p,) vazi da je
x€(a,b) =0< @, (x) <@p(x) (. xe(a,b) = 0> @p,(x) > @,(x)).
o ako je familija opadajuce raslojena, za svako p < p, (tj. za svako p > p,) vazi da je
x€(a,b) = 0 < 9, (¥) < ) (6. x€ (@,b) = 0> 9y, (x) > 9y (x)).

e Ako je ¢p,(x) > 0 (tj. ¢p,(x) < 0) na intervalu (a,b), tada je konstanta pj, najbolja moguca za
nejednakost @,(x) > 0 (fj. @,(x) < 0) na intervalu (a,b) za p € Py.
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Dodatno:
o ako je familija rastude raslojena, za svako p > p;, (tj. za svako p < pj) vaZzi da je
x€(a,b) = 0< @p, (x) < @p(x) (t.x€(a,b) = 0> @y, (x) > @,(x)).
o ako je familija opadajuce raslojena, za svako p < p (tj. za svako p > p;) vazi da je
x€(a,b) = 0< @p, (x) < @p(x) (. x€(a,b) = 0> @p,(x) > @y(x)).

Prethodno opisana strategija je primenjena u [125] na nekim tipovima D’ Aurizio-Sdndor nejednako-
sti, kao i u [126] za uopstavanje nekih ograniCenja funkcije sinc.

2.7.2 Strategija za dokazivanje nejednakosti zasnovana na Parametarskom
metodu

Na osnovu teorema 2.12-2.16 (Potpoglavlje 2.5), dajemo jednu strategiju za ispitivanje znaka funk-
cija iz familije {¢,(x)},cp, tj. za dokazivanje odgovarajucih nejednakosti.

Strategija zasnovana na Parametarskom metodu sastoji se od sledeéih koraka:
e (Odredujemo, ukoliko postoji, skup Py C P tako da vazi:

o familija {@,(x)},cp je monotono raslojena na intervalu (a,b) po parametru
pePo,

o postoji neprekidna funkcija g : (a,b) — P takva da g(x) = p <= ¢,(x) =0.

e Odredujemo lim g(x), lim g(x), inf g(x)i sup g(x).

x—a-+ x—b— x€(a,b) x€(a,b)

e Ako je funkcija g opadajuca na intervalu (a,b), formiramo odgovarajuce nejednakosti iz Teo-
reme 2.12 za sve vrednosti parametra p € P.

e Ako je funkcija g rastuca na intervalu (a,b), formiramo odgovarajuce nejednakosti iz Teoreme
2.13 za sve vrednosti parametra p € P.

e Ako funkcija g ima ta¢no jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, na intervalu (a,b), formi-
ramo odgovarajuce nejednakosti iz Teoreme 2.14 za sve vrednosti parametra p € P.

e Ako funkcija g ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (a,b), for-
miramo odgovarajuce nejednakosti iz Teoreme 2.15 za sve vrednosti parametra p € P.

e Ako funkcija g ima vise od jednog lokalnog ekstremuma na intervalu (a,b), formiramo odgo-
varajuce nejednakosti iz Teoreme 2.16 za one vrednosti parametra p € Py za koje su funkcije
¢p(x) stalnog znaka na intervalu (a,b).

Prethodno opisana strategija je primenjena u [124] na Cusa-Huygens nejednakosti, jednom tipu
Wilker-ove nejednakosti i na dva tipa Mitrinovi¢-Adamovi¢ nejednakosti i u [122] na jednom tipu
Cusa-Huygens nejednakosti.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

2.7.3 Strategija za odredivanje minimaks aproksimanta primenom Nike teo-
reme

Na osnovu Teoreme 2.5 i Teoreme 2.8 (Potpoglavlja 2.3 i 2.4), dajemo jednu strategiju za
odredivanje minimaks aproksimanta za familiju {¢,(x)},cp, gde x € [a, b], za koju vaZi:

(1) sve funkcije @,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ¢,(x) imaju Tejlorove razvoje, u tackama a i b, takve da u razvojima postoji bar
jedan ne-nula koeficijent.

Strategija zasnovana na Nike teoremi sastoji se od sledecih koraka:
e Odredujemo, ukoliko postoji, skup Py = [c,d] C P tako da je ispunjeno:

o familija {¢,(x)} ,cp je kompresovana u tacki a i monotono raslojena na intervalu (a, b] po
parametru p € Py,

o funkcije @.(x) i @4(x) su stalnog znaka na intervalu (a,b), pri ¢emu je jedna funkcija
pozitivna, a druga negativna,

o funkcije ¢,(x), za p € (c,d), menjaju znak na intervalu (a,b),
e Odredujemo najmanje m €N (m > 2), ukoliko postoji, tako da vazi
(VpeRy) (Vxe (a,b)) o (x) > 0
ili
(VpePRo) (32 (a,b)) ((vxe (a,x8)) (98" (x) >0 A (Vxe (xF),b)) o™ (x) < 0)).

e Dokazujemo (na osnovu Tejlorovog razvoja u tacki a) da su funkcije @p(x), @,(x), @, (x), ... ,
qo,(,mfl) (x) negativne u nekoj desnoj okolini tacke a.
e Dokazujemo (na osnovu Tejlorovog razvoja u tacki b) da su funkcije @, (x), @,(x), @, (x), ... ,
qo,(,m_l) (x) pozitivne u nekoj levoj okolini tacke b.
e Odredujemo jedinstveno resenje (po, xo) sistema
—@p(x) = @p(b)

dp(x)

ox =0

zap€(c,d)ixe(a,b).

Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija { @, (x)} pep, na intervalu (a,b).

Prethodno opisana strategija je primenjena u [127] na Cusa-Huygens nejednakosti i na dve
Sandor-ove nejednakosti, u [114] na jednom tipu Cusa-Huygens nejednakosti, u [27] na nekim Wilker-
-Cusa-Huygens nejednakostima i u [128] na nekim D’ Aurizio-ovim nejednakostima.

Za familiju funkcija koja je kompresovana u tacki b i monotono raslojena na intervalu [a,b) po para-
metru p € Py moZe se formirati analogna strategija primenom Teorema 2.6 1 2.9, a moZe se analizirati
i familija funkcija {9, (¢)} yep,. gde je ¢,(t) = @,(b—1),zat€(0,b —al.

U slucaju kada funkcije ¢, (x), za p € (¢,d), imaju ta¢no jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum,
na intervalu (a,b), takode se moZe formirati analogna strategija. Alternativno, moZe se razmatrati
familija funkcija {y,(x)} ,cp,. gde je ¥, (x) = —@p(x) zax€ (a,b).

60



2.7 Neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitickih nejednakosti

2.7.4 Strategija za dokazivanje nejednakosti i odredivanje minimaks aproksi-
manta zasnovana na Novom parametarskom metodu

Na osnovu Teoreme 2.17 i Teoreme 2.18 (Potpoglavlje 2.6), dajemo jednu strategiju za ispitivanje
znaka funkcija iz familije {¢,(x)} ,cp, tj. za dokazivanje odgovarajucih nejednakosti, i za odredivanje
minimaks aproksimanta familije.

Pretpostavimo da je familija {¢,(x)} ,cp definisana na segmentu [a,b] tako da vaZi:

(1) sve funkcije ¢,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ¢,(x) imaju Tejlorove razvoje u tacki a takve da u razvojima postoji bar jedan
ne-nula koeficijent.

Strategija zasnovana na Novom parametarskom metodu sastoji se od sledecih koraka:
e Odredujemo, ukoliko postoji, skup Py C P tako da je ispunjeno:

o familija {¢,(x)} ,cp je kompresovana u tacki a i rastuce (tj. opadajuce) raslojena na inter-
valu (a,b| po parametru p € Py,

o postoji neprekidna funkcija g : (a,b) — Py takva da g;(x) = p <~ 8(pap(x) =0.
X
e Ako je g; monotona funkcija na intervalu (a,b), odredujemo vrednosti A = i?fb) gi(x)iC=
X€ (a,
sup g1(x).
x€(a,b)

Odredujemo, ako postoji, jedinstvenu vrednost parametra p = B€ (A, C) takvu da je ¢@g(b) = 0.

Ispitujemo, na osnovu glavnog koeficijenta Tejlorovog razvoja @,(x) u tacki a, znak funkcija
¢p(x) u desnoj okolini tacke a za p € (A,C).

Ako je funkcija g; opadajuca na intervalu (a,b) i ako postoji desna okolina take a u kojoj vazi
da je @,(x) <0 (4. @,(x) > 0) za svako p € (A,C), formiramo odgovarajuce nejednakosti iz
Teoreme 2.17 za sve vrednosti parametra p € Py.

Odredujemo jedinstveno reSenje (po, xo) sistema
—@p (x) =@p(b) (4. @p(x) = —p(b))

dp(x)
ox =0

zape(B,C)ix€e(a,b).
Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {@,(x)} yep, na intervalu (a,b).
e Ako je funkcija g; rastuca na intervalu (a,b) i ako postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi

da je @,(x) > 0 (4. @,(x) < 0) za svako p € (A,C), formiramo odgovarajuce nejednakosti iz
Teoreme 2.18 za sve vrednosti parametra p € P.

Odredujemo jedinstveno resenje (po, xo) sistema
0p(x) ==¢p(b) (4. —@p(x) = ¢p(D))

dp(x)
ox

=0
zape(A,B)ix€(a,b).

Funkcija @p,(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {@,(x)} pep, na intervalu (a,b).
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Prethodno opisana strategija je primenjena u [135] na Cusa-Huygens nejednakosti i na jednom tipu
Mitrinovi¢-Adamovi¢ nejednakosti.

Za familiju funkcija koja je kompresovana u tacki b i monotono raslojena na intervalu [a,b) po pa-
rametru p € Py moZe se formirati analogna strategija primenom Teoreme 2.19 i Teoreme 2.20. Ta
strategija je primenjena u [133, 135] na jednom tipu Jordan-ove nejednakosti.

Za slucajeve kada funkcija g ima beskonacnu grani¢nu vrednost u rubnoj tacki posmatranog intervala
ili tacno jedan ekstremum na posmatranom intervalu, mozZe se na analogan nacin formirati strategija
za dokazivanje nejednakosti.
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Poglavlje 3

Neka poboljsanja i uopstenja metoda za
dokazivanje nejednakosti svodenjem na
polinomske nejednakosti

U ovom poglavlju metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 proSirujemo na neke
nove klase analitickih nejednakosti.

3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

3.1.1 Neka poboljsanja Leme 1.1 i Leme 1.2

Sledec¢a teorema daje proSirenje intervala na kom vaZe naviSne i1 naniZne polinomske aproksimacije
sinusne funkcije iz Leme 1.1.

Teorema 3.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

N e G Ve
() = ZO Qi+

vazi:
(@) Ukoliko je n =4k + 1, ke Ny, tada je

(Vxe€ (0, 4o0)) T,(x) > sinx

(Vx€(—c0,0)) Tpy(x) < sinx.
(@) Ukoliko je n = 4k+3, ke Ny, tada je

(Vxe€ (0, 4o0)) Ty(x) < sinx

(Vx€(—e0,0)) T,(x) > sinx.
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3 Neka poboljsanja i uopstenja metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na. . .

Dokaz.

(i) Precizirajmo: oznaka T;,(x) je zamena za T;;™°(x). Takode, u dokazu éemo koristiti i oznaku
T2 (x).

Uoc¢imo funkciju .
Fo(x) = T80 (x) —sinx: R — R.

Za ovu funkciju vazi da je

n—2j

Fn(2j) (x) = (_1)1 <T““ 0( ) — sinx)
zaj<3i
FA () = (<1 (1252, () — cosa)
za j < = L gde jeNy.
Vazi da je
Fih () =x—sina

za svako k € Ny. Evidentno je Féf:i)l( ) > 0 na intervalu (0, 4o0). Dakle, sledi da je funkcija

Fi:i?l)(x) rastuca na intervalu (0,-+e0). Kako je F4(k+1 )(0) =0, vazi da je F4(kJrl )( ) >0na

intervalu (0, +<0). Nastavljajuéi ovaj postupak, s obzirom na to da je Fn( )(O) =0i F,Z(Zj ) 0)=
0, zakljuCujemo da je i Fyr11(x) > 0 na intervalu (0, +o0), tj. da je

(V€ (0,4+00)) T3] (x) > sinx.
Slucaj kada x € (—e0,0) sledi na osnovu ¢injenice da je funkcija F;,(x) neparna.

(@) Dokaz je analogan dokazu dela (i), pri ¢emu se razmatra funkcija

3P (x) = —x+sinx,

gde k € Ny, koja je evidentno opadajuda i negativna na intervalu (0, +co). |

U sledece dve teoreme preciziramo poredak Tejlorovih razvoja sinusne funkcije iz Leme 1.1.

Teorema 3.2 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

ro— D
() = ZO Qi+t

vazi:
(@) Ukoliko je n =4k + 1, ke Ny, tada je

(Vxe (—o0, —/(n+3)(n+4))U(0, /(n+3)(n+4))) Tn(x) > Tra(x) 3.1)

(Vxe (= (n+3)(n+4),0)U(y/(n+3)(n+4), +o0)) T,(x) < T14(x). (3.2)
Zax=0ili x==++\/(n+3)(n+4) vazi da je T,,(x) = T14(x).
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

(@) Ukoliko je n =4k + 3, ke Ny, tada je

(Vxe (—oo, =/ (n+3)(n+4))U(0, v/ (n+3)(n+4))) Tn(x) < T44(x) (3.3)

(Vxe (= (n+3)(n+4),0)U(y/(n+3)(n+4), +0)) T(x) > Tia(x).  (3.4)

Zax=0ilix==x\/(n+3)(n+4) vaZi da je T;(x) = T,4(x).

Dokaz. Dokazimo nejednakost (3.1). Vazi da je Tyt (x) > Typrs5(x), tj. da je
x4k+3 x4k+5

- 0
@k13) (@k+5)!

za x € (— oo, —/(4k+4)(4k+5))U(0,/(4k+4)(4k+5)). Nejednakosti (3.2), (3.3) i (3.4) se
sli¢cno dokazuju. |

Teorema 3.3 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

N e o Ve
(%) = ;) Qi+

vazi:
(@) Ukoliko je n =4k + 1, ke Ny, tada je

(Vxe (0, v/ (n+3)(n+4))) (T,(x) > Thya(x) > Tps(x) > ... > sinx) (3.5)

(Vxe (= (n+3)(n+4),0)) (Tu(x) < Trya(x) < Thig(x) < ... < sinx). (3.6)
(@) Ukoliko je n = 4k+3, ke Ny, tada je

(Vxe (0, (n+3)(n+4))) (T(x) < Thga(x) < Thps(x) < ... < sinx) (3.7)

(Vxe (= (n+3)(n+4),0)) (Tu(x) > Trya(x) > Thig(x) > ... > sinx). (3.8)
(iii) Za x<(0,/20) = (0,4.472...) i k€ Ng vaZi da je

T3(x) < T7(x) < ... < Tagys(x) < ... <sinx < ... < Tygp1(x) < ..o < Ts5(x) < Th(x) = x.

Dokaz. Dokazimo nejednakost (3.5) indukcijom. Na osnovu Leme 1.1, vazi da je

(Vxe (0, v/ (n+3)(n+4))) (Tn(x) > Thya(x) > sinx).

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko ¢ € N, tj. da vaZi da je

(Vxe (0,+/(n+3)(n+4))) (g"n(x) > Tyia(x) > Tpag(x) > o> Tpge(x) > sinx).
(¢+1)

DokaZzimo induktivni korak, tj. da za £+ 1 vaZzi da je

(Vx€ (0, /(n+3)(n+4))) (Tn(x) > Tura(x) > Tss(x) > ... > Tyar(x) > Tyyarsa(x) >sinx). (3.9)

-~

(0+2)
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Na osnovu Leme 1.1, vaZzi da je

(Vx€ (0, \/(n+4+3)(n+4+4))) (Thrae(x) > Tyiapsa(x) > sinx).

S obzirom na to da je \/(n+4(+3)(n+4(+4) > /(n+3)(n+4), zakljucujemo da vaZi tvrdenje
(3.9). Dakle, na osnovu matemati¢ke indukcije, vazi da je

(Vxe (0,v/(n+3)(n+4))) (Tu(x) > Thpa(x) > This(x) > Tp12(x) > ... > sinx).

Nejednakosti (3.6), (3.7) i (3.8) se sli¢no dokazuju. Tvrdenje (i) sledi iz (i) i (ii). |

Napomena 3.1 Za zadati interval (0,b) CR™ moZe se odrediti najmanje n = 4k + 1, k€ Ny, tako da
(3.5) vazi na tom intervalu. Iz b < +/(4k+4)(4k +5), dobijamo da za

kzmax<{#w,0>,

4. da za

V4b? —
n24-max(|r+ﬂ,0>+l,

vazi (3.5) na intervalu (0,b).

Na sli¢an nacin se moZe odrediti najmanje n za koje formule (3.6), (3.7) i (3.8) vaZe na intervalu
(0,D).

Ovakvo odredivanje stepena n radeno je i u [24].

Slika 3.1: Neke naviSne i naniZne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.1 za sinusnu funkciju
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

U sledecoj teoremi dajemo proSirenje intervala na kom vaZe navi$ne i naniZzne polinomske aproksi-
macije kosinusne funkcije iz Leme 1.2.

Teorema 3.4 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

o= ¥ ED o
=3 G
vazi
(i) Ukoliko je n = 4k, ke N, tada je
(VxeR) T,(x) > cosx,
pri Cemu jednakost T, (x) = cosx vazi samo u tacki x = 0.
(@) Ukoliko je n =4k +2, ke Ny, tada je
(VxeR) T,(x) <cosx,
pri ¢emu jednakost T,(x) = cosx vazi samo u tacki x = 0.
Dokaz.
(i) Precizirajmo: oznaka T;,(x) je zamena za T2 (x). Takode, u dokazu éemo koristiti i oznaku
750 (x).
Uocimo funkciju
Fo(x) = T¢%0(x) —cosx : R — R.
Za ovu funkciju vazi da je
£ (x) = (—1)/ <Tncfsz7?(x) — cosx)
za j<3i
F ) () = (—1)/+! (T:Elz;?;l(x) - sinx)
za j < % gde j € No.
Vazi da je
sz:k_l)(x) =x—sinx
za svako k € N. Evidentno je F‘L(: kil)(x) > 0 na intervalu (0, +e0). Dakle, sledi da je funkcija
Féf:k_z) (x) rastuca na intervalu (0,+o0). Kako je sz:k_z) (0) =0, vazi da je le(,jk_z) (x) >Ona
intervalu (0, +o0). Nastavljajuci ovaj postupak, s obzirom na to da je ) (0)=0i FATY (0)=
0, zakljuCujemo da je i Fyr(x) > 0 na intervalu (0, 4-o0), tj. da je
(Vx € (0,+c0)) T:,?S"O(x) > CcosX.
Slucaj kada x € (—e0,0) sledi na osnovu ¢injenice da je funkcija F;,(x) parna.
(@) Dokaz je analogan dokazu dela (i), pri cemu se razmatra funkcija

FA‘(:SI)()C) = —x+sinx,
gde k € Ny, koja je evidentno opadajuca i negativna na intervalu (0, +oo). |
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3 Neka poboljsanja i uopstenja metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na. . .

U sledece dve teoreme preciziramo poredak Tejlorovih razvoja kosinusne funkcije iz Leme 1.2.

Teorema 3.5 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

G
Ty(x) = ;) ((2i)! X

vazi
(f) Ukoliko je n = 4k, ke Ny, tada je

(Vxe (= v/ (n+3)(n+4),0)U(0,/(n+3)(n+4))) T,(x) > Thya(x)

(Vxe (—oo, —/(n+3)(n+4))U(\/(n+3)(n+4), +0)) T,(x) < Ta(x).
Zax=0ilix==x\/(n+3)(n+4) vaZi da je T,(x) = T,4(x).

(@) Ukoliko je n =4k +2, ke Ny, tada je

(Vxe (= (n+3)(n+4),0)U(0,/(n+3)(n+4))) Tn(x) < Ty4(x)

(Vx€ (=0, —/(n+3)(n+4))U(\/(n+3)(n+4), +0)) Ty(x) > Ta(x).
Zax=0ilix==++\/(n+3)(n+4) vazi da je T,,(x) = T14(x).

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.2 |

Teorema 3.6 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

n/2 1 i
T(x) = Eg) ((2i))! =

vazi:
(i) Ukoliko je n = 4k, ke Ny, tada je

(Vxe(— v/ (n+3)(n+4),0)U(0, v/ (n+3)(n+4))) (Tn(x) > Tpa(x) > Ty8(x) >...>cosx).

(ii) Ukoliko je n =4k +2, ke Ny, tada je

(Vxe(— v/ (n+3)(n+4),0)U(0, v/ (n+3)(n+4))) (Tn(x) < Trpa(x) <Tpy8(x) <...<cosx).

(@i) Zaxe(0,V12) = (0,3.464...) i k€ Ny vazi da je

Tr(x) < To(x) < ... < Tagqa(x) < ... <cosx < ... < Tye(x) < ... < Ty(x) < Tp(x) =1.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.3. |
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

Slika 3.2: Neke naviSne 1 naniZne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.4 za kosinusnu funkciju

3.1.2 Dokazivanje nekih uopsStenja MTP nejednakosti
Za odredivanje naniznih i navi$nih polinomskih aproksimacija za funkcije cos(7x) i sin(tx), gde
T € R, mogu se, prema [125], koristiti Lema 1.1 i Lema 1.2, tj. Teorema 3.1 i Teorema 3.4.
Neka je
¢(x) = @(Tx),
gdeje 9 :R — RiteR. Zasvaki T€R vazi da je

79:0() = Y. "” =i 00 s 790(z).

i=1

Jednakost

T970(x) = T9(tx) (3.10)
za TE€R, za izbor ¢ = cos ili ¢ = sin, omogucéava nam odredivanje naviS$nih i naniZnih polinomskih
aproksimacija za funkcije cos(7x) i sin(7x) koris¢enjem Teoreme 3.1 i Teoreme 3.4.

Dakle, na isti nacin kao §to se dokazuju MTP nejednakosti, moZe se dokazivati i jedno uopstenje
MTP nejednakosti oblika

n
Y aix?i cos? (7;x) sin"i(Tx) > 0 (3.11)
i=1
zaxe (0,b) CR™, gde je neN, o; e R\{0}, t;€R i p;,q;,r;i € Ny. Ne-nula funkciju sa desne strane
nejednakosti (3.11) nazivamo uopstenom MIP funkcijom. Pri tome, ako je 7; € Q, uopstena MTP
funkcija se odgovarajuéom smenom moze svesti na MTP funkciju.

Metod za dokazivanje MTP nejednakosti moguce je primeniti i na uopstenja MTP funkcija koja sadrze
sabirke oblika o,
oxP [T cos? (ujx+a;)sin" (vix+b;), (3.12)
j=1
gde je a e R\ {0}, meN, puj,v;,a;,b;eR i p,qj,rj €Ny, jer se primenom dobro poznatih formula
za proizvod trigonometrijskih funkcija i adicionih formula sabirci oblika (3.12) mogu svesti na zapis
preko trigonometrijskih funkcija ,,viSestrukih™ uglova.
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3.1.3 Dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom kona¢nom intervalu

U ovoj sekciji uopStavamo metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 tako da se
mogu dokazati MTP nejednakosti

flx)>0
ne samo na intervalu (0,h) CR™ vec i na proizvoljnom konalnom intervalu (a,b) C R™. Na sli¢an
nacin bi se moglo razmotriti i dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom kona¢nom intervalu (a,b) C
R, kao 1 dokazivanje uopStenja MTP nejednakosti koja su razmatrana u prethodnoj sekciji.

Primetimo da su MTP funkcije definisane za svako x € R, a samim tim i u taCkama a i b.

Prvo razmatramo slu¢aj kada je f(b) > 0. U okviru ovog slucaja analiziracemo podslucajeve a = 0,
a>0, f(a)=01i f(a) > 0.

Metod za dokazivanje MTP nejednakosti svodenjem na polinomsku nejednakost moguce je direktno
primeniti, prema teorijskim rezultatima iz Potpoglavlja 1.3, u sledeca tri slucaja:

Sluéaj 1.1.a =0, f(a) =0i f(b) >0
Slucaj 1.2.a =0, f(a) > 0i f(b) >0
Sluéaj 1.3.1 a > 0, f(a) > 0i f(b) >0

a =0 b a =0 b 0 d b

Slika 3.3: Primeri nekih funkcija na koje se moZe primeniti metod za dokazivanje MTP nejednakosti
iz Potpoglavlja 1.3

U sledecem primeru pokazujemo da u slu¢aju kada je a > 0, f(a) =01 f(b) > 0 primenom metoda za
dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijamo naniZne polinomske aproksimacije koje
nisu pozitivne na intervalu (a, b).

Primer 3.1 Za funkciju f(x) =sinxizax€ (a,b) = (27,2F) vazidaje a > 0, f(a) =01i f(b) > 0.
Nanizne polinomske aproksimacije za funkciju f(x) na intervalu (27r, 57”) su
Pi(x) = Ty/}3 (x),
gde /€ Ny. Na osnovu Teoreme 3.1, vazi da je
Pi(a) < f(a) =sin2x =0

za svako £ €Ny i zato ne postoji vrednost indeksa ¢ takva da je P;(x) > 0 u desnoj okolini tacke a = 2,
Sto pokazuje da se primenom metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijaju
nanizne polinomske aproksimacije koje nisu pozitivne na posmatranom intervalu (a,b). U

! Odredivanjem naniZnih polinomskih aproksimacija na $irem intervalu (0,5) ujedno odredujemo i naniZne polinom-
ske aproksimacije na intervalu (a,b).
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U opstem slucaju, za proizvoljnu MTP funkciju f(x), u slucajukadajea > 0, f(a) =01 f(b) > 0, pri-
menom metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijaju se naniZne polinomske
aproksimacije koje nisu pozitivne na intervalu (a,b).

Razmotrimo na kraju:

Slucaj 1.4.a >0, f(a) =01 f(b) >0

Uvodenjem smene x =t + a vrsi se translacija funkcije f u kooordinatni pocetak. Na taj na-
¢in formiramo funkciju g(7) = f(z + a), ¢ime se nejednakost f(x) > 0 za x € (a,b) svodi na
nejednakost

g(t)>0,zare(0,b—a).

Funkcija g(¢) se, primenom adicionih formula, moZe transformisati u MTP funkciju, ¢ime se
prethodna nejednakost svodi na sluc¢aj 1.1.

Prehodno opisani pristup za dokazivanje nejednakosti zvaéemo Dokgzivanje translacijom.

Slika 3.4: Primer funkcije na koju se primenjuje Dokazivanje translacijom

U slede¢em primeru, primenom pristupa Dokazivanje translacijom, dokazujemo nejednakost iz pret-
hodnog primera.

Primer 3.2 Nejednakost
f(x) =sinx >0

zax€ (27, 3F) se uvodenjem smene x = ¢ + 27 svodi na nejednakost
g(t)=f(t+2xm) =sin(r+2x) =sint >0
zate (O7 %) Jedna naniZna polinomska aproksimacija za funkciju g(z) na intervalu (O, g) je
0 r
P(t) =T (1) = TR

Vazi da je P(t) > 0 na intervalu (0,75 ), odakle je g(r) > 0 na intervalu (0,75 ), ¢ime je dokazana i

nejednakost f(x) > 0 na intervalu (27r, 57”) U
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Primetimo da se u slucaju kada je @ > 0, f(a) > 01 f(b) > 0 moZe primeniti metod za dokazivanje
MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3, a takode i pristup Dokazivanje translacijom, $to ilustrujemo u
slede¢em primeru.

Primer 3.3 Dokazimo da je
f(x) =sinx >0

zax€ (a,b) CR™ za sledece izbore intervala:
@ (a,b) = (5,3),
i) (a,b) = (20,21).

Dokaz:
@) (a.b) = (3.%)

Primena metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Jedna naniZna polinom-

ska aproksimacija za funkciju f(x) na intervalu (%, %) je

3
0 X
P(x) = T3f (x) = BT +x.

Vazi da je P(x) > 0 na intervalu (3, %), odakle je i f(x) > 0 na intervalu (1, %).

Dokazivanje translacijom. Uvodenjem smene x =t + % nejednakost f(x) > 0za xe (%, ) se

svodi na nejednakost

S

1 1 1 1 1
g(t) Zf(H-E) =sin (H_E) =cos§sint+sin§cost>0, zatec (O,%).

oV . . . .o . 71 .
Jedna naniZna polinomska aproksimacija za funkciju g(¢) na intervalu (O, ”T) je

P(t) = cos % T3Sin’0 (t) +siny TZCOS’0 (t) =

1 s o1
— el 3 . 2\ _ €083 3 S35 1 1
—COS§<I—§>+SHI§<1—2—!>——TI —2—!t —|—COS§I+SIHE.

Primenom Sturmove teoreme se moZe dokazati da je P(r) > 0 na intervalu (0, ”T_l), odakle je
g(t) > 0 na intervalu (0,Z51), ¢ime je dokazana i nejednakost f(x) > 0 na intervalu (3, %).

i) (a,b) = (20,21)

Primena metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Jedna naniZna polinom-
ska aproksimacija za funkciju f(x) na intervalu (20,21) je

_ /0 _ & (_—1)l 2i+1
P(x) = T¢s (x)—;)(zi+1)!x .

Primenom Sturmove teoreme se moZe dokazati da je P(x) > 0 na intervalu (20,21), odakle
je i f(x) > 0 na intervalu (20,21). Napomenimo da je stepen’ 55 Tejlorovog razvoja TSJ;’O (x)
najmanji mogudi stepen za koji je P(x) > 0 na intervalu (20,21).

2 O poretku Tejlorovih razvoja bice re¢i u Sekciji 4.1.3.
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

Slika 3.5: Funkcija f i polinomska aproksimacija P

Dokazivanje translacijom. Uvodenjem smene x = ¢ + 20, nejednakost f(x) > 0 za x € (20,21)
se svodi na nejednakost

g(t) = f(t+20) = sin(t +20) = cos 20 sinz +sin20 cost >0, za r€(0,1).
Jedna naniZna polinomska aproksimacija za funkciju g(¢) na intervalu (0, 1) je

P(t) = c0s20 3™ (1) + 5in20 T5°%° (1) =

,z) _cos20 5 sin20t2

= 0520 (1= 5 ) +5in20 (1- % 1 = 20— 240520 1+ 5in20.

Primenom Sturmove teoreme se moZe dokazati da je P(t) > 0 na intervalu (0, 1), odakle je
g(t) > O na intervalu (0, 1), ¢ime je dokazana i nejednakost f(x) > 0 na intervalu (20,21).

g

—_ - - — - — — —

URV/AV

Slika 3.6: Funkcije f 1 g 1 polinomska aproksimacija P
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U nastavku razmatramo dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (a,b) u slu¢aju kada je f(b) =
0. U okviru ovog slucaja razmotri¢emo podslucajeve f(a) > 01 f(a) = 0:
Sluéaj 2.1. f(a) > 0i f(b) =0

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3, formiramo funkciju g(z) = f(b —t), koja
je simetri¢na funkciji f u odnosu na pravu x = g. Na taj nacin se nejednakost f(x) > 0, za
x€ (a,b), svodi na nejednakost

g(t) >0, zare(0,b—a).

Funkcija g(¢) se, primenom adicionih formula, moZe transformisati u MTP funkciju, ¢ime se
prethodna nejednakost svodi na ranije opisani slucaj 1.1 (g(0) =01 g(b—a) > 0).

Prehodno opisani pristup za dokazivanje nejednakosti zvaéemo Dokazivanje simetrijom.

Slika 3.7: Primer funkcije na koju se primenjuje Dokazivanje simetrijom

Sluéaj 2.2. f(a) =0i f(b) =0
Akoje f (“52) <0, nejednakost f(x) > 0 ne vaZi na intervalu (a,b). Stoga u nastavku smatramo
daje f (452) > 0.

Dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (a, #) 1 na intervalu (#,b) svodi se na
prethodno opisane slucajeve.

Ovaj pristup za dokazivanje nejednakosti zvaéemo Dokazivanje deljenjem intervala.

3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejed-
nakosti

U ovom potpoglavlju, prema [121], dajemo jedan metod za dokazivanje miksovano eksponencijal-
no polinomskih (MEP) nejednakosti, koji je analogan metodu za dokazivanje MTP nejednakosti iz
Potpoglavlja 1.3.
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3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

Definicija 3.1

(i) Eksponencijalni polinomi su konacne linearne kombinacije izraza oblika x" e, gde je n €Ny i
acC.

(i) Miksovano eKsponencijalno polinomska funkcija (MEP funkcija) je funkcija oblika
n
f(x) = Z aixpi(e—x)4i7
i=1

gde jeneN, o; eR\{0} i pi,q; €Ny, koja je definisana za x € R.

(iii) Miksovano ekKsponencijalno polinomsKa nejednakost (MEP nejednakost) je nejednakost oblika

f(x)>0
zax€S, S CR, gde je f(x) MEP funkcija.

3.2.1 Neke navisne i naniZzne polinomske aproksimacije za eksponencijalnu
funkciju

Sledeéa teorema daje neke navis$ne i naniZzne polinomske aproksimacije za funkciju e, koje koristi-
mo za formiranje naniZne polinomske aproksimacije za datu MEP funkciju.

Teorema 3.7 Za Tejlorov razvoj funkcije e dat sa

Tn(X) — Z (_l)lxi

Al
-0 v

vazi:
(i) Ukoliko je n =2k, ke Ny, tada je
(Vx € (0, +o0)) T(x) >e™ .

(@) Ukoliko je n =2k+ 1, ke Ny, tada je
(Vx € (0, 400)) Ty(x) <e ™.

Dokaz.

(®) Uocimo funkciju

Za ovu funkciju vazi da je

gde je j <n, jeNy.

Vazi da je

FP ) =1—e
za svako k € Ny. Evidentno Fz(ka) (x) > 0 na intervalu (0,+c0). Dakle, sledi da je funkcija
FZ(ka_l)(x) rastuca na intervalu (0,+eo). Kako je Fz(lgk_l)(O) =0, vazi da je Fz(ka_l)(x) >0 na

intervalu (0, +0). Nastavljajuci ovaj postupak, s obzirom na to da je Fn(j ) (0) = 0, zakljuCujemo
da je Fp;(x) > 0 na intervalu (0, +oc0), tj. da je

(Vx€ (0,400)) Tor(x) >e ™ .

(@) Analogno dokazu dela (7). [ |
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3 Neka poboljsanja i uopstenja metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na. . .

Sledeée dve teoreme daju poredak Tejlorovih razvoja funkcije e .

Teorema 3.8 Za Tejlorov razvoj funkcije e dat sa

Tn(X) — Z (_1)lxi

Al
i—0 1

vazi

(i) Za svaki Maklorenov polinom Ty 1(x), gde k€ Ny, neparnog stepena postoji tacno jedan koren
Cox+1 na intervalu (0,+o0). Pritomejec; =1<c3 < ....

(#i) Ukoliko je n =2k, ke Ny, tada je
(Vxe (0, n+2)) T,(x) > Tht2(x)

(Vxe (n+2, 4)) T,(x) < T12(x).
Zax=0ili x =n+2vaZi da je T,(x) = T42(x).

@@i) Ukoliko je n =2k+1, ke Ny, tada je
(Vxe€(0,1n42)) Ta(x) < Thya(x)

(V€ (42, +0)) Ty(x) > T2 ().
Za x=0ili x =n+2vaZida je T,(x) = T42(x).
Dokaz. Poznato je da svaki Maklorenov polinom neparnog stepena ima bar jedan koren. Dokazimo

da za Maklorenov polinom T3 1(x), za k € Ny, postoji tatno jedan koren ¢y na intervalu (0, 4o0).
Ispitajmo monotonost funkcije 7511 (x) na intervalu (0, +o0). Prvi izvod funkcije Toiy1(x) je

1 1
Ty (x) = =1 +x— axz o mxzk = —To(x).

Kako na osnovu Teoreme 3.7 vazi da je T (x) > e~ > 0 na intervalu (0,-+c), zakljucujemo da je
T3, 1(x) <0, odnosno da je T (x) opadajuca funkcija na intervalu (0, o).
Primetimo da za polinom

1 1
vazi da je
T2k+1 (O) =1 i lim T2k+] (x) = —o9,

X—>+oo

Kako je polinomska funkcija 751 (x) neprekidna i opadajuca na intervalu (0, +eo), zakljuCujemo da
postoji tacno jedan koren ¢y funkcije Tog, 1 (x) na intervalu (0, 4o0).

Jasno je da je ¢; = 1. Dokazimo da vazi poredak ¢y = 1 < ¢3 < ... . Primetimo da je
D 1(x) < Topr1(x) <=0 <x < 2k+1

za k€ N. Pri tome vazi da je

(<0) ~ - A ~~
(<0) (<0)

2 3 2k 2k+1
(1) = (1= i)+ (BEE - CED )y (B B ) <o
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3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

Stoga, mozemo zakljuciti da je
Cok—1 < C2ht1

za svako k € N, ¢ime je dokazano tvrdenje (i). Tvrdenja (ii) i (iii) se dokazuju sli¢no kao Teorema

3.2

Teorema 3.9 Za Tejlorov razvoj funkcije e dat sa

vazi:
(@) Ukoliko je n =2k, ke Ny, tada je

(Vx € (0,n+2)) (Th(x) > Thpa(x) > Thya(x) > ... >e ).
@) Ukoliko je n =2k + 1, ke Ny, tada je
(Vx € (0,n42)) (Th(x) < Tha(x) < Thya(x) < ...<e™™).
(#ii) Zaxe<(0,2) i keNg vazi da je
Ti(x) <T3(x) < ... <Tppg1(x) < ... < <o < Typ(x) < ... < Ta(x) < Tp(x) =1.

Dokaz.

(?) DokaZimo tvrdenje indukcijom. Na osnovu Teoreme 3.7 i Teoreme 3.8, vazi da je
(Vxe€(0,n+2)) (Th(x) > Thpa(x) > e).
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za £ €N, tj. da vazi da je

(Vx€(0,n+2)) (Th(x) > Thi2(x) > Thya(x) > ... > Top(x) > e ).

(+1)

DokaZzimo induktivni korak, tj. da za £+ 1 vaZzi da je

(Vx€(0,n+2)) (Tn(x) = Tnya(x) > Thi3(x) > ... > Tryop(x) > Typorga(x) > 7).
(¢42)

Na osnovu Teoreme 3.7 i Teoreme 3.8, vazi da je

(Vx€ (0, n+2042)) (Tir20(x) > Tyyaea(x) > e™).

S obzirom na to da je n+2¢+2 > n+2, zakljuCujemo da vazi tvrdenje (3.13). Dakle, na osnovu

matematicke indukcije, vazi da je
(Vx€ (0, n+20+2)) (Ty(x) > Tga(x) > Thpa(x) > Thye(x) > ... > ™).
(@) Analogno dokazu dela (7).
(#@ii) Sledi iz (i) i (iD).
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Slika 3.8: Neke navi$ne i naniZzne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.7 za funkciju e

3.2.2 Odredivanje nanizne polinomske aproksimacije i neka uopStenja MEP
funkcija

U ovoj sekciji dajemo opis metoda za dokazivanje MEP nejednakosti

f(x)>0
na kona¢nom intervalu (0,b) CR™.

Uvedimo oznaku exp~ (x) = e*. Neka je T;™® *“(x) Tejlorov razvoj stepena n funkcije exp~ u okolini
tacke ceR.

Pretpostavimo da je f(b—) > 0.

Za svaki sabirak o;xPi(e *)% MEP funkcije f, funkciju (¢™*)%, u nekoj desnoj okolini tacke 0, aprok-
simiramo na slede¢i nacin:
(1) Ukoliko je o; > 0, funkciju (e~*)% aproksimiramo polinomom Tzezfjr_l’o(q,-x), gde ¢; € Ny, jer
vazi da je
_ . xp~,0
(e ) > Tzee,-liul (gix).
(2) Ukoliko je a; < 0, funkciju (e™)% aproksimiramo polinomom T7,,° ~9(gix), gde ¢; € Ny, jer
vazi da je
(e < T3 (gw).
Na osnovu (1) i (2), svaka funkcija (e )% se aproksimira odgovaraju¢im Tejlorovim polinomom i
tako se formira polinom
< -0
P(x) = Py, .0, (x) = Y 0P T " (gix),

i=1
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3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

gde je
20;+1, akoje a; >0,
191':191'(&)2{ i+ aKo je ¢;

20;, akoje o; <O0.

Broj ¢; nazivamo indeKsom Tejlorovog razvoja ng‘pi’o(q,-x), a niz ¢1,0s,...,¢, nazivamo nizom
indeksa Tejlorovih razvoja za polinom Py, 4, 4, (x) (videti Definiciju 1.7).

Prema nacinu formiranja polinoma P(x) vazi da je
f(x) > P(x)
na intervalu (0,b). Ako se prema pravilima (1) i (2) izaberu vrednosti indeksa ¢1,¢5, ..., ¢, takve da je
P(x) >0
zax€(0,b), tada je dokazana nejednakost

f(x)>0

na intervalu (0,5).

Dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalima oblika [0,b), (0, 5] ili [0, 5] je analogno.

Slucaj kada je f(b—) = 0 razmatra se na isti nacin kao u Potpoglavlju 1.3, gde je f jedna MTP
funkcija.

Dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom kona¢nom intervalu. Dokazivanje MEP nejednakosti
f(x) > 0 na kona¢nom intervalu (a,b) CR™ razmatra se sli¢no kao u Sekciji 3.1.3.

Jedno poboljSanje metoda. Prethodno opisani metod moZe se poboljsati u nekim slucajevima. Ako
u MEP funkciji f postoji viSe sabiraka koji sadrZe istu eksponencijalnu funkciju (e™*)%, tada se zbir
takvih sabiraka predstavlja sabirkom oblika A(x) - (¢e™*)%, gde je h(x) polinom. Ukoliko je polinom
h(x) stalnog znaka na intervalu (0,b), tada se funkcija (e™)% u sabirku h(x) - (e™*)% aproksimira
prema pravilima:

(1’) Ukoliko je h(x) > 0, funkciju (e~*)% aproksimiramo polinomom Tze;i‘j:l’o(qix), gde ¢; € Ny, jer
vazi da je
(e > 157 (giv).
(2) Ukoliko je h(x) < 0, funkciju ()% aproksimiramo polinomom 7,," ~Ogix), gde £; €Ny, jer
vazi da je
J () < T3P (g,

Ukoliko polinom A(x) nije stalnog znaka na intervalu (0, ), tada ga razdvajamo na zbir dva polinoma:
h™ (x), koji sadrZi sve pozitivne sabirke polinoma, i A~ (x), koji sadrZi sve negativne sabirke polinoma.
U tom sluaju, funkciju (e *)% u sabircima At (x) - (e™)% i h™(x) - (¢ *)% aproksimiramo prema
pravilima (1”) i (2°) i tako formiramo polinom P(x).

Za odredivanje naniZnih i navi$nih polinomskih aproksimacija za funkciju (e *)%, gde T€ R, moze
se, na osnovu jednakosti (3.10) za izbor ¢ = exp—, takode koristiti Teorema 3.7. Dakle, na isti nacin
kao $to se dokazuju MEP nejednakosti, moZe se dokazivati i jedno uopstenje MEP nejednakosti
oblika

n
Y aixPi(e™)% >0 (3.14)
i=1

zaxe€SCRT, gdejeneN, 0; €R\{0} i p;€ Ny i 7; ER(]. Desna strana nejednakosti (3.14) odreduje
uopstenu MEP funKciju.
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3 Neka poboljsanja i uopstenja metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na. . .

Metod za dokazivanje MEP nejednakosti je moguce primeniti i na realne eksponencijalno polinomske
funkcije koje sadrze sabirke oblika

0 xPi (e )M
gde je o; €R\{0}, p; €Ny i y; € R™. MnoZenjem takve funkcije sa e, gde je M = min{y;}, ta
funkcija se svodi na uopStenu MEP funkciju.

Na osnovu razmatranja iz prethodnih sekcija, uvodimo M-Klasu funkcija, koja se sastoji od:
(1) MTP funkcija i uopStenih MTP funkcija iz Sekcije 3.1.2,

(2) MEP funkcija i uopStenih MEP funkcija iz ove sekcije,

(3) funkcija koje se dobijaju konacnim sabiranjem funkcija odredenih sa (1) 1 (2).

Dokazivanje nejednakosti oblika f(x) >0, za f€ M i x€SCR™, moZe se, analogno prethodnim
razmatranjima, svesti na dokazivanje polinomske nejednakosti.

3.2.3 Primena u dokazivanju MHTP nejednakosti i nekih uopstenja MHTP
nejednakosti

Na osnovu rezultata iz prethodne sekcije, u ovoj sekciji dajemo jedan metod za dokazivanje MHTP
nejednakosti

flx)>0
na kona¢nom intervalu (a,b) CR™.

MHTP funkcija f(x) se, primenom smena iz Teoreme 2.5 iz [107], moZe zapisati u obliku
m
f(x) =Y Bix" trigh;(six), (3.15)
i=1

gde je meN, B; € R\{0}, s;,7; €Ny i trigh; = cosh ili trigh; = sinh.

Na osnovu formula

ex + efx ) ] ex _ efx
1 sinhx= ,
2 2

funkcija f(x) se svodi na realnu eksponencijalno polinomsku funkciju.

coshx =

U prethodnoj sekciji je opisano kako se metod za dokazivanje MEP nejednakosti moZe primeniti i na
realne eksponencijalno polinomske funkcije.

Napomenimo da se analogno moze dokazivati i jedno uopstenje MHTP nejednakosti oblika
n
Y aix? cosh? (7;x) sinh”(7;x) > 0 (3.16)
i=1
zaxeSCRT, gde je neN, o, e R\{0}, 7, €R i p;,qi,ri € Ng. Ne-nula funkciju sa desne strane
nejednakosti (3.16) nazivamo uopstenom MHTP funkcijom.

Takode, metod je analogno moguce primeniti i na uopStenja MHTP funkcija koja sadrZe sabirke
oblika

m
ox? [ [ cosh? (pjx+aj)sinh™ (vjx+bj),
j=1
gde je « e R\ {0}, meN, u;,vj,a;,b;cR i p,q;,rj € Ny, jer se primenom formula za proizvod
hiberbolickih funkcija i adicionih formula za hiberbolicke funkcije ovo uopsStenje MHTP funkcije
moZe svesti na zapis oblika (3.15).
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3.3 Izolovanje nula i izolovanje ekstremuma realnih funkcija

3.3 Izolovanje nula i izolovanje ekstremuma realnih funkcija

U ovom potpoglavlju dajemo, prema [124], metod za izolovanje nula i metod za izolovanje ekstremu-
ma proizvoljne funkcije f : (a,b) — R.

3.3.1 Metod za izolovanje nula funkcija

Vazi tvrdenje:

Teorema 3.10 (Metod za izolovanje nula) Neka je f : (a,b) — R funkcija koja je diferencijabilna
na intervalu (a,b). Ako postoje tacke ay, by € (a,b), ag < by, takve da vaZi:

(D) f(ao)- f(bo) <0,
(2) f je stalnog znaka na intervalima (a,ag) i [bo,b),
(3) 1 je stalnog znaka na segmentu [ag, by),

tada funkcija f ima tacno jednu nulu na intervalu (a,b), tj. preciznije — na podintervalu (ag,bo).
Ukoliko je u prethodnoj teoremi funkcija f iz klase M, tada se uslovi (2) i (3) mogu proveriti prime-
nom ranije opisanih metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na polinomsku nejednakost.

Prethodna teorema se ne moZe primeniti za izolovanje nula parnog reda. Medutim, s obzirom na to
da su ove nule ujedno i lokalni ekstremumi funkcija, moguce ih je izolovati primenom metoda za
izolovanje ekstremuma koji je dat u Sekciji 3.3.2.

Funkcije iz klase M su realno analiticke funkcije, $to znaci da ne-nula funkcija iz klase M na konad-
nom intervalu ima kona¢no mnogo nula [96]. Stoga je za funkcije iz klase M, primenom Teoreme
3.10, moguce izolovati sve nule na kona¢nim intervalima.

Prethodno opisani metod je primenjen u [27, 122, 124] za izolovanje nula MTP funkcija.

3.3.2 Metod za izolovanje ekstremuma funkcija

Vazi tvrdenje:

Teorema 3.11 (Metod za izolovanje ekstremuma) Neka je f : (a,b) — R funkcija koja je dva puta
diferencijabilna na intervalu (a,b). Ako postoje tacke ay, bo € (a,b), ag < by, takve da vaZi:

@ f'(ao)- f'(bo) <0,
(2) f' je stalnog znaka na intervalima (a,a) i [bo,b),
(3) 1" je stalnog znaka na segmentu [ag, by),

tada funkcija f ima tacno jedan ekstremum na intervalu (a,b), tj. preciznije — na podintervalu (ag, by).

Ukoliko je u prethodnoj teoremi funkcija f iz klase M, tada se uslovi (2) i (3) mogu proveriti prime-
nom ranije opisanih metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na polinomsku nejednakost.

Ukoliko je f” stalnog znaka na intervalu (a,b), tada je za dokazivanje postojanja tacno jednog ekstre-
muma i izolovanje podintervala (ag,bp) na kom se taj ekstremum nalazi dovoljno dokazati da postoje
tacke ag, b € (a,b) takve da je ag < by i f'(ao) - f'(bo) < 0.

Funkcija iz klase M koja nije konstanta na kona¢nom intervalu ima kona¢no mnogo ekstremuma.
Stoga je za funkcije iz klase M, primenom Teoreme 3.11, moguée izolovati sve ekstremume na
konac¢nim intervalima.

81



3 Neka poboljsanja i uopstenja metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na. . .

82



Poglavlje 4

Jedan sistem za automatsko dokazivanje
nekih analitickih nejednakosti

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3 1 1.4 1 iz Poglavlja 3, razvijen je jedan novi sistem
za automatsko dokazivanje nekih nejednakosti oblika

filx) > falx) (G filx) < falx))

na intervalu I, gde je I otvoren, poluotvoren ili zatvoren konacan nenegativan realan interval, i gde su
J11 f> ne-nula funkcije oblika

mi

Za,x’” AT Z oxP cos?i (7;x) sin”i(T;x) 4.1)
i=1 i=my+1

gde je m; < my, my,ma, pi,qi,ri €No, 0, €ER\{0} i 7; €R, definisane za svako x € R. Funkcije oblika
(4.1) su u klasi M.

4.1 Neke strategije za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih
razvoja u naniznim polinomskim aproksimacijama

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3, funkcija f' € M oblika (4.1) moZe se transformisati
u ekvivalentan oblik

Zaxp‘exp (Tix) + Z Bix‘itrig;(t; x)

i=1 i=mp+1
gde je m; < m, my,m, p;,s; €No, o, B; €R\{0}, 7;,¢; ERO i trig; = sin ili trig; = cos, odnosno u oblik
m

Z i ¢1 tl 4.2)

gde je ¢; = exp™ ili ¢; = trig;.

Primenom metoda iz Potpoglavlja 1.3 i 3.2, jedna naniZna polinomska aproksimacija za funkciju (4.2)
na intervalu (0,5) CR™ je data sa

P(x) =Py py,...0 ZB,xSqu" (1:x), 4.3)
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

gde je m,s;€Np, B;eR\{0}, ;R ¢y = exp™ ili ¢; =sin ili ¢; = cos i

((20;+1, akoje ¢; =exp~ i fBi >0,
20; , akoje ¢; =exp i Bi<O,
40;+3, akoje ¢;=sin i B; >0,
= %(0) = 4.4
O = illi) 40;+1, akoje ¢;=sin i B; <O, (4.4)
40; 42, akoje ¢;=cos i B; >0,
4¢; , akoje ¢p;=cos i PB; <0,

\
gde l; €Np.

U ovom potpoglavlju dajemo neke strategije za odredivanje, ukoliko postoje, vrednosti indeksa
01,0y, ...,0y takvih da je P(x) > 0 na intervalu (0,b).

U strategijama koje dajemo koristimo oznaku dg; za stepen sabirka f;x% ng“o (t;x) u polinomskoj
aproksimaciji (4.3),zai€{1,2,3,...,m}.

4.1.1 O polinomskoj nejednakosti P(x) > 0

Ispitivanje znaka polinoma primenom Sturmove teoreme moZe biti sloZeno i vremenski zahtevno.
Stoga, u ovoj disertaciji, pozitivnost polinoma P(x) na intervalu (a,b) C R ispitujemo u sledece dve
faze:

(a) Proveravamo znak polinoma P(x) na nekom unapred izabranom skupu diskretnih tacaka §C
(a,b). Ako (Jxp €S) P(x) < 0, tada polinom P(x) nije pozitivan na intervalu (a,b) i nije po-
trebno primenjivati fazu (b).

(b) Ako je P(x) > 0 za svako x € S, tada primenjujemo Sturmovu teoremu, na osnovu koje zaklju-
¢ujemo da li polinom P(x) jeste ili nije pozitivan na intervalu (a,b).

U primenama se Cesto odgovor o nepozitivnosti polinoma P(x) na intervalu (a,b) dobija u fazi (a), §to
znaci da u slucaju kada polinom P(x) nije pozitivan na intervalu (a, b) esto nije potrebno primenjivati
Sturmovu teoremu.

4.1.2 Strategija za redukovanje broja indeksa grupisanjem sabiraka polazne
funkcije

Primenom metoda iz Potpoglavlja 1.3 i Sekcije 3.2.2, moZe se redukovati broj indeksa ¢1,¢5, ..., ¢y,
nanizne polinomske aproksimacije (4.3) date funkcije f.

e Ako u funkciji (4.2) postoji viSe sabiraka koji sadrze istu funkciju ¢;(z;x), zbir svih takvih
sabiraka predstavljamo sabirkom A(x) - ¢;(¢;x), gde je h(x) odgovarajuci polinom.

e Ako polinom %(x) menja znak na intervalu (0,b), tada grupisanjem svih pozitivnih sabiraka
polinoma A(x) formiramo polinom /™ (x) i grupisanjem svih negativnih sabiraka polinoma 4 (x)
formiramo polinom A~ (x).

Na taj nacin se funkcija (4.2) predstavlja u sredenom obliku

hi(x)9i(tix), (4.5)

k
=1

i
gde keN, 1, € R(J{ , ¢ = exp~ ili ¢; = sin ili ¢; = cos i polinomi A;(x) su stalnog znaka na
intervalu (0,b).
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4.1 Neke strategije za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u naniZnim . ..

e U svakom sabirku A;(x) - ¢;(t;x) iz (4.5) funkciju ¢;(f;x) aproksimiramo prema pravilima
(1°)—(@) iz Potpoglavlja 1.3 ili pravilima (1°) i (2°) iz Sekcije 3.2.2.

Tako dobijamo naniznu polinomsku aproksimaciju za funkciju f na intervalu (0,5) datu sa
- 010
P( ) P£17€27 7 Z T v (4'6)

gde jek <m (keN),; ER], ¢; = exp™ ili ¢; = sin ili ¢; = cos, h;(x) polinom i

((20;+1, akoje ¢;=exp~ i hi(x)

20; , akoje ¢;=exp~ i h;i(x)
40;+3, akoje ¢;=sin i h;i(x) @.7)
40;+1, akoje ¢;=sin i hi(x) <O, '
40;+2 , akoje ¢;=cos i hi(x)

4¢; , akoje ¢;=cos i h;(x)

\

gde l; €Np.

Ova strategija redukuje broj indeksa: o¢igledno je da smo u polinomskoj aproksimaciji (4.3) imali m
indeksa, a u polinomskoj aproksimaciji (4.6) imamo k < m indeksa.

Primer 4.1 Za funkciju

3

45 45 45
f(x) = 8x° sinx — 3x” sinx — 45xsinx + 4% cosx +90x? cosx — 4 reosx + 7 cos 3x+2x

jedna naniZna polinomska aproksimacija na intervalu (0, %) je oblika

in,0 in,0 in,0 0
Bryt5,03,04,05,06,7 (x) = 8x° Télséniw (x) — 3 Télsénikl (x) —45x T4Sl}n7+1 (x) + 7 s T40405+2 (x) +
+902 Ty (x) — x50 (x) + R 10 (3x) +2x,

gde 617627€37€47£57£6>€7 € I\IO-
Na osnovu sabiraka koji sadrZe funkciju sinx, formiramo polinom /;(x) = 8x° — 3x* — 45x koji je

negativan na intervalu (0, 2)

Na osnovu sabiraka koji sadrze funkciju cosx, formiramo polinom /;(x) = %xz’ +90x% — %x koji
menja znak na intervalu (0, %) Grupisanjem svih pozitivnih sabiraka polinoma /;(x) formiramo po-

linom /5 (x) = %x3 +90x? i grupisanjem svih negativnih sabiraka polinoma /, (x) formiramo polinom
hy (x) = —%x.
Dakle, primenom prethodno opisane strategije, polaznu funkciju svodimo na

45 45 45
flx)= (st —3x% — 45x> sinx + vy (x3 + 8x2) COSX — X COSX + 7 cos 3x+2x
v ~——_— —— ——

-~

hy(x) hz+ (x) hy (x)

1 tako dobijamo naniZnu polinomsku aproksimaciju oblika

Pl s()= (8653 452 TE8 ()4 (2+80%) 76050 9 4T () + 475720 () +2x.
N \ﬁ,_/ ——

-~

Iy (x)<0 hy (x) hy (x)

gde ly,lp,13,14 € Np. ]
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.1.3 JoS neki teorijski rezultati o poretku Tejlorovih razvoja trigonometrij-
skih i eksponencijalnih funkcija

U ovoj sekciji dajemo neke nove teorijske rezultate koji predstavljaju matematicku osnovu strategija
(datih u narednim sekcijama) za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih aproksimacija.

Definicija 4.1 Neka su date funkcije Py, Ps, f : (a,b) — R, (a,b) CR. Funkcija P, je bolja aproKsi-
macija funkcije f na intervalu (a,b) od funkcije Py ako je

(Vx€(a,b)) (Pi(x) > Pr(x) > f(x)) ili (Vx€(a,b)) (Pi(x) <Pr(x) < f(x)).

Neka su Pi(x) i P»(x) nanizne polinomske aproksimacije funkcije f € M na intervalu (a,b) CR*
takve da je

(Vxe€ (a,b)) (P(x) < P(x) < f(x)).
Tada vazi:

(f) Ako polinom P,(x) nije pozitivan na intervalu (a,b), tada ni polinom P;(x) nije pozitivan na
intervalu (a,b).

(@) Ako je Pi(x) > 0 na intervalu (a,b), tada je i P»(x) > 0 na intervalu (a,b).

U ovoj disertaciji formiramo naniZne polinomske aproksimacije koje su nastale od Tejlorovih razvoja
funkcija sinx, cosx i e i od interesa je da razmotrimo poredak Tejlorovih razvoja tih funkcija.

Na Slici 4.1 su prikazane neke navi$ne Tejlorove aproksimacije Tyz+1(x), L € Ny, funkcije sinx. U
Teoremi 4.1 pokazacemo da za polinom 7474 (x) — 7j(x) postoji najmanja pozitivna nula dy 47+ 1.

Konkretno, na intervalu (0,d; o), Tejlorov razvoj Ty(x) je bolja aproksimacija sinusne funkcije od
Tejlorovih razvoja Tj (x) i T5(x), a van tog intervala poredak se ne zadrzava. Ovu ¢injenicu uopstavamo
u Teoremi 4.1.

T1<l')

0 ™ dl, 2 d1713

Slika 4.1: Neke naviSne aproksimacije sinusne funkcije
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4.1 Neke strategije za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u naniZnim . ..

Lema 4.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

e e
Talx) = ;O Qi+

i za svaki prirodan broj k vaZi
(Vxe (\/4k(4k+1), +00)) Ty (x) > T (x).
Dokaz. Dokazimo tvrdenje indukcijom. Za k = 1, na osnovu Teoreme 3.2, vazi da je
(Vxe (V20, +0)) T5(x) > T ().

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko k € N. Dokazimo induktivni korak, tj. da za k41 vazi da je

(Vxe (v (4k+4)(4k +5), +o0)) Tyrrs(x) > Ty (x). (4.8)

Na osnovu Teoreme 3.2, vazi da je

(VXE (\/(4](—1—4)(4](—1—5)7 +°°)) T4k+5(x) > T4k+1(x).

Kako je na osnovu induktivne pretpostavke

(Vxe (V/4k(4k+1), +o0)) Tugr1(x) > T1(x),

isobziromnatodaje (\/(4k+4)(4k+5), o0 ) C (\/4k(4k+ 1), +o0), zakljuCujemo da vazi (4.8). W

Teorema 4.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

= G
Tn(X)— l:ZO mx

i za svaki prirodan broj L vaZi:

(@) Polinom Tyry1(x) — T1(x) ima najmanju pozitivnu nulu dy 441 € [\/20, \/4L(4L+1)] =
[4.472..., \/AL(AL+1)].

Zake{0,1,2,...,L— 1} vazZi da je

(VXE (O,d1’4L+1)) (T4k+1 (x) > T4L+1(x) > sinx) . 4.9)

(if) Polinom Ty 13(x) — T3(x) ima najmanju pozitivnu nulu ds 4113 € [V42, \/(4L+2)(4L+3) ] =
[6.480...,/(4L+2)(4L+3) ].
Zake{0,1,2,...,L— 1} vazZi da je

(VXG (0,d374L+3>) (sinx > T4L+3 (x) > T4k+3 (x)) .

Dokaz.

(f) Na osnovu Teoreme 3.3, vaZzi da je

(VXE (O, \/%)) T4L+1 (x) <T (x)
S (VXE (O, \/%)) Tar+1 (x) —T (x) <0,
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

dok na osnovu Leme 4.1, vazi da je
(Vxe (VALMAL+1), +o0)) Tapy1(x) > T1(x)
— (Vxe(VAL(AL+1), +o0)) Tur41(x) — T1(x) > 0.

Dakle, zaklju¢ujemo da polinom Ty7(x) — 77 (x) mora imati bar jednu nulu na segmentu

[V20, \/AL(4L+1)].

S obzirom na to da je polinom Ty (x) — 7} (x) realno analiticka funkcija, a koreni realno
analitickih ne-nula funkcija nemaju tacke nagomilavanja ([96], Poglavlje 4; [43], Lema 2.1.),
postoji najmanja pozitivna nula dj 4741 tog polinoma.

Dokazimo sada formulu (4.9) za k€{0,1,2,...,.L—1}.

Na osnovu Teoreme 3.3, vazi da je

(VXG (O, \/(4k+4) (4k+5) )) (T4k+1(x) > Thi+s ()C) > T4k+9(x) > > sinx),

odakle je

(Vx€ (0, /(4k+4)(4k+5))) (Tags1(x) > Taps1(x) > sinx). (4.10)

Razmotrimo sledeca dva slucaja:

Sluéaj 1. Ako dj a1 € (0, \/(4k+4)(4k+5) ), formula (4.9) sledi na osnovu (4.10).

Sluéaj 2. Neka je dy 4r41 € [\/(4k+4)(4k+5), +o0). Na osnovu (4.10), za dokaz formule
(4.9), dovoljno je dokazati da je

(VXE [\/(4k—|—4)(4k+5), d1’4L+1 )) (T4k+| (x) > T4L+1(x) > sinx).

Na osnovu Leme 4.1, za k€{1,2,3,...,L— 1}, imamo
(VXE ( 4k(4k+ 1), +°°)) T4k+1(x) >T ()C),

odakle je

(Vxe [\/(4k+4)(4k+5), drart1)) Tags1(x) > Ti(x). (4.11)
Na osnovu Teoreme 3.1, vazi da je

(Vx€ (0, drar+1)) (Ti(x) > Tars1(x) > sinx). (4.12)

Dakle, kako je [\/(4k+4)(4k+5),diar+1) C (0,diar+1), iz (4.11) i (4.12), za
ke{l1,2,3,...,L—1} vazi

(Vxe [\/(4k+4)(4k+5), diart1)) (Taks1(x) > Ti(x) > Tup41(x) > sinx).

Zake{0,1,2,...,L— 1} prethodna formula se moZe zapisati i u obliku

(Vxe [/ (4k+4)(4k+5), diart1)) (Taxs1(x) > Tapg1(x) > sinx),
¢ime je dokazana formula (4.9) u ovom slucaju.

(@) Analogno dokazu dela (i). [
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Primer 4.2 Primenom prethodne teoreme, za sinusnu funkciju dobijamo:

(1) Za L =1 polinom T4z 1(x) — T; (x) ima jedinstvenu pozitivou nulu x = d; 5 = +/20. Na osnovu
Teoreme 4.1, vazi da je

(Vxe (0,d15)) (Ti(x) > Ts(x) > sinx),

Sto znaci da je na intervalu (0,d1,5) polinom T75(x) bolja aproksimacija sinusne funkcije od
polinoma 77 (x).

(i) Za L =2 polinom

T =T = G =77 F 57~ 31 T TR TR

¥ XX x3_3 ot
o1 715 3 "

ima jedinstvenu pozitivnu nulu!

x=djo= \/6\3/36+ 12v21 — 64/ —36+ 1221 424 = 5.91429....

Na osnovu Teoreme 4.1, vazi da je

(Vxe(0,d19)) (Ti(x) > To(x) > sinx)

(Vx€(0,d19)) (T5(x) > To(x) > sinx),

Sto znaci da je na intervalu (0,d; ) polinom Ty(x) bolja aproksimacija sinusne funkcije i od
polinoma T (x) i od polinoma 75(x).

Primetimo da vazi
(VXG (O,dl,s)) (T] (X) > T5(X) > sinx)

(Vxe (dis,d19)) (Ts(x) > Ti(x) > sinx). O

Za kosinusnu i eksponencijalnu funkciju vazZe sledece analogne teoreme.

Teorema 4.2 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

i za svaki prirodan broj L vaZi:

(@) Polinom Tyr(x) — To(x) ima najmanju pozitivnu nulu do 4, € [\/ 12, 27r) = [3.464... , 6.283...).
Zake{0,1,2,...,L— 1} vazZi da je

(Vxe (0,doar)) (Tax(x) > Tur(x) > cosx).

' Ova nula je simboli¢ki odredena primenom apleta [132].
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

(#i) Ako je L > 1, polinom Tyr(x) — Ty (x) ima najmanju pozitivnu nulu ds 41, € [\/%, (4L — 1)4L]
[7.483...,\/(4L— 1)4L].

Zake{1,2,3,...,L— 1} vazZi da je

(Vxe(0,dsar)) (Tu(x) > Tur(x) > cosx).

(@ii) Polinom Ty 2 (x) — To(x) ima najmanju pozitivnu nulu da 4142 € [\/ 30, \/(4L +1)(4L+ 2)} =
[5.477...,\/(AL+1)(4L+2) ].
Zake{0,1,2,...,L— 1} vazZi da je

(VXE (O, d274L+2)) (COSX > T4L+2(x) > T4k+2(x)) .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 4.1. |
Primer 4.3 Na Slici 4.2 prikazane su neke navi$ne Tejlorove aproksimacije Ty (x), L € Ny, funkcije
cosx. Oznaka d, 4, gde p,q €Ny, predstavlja najmanju pozitivnu nulu polinoma 7, (x) — T}, (x).

Vazi da je To(x) = cosx = 1 za svako x = 2s 7, s € Z. Dakle, u tatkama x = 25 Tejlorov razvoj Tp je
najbolja aproksimacija kosinusne funkcije.

Takode, lako je pokazati (na primer, primenom Teoreme 3.4) da je do 4, < 27 za svako L > 0.

To(z)

0 do4 s dog2 2w dys

Slika 4.2: Neke naviSne aproksimacije kosinusne funkcije 0

Teorema 4.3 Za Tejlorov razvoj funkcije e dat sa

Tn(x) — Z (_1)lxi

Al
i—0 1

i za svaki prirodan broj L vaZi:

(@) Polinom T»r(x) — To(x) ima najmanju pozitivau nulu do o1, € [2, 2L).
Zake{0,1,2,...,L— 1} vazZi da je

(VxE (O,d()’ZL)) (TZk(x) > TzL(X) > e_x) .
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4.1 Neke strategije za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u naniZnim . ..

(@) Polinom To1+1(x) — T1(x) ima najmanju pozitivnu nulu d o141 € [3, 2L+ 1].
Zake{0,1,2,...,L— 1} vazi da je

(Vxe (0,d120+1)) (67 > Tory1(x) > Topr1 (%)) -
Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 4.1. |

Primer 4.4 Za funkciju
f(x) = —sin3x+xcosdx+2 (4.13)

jedna naniZna polinomska aproksimacija na intervalu (0, %) je oblika
Pugp () = =Tyt (3x) +x Tl (4a) +2, (4.14)

gde fl,KQEN().
Za !y = {» = 2 dobija se polinom

4096 ;63349 o 5297 5 1037 5 7

141757 T 203207 1008 120 =2,

Pro(x) =—

koji ima prvu pozitivnu nulu u tacki x = 1.45994... < 7. MoZe se pokazati da je P»»(x) > 0 na
intervalu (0,1.45994...) i da je P »(x) < O na intervalu ( 1.45994..., 7). Dakle, naniZna polinomska
aproksimacija P, (x) nije pozitivna na intervalu (0, 3).

Primenom Teoreme 4.1, pokazacemo da nijedna polinomska aproksimacija P, ¢,(x), za ¢1,¢,€{0,1,2}
i (€1,62) # (2,2), nije pozitivna na intervalu (0, %).

Na primer, za polinomsku aproksimaciju P »(x), dokazac¢emo da je Pj(x) < P»(x) na intervalu
(O, 2) a na slican nacin se moze dokazati i da je Py, ¢,(x) < P2 (x) na intervalu (O ”) za bilo koji

polinom P, ¢, (x) € {Po,0(x), Po.1(x), P1o(x), P11 (x),Po2(x), Pro(x), P21 (x)}. -

Na osnovu Teoreme 4.1, vazi da je
sin,0 sin,0 . sin,0 sin,0
sint <Ty 7 (1) <Tg 7 (t) i sint<Ty (1) <T, (1)

zat€(0,d19), gde je di 9 = 5.91429... (videti Primer 4.2).
Zat =3x, gdexe (0,5), vazi da je

sin(3x) < Ty™0(3x) < T2™%(3x) i sin(3x) < g™ (3x) < T°(3x)
jerjedio >37.
Dakle, na intervalu (0, 2) vazi da je
Po(x) = —T5™0 (3x) 4 x T (4x) +2 < —T9™° (3x) + 2T (4x) +2 = Py (x),

odnosno
Pi2(x) < Pra(x) < f(x),
v v . . . .o .o o, . T
Sto znaci da ni polinomska aproksimacija P »(x) nije pozitivna na intervalu (0, 7).
Na osnovu prethodnog razmatranja i ¢injenice da polinom P> »(x) nije pozitivan na intervalu (0, %),

mozemo zakljuciti da nije potrebno proveravati ni pozitivnost polinoma Py(x), Py 1(x),Pi o(x),
P171 (x),P072 (x)7P270 (x),Pljz(x) 1 P271 (x) na intervalu (0, %)
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Posmatrajmo sada polinomsku aproksimaciju

131072 5 16384 ;4096 |, 63349 o 5297 ; 1037 5 7,

Pl = B3 o+
230) =~ osersnst Tae7775°  1a175° 403200 1008t T 120 % 2 &

Moze se dokazati (primenom Sturmove teoreme) da je P> 3(x) > 0 na intervalu (0, %). Dodatno, na
osnovu Teoreme 3.3 i Teoreme 3.6, moze se zakljuciti da za ¢; € {2,3,4,...} i , €{3,4,5,...} na
intervalu (0, %) vazi da je

0<P3 (x) < Py, 0, (x) < f(x).

o)

\Pzz

Slika 4.3: Funkcija f definisana sa (4.13) i neke naniZne polinomske aproksimacije za funkciju f
definisane sa (4.14) O

Razmotrimo polinomsku aproksimaciju
m 0.0
P(x) = Puy ty,..0,(x) = Y BTy (1:x), (4.15)
i=1

gde je m,s;€No, B;eR\{0}, ;€R;, ¢; = exp™ ili ¢; =sin ili ¢; = cos i

((20;+1, akoje ¢, =exp~ i B >0,
2¢; , akoje ¢; =exp~ i Bi <O,
B ) 4;i+3, akoje ¢;=sin i f;>0,
O = 0ill) = 40;4+1, akoje ¢;=sin i fB; <O, (4.16)
40; 42, akoje ¢;=cos i B; >0,
| 40i+4, akoje ¢;=cos i f; <0,

gde /; € Ny, na intervalu (0,b) CR™. Stepeni Tejlorovih razvoja (4.16) razlikuju se od stepena Tejlo-
rovih razvoja (4.4) samo za ¢; = cos i ff; < 0.

Podsetimo se da je d), 4;, gde p;,q; € Ny, najmanja pozitivna nula polinoma qu?" ’O(x) — Tp(ei’o(x).
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Zaniz indeksa (1,0>,...,4,, iz (4.15) izaberimo vrednosti ({1, 45, ...,¢n,) = (L1,Lo, ..., L) €NF.
Posmatrajmo sabirak f;x* Tg"(’g) (t;x) polinomske aproksimacije (4.15).

d,(0),0:(L)

Prema Teoremi 4.1, Teoremi 4.2 (sluCajevi (ii) i (iii)) i Teoremi 4.3, za x € (0, ) Tejlorov

razvoj Tg:"(’fi) (t;x) je bolja aproksimacija funkcije ¢; (z;x) od Tejlorovih razvoja Tg:( 2 ) (tix) za l; < L;,
t.
ds.(0).8/(L:
(VXG (0, 19&0?1%(&))) (V 0 < Li> ‘T(f’u ( ) o (lz )) ‘T¢u ( ) o; (tl )‘

i

b b AR

d d d d
Nekaje dmln — mln{ B (0;7191 (Ll) 132(0;7192(1‘2) 193(0;7193(1‘3) ﬂm(oiﬁm(Lm) }.
1 2 3 m

Tada, na intervalu (0,d;,), za svako ¢1 < Ly, 0y < Ly, ...,y < L, vaZi da je

PZ17£27~~~7£m (X) S PL],L27...,Lm (‘x) S f(X) . (417)

Pri tome, ako postoji bar jedno ¢; # L;, vazi da je Py, ¢, .0,/ (X) < P, 1,,... L. (%)

U ovoj disertaciji analiziracemo slucaj kada su izabrane vrednosti L; takve da je (0,5) C (0, dpin).

Ako polinom P, 7, .1, (x) nije pozitivan na intervalu (0,5) C (0,d,in), tada, na osnovu (4.17), nije-
dan polinom Py, ¢, 4, (x),zaty < Ly,¢5 < Ly, ...,{,, < Ly, nije pozitivan na intervalu (0, 5), $to znaci
da nije ni potrebno proveravati znak tih polinoma.

Akoje P, 1,....1,,(x) > Onaintervalu (0,b) C (0, dyin), tada je izbor vrednostiindeksa ({1, 02, ..., ly) =
(Ly,La,...,Ly) dovoljan za doKaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b), tj. polinomsKa aproKsi-
macija Pr, 1, . 1,,(x) je dovoljna za doKaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b).

Takode, primenom teorema 3.3, 3.6 i 3.9, na intervalu (0,b) C (0,dyn), za svako £ > Ly, l, >
Ly,....0, > L, moZe se zakljuciti da je

PL17L27-~~7Lm( ) < P€17€2, 7 ( ) < f( )

Napomena o Tejlorovom razvoju za kosinusnu funkciju. Uo¢imo da se polinomska aproksimacija
(4.3) razlikuje od polinomske aproksimacije (4.15) jedino po tome §to (4.15) ne sadrzi Tejlorov
razvoj oblika Ty O (t:x).

Razlog zbog kog smo razmatrali polinomsku aproksimaciju (4.15) umesto polinomske aproksimacije
(4.3) jeste taj Sto sa (4.3), na intervalu (0,b), za b > ==, ne vazi poredak (4.17) jer je T,™™ 0( )=1

bolja aproksimacija funkcije cosx u tatkama x = 2s7 (s €Z) od T2 (x) za £€{1,2,3,...} (videti
Primer 4.3).

Nezavisno od analiziranja poretka (4.17), za dokazivanje nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b),
moZe se koristiti i polinomska aproksimacija (4.3).
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4.1.4 Strategija simultanog uvecavanja vrednosti indeksa

Za polinomsku aproksimaciju P, ¢, 4, (x) datu sa (4.3) dajemo strategiju za odredivanje vrednosti,
ukoliko postoje, indeksa (¢1,¢2,...,4p) = (L1, Lo, ...,Ly) €N{ koje su dovoljne za dokaz nejednakosti
f(x) > 0 naintervalu (0,5).

Ako funkcija f nije pozitivna na intervalu (0, ), tada ne postoje vrednosti indeksa ¢1, 45, ..., £, takve
da je Py, ¢,....1,(x) > 0 na intervalu (0,b). Ukoliko bi se povecavale vrednosti indeksa ¢, 45, ...,4,
za 1, tada se sa takvim uvecavanjima ne bi ostvarila pozitivnost polinoma P, s, ¢, (x) na intervalu

em

(0,b) i stoga je potrebno uvesti neki uslov zaustavljanja pri odredivanju vrednosti indeksa. Na primer,
jedan uslov zaustavljanja moze biti (3i) ¢; > M, gde je M neki unapred izabran prirodan broj. Drugi
uslov zaustavljanja moze biti dostizanje unapred fiksiranog broja iteracija pri odredivanju vrednosti
indeksa.

Strategija simultanog uvecavanja vrednosti indeksa sastoji se od sledecih koraka:
e Postaviti (¢,03,...,0,) = (0,0,...,0).
e Dok nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja, ponavljati sledece:

o Ako je (VXE (O,b))Pghgz ool ()C) > 0:
zavrsiti rad sa tekucim izborom vrednosti indeksa (£1,02,...,0n);
inace:

uvecati vrednost svih indeksa ¢;,¢,...,¢,, za 1.

Primer 4.5 Primenom prethodne strategije na polinomsku aproksimaciju

in,0 in,0 45 cos,0 0 45 cos,0
Pry .ttt (%) = —45XTp 0 () + 8T (x) — ST (6) + 90 T (x) + - T s (34)

koja odgovara MTP nejednakosti
45 45
—45xsinx + 8x° sinx — T cosx 4 90x% cosx + T cos3x > 0,

zaxe (O, %), iz Primera 1.7, dobijamo sledece:
1. Za (¢1,0,03,44,¢5) = (0,0,0,0,0) moZe se pokazati da polinom

4 45
P0,0,0,00(x) = —§x8 +8x0 —45x* — §x2

nije pozitivan na intervalu (0,%).
2. Za (0y,0y,03,04,05) = (1,1,1,1,1) moZe se pokazati da polinom

1 1 35 1
P]71717171('x):_@x12 Bx10—24 3 64x6

nije pozitivan na intervalu (0,3 ).

3. Za ({1,05,03,04,05) = (2,2,2,2,2) moZe se dokazati, pomocu Sturmove teoreme, da je polinom
1 16 1y 13 o 7373 49, 8 3
2989600" ' 45360°  8064" 64512 21

pozitivan na intervalu (O, %), ¢ime smo odredili vrednosti indeksa dovoljne za dokaz zadate
nejednakosti. 0

Pr2ooa(x) =
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4.1.5 Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije

Pri odredivanju vrednosti, ukoliko postoje, indeksa ¢1,¢5,...,¢, iz (4.3) koje su dovoljne za do-
kaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,b), od znacaja je da dobijena polinomska aproksimacija
Py, 1,....1,,(x) bude Sto niZeg stepena, jer pozitivnost polinoma Py, ¢, 4, (x) dokazujemo primenom
Sturmove teoreme, a za polinome niZeg stepena Sturmov niz se sastoji od manjeg broja polinoma.

U prethodnoj sekciji je data jedna strategija za odredivanje vrednosti, ukoliko postoje, indeksa ¢1, 4>,
eoey U 1z (4.3) koje su dovoljne za dokaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0,0).

Primetimo da se primenom te strategije Cesto dobija visi stepen polinomske aproksimacije P, ¢, .. s, (x)
nego $to je neophodno.

Stoga, dajemo strategiju za smanjenje, ukoliko je moguce, nekih vrednosti indeksa ¢1,/5, ..., £, (koji
su odredeni kao dovoljni za dokaz zadate nejednakosti) tako da za takve smanjene vrednosti indeksa
stepen polinomske aproksimacije Py, ¢, ¢, (x) bude niZi i da pri tome takve vrednosti indeksa ¢y, ¢,
...,Zm 1 dalje budu dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

Pretpostavimo da su, primenom Strategije simultanog uveavanja vrednosti indeksa, vrednosti
(01,0, ....0n) = (L1,L,...,Ly) € Nij odredene kao dovoljne za dokaz nejednakosti f(x) > 0 na inter-
valu (0,0).

Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije sastoji se od sledecih koraka:
(1) Odrediti vrednost D = max{dgi,dg>,...,dgm}.
(2) Dodeliti (preth_{,preth_{;, ..., preth_{y) = (£1,02,....0).
(3) Za svaki ¢; za koji vazi da je dg; = D uraditi sledece:

o Akoje ;> 0:

umanjiti ¢; za 1;

inace:
zavrsiti rad sa izborom vrednosti indeksa (£1,02, ...,0n) = (preth_{y,preth_{;, ...,
preth_{y).

(4) Akoje (Vx€(0,b)) Py, 4,....0,(x) > 0:
vratiti se na korak (1);
inace:

zavrsiti rad sa izborom vrednosti indeksa (01,03, ...,0,,) = (preth_{y,preth_{5,...,preth_{,,).

Primer 4.6 Primenom Strategije simultanog uvecavanja vrednosti indeksa na polinomsku aproksi-
maciju

sin,0 5 4-sin,0 45 cos,0 2 -c0s,0 45 cos,0
P(x) ZPgl7527537547g5<)€)2—45)CT4€I+1(X) +8x T4£2+3(x) — ZTMs (x)+90x T4£4+2(x) + ZT4€5+2(3x) ,

dobili smo da su vrednosti indeksa (¢, ¢>,03,04,0s) = (L1,Lp,L3,L4,Ls) = (2,2,2,2,2) dovoljne za
dokaz nejednakosti

4 45
—45xsinx + 8x° sinx — T cosx +90x% cosx + 7 cos3x > 0,
zax€ (0,%), iz Primera 1.7 (videti Primer 4.5).
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

Primenom Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije, mogu se smanjiti vrednosti
nekih indeksa (¢, ¢5,03,04,05) = (2,2,2,2,2) na slede¢i nadin:

1. Za (1,02,03,04,05) = (2,2,2,2,2) odgovarajuci stepeni sabiraka polinoma P, ¢, ¢, ¢, ¢5(x) su
(dg17dg27dg37dg47dg5) = (107 167 85 127 10)

Prema koraku (1), odredujemo D = max{dg;,dgz,...,dgs} = dg, = 16.
Prema koraku (2), dodeljujemo (preth_{y,preth_{,,preth_{3,preth_{4,preth_{s)=(2,2,2,2,2).

Prema koraku (3), umanjujemo vrednost indeksa ¢, za 1, ¢ime dobijamo (¢1,¢5,03,04,05) =
(2,1,2,2,2).

Vazi da je P> 1 222(x) > 0 na intervalu (0, %), Sto znaci da se vraamo na korak (1) strategije.
2. Za (01,05, 03,04, 05) = (2,1,2,2,2) vazi da je (dg1,dg»,dgs,dga,dgs) = (10,12,8,12, 10).

Prema koraku (1), odredujemo D = max{dg;,dgz,...,dgs} = dg, = dgs = 12.

Prema koraku (2), dodeljujemo (preth_{y,preth_{,, preth_{3,preth_{4,preth_{s)=(2,1,2,2,2).

Prema koraku (3) umanjujemo vrednosti indeksa ¢, i /4 za 1, ¢ime dobijamo da je (¢1,¢3,03, 44,
l5)=(2,0,2,1,2).

Moze se pokazati da polinom Ps 1 »(x) nije pozitivan na intervalu (0, % ). Dakle, za izbor
(01,02,03,04,05) = (preth_{y,preth_{y,preth_{3,preth_{y,preth_{s) = (2,1,2,2,2), dobijamo
polinomsku aproksimaciju

13 , 7373 ,, 8 g
8064° 6as12” a1

koja je dovoljna za dokaz zadate nejednakosti.

Pri202(x) =

Prethodno odredivanje vrednosti indeksa moZemo predstaviti sledeCom tabelom.

Tabela 4.1: Odredivanje vrednosti indeksa za polinom Py, ¢, /. ¢, ¢s (x) primenom Strategije za
smanjenje stepena polinomske aproksimacije

by | by | U3 | by | U5 || dgy | dgy | dg3 | dgg | dgs ng(x) P(x)>0?

21212221 10| 16 8 12 | 10 16 Da
201 (222 10| 12 8 12 | 10 12 Da
21012 ]11]2/| 10 8 8 8 10 10 Ne 0

4.1.6 Strategija postepenog uvecavanja vrednosti indeksa

U ovom potpoglavlju dajemo jo$ jednu strategiju za odredivanje vrednosti, ukoliko postoje, indeksa
{1,403, ...,0, polinomske aproksimacije P, ¢, . ¢, (x) koje su dovoljne za dokaz nejednakosti f(x) >0
na intervalu (0,b). S obzirom na to da takve vrednosti indeksa ¢y, ¢»,...,¢,, ne moraju da postoje,
biramo uslov zaustavljanja sli¢no? kao u Strategiji simultanog uve¢avanja vrednosti indeksa.

Budu¢i da je od znacaja da dobijena polinomska aproksimacija P, s, ¢, (x) bude $to niZeg stepena,
u strategiji koju ¢emo predstaviti nastojimo da uvecavamo vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja kod
onih sabiraka koji su najniZeg stepena.

2 Jedan uslov zaustavljanja moze biti (3i) ¢; > M, gde je M neki unapred izabran prirodan broj. Drugi uslov zausta-
vljanja moZze biti dostizanje unapred fiksiranog broja iteracija pri odredivanju vrednosti indeksa.
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Strategija postepenog uvecavanja vrednosti indeksa sastoji se od sledeéih koraka:
(1) Postaviti (¢1,¢,...,4,) = (0,0,...,0).
(2) Dok nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja, ponavljati sledece:

(2.1) Akoje (Vx&(0,b))Ps, ¢,...4,(x) > 0:
zavrsiti rad sa tekucim izborom vrednosti indeksa (1,02, ...,0n).

(2.2) Odrediti vrednost D = min{dg;,dgs,...,dgm}-
(2.3) Uvecati za 1 vrednost svakog indeksa ¢; za koji vazi da je dg; = D.

Primer 4.7 Primenom opisane strategije na polinomsku aproksimaciju
sin,0 5 4-sin,0 45 cos,0 2 -c0s,0 45 cos,0
P(xX)=Puy ty,03,04,05(x) = —45xT, 1 (X) +8x Ty 5 (x) — ZT‘% (%) +90x"Ty, 75 (x) + ZT4€5+2(3X)

iz Primera 4.5, koja odgovara MTP nejednakosti
45 45
—45xsinx + 8x° sinx — T cosx +90x% cosx + 7T cos3x > 0,

zaxe (O, %), iz Primera 1.7, dobijamo sledece:

1. Za (¢1,4,03,44,05) = (0,0,0,0,0) moZe se pokazati da polinom Py 000(x) nije pozitivan na
intervalu (O, %) i odgovarajuci stepeni sabiraka polinoma Py, ¢, ¢, ¢, ¢5(x) su (dg1,dg2,dg3,dga,
dgs) = (2,8,0,4,2).

Prema koraku (2.2), odredujemo D = min{dg;,dgs,...,dgs} = dgsz = 0.

Prema koraku (2.3), uvecavamo vrednost indeksa /3 za 1, ¢cime dobijamo da je (¢, {5, 03,04,05)=
(0,0,1,0,0).

T

2. Motze se pokazati da polinom Py g 1 0.0(x) nije pozitivan na intervalu (0, 5

dg3,dgs,dgs) = (2,8,4,4,2).

) ivazidaje (dgi,dgo,

Prema koraku (2.2), odredujemo D = min{dgi,dg>,...,dgs} =dg = dgs = 2.

Prema koraku (2.3), uvecavamo vrednosti indeksa ¢; i /5 za 1, ¢ime dobijamo da je (¢1,¢5,03, {4,
l5) =(1,0,1,0,1).

(3

3. MotZe se pokazati da polinom P g j ¢.1 (x) nije pozitivan na intervalu (0, 5) ivazidaje (dgi,dgo,

dgs,dgs,dgs) = (6,8,4,4,6).
Prema koraku (2.2), odredujemo D = min{dg,,dg>,...,dgs} = dgs = dgs = 4.

Prema koraku (2.3), uve¢avamo vrednosti indeksa ¢3 i £4 za 1, ¢ime dobijamo da je (¢1, /2,3, /4,
l5)=(1,0,2,1,1).

4. Moze se pokazati da polinom P o2 1,1 (x) nije pozitivan na intervalu (0, %) i vaZi da je (dg1,dgo,
dg37dg47dg5) = (67 87 87 876)

Prema koraku (2.2), odredujemo D = min{dgi,dg>,...,dgs} =dg; = dgs = 6.

Prema koraku (2.3), uve¢avamo vrednosti indeksa ¢; i /5 za 1, ¢ime dobijamo da je (¢1, >, (3,44,
l5)=1(2,0,2,1,2).
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

5. Moze se pokazati da polinom P; (2 1 2 (x) nije pozitivan na intervalu (0, %) ivazidaje (dgi,dgo,
dg3,dg4,dg5) = (10,8,8,8, 10).

Prema koraku (2.2), odredujemo D = min{dgi,dg>,...,dgs} =dg, =dg3 = dgs = 8.

Prema koraku (2.3), uvecavamo vrednosti indeksa ¢», £3 1 {4 za 1, ¢ime dobijamo da je (¢1, 2, (3,
ly,ls) =(2,1,3,2,2).

6. Polinom
68641 |, 4

———x!2 - X104 ix8
42577920 35 21
pozitivan je na intervalu (O, %) (moZe se dokazati pomocu Sturmove teoreme), §to znaci da su

vrednosti indeksa (¢1,0,03,04,05) = (2,1,3,2,2) dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

P 1302(x) =

Prethodne iteracije odredivanja vrednosti indeksa moZemo predstaviti slede¢om tabelom.

Tabela 4.2: Odredivanje vrednosti indeksa za polinom Py, ¢, ¢, ¢, ¢s(x) primenom Strategije
postepenog uvecavanja vrednosti indeksa

iteracija || £1 | lo | U3 | 04 | U5 || dg1 | dgr | dg3 | dga | dgs || dg P(x) | P(x) >07?
1. 0/0]0 010 2 8 0 4 2 8 Ne
2. 0O/0(1]0]|0 2 8 4 4 2 8 Ne
3. 1 (0|1 [0]1 6 8 4 4 6 8 Ne
4. 110121111 6 8 8 8 6 8 Ne
5. 21012 (1|2 10 8 8 8 10 10 Ne
6. 21113122 10 | 12 | 12 | 12 | 10 12 Da ]

4.1.7 Diskusija i neka poboljSanja razmatranih strategija

Leksikografska strategija. Ako indeksi u (4.3) dobijaju redom vrednosti prema leksikografskom po-
retku, Cesto je potreban veliki broj iteracija odredivanja vrednosti indeksa dok se ne pronadu, ukoliko
postoje, takve vrednosti koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti (videti Primer 1.7). Takode,
u ovoj strategiji, broj iteracija odredivanja vrednosti indeksa moze zavisiti i od redosleda zapisivanja
sabiraka u (4.3), §to nije slucaj u strategijama predloZenim u ovom potpoglavlju.

Prema [24], primenom Leksikografske strategije, potrebno je 212 iteracija odredivanja vrednosti in-
deksa da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7, na kojoj su, u prethodnim sekcijama, testirane i
strategije predloZene u ovom potpoglavlju.

Neleksikografske strategije. Primenom predloZenih strategija se, u odnosu na Leksikografsku stra-
tegiju, Cesto znatno brze dolazi do vrednosti indeksa koje dovode do resenja, tj. do vrednosti indeksa
koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

Strategije iz ovog potpoglavlja zasnivaju se na teorijskim rezultatima iz Poglavlja 3, Potpoglavlja 1.3
i Sekcije 4.1.3, $to znaci da predloZene strategije imaju svojstvo saglasnosti.

Takode, sve predloZene strategije zavrSavaju rad u kona¢nom vremenu. U Strategiji simultanog uve-
¢avanja vrednosti indeksa i Strategiji postepenog uvecavanja vrednosti indeksa, uvedeni su uslovi

3 Prema [87], saglasnost je svojstvo algoritma koje kaZe da ako algoritam tvrdi da je neko tvrdenje ta¢no, onda ono
jeste tacno.
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zaustavljanja. Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije se primenjuje samo kada su
(primenom Strategije simultanog uveéavanja vrednosti indeksa) ve¢ odredene vrednosti indeksa koje
dovode do reSenja i ova strategija zavrSava rad ili sa tim vrednostima ili sa nekim nizim pozitivhim
vrednostima indeksa.

Strategija za redukovanje broja indeksa ne odreduje vrednosti indeksa, ve¢ samo smanjuje njihov broj.
Ostale razvijene strategije odreduju vrednosti indeksa i mogu se primeniti neposredno posle primene
Strategije za redukovanje broja indeksa ili nezavisno od nje.

Primenom Strategije simultanog uvecavanja vrednosti indeksa Cesto se u malom broju iteracija dolazi
do reSenja. Medutim, vrednosti indeksa odredene ovom strategijom neretko dovode do viSeg stepena
polinomske aproksimacije (4.3) nego §to je neophodno. Na primer, potrebno je 3 iteracije odredivanja
vrednosti indeksa da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7 i dobija se polinomska aproksimacija
stepena 16 (videti Primer 4.5).

U Strategiji za smanjenje stepena polinomske aproksimacije i Strategiji postepenog uvecavanja vred-
nosti indeksa od znacaja je i da dobijena polinomska aproksimacija bude §to niZeg stepena. Primenom
obe strategije se, prilikom dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7, dobila polinomska aproksimacija
stepena 12 (videti Primer 4.6 i Primer 4.7).

Primenom Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije (ukljucujudi i primenu Strate-
gije simultanog uvecavanja vrednosti indeksa), potrebno je 5 iteracija odredivanja vrednosti indeksa
da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7, dok je primenom Strategije postepenog uvecavanja
vrednosti indeksa potrebno 6. Medutim, primetimo da to ne mora da znaci da ¢e algoritam koji ko-
risti Strategiju za smanjenje stepena polinomske aproksimacije imati bolje performanse. Primenom
Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije, pet puta se primenjuje faza (a) ispitivanja
pozitivnosti dobijenih polinomskih aproksimacija i dva puta faza (b), dok se primenom Strategije po-
stepenog uvecavanja vrednosti indeksa faza (a) primenjuje Sest puta, a faza (b) samo jednom (videti
Sekciju 4.1.1). Tteracije odredivanja vrednosti indeksa koje ukljucuju fazu (b) mogu biti znatno spo-
rije od iteracija koje ukljuc¢uju samo fazu (a).

Strategija postepenog uvecavanja vrednosti indeksa daje samo jednu polinomsku aproksimaciju, uko-
liko postoji, koja je pozitivna na posmatranom intervalu. Strategija za smanjenje stepena polinomske
aproksimacije zahteva prethodnu primenu Strategije simultanog uvecavanja vrednosti indeksa i moze
dati viSe pozitivnih polinomskih aproksimacija.

Strategijom simultanog uvecavanja vrednosti indeksa brZe se dolazi do vecih vrednosti indeksa u
odnosu na Strategiju postepenog uveéavanja vrednosti indeksa. U Strategiji simultanog uvecavanja
vrednosti indeksa stepen dobijene polinomske aproksimacije se u svakoj iteraciji povecava za 4 uko-
liko polazna funkcija sadrzi trigonometrijsku funkciju, a ukoliko polazna funkcija sadrzi samo ek-
sponencijalne funkcije, tada se stepen dobijene polinomske aproksimacije u svakoj iteraciji povecava
za 2.

Primetimo da u Strategiji simultanog uvecavanja vrednosti indeksa moZemo da uvecavamo sve vred-
nosti indeksa za 2 (ili za neko k € N) umesto za 1. Zatim, ako se dode do reSenja, moZzemo umanjiti
sve vrednosti indeksa za 1 i proveriti da li se i sa tim vrednostima indeksa dolazi do reSenja. Na slican
nacin se mogu razmotriti i neka poboljSanja Strategije postepenog uvecavanja vrednosti indeksa.

Na osnovu prethodne diskusije i na osnovu analize veeg broja analitickih nejednakosti koje se
javljaju u radovima, u implementaciji dokazivaca koristicemo Strategiju za redukovanje broja indeksa
1 Strategiju postepenog uvecavanja vrednosti indeksa.
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4.2 Rad sistema — MenadzZer i ostali algoritmi

U ovom potpoglavlju, na osnovu teorijskih rezultata iz Poglavlja 3 1 Potpoglavlja 1.3, 1.4 1 4.1, pred-
stavljamo algoritam rada sistema za dokazivanje nekih nejednakosti oblika

flx)>0
na kona¢nom intervalu (a,b) CR™", gde je f € M ne-nula funkcija oblika (4.1) data sa
m my
f) =Y aPie™™ + Y opPicos? (7ix) sin"i(7;x),
i=1 i=m+1

gde je my < my, my,my, pi,qi,ri€No, ;€ R\{0} i ,€R.

Dokazivanje nejednakosti oblika
flx) <0

analogno je, pri ¢emu se umesto nanizne pozitivne, odreduje, ukoliko postoji, naviSna negativna poli-
nomska aproksimacija za funkciju f(x) na intervalu (a,b).

Nejednakosti na poluotvorenim ili zatvorenim nenegativnim kona¢nim intervalima dokazuju se ana-
logno.

Rad sistema — algoritam MenadZer. Sistem prvo testira, u okviru Algoritma 1 (Kontraprimer), da
li je nejednakost f(x) > 0 tacna za neke diskretne taCke iz intervala (a,b). Ako se pronade tacka xo €
(a,b) ukojoj zadata nejednakost ne vazi, korisnik dobija obavestenje da je pronaden Kontraprimer x.

Ukoliko se ne pronade kontraprimer, sistem, u okviru Algoritama 2-5, pokuSava da dokaze zadatu
nejednakost:

e U Algoritmu 2 (Transformacija) vrsi se transformacija funkcije f u zapis preko visestrukih
uglova i u zavisnosti od toga da li je f(a) # 0, f(a) =0, f(b) # 0ili f(b) =0, poziva se
Algoritam 3 za ispitivanje pozitivnosti odgovarajuce funkcije na odgovarajuéem intervalu.

e U Algoritmu 3 (Aproksimacija) odreduju se naniZzne polinomske aproksimacije zadate funk-
cije na zadatom intervalu, pri ¢emu se pozitivnost dobijenih aproksimacija ispituje primenom
Algoritma 4.

e U Algoritmu 4 (Racionalizacija) se, ukoliko zadati polinom ima iracionalne koeficijente, odre-
duje naniZzna polinomska aproksimacija sa racionalnim koeficijentima tog polinoma i poziva se
Algoritam 5.

e U Algoritmu 5 (§turm) se proverava pozitivnost zadatog polinoma na zadatom intervalu prime-
nom Sturmove teoreme.

U slucaju da sistem ne uspe da pronade kontraprimer, a ni da dokaze zadatu nejednakost, korisnik do-
bija poruku da prema zadatim postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3) nejednakost nije dokazana.
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4.2 Rad sistema — MenadZer i ostali algoritmi

Sledecom Semom je predstavljen algoritam MenadZer.

N4

A\

Algoritam 1

Kontraprimer
Pronaden Da
kontraprimer i
/ Kontraprimer \
Ne
Algoritam 2
Transformacija l
Algoritam 3 Dokazano da je Da
Aproksimacija f(x)>0zaxe(a,b) v
Dokaz
Algoritam 4 Ne nejednakosti
Racionalizacija
/ Nije pronaden \
Algoritam 5 ni kontraprimer ni dokaz
Sturm

Napomenimo da je u implementaciji MenadZera dodatno implementiran i algoritam za memorisanje
Cinjenica koje su do tog trenutka dokazane i koje smo smatrali bitnim za razumevanje dokaza u
slucaju da se isti pronade. Na osnovu memorisanih ¢injenica formira se odgovarajuci tekst dokaza u
stilu koji je blizak ljudskom nacinu pisanja dokaza. Primeri ispisa koje generiSe sistem mogu se videti
u Potpoglavlju 4.4.

4.2.1 Algoritam 1: Kontraprimer

Algoritam ispituje vrednost funkcije f u odredenim tackama intervala (a, b). Prvo se ispituje vrednost
funkcije f u tacki x1, koja je na polovini intervala (a,b). Ako x| nije kontraprimer, ispituje se vrednost
funkcije f u tatkama x; i x3, koje su na polovini intervala (a,x;) i (x1,b), respektivno. Ukoliko nije
pronaden kontraprimer, dalje se ispituju vrednosti funkcije f u tactkama koje su na polovini intervala
(a,x2), (x2,x1), (x1,x3) 1 (x3,b). Ovaj postupak se zatim ponavlja, pri emu se za sve nove tacke u
kojima se ispituje vrednost funkcije f primenjuje isti princip polovljenja intervala.

U slu¢aju da je f(x) > 0 za x€ (a,b), ne moZe se naci kontraprimer. Zbog toga je potrebno uvesti neki
uslov zaustavljanja ovog algoritma. Na primer, jedan uslov zaustavljanja moZe biti da se pretraga
zaustavi kada Sirina dobijenih intervala u nekoj iteraciji postane manja od neke zadate vrednosti.
Drugi uslov zaustavljanja moze biti da se pretraga zaustavi kada se dostigne unapred odredeni broj
iteracija polovljenja intervala.

Prednost prvog uslova zaustavljanja algoritma jeste u tome S$to se garantuje maksimalan razmak
izmedu testiranih tacaka. Prednost drugog uslova zaustavljanja jeste u tome Sto se izbegavaju veli-
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

ke oscilacije u vremenu izvrSavanja algoritma za razlicite Sirine unetih intervala s obzirom na to da se
uvek testira isti broj tacaka.

U implementaciji ovog algoritma koriS¢en je drugi uslov zaustavljanja.

Algoritam 1 Kontraprimer
Ulaz: funkcija f(x) oblika (4.1),
interval (a,b) (gde a,beR ia < b)
Izlaz: KONTRAPRIMER xy € (a,b) (ukoliko se pronade)

1: iteracija := 1;
2: Dok god nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja ponavljati:
3: Sirina_intervala := zi,e]fa%;
X 1= a-+ svlrma_lgtervala;
Dok god je xo < b ponavljati:
Ako je f(xp) <0 onda
Vratiti KONTRAPRIMER x i zavrSiti rad;
X0 := xq + Sirina_intervala;
9: iteracija := iteracija + 1;
10: Obavestiti da nije pronaden kontraprimer i zavrsiti rad;

e AN

Primer 4.8 Primenom Algoritma 1 na MTP funkciju f(x) = 3xsinx cosx + xsinx za x € (a,b) =
(0, 7), dobijamo sledece:

1. Za iteracija = 1 imamo da je Sirina_intervala = wixg = 5. Vazi

flx0) =75 >0,

Sto znaci da prelazimo na sledecu iteraciju algoritma.
2. Za iteracija = 2 imamo da je Sirina_intervala = 7 i xo = §. Vazi

f(xo)zﬂ(SjLT\/i)>0~

Zatimjexo = 7+ 7% = %T”. Vazi

3n(3—V2
Algoritam 1 zavrSava rad i vraca kontraprimer xop = 3%.
3T
4
Slika 4.4: Grafik funkcije f 0
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4.2 Rad sistema — MenadZer i ostali algoritmi

4.2.2 Algoritam 2: Transformacija

U pokusaju dokazivanja nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (a,b), na osnovu teorijskih razmatranja
iz Sekcije 3.1.3, Algoritam 2 razlikuje slucajeve f(a) # 0, f(a) =0, f(b) # 0, f(b) = 0 i poziva
Algoritam 3, koji treba da dokaZe odgovarajucu nejednakost.

Algoritam 2 Transformacija
Ulaz: funkcija f(x) oblika (4.1),
interval (a,b) (gde a,b€R ia < b)
Izlaz: taéno (ako je dokazano da je f(x) > 0 zax€(a,b))
ili netaéno (ako se ne pronade dokaz da je f(x) > 0 za x€ (a,b))

1: Funkciju f transformisati u oblik (4.2); /« primenom smena iz Tabele 1.1 na sabirke oblika */
/* axPicos?i(;x) sin” (7; x) * /

2: Ako je f(b) # 0 onda

Ako je a =0ilije f(a) # 0 onda

4: Vratiti Algoritam 3( f(x), (a,b)) i zavrsSiti rad;

b

5: inace /xa>0if(a)=0x/

/* Dokazivanje translacijom */

Uvesti funkciju g(¢) = f(t +a);

: Funkciju g transformisati u oblik (4.2); /* primenom adicionih formula */
8: Vratiti Algoritam 3( g(¢), (0,0 —a)) i zavrSiti rad,;

9: inace /x f(b) =0/
10: AKko je f(a) # 0 onda

/* Dokazivanje simetrijom %/
11: Uvesti funkciju g(¢) = f(b—1);
12: Funkciju g transformisati u oblik (4.2); /* primenom adicionih formula */
13: Vratiti Algoritam 3( g(¢), (0,0 —a)) i zavrSiti rad;
14: inace /x f(a)=01f(b)=0x/

/* Dokazivanje deljenjem intervala (a,b) na dva podintervala */
15: Uvesti funkciju g;(t) = f(t +a);
16: Ako je a > 0 onda

/* Dokazivanje translacijom =/
17: Funkciju g; transformisati u oblik (4.2); /x primenom adicionih formula */
18: Ako je g1 (%5%) > 01 Algoritam 3( g1(#), (0,%5%)) =ta&no onda
/* Dokazivanje simetrijom */

19: Uvesti funkciju g2(¢) = f(b—1);
20: Funkciju g, transformisati u oblik (4.2); /* primenom adicionih formula x /
21: Vratiti Algoritam 3( g2(t), (0,%5%) ) i zavrgiti rad;
22: inate /x g (%54) <0ili Algoritam 3(g;(¢), (0,25%) ) =netaéno */
23: Vratiti netaéno i zavrsiti rad; /+ dokaz nejednakosti f(x) > 0 na x/

/* intervalu (a,b) nije pronaden  x/
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.2.3 Algoritam 3: Aproksimacija

Na osnovu Strategije za redukovanje broja indeksa 1 Strategije postepenog uvecavanja vrednosti in-
deksa, Algoritam 3 pokusava da odredi, ako postoji, naniZznu polinomsku aproksimaciju koja je do-
voljna za dokaz nejednakosti koja je data na ulazu algoritma.

Algoritam 3 Aproksimacija
Ulaz: funkcija f(x) oblika (4.2),
interval (a,b) (gde a,b€R;, a < bi f(b) #0)
Izlaz: taéno ili netaéno

1: Funkciju f transformisati u oblik (4.5); /* tj. u oblik f(x) = Y5 7 (x) ¢:(t;x) */
/* primenom Strategije za redukovanje broja indeksa */
2: Odrediti, na osnovu (4.7), vrednosti stepena (91,1, ..., %) za (¢1,£2,...,4) = (0,0,...,0);
1,0
P(x) := YE hi(x) T3 (1;x):

4: Dok god nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja ponavljati:

5: Ako je P(b) > 01i Algoritam 4( P(x), (a,b)) =taéno onda
6: Vratiti taéno i zavrsiti rad; /« f(x) > 0 na intervalu (a,b) */
7: inace
/ 0 g (P],O ¢27 ¢k70 .\
8: D :=min {dg (i (x) T§"° (12)), dg (Aa() T (12x) )., A () g () )
9: Za svaki sabirak h;(x) Tgi"’ (tix) za koji vazZi da je dg (hi(x )T¢” (tix)) = D raditi:
10: /Ako je ¢; =exp  onda h
11: =10+ 2;
12 P(x) = P(x) () - ( (=121 o (60T,
' ' ' (% —1)! 9! )’
(: Tfi""o(tix)—Tg’j;oz(nx))
13: inace /x ako je ¢; = sinili ¢; = cos x/
14: V=944 N .
{MJ (5x)% 2 PJ (tix)%
. . U (— 2 i . 2 | G .
15: P(x) := P(x) + h;i(x) (( 1) (0= 2)1 +(-1) o)’
(: Tﬁfi"’o(tix)—Tli"’_(l(rix)) )
N ~ 9y

16: Vratiti netaéno i zavrSiti rad; /x dokaz nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (a,b) */
/* nije pronaden * /

Primetimo da je za ma koji redosled unosa sabiraka funkcije f(x) rezultat rada prethodnog algoritma
isti.
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4.2 Rad sistema — MenadZer i ostali algoritmi

4.2.4 Algoritam 4: Racionalizacija

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.4, Algoritam 4 ispituje pozitivnost polinoma P(x) na
intervalu (a,b) CR™ pozivanjem Algoritma 5 (Sturmova teorema).

Algoritam 4 Racionalizacija
Ulaz: polinom P(x), /* P(x)=Y"  ,a;x" (gde neN,a; R, p;eNy) x/

i=1

interval (a,b) (gde a,b€R ia <b)
Izlaz: tac¢no ili netac¢no

1: Ako je P(x) polinom sa racionalnim koeficijentima onda

2: Vratiti Algoritam 5( P(x), (a,b)) i zavrsiti rad;
3: inace
4: k:=1; /*pocetni broj znacajnih cifara, odnosno decimala na koji zaokruzujemo */

/* iracionalne koeficijente polinoma P(x) pri formiranju polinoma Q(x) */

5: Dok god je* k < MAX_BROJ_CIFARA ponavljati:
6: /Q(x) =0; h
7: Za svaki sabirak a; xP polinoma P(x) raditi:
8: Ako je koeficijent g; iracionalan broj onda h
9: Akoje —1 < a; <1 onda
10: Odbaciti sve decimale broja a; nakon k-te znacajne cifre;
11: inace /xa;<—lilig;>1%/
12: Odbaciti sve decimale broja a; nakon k-te decimale;
13: Ako je a; < 0 onda
14: Uvecati poslednju decimalu broja a; za 1;
15: O(x) := Q(x) + a;xPi;
N - .
16: Ako je Algoritam 5( Q(x), (a,b)) =taéno onda
17: Vratiti taéno i zavrsiti rad; /« P(x) > 0 na intervalu (a,b) =/
18: k:=k+1;

19: Vratiti netaéno i zavrsiti rad; /* dokaz nejednakosti P(x) > 0 na intervalu (a,b) */
/* nije pronaden * /

4.2.5 Algoritam 5: Sturm

Primenom Sturmove teoreme (Teorema 1.5), moZe se odrediti broj nula polinoma P(x) na segmentu
[a, D] ako polinom P(x) nema nule u rubnim tackama a i b. Ukoliko polinom P(x) ima nulu u tacki a
i/ili u tacki b, tada odredujemo polinom P(x) # P(x) takav da je

P(x) = (x—a)'(b—x)'P(x),

gde i, j€Ny,idaje P(a) #0iP(b) # 0 i primenjujemo Sturmovu teoremu na polinom P(x).

Ako se primenom Sturmove teoreme dobije da polinom P(x) nema nulu na segmentu [a, b], za odredi-

vanje znaka ovog polinoma dovoljno je ispitati vrednost ovog polinoma u bilo kojoj tacki segmenta
[a,b].

4 MAX_BROJ_CIFARA je unapred definisana vrednost.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

Algoritam 5 Sturm

Ulaz: polinom P(x),
interval (a,b) (gde a,beRS, a < b)
Izlaz: tac¢no ili netac¢no

1: Transformisati polinom P(x) u zapis oblika P(x) = (x —a)'(b —x)/P(x), gde i, j € N, tako da je

P(a) #0i P(b) £0;
2: Formirati Sturmov niz polinoma Py, Py, ... , Py, gde r €N, za polinom P(x); /+ primenom  x/
/* Teoreme 1.5 x/

Neka je V, broj promena znakova u nizu realnih brojeva Py(a), Pi(a), ... , P;(a);

Neka je V}, broj promena znakova u nizu realnih brojeva Py(b), Py (b), ... , Pr(b);
Akoje V, =V, iP (%) > 0onda

Vratiti taéno i zavrsiti rad; /* P(x) > 0 na intervalu (a,b) */
Vratiti netaéno i zavrSiti rad;  /« nije P(x) > 0 na intervalu (a,b) */

AN

4.2.6 Primer rada sistema

Rad Algoritma MenadZer ilustrujemo za funkciju

2

T . X X 1.
f(x) = =sin— —xsin— —sin xcosx—l—ism2x

27 4 4

1 za izbore intervala:

(i) (a,b)=(0,%),
(@@ii) (a,b) = (4rm,57),
@) (a,b)=(%,5)

Algoritam 1 u sva Cetiri slucaja vraa obavestenje da nije pronaden kontraprimer.

Poziva se Algoritam 2 ( f(x), (a,b)):

(i) Algoritam 2 ( f(x), (0,5)):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformise u oblik

flx)= gsin;—c —xsin;—c + % sin2x — %Cosx+ %cos3x.
Vazi da je
fe)=1(5)=0
Kako je

uvodi se funkcija g (1) = f(r) zat € (0,

S obzirom na to da je

81 (—) = —sin— — —+ = =0.29967... > 0,
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poziva se, u liniji 18, Algoritam 3 (g(r), (0,%)):

Funkcija g; () se zapisuje u obliku

(1) (n t) t+1 2t ! t+1 3t.
= |\=— sin —sin — —COS COS
&1 2 472 4 4
—
(>0)

Za (£1,02,43,€4) = (0,0,0,0) dobija se (9, D, ¥3,%4) = (3,3,0,2), tj.

i t 1 1 1
P([) — PO,O,QO(l) — (g o l.> T,;llmo (Z) + 2T§;n 0 (Zt) _ZTCOS O( ) + _T;O&O (3t) —

Kako je
P (%) — _0.078318... <0,

odreduje se
D =min{ag((§-1) " (5)).ag (375 (20)) ag (4752 (1), dg (47500 (31)) }
= min{4,3,0,2} =0.

S obzirom na to da je dg (—% Tg;) 5.0 (t)> = D, uvecava se vrednost stepena 13 za 4.

Za (U1, %, 03, %) = (3,3,4,2) dobija se

1/ 2
P(t) = Poo10(t) = Poooolt)—~ [ —=+— | =

Kako je

odreduje se

D = min {dg ((g —1) Ty (g)) dg (2 T30 (Zt)) (—Z{ngsvo (r)) .dg (}‘ng&o (3 r))}
— min{4,3,4,2} = 2.

S obzirom na to da je dg( Ty 0 (3t)> = D, uveéava se vrednost stepena 9 za 4.
Za (01,%,03,%) = (3,3,4,6) dobija se
1 {30 (3
P(t) =P, t) =P )+ — =7
() = Poo,1,1(t) = Poo,1.0( )+4< TR )

_ 81, 107

4+ t ——tz—l—(z—Fl)t.
3200 128 3 768) "4 T\
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

qn
Pooia
0.1
0
4\
Poo10
P00

Slika 4.5: Polinomske aproksimacije Py 00,0, £0,0,1,0 1 Fo,0,1,1 za funkciju g

Kako je
P (g) — 0.25646...> 0,
poziva se Algoritam 4 ( P(r), (0,%)):

S obzirom na to da polinom
_ 81 .6, 1074 _ (2 3_5.2 _
P(t) = —35°+ gt — G+ 4) 0 =32+ (5+ 1)t =

_ 81 .6 107 ,4 3 5.2
= —3550 t gt —0.67... 7 —3°+1.39... ¢

ima iracionalne koeficijente, odreduje se, za ovaj polinom, naniZna polinomska aprok-
simacija sa racionalnim koeficijentima Q(t).

Za k =1 dobija se

81 , 107, 5
= ——t4 —*—07 -2+ 13t =
Q( ) 320 * 128 4 +
81 107 7 5 13
= 6 * Py Ry

30" T8 10" 7 1o

0.1

™
4
Slika 4.6: Polinom P i polinomska aproksimacija Q

108



4.2 Rad sistema — MenadZer i ostali algoritmi

Poziva se Algoritam 5 ( Q(7), (0, %) ):
Vazi da je
Q(t) =t P(),
gde je
8l 1075 7,05 13
320 128 10 4 10

i pri tome je P(0) #0iP (%) #0.

P(t)=—

Sturmov niz polinoma je>:

— 5 535.3 224.2 400 416
PO(Z‘)—-I +mt _Wt _Wt+8_l

_ 4 107 ,2 448 80
P](t)——l +ﬁt —ml‘—ﬁ

— 3 ,672.2 , 320 416
Pz(l‘)—-l +%t +WI_W

_ 2, 45200320 , 180641120
P3(t) = 1"+ {75050383! — 119950383

.| 6003834918325
Py(t) = —t + 3gs3510700747

P5(l‘) =—1.
U nizu brojeva

Po(0)=48 P(0)=-8  P,0)=-%5.

__ 180641120 _ 6003834918325 . _
P5(0) = 119950383 P4(0) = 3653210792747 1 Ps(0)=—1

postoji Vy = 3 promene znaka.

U nizu brojeva

Py (%) =0.85254..., P (%) =-1.01466..., P,(%)=—1.24865...,

P3 (%) =—0.59315..., P4(%)=0.85804... i Ps(§)=-1

N

postoji V% = 3 promene znaka.

Kako je
VWw="Vz

4

i 0 (%) — 0.29430... >0,

Algoritam 5 vrada tacno i zavrSava rad (§t0 znadi da je Q(t) > 0 na intervalu
0.%))-
7

Algoritam 4 vraca tac¢no i zavrSava rad (éto znacidaje P(r) > O na intervalu (O, %) ) .

Algoritam 3 vraca ta&no i zavrSava rad (3to znaci da je g1 (f) > 0 na intervalu (0,7%)).

Algoritam 2 nastavlja rad na slede¢i naCin.

Uvodi se funkcija

1 1 1
@ (t) = f (g —r) - tcos(— + —) — S sint+ 3 sin2r — Zsin3s (4.18)

> Za viSe detalja videti Primere 1.51 1.6.
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b-4) = (0, ). Funkcija g»(t) se, primenom adicionih formula, transformise u oblik

zate (O,T
3m .t 3 t 1 1 1
g (t) = —tsm?sm4 —|—z‘cos?ﬂcosé—L - Zsmt—f—zsm%— Zsm3t (4.19)

i poziva se, u liniji 21, Algoritam 3 (g>(¢), (0,%)):

Funkcija g (¢) je veé zapisana u obliku (4.5).
Za (51,62,53,54,55) = (0,0,0,0,0) dobija N (191,1.92,193,194,195) = (1,2, 1,3, 1), tj.

3 i t 3 t 1 .
P(1) = Py0,000(t) = —tsin ({) 73n0 <Z> + eos ( ?ﬂ) reosd <Z> B ZTl;;n,O 1)+

1 1,
5 To, " (20) = T30 (31) =

B _2 cos3§r 3 s1n3§r 2 4 cos 37 ,
a 3 32 4 8

P (g) — —0.17069... <0,

Kako je

odreduje se
D = min{dg(~rsin () Ty (4)), ag (reos CF) T2 () )sca (47500 (1))

ag (315 (20)),da(—4 150 (31) )}

= min{2,3,1,3,1} = 1.

S obzirom na to da je dg (—%Tg;"'o (t )) dg (— ngm M t)) = D, uvecavaju se vrednosti

stepena U3 1 U5 za 4.
Za (01,0,03,%,0s) = (1,2,5,3,5) dobija se

1/ 2 P\ 1 3t 3t)°
P(1) = Po0,1,01(1) = Fop000(1)— <—3,+5,>—4 ( (33 + (5|)> =

= 61 t5+ 1 COS38n t3 Smmtz—I—cos 37 t
T 120 2 32 4 A

92
Poo01
0.1
0 T
4
Po0,0,0,0

Slika 4.7: Polinomske aproksimacije Py 0,0,0,0 1 Fo,0,1,0,1 za funkciju g»
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Kako je
P (%) —0.24261...> 0,
poziva se Algoritam 4 ( P(r), (0,%)):
S obzirom na to da polinom

3n

cos sin 3%
= (- 580

= — 2554048, 7 —0.23... 2 +0.38... ¢

ima iracionalne koeficijente, odreduje se, za ovaj polinom, naniZna polinomska aprok-
simacija sa racionalnim koeficijentima Q(t).

Za k =1 dobija se

61 s
= —— A3 —0.312 4031 =
(1) 120t +0.4° — 0.3t + 0.3t

61 2 3

3
_ .5 =3 -2 -~
= 10" s 100 T

0.1 Q

=1

Slika 4.8: Polinom P i polinomska aproksimacija Q

Poziva se Algoritam 5 (Q(r), (0,%)):
Vazi da je
Q(t) =1P(t),
gde je
62 3,3
120 5 10 10

i pri tome je P(0) #01i P (F) #0.

~
—

~
N—r

Sturmov niz polinoma je:
_ 44, 482 36, 36
Py(t) = —t"+gt" — gt + g1
_ 3,24, 9
Pi(t) =t +gt—g
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

(i)

Py(t) = —12+3t—3

Ps(t) = —1— 317

Py0)=2, P0)=—2, P(0)=-3, P;(0)=—22 i P,(0)=1
postoje V = 2 promene znaka.
U nizu brojeva

Po(5)=0231..., P (5)=-0323..., Pr(§)=-1233...,

)=1

Py (%) =-3238... i Py

N

postoje V% = 2 promene znaka.
Kako je
T
Vo=Vz i Q (g) —0.091022... >0,

Algoritam 5 vraca taéno i zavriava rad (Sto znati da je Q(f) > 0 na intervalu
(0,§))-
T

Algoritam 4 vra¢a ta&no i zavriavarad (3to znadi da je P(t) > O na intervalu (0,%)).

Algoritam 3 vraéa ta&no i zavriava rad (§to znaCi da je g>(¢) > 0 na intervalu (0, %)).

Algoritam 2 vraca tacéno i zavrSava rad (éto znaci da je f(x) > O na intervalu (O7 %) )

Algoritam Menadzer generiSe tekst dokaza za korisnika, koji je u ovom slucaju prikazan u
Podsekciji 4.4.2.3.

Algoritam 2 ( f(x), (0,F)):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformise u oblik

1
f(x):gsin;—c—xsin;—c—f—isian—Zcosx+zcos3x.
Vazi da je
T T. 1T V2 1
=fl—)=—-sin———+=-=0.2 .
£(b) f(4> SN e = 4 5 = 0.29967...> 0

Kako je i a =0, u liniji 4 se poziva Algoritam 3 ( f(x), (0,%) ), koji, kao i u sluaju (i), vraca
tacno.

Dakle, i Algoritam 2 vraca tac¢no i zavrSava rad (éto znaci da je f(x) > 0 na intervalu (O, %) )
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4.2 Rad sistema — MenadZer i ostali algoritmi

(@ii) Algoritam 2 ( f(x), (4m,57)):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiSe u oblik

T 1 1 1
flx)= ZsinZ —xsinf+—sin2x——cosx+Zcos3x.

25 472 1
Vazi da je

F(b)=f(5m) = 9”4ﬁ —9.99648... > 0.
Kako je

a=4n>0 i f(a)=f(4m)=0,

uvodi se funkcija

t r 1 | 1
g(t)=f(t+4rn) = —gsinz+(t+47r)sinz—|—§sin2t—Zcost+zcos3t

i poziva se, u liniji 8, Algoritam 3 ( g(r), (0,7) ), koji vraca taéno.

Dakle, i Algoritam 2 vraca tacno i zavrSava rad (§t0 znaci da je f(x) > 0 na intervalu
(4m,57)).

@iv) Algoritam2 ( f(x), (§,5)):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiSe u oblik

T 1 1 1
flx)= Esin;—c —xsinz—l—isian— Zcosx+zcos3x.
Vazi da je
T
f)=£(3)=0
Kako je
T
fla=r(3)>0.

uvodi se funkcija

3 t 1 1 1
g(t) :f(% —t> :tcos<§+é—1> — Zsint+§sin2t—zsin3t

zat€(0,b—a) = (0,%), data sa (4.18). Funkcija g(¢) se, primenom adicionih formula, trans-
formiSe u oblik

(1) t 'n37r 'nt—l—tco 3ﬂco 1 'nt—i—1 in2t¢ ! in37
= —fsin — sin— §—Cos — — —si —sin2t — —si
§ g "4 8 473 2 4

dat sa (4.19).
Zatim se, u liniji 13, poziva Algoritam 3 (g(z), (0,%) ), koji, kao i u slu¢aju (i), vraéa ta&no.
Dakle, i Algoritam 2 vra¢a ta&no i zavriavarad (3to znadi da je f(x) > 0 na intervalu (%,%)).

4>

113



4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.3 Koriscene tehnologije

Sistem je implementiran u vidu internet aplikacije kako bi korisnicima bilo omoguceno jednostavno
koriS¢enje bez potrebe za instalacijom softvera.

Klijentska strana aplikacije (engl. ,,front-end”) implementirana je kori$¢enjem radnog okvira An-
gular [74]. Kod je napisan u HTML, SCSS i TypeScript jeziku. Za kreiranje nekih delova stranica
koriséen je Bootstrap [153]. Unos nejednakosti i intervala u LaTeX formatu uraden je korisce-
njem biblioteke MathQuill [79]. Ispis dokaza nejednakosti u LaTeX sintaksi uraden je pomocu
biblioteke Katex [94]. Za iscrtavanje grafika koriS€ena je biblioteka Desmos [68].

Serverska strana aplikacije (engl. ,,back-end”) implementirana je u programskom jeziku Python na
osnovu algoritma koji je dat u Potpoglavlju 4.2. U implementaciji serverske strane aplikacije ko-
riS¢ena je biblioteka SymPy [131], koja omoguéava simbolicka izraCunavanja i izvodenje brojnih
matematickih operacija. Za transformisanje nejednakosti i intervala koje je korisnik uneo iz LaTeX
zapisa u simbolicki izraz, koris¢ena je biblioteka 1atex2sympy2 [98].

Serverska strana aplikacije realizovana je koriS¢enjem radnog okvira Flask [76] kako bi se omogudile
serverske komponente. Zahtevi koje klijentska strana Salje serverskoj i odgovori koje serverska strana
vraca klijentskoj su u JSON formatu.

Zahtev koji klijentska strana aplikacije Salje serverskoj sa ciljem dokazivanja nejednakosti sadrzi
sledece podatke:

(1) nejednakost u LaTeX sintaksi,
(2) interval u LaTeX sintaksi,
(3) informacije o postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3).

Na serverskoj strani aplikacije proverava se ispravnost unetih podataka. Serverska strana aplikacije
moze vratiti poruku o neispravnosti nekog podatka, kontraprimer, dokaz nejednakosti, kao i poruku
da sa zadatim postavkama sistema nije pronaden ni kontraprimer niti je dokazana nejednakost.

4.4 Funkcionalnosti i korisnicCki interfejs sistema
Sistem se sastoji od tri stranice. U okviru stranice ,,O sistemu” date su osnovne informacije o razvije-

nom sistemu. Uputstvo za citiranje se nalazi na stranici ,,Kako citirati”. Glavni deo sistema predstavlja
stranica ,,Dokazivac”, koja je prikazana na sledecoj slici.
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

o @

<

Sistem dokazuje nejednakosti oblika
fi(@) > folz) (4. fi(2) < folx))

na intervalu I, gde je [ otvoren, poluotvoren ili zatvoren ogranicen nenegativan realan interval, i gde su fi, fo : [ — R
funkcije oblika

™y

i=1

gdeje my < my, mi,mp €N, o € R\ {0}, pi,qi,m € Noi 7y € R

my

Z a;zP cos® (7; &) sin” (7; ),

i=my+1

Metod za dokazivanje nejednakosti f]_(z) > fg(z) (tJ fi (z) < fz(fL‘)) zasniva se na odredivanju nanizne (tj. navw%ne)

O sistemu Dokazivac Kako citirati
Dokazujemo nejednakost
na intervalu
Dokazi
(123 ) (f0 ) (e )
( ) 7 8 9 %
[ ] 4 5 6 *
™ e 1 2 3 +
a® 0 o _

polinomske aproksimacije P(z) za funkciju f(z) = fi(z) — fo(x) naintervalu I, a zatim na dokazivanju polinomske
nejednakosti P(x) > 0 (tj. P(x) < 0) na intervalu [, ako takva polinomska aproksimacija postoji.

Polinomske nejednakosti dokazuju se primenom Sturmove teoreme.

(O Kopiraj LaTeX kod )
a3

Slika 4.9: Korisnicki interfejs dokazivaca

U okviru stranice ,,Dokaziva¢” dat je kratak opis dokazivaca. Takode, u okviru ove stranice se nalazi
i forma za unoSenje nejednakosti i intervala.

K

Dokazujemo nejednakost

(Rx‘:’ — 45x) sin(x) — 45 cos(x) sin®(x) + 90x% cos(x) > 0

na intervalu
Fis
(0:5)

Slika 4.10: Forma za unoSenje nejednakosti 1 intervala

Nejednakost i interval je moguce uneti putem tastature ili putem simboli¢kog menija. Simbolicki meni
se sastoji od dve stranice koje su prikazane na sledecoj slici.

(123) (80 ) (| )
() 7 )8
[ ] 4 5
™ e 1 2
a? , 0
(a)

e ™\ //- N /'-7-\\
(123) (f0 ) (v )

9 g sin cos v a’
6 * tan cot ab log
3 + arcsin arccos e In
< — arctan arccot T <
(b)
Slika 4.11: (a) Prvi deo simboli¢ckog menija

(b) Drugi deo simbolickog menija
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

Deo stranice u kojem se nalaze forma za unoSenje nejednakosti i intervala i kalkulator moguce je
podesSavati po Sirini, a moguce ga je i u potpunosti ukloniti kako bi se preko celog ekrana prikazao
dokaz nejednakosti. Dugme ,,Kopiraj LaTeX kod”, koje se nalazi u donjem desnom uglu ekrana,
omogucava korisniku da preuzme dokaz u LaTeX sintaksi.

U nastavku dajemo primere rada sistema na nekim klasama analiti¢kih nejednakosti. Ukoliko zadata
nejednakost sadrzi trigonometrijske i/ili eksponencijalne funkcije i ako je sistem dokaZe, ispisuju se
svi koraci svodenja dokaza na dokaz polinomske nejednakosti bez ispisivanja dokaza odgovarajucih
polinomskih nejednakosti. Ukoliko korisnik unese polinomsku nejednakost 1 ako je sistem dokaZze,
tada se ispisuje kompletan dokaz zadate polinomske nejednakosti (zasnovan na Sturmovoj teoremi).

4.4.1 PronalaZenje kontraprimera

Na Slici 4.12 ilustrovan je rad dokazivaca u slucaju kada zadata nejednakost ne vazi i kada je sistem
pronasao kontraprimer. Broj tacaka u kojima se trazi kontraprimer na otvorenim intervalima je 2" — 1,
gde je n € Ny postavljeno na 5 i moZe da se menja u postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3).
TraZenje kontraprimera za ovu nejednakost razmatrano je i u Primeru 4.8.

O sistemu Dokazivac¢ Kako citirati Q @

4

Dokazujemo nejednakost Da bismo dokazali nejednakost

Jxsinxcosx +xsinx >0 3asin (x) cos (z) + sin (z) > 0

na intervalu (0, 7), posmatrajmo funkciju

na intervalu

f(z) = 3z sin(x) cos (x) + xsin (z)
(0.m)

na intervalu (0, 7). Vazi da je

3

f (4) — —1.86821... < 0.

Dokazi , . :
Stoga, zadata nejednakost ne vazi na posmatranom intervalu.

Slika 4.12: PronalaZenje kontraprimera

4.4.2 Dokazivanje raznih klasa nejednakosti
4.4.2.1 Dokazivanje polinomskih nejednakosti

Dokazivanje polinomske nejednakosti sa racionalnim koeficijentima ilustrujemo na primeru nejedna-
kosti

63641 1, 4 . 8 ¢ T
_ 0% 2 P04 0850, za xe (0, —) ,
425779200 35° To1" zax 2

iz Primera 4.7.
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

Da bismo dokazali nejednakost

> 686412 4$10+87;.:8 0
42577920 35 21

na intervalu (0, %) posmatrajmo polinom
P(z) = 2® P(z),
gde je

68641 , 4 8
4 2, ©

P(@) =~ osmro20® ~ 35% ar

na intervalu (0, %) Primenom Sturmovog algoritma na polinom P(z) dobija se Sturmov niz polinoma:

4 4866048 2 , 16220160
Py(z) = —= 68641 £ T 6864l
.3 2433024
Pi(z) =" — S e

U nizu vrednosti, za z = 0,

Py(0) =G5, Pi(0)=0, Py(0)=-%F, P3(0)=0 i Py(0)=1

postoji V' (0) = 2 promene znaka.

Sa druge strane, u nizu vrednosti, za & = %

Py (3) =55.29897..., P;(3)=-59.55366..., P, (5)=-4.19926...,
P3;(5) =157079... i Py(5)=1

postoji V' (%) = 2 promene znaka.

Qdatle zaklju¢ujemo da polinom P(z) ima N =V (0) — V (g) = 0 realnih nula na segmentu [O, g]
Staga, polinom P(a) nema nulu na intervalu (0, %) S obzirom na to da je P (g) = 0.044859... > 0,
vazi da je

P(z) >0

x

na intervalu (0, 2), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

( (O Kopiraj LaTeX kod )

Slika 4.13: Dokazivanje polinomske nejednakosti sa racionalnim koeficijentima iz Primera 4.7

Dokazivanje polinomske nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima ilustrujemo na primeru nejed-

nakost 81 5 107 5 (2 5
5 3 T 2 T ( 75)
LA I S (I e S IO N 0, %

320" T 128" (3+768>x Frgtiobmxelty)

iz Potpoglavlja 1.4.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

Da bismo dokazali nejednakost

> 8lz® 1078 of ™ 2 5w
_ - e |
320 T 128 7 s Tgtt2l

768 3

na intervalu (U, g), posmatrajmo polinom

320 128 768 3 4 8
81 5 107 , s 5
= 320.7: +128:r 0.67...x 4m+1.39...

na intervalu (U, g) Jedna nanizna polinomska aproksimacija polinoma P(x) na intervalu (0, g) data je sa

81 . 107 , , 5
— O s s o 21
Q@) = =0T T 1gg® 0T - A3
8L, 107, 7 , 5 13

“320” T Tt 1t T

Primenom Sturmovog algoritma na polinom Q(z) dobijase Sturmov niz polinoma:

Qo(z) = —2° + %m 1. %mz — %x + %
Qu(z) = —a* + §fa® — Fo — §
Qa(z) = —a® + 257 4 3y A6
Qs(z) = 2* + {ToarRs® — 1050583

Qu(z) = 6003834018325
4 3653210792747

U nizu vrednosti, za z = 0,

416 80 416 180641120 6003834018325
Qo (0) = 8_1)' Q1(0) = TR Q:2(0) = _W;' Q3 (0) = ~ 119950383 Q4(0) = 3'653210792747

Qs (0) =-1

postoji V' (0) = 3 promene znaka.

Sa druge strane, u nizu vrednosti, za & = ZW'

—1.01466..., Qo (5) =-1.24865..., Q;(%)=—0.59315...,

Qo (
Qs (

) =0.85254..., Qi () =
) =0.85804... i Qs(%)=-1

™
4
™
4
postoji V' (ﬁ) = 3 promene znaka.

Odatle zaklju¢ujemo da polinom @Q(z) ima N =V (0) = V (%) = 0 realnih nula na segmentu [U, %] S obzirom na to da je
Q (Z) = 0.74943.... > 0, vati daje

Q(z) >0
na intervalu (U, %) Kako je P(z) > Q(z) na intervalu (0, E), vazi da je

P(z) >0

na intervalu (U, %) ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [ I/@ Kopiraj LaTeX kod\:ﬁ‘

Slika 4.14: Dokazivanje polinomske nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima iz Sekcije 4.2.6
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

4.4.2.2 Dokazivanje MTP nejednakosti

Dokazivanje MTP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti (1.12) date sa
T
8x° sinx + 90x% cosx — 45xsinx — 45cosxsin’x > 0, za x€ (O, 5) ,

na kojoj su, u Potpoglavlju 1.5, testirani i neki postojeci sistemi za automatsko dokazivanje nejedna-
kosti.

O sistemu  Dokazivaé  Kako citirati O D

Da bismo dokazali nejednakost
> 82° sin (z) + 9022 cos (x) — 45z sin (z) — 45 sin® () cos (z) > 0
na intervalu (0, %) posmatrajmo funkciju
f(z) = 90z cos (z) + = (8m4 - 45) sin (z) — 45 sin? (z) cos ()
na intervalu (0, g) VaZi da je

sin? (2) cos () = cos4(m) B cosi3m).

Stoga je

45 (822 — 1) cos (x)  45cos (3z)
4 T 4 '

flz) == (83:4 — 45) sin (z) +

Neka je Tﬁ‘“ Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija funkcije f(x) na
intervalu (O, %) data je sa

i 45 os 2 cos 45 o5
P($) N _45$T;m.l) {$) + SmﬁT;m.l) {E) _ I5T(i;b.l) {E) + 90$2Ti3:,0 (ZE) + I5T(i?]b,0 (3$)

63641 1, 4 o, 8 o

425779200 35 21

Primetimo da je
P(z) = z® P(z),

gde je

41 4
68641 , 4, 8

Plz) — — 2222 4
(@) =~ o577020° ~35° T a1

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(x) moze se zakljutiti da ovaj pelinom nema nulu na segmentu [0, %}
Stoga, polinom P(x) nema nulu na intervalu (U, %) S obzirom na to da je P (%) = 0.044859 ... > 0, vazi da je

P(z) >0
na intervalu (U, %) Kako je f(z) > P(z) na intervalu (O, g), vaZi da je

f(z) >0

"), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

'3

na intervalu (0 | N
( ( (©) Kopiraj LaTeX kod )

Slika 4.15: Dokazivanje nejednakosti (1.12)
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.4.2.3 Dokazivanje uopsStenih MTP nejednakosti

Dokazivanje uopStene MTP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti

/4 1 /4
(5 —x) sinz —sin’x cosx+ Esin2x >0, za xe (0, 5) ,

iz Sekcije 4.2.6, na kojoj je prikazan rad predloZenog algoritma za dokazivanje nejednakosti.

O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

Da bismo dokazali nejednakost

» (—m + g) sin (z) — sin? (z) cos (z) + sing2a:) >0

na intervalu (O, g) posmatrajmo funkciju

flz) = —w — sin® (z) cos (z) +

sin (2x)
2

na intervalu (0, g) Vazi da je

cos(z) cos(3z) .
-4 4

sin? () cos () =

Stoga je

(2z — ) sin (2) - sin (2z)  cos(z) n cos (3x) '

fle)=- 2 2 4 4

Kako je f (0) = 0i f (g) = 0, razmatramo sledece slucajeve:

T
1. —1:
re (0,4}

Neka je Tﬁ*“ Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija funkcije
f(z) naintervalu (0, Z| data je sa

2z —m Sin & 1 sin 1 08 1 oS,
Pi(e) = =150 () + 5750 (20) - {750 (@) + 376" (32)
(0)
_ 8lab 107t 27r) se? | (f+1)
T 7320 7 128 3 768 4 "T\g ’

(izdvojene polinomske nejednakosti proverene su primenom Sturmove teoreme). Primetimo da je
Pi(z) =z Pi(z),

gde je

Pi(z) =

81z A 10723 22 2 Sbr
S 320 0 128 -

Primenom Sturmove teoreme na polinom P (z) moze se zaklju¢iti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [U, %]
Stoga, polinom P; () nema nulu na intervalu (0, g] S obzirom na to da je P (%) =0.33247... > 0, vazidaje

Pl(ﬂﬂ) >0
na intervalu (0, %] Kako je f(z) > Pi(z) naintervalu (0, %] vazi da je

f(z) >0

na intervalu (0, %]
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

m T
2, 6(7,7):
SR VED

Dokazimo da je f(z) > 0i naintervalu (E, %) Uvodenjem smene = § — t, dobijamo funkciju:

g(t)=f (;j _ t) — fcos (Z | 387I') B sin4(t} N sin2(2t) T sini3t) ’

gdet € (0, %) VaZi da je

ty/ V2 + 2sin (i)

1 tv2—+2cos(t) sin(t) sin(2t) sin(3t)
9(z) = — 5 + 5 == Tt T4

™

Jedna nanizna polinomska aproksimacija funkcije g(t) na intervalu (0, 1) data je sa

‘\/i 1 o[t 1 '\/5 cos0 [t 1 _ano 1 sin0 1 in0
P(t) = —t4 — + =T — Ay p———— el [ R i (7 T (2t) — =T (3t
—_@_‘_ﬁ 1 %_g _t2‘§+%+t l_ﬁ
120 2 32 4 2 4
Primetimo da je
Py(t) = tPo(t),
gde je
Pyt — L (] =% ¢ §+%+ L2
2T 20 2 32 4 2 4

Primenom Sturmove teoreme na polinom P (t) moze se zaklju¢iti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, ﬂ
Stoga, polinom FP(t) nema nulu na intervalu (0, %) S obzirom na to da je I%» (%) =0.13946 ... > 0, vazida je
Pg(t) >0

na intervalu (0, %) Kako je g(t) > P»(t) naintervalu (0, g) vazi da je
g(t) >0

™

na intervalu (0, Z)'

Zakljucak. Na osnovu prethodna dva slucaja, vazi da je
f(z) >0
s

na intervalu (0, 2), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

':: |’_C] Kopiraj LaTeX kod \

Slika 4.16: Dokazivanje nejednakosti iz Sekcije 4.2.6

121



4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.4.2.4 Dokazivanje MEP nejednakosti
Dokazivanje MEP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti
3 —x 3 —2x —x —2x —3x
—x’e F—xe FH2—6e " +6e T —2¢*>0,zaxe(0,1), (4.20)

iz [121].

O sistemu Dokazivac Kako citirati Q @

Da bismo dokazali nejednakost
> —zle? —zle T 42— 6eC L6 — 273 >0
na intervalu (0, 1), posmatrajmo funkciju
f(z) = (6 — 3:3) e 2 4 (—;33 — 6) e ¥ +2—2 %

na intervalu (0, 1). Neka je T‘*Jj “ Tejlorov razvoj reda 1. funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna

polinomska aproksimacija funkcije f(z) na intervalu (0, 1) data je sa

P(z) = (—2° — 6)TgP’ (—z) + (6 — «®) T5P" (—22) + 2 — 2T (—3z)
N——

—_———
(<0) (=0)

64507, 1387 ., 467 ,, 589 , 1 1

= 708336000 | 554400°  67200° 604800  80° S+ 120"

(izdvojene polinomske nejednakosti proverene su primenom Sturmove teoreme). Primetimo da je
P(z) = z' P(z),

gde je

64507 . 1387 , 467 , 580 , 1 1
—z° + T — 't ——z — —+ —.
70833600 554400 672000 = 60480° 80" ' 120

P(z) = —

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P () moZe se zakljuiti da ovaj polinom nema

nulu na segmentu [0, 1]. Stoga, polinom P(z) nema nulu na intervalu (0, 1). S obzirom na to da je

P (L) = GlB8I509 . — 2.9534...-107° > 0, vazidaje
P(z)>0

na intervalu (0, 1). Kako je f(z) > P(x) naintervalu (0, 1), vazi da je
f(z) >0

na intervalu (0, 1), ¢éime je dokazana polazna nejednakost. []

( (D Kopiraj LaTeX kod )

Slika 4.17: Dokazivanje MEP nejednakosti (4.20)
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

4.4.2.5 Dokazivanje uopsStenih MEP nejednakosti

Dokazivanje uopStenih MEP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti

e VI e 42— 6 60 F 2 <0, za x€(0,1). 4.21)

O sistemu Dokazivac Kako citirati

Da bismo dokazali nejednakost
> —eVE _g3e T 42 6e T 4 6e 2 — 23 < ()
na intervalu (0, 1), posmatrajmo funkciju
flz) = _gle Vi (—m3 - 6) e T 4+2+6e 2 2

na intervalu (0, 1). Neka je Tf:'“ Tejlorov razvoj reda m funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna navidna polinomska

aproksimacija funkcije f() na intervalu (0, 1) data je sa

P(z) = —* T2 (—«/i.:u) + (—z* = 6) TP (—z) + 2+ 6T5P° (—2z) — 275" (—3z)
——

(<0)

24320 12 2 127 2
= 22350 +z® (442+‘:£) +%+$6 (53+\/_)+:n5+m4(2+\/§) :

(izdvojene polinomske nejednakosti proverene su primenom Sturmove teoreme). Primetimo da je
P(z) = 2! P(a),

gde je

243z° [ 125 2\ T1z* L[ B3 42
P(ﬂ:‘)—2240 - (—m—‘-% ‘5—?04—13 —E—F? +.’E—2+\/§.

Primenom Sturmove teoreme na polinom P(z) moze se zaklju¢iti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, 1].
Stoga, polinom P(&) nema nulu na intervalu (0, 1). S obzirom na to da je P (%) = —0.01543... < 0, vazidaje

P(z) <0
na intervalu (0, 1). Kako je f(z) < P(z) na intervalu (0, 1), vazi da je
flz) <0

na intervalu (0, 1), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

' (0 Kopiraj LaTeX kod '

Slika 4.18: Dokazivanje uopstene MEP nejednakosti (4.21)
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

4.4.2.6 Dokazivanje nejednakosti koje sadrze i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije

Dokazivanje nejednakosti koje sadrZze i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije ilustrujemo na
primeru nejednakosti®

— . _ X
1075619 in” x < x3e V2 4 10%xcos 5y A XE (0,1). (4.22)
O sistemu  Dokazivac  Kako citirati ﬁ @
Da bismo dokazali nejednakost
> ' sin” (2) 3 T
100000 < z’e I 1000z cos (5)
na intervalu (0, 1), posmatrajmo funkciju
2 gin" () 3 3 z
flz) = T ooooa__ 1000z cos (5)
na intervalu (0, 1). Vazi da je
sin” (z) = 35sin (x)  21sin (3z) ‘ 7sin (5z) sm(?:c).
64 64 64 64
Stoga je
Ta'sin (z)  212'sin (3z)  7z'%sin (5z) 2% sin(Tz) 33 T
= Fe V3 1000z cos (3 ) -
) = ~Ta50000 6400000 ' 6400000 6400000 ¢ 0002 cos (3

Neka je T Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna naviéna polinomska aproksimacija funkcije f() na intervalu (0, 1) data je sa

7100 21100 Tpl00 2100 ) [ |
P = sin0 ¢ :sm,l) T-hm.[] ; T:Guu.ﬂ Tr ,;Texp,[) 2 1000 Tsos.(] &
(=)= oso000° 1 @)~ Gaooooo'® %) ' aoo0002t %) Gaoooon () @ T ( ‘f“") *ha (2)
913:1(]3 ;
= —— 4 /22% 4 1242° — 1000z
3840000

Primetimo da je
P(z) = z2P(z),
gde je

9131(12

S 3 1 1242° — 1000.
3840000“/511 22— 1000

P(x) =

Primenom Sturmove teoreme na polinom P (z) moze se zakljuéiti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, 1]. Stoga, polinom P(z) nema nulu na
intervalu (0, 1). S obzirom na to da je P (%) = —484.41161... < 0, vazidaje

P(z) <0
na intervalu (0, 1). Kako je f(z) < P(z) naintervalu (0, 1), vazi da je

f(z) <0

na intervalu (0, 1), &ime je dokazana polazna nejednakost. (] ":xmx}

Slika 4.19: Dokazivanje nejednakosti (4.22) koja sadrZi i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije

6 Ovu nejednakost je tokom analize dokazivaca zadao prof. Bojan Banjac.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnicki interfejs sistema

4.4.3 Postavke sistema

U okviru algoritma MenadZer uvedeni su sledeci uslovi zaustavljanja:

(1) linija 2 Algoritma 1 (Kontraprimer) — maksimalni broj polovljenja intervala u procesu traZenja
kontraprimera,

(2) linija 4 Algoritma 3 (Aproksimacija) — maksimalni broj polinomskih aproksimacija u procesu
traZenja dokaza,

(3) linija 5 Algoritma 4 (Racionalizacija) — maksimalni broj znacajnih cifara/decimala na koji za-
okruzujemo iracionalne koeficijente (pri formiranju polinomske aproksimacije sa racionalnim
koeficijentima u Sturmovom algoritmu).

Ukoliko se ne dobije ni kontraprimer ni dokaz nejednakosti, javlja se poruka da sa zadatim postavka-
ma sistema nije dobijen ni kontraprimer ni dokaz, pa korisnik mozZe da izmeni postavke sistema.

Dokazivac je implementiran tako da se uslovi zaustavljanja mogu podeSavati u okviru forme sa sle-

dece slike.

Maksimalni broj polovljenja intervala
u procesu trazenja kontraprimera

5

Maksimalni broj polinomskih aproksimacija
u procesu trazenja dokaza

50

Maksimalni broj znacajnih cifara/decimala
na koji zaokruzujemo iracionalne koeficijente

10

( Sacuvaj postavke )

Slika 4.20: Forma za menjanje postavki sistema

U nastavku ilustrujemo kako promena u postavkama sistema moZze da utiCe na odgovor koji sistem
daje. Na primer’, posmatrajmo funkciju

f(x) = 3x*sin3x + 5x° cosx — 5sin’ x (4.23)

na intervalu (0,1.01507).

7 Ovu funkciju i interval je tokom analize dokaziva¢a zadala prof. Bojana Mihailovi¢.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

0.1

0 1.01|‘506...

Slika 4.21: Grafik funkcije (4.23)

Nejednakost
f(x)>0

ne vazi za x € (0,1.01507). Ukoliko korisnik izabere da je maksimalni broj polovljenja intervala u
procesu traZenja kontraprimera 5, za razmatranu nejednakost se ne bi pronaSao kontraprimer i dobila
bi se sledeéa poruka:

O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

K

Dokazujemo nejednakost Nismo uspeli ni da dokaZzemo nejednakost

4 5 5 ni da pronademo kontraprimer sa zadatim
3x 7 sin 3x + 5x" cosx — Hsin" x>0 postavkama sistema.

na intervalu

(0.1.01507)

Slika 4.22: Slucaj kada nije pronaden ni kontraprimer ni dokaz nejednakosti

Poruka sa prethodne slike se dobija i ukoliko za razmatranu nejednakost korisnik izabere da je mak-
simalni broj polovljenja intervala u procesu trazenja kontraprimera manji od 19.

Za razmatranu nejednakost sistem bi pronasao kontraprimer ukoliko korisnik izabere da maksimalni
broj polovljenja intervala u procesu traZenja kontraprimera bude bar® 19.

8 Ako je maksimalni broj polovljenja intervala u procesu traZenja kontraprimera 19, vrednost funkcije f(x) testira se
u najvise 2!° — 1 = 524287 tacaka.
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

O sistemu Dokazivac Kako citirati Q @
Dokazujemo nejednakost < Da bismo dokazali nejednakost
/ 4 - 3 =3
3x4 sin 3x + 5x3 cosx — 5 Si]13x >0 32" sin (3z) + 5z° cos (z) — 5sin” (z) > 0

na intervalu (0, 1.01507), posmatrajmo funkciju

na intervalu

f(z) = 3z*sin (3z) + 52 cos (z) — 5 sin® (z)
(0,1.01507) na intervalu (0, 1.01507). Vazi da je
f (53218800509

P R P P —_ — - «e " _5 -
52428800000) f4ga2.. 102 <0

DokaZi Stoga, zadata nejednakost ne vaZzi na posmatranom intervalu.

Slika 4.23: Razmatranje nejednakosti f(x) > 0 na intervalu (0, 1.01507)

4.4.4 Primena sistema u izolovanju nula i izolovanju ekstremuma funkcija

U ovoj sekciji, primenom razvijenog dokazivaca i Teoreme 3.10, dokazujemo da funkcija

(1 —cosx)?

X)) =
8(x) 5x4(2+cosx)?

iz [122] ima tacno jedan ekstremum na intervalu (0, 7], koji je maksimum i koji se dostize u tacki
x; = 2.54595... (numericki odredenoj).

Vazi da je

¢(x) = 2(1 —cosx)

= -h(x),
5x5 (2+cosx)? ®)

gde je
h(x) = 3xsinx+2cos’x+2cosx — 4.

Primenimo Teoremu 3.10 za® ag = 2.54 i by = 2.55:

(1) Na Slici 4.24 (slika ekrana) je dat dokaz da je h(x) > 0 na intervalu (0, a].
(2) Na Slici 4.25 je dat dokaz da je h(x) < 0 na intervalu [bg, 7]
(3) Na Slici 4.26 je dat dokaz da je
' (x) = 3xcosx — 4sinxcosx + sinx < 0
na intervalu [ag,bo].

Stoga, na osnovu Teoreme 3.10, funkcija 4(x) ima tacno jednu nulu na intervalu (0, 7] u tacki x; =
2.54595.... Pri tome je h(x) > 0 na intervalu (0,x;) i 2(x) < 0 na intervalu (x;,7|. Odavde zakljucu-
jemo da je funkcija g(x) rastuca na intervalu (0,x;) i opadajuca na intervalu (x;, 7], tj. da ima ta¢no
jedan lokalni maksimum u tacki xj.

Na slican nacin se moZe primeniti Teorema 3.11 za izolovanje intervala na kojima se nalaze ekstre-
mumi funkcija.
9

ag 1 bo su nanizna i navi$na racionalna aproksimacija korena x;.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

O sistemu Dokazivac Kako citirati

Da bismo dokazali nejednakost
> 3z sin (z) + 2cos’ (z) +2cos (z) —4 > 0
na intervalu (0, 2.54], posmatrajmo funkciju
f(z) = 3zsin (z) + 2cos® (z) + 2cos (z) — 4
na intervalu (0, 2.54]. Vazi da je
cos(2z) 1

2 2

cos® (z) =
Stoga je
f(z) = 3zsin (z) + 2cos (z) + cos (2z) — 3.

Neka je Tﬁ’“ Tejlorov razvoj reda 1 funkcije ¢@ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija
funkcije f(z) na intervalu (0, 2.54] data je sa

P(z) = 32T31" (z) + 2755 (2) + T35 (22) — 3

o omt o, 677 5, 83 . 138 ¢ 1 4 1,
14520715200°  70833600°  302400°  2240° 1% T1% -

Primetimo da je
P(z) = z* P(z),

gde je

L, 677 o 8 13, 1, 1
14529715200 79833600 3024000 | 2240 15 4

P(z) =

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P (z) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu

na segmentu [0, 2.54]. Stoga, polinom P(2) nema nulu na intervalu (0, 2.54]. S obzirom na to da je

127\ __ 19714913493073506027566290135522760807 _ T
P (m) = 13432384000000000000000000000000000000. — 0-40706 ... > 0, vaZi da je

P(z) >0
na intervalu (0, 2.54]. Kako je f(z) > P(z) naintervalu (0, 2.54], vazi da je
f(z) >0

na intervalu (0, 2.54], ¢ime je dokazana polazna nejednakost. []

(O Kopiraj LaTeX kod )

Slika 4.24: Dokazivanje nejednakosti #(x) > 0 na intervalu (0, ag
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4.4 Funkcionalnosti i korisniCki interfejs sistema

O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

Da bismo dokazali nejednakost
> 3asin (z) + 2 cos® (z) +2cos(z) —4 <0
na intervalu [2.55, 7], posmatrajmo funkciju
f(z) = 3zsin (z) + 2cos® (z) + 2cos (z) — 4
na intervalu [2.55, 7]. VaZi da je

5, _ cos(2zr) 1
cos” (z) = 2 T3

Stoga je
f(z) = 3zsin(x) + 2cos (x) + cos (2z) — 3.

Neka je Tﬁ‘“ Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna navisna polinomska aproksimacija funkcije
f(z) naintervalu [2.55, | data je sa

P(z) = 32T () + 275" () + 50" (22) — 3

331 e 27 677 1 8 o, B g 1o

1
= T — T+ T — T+ —zt
105670656000 1210809600 79833600 302400 2240 15 4

I .

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(z) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu na
segmentu [2.55, 7|. S obzirom na to da je P (% + %) = —1.58873... < 0, vazidaje

P(z) <0
na intervalu [2.55, 7]. Kako je f(z) < P(z) naintervalu [2.55, 7], vaZi da je
flz) <0

na intervalu [2.55, 7], ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

':: Q Kopiraj LaTeX kod ,'

Slika 4.25: Dokazivanje nejednakosti #(x) < 0 na intervalu [by, 7]

O sistemu Dokazivac Kako citirati

Da bismo dokazali nejednakost
> 3z cos(z) — 4sin (z) cos (z) +sin(z) < 0
na intervalu [2.54, 2.55], posmatrajmo funkciju
f(z) = 3z cos (z) — 4sin (z) cos (x) + sin (z)
na intervalu [2.54, 2.55]. Vazi da je

sin (2x) '

sin (z) cos (z) = 5
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

Stoga je
f(z) = 3z cos(x) +sin(z) — 2sin (2z) .

Neka je T%“ Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tatke . Jedna naviéna polinomska aproksimacija funkcije f(x)
na intervalu [2.54, 2.55] data je sa

P(z) = 3T (z) + T3™° (z) — 2151 (22)

16, 8 4 13 . 2,
= 155925°  30240° 280° 5% %

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(z) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu na segmentu
. - 509Y _ _ 783012150556674367460184014429 - .
[2.54,2.55]. S obzirom na to daje P (355) = —Sasgasnooasoooaooooonoootaoss — —5-43281 ... < 0, vaii daje

P(z) <0
na intervalu [2.54, 2.55]. Kako je f(z) < P(z) naintervalu [2.54, 2.55], vazi da je
flz) <0

na intervalu [2.54, 2.55], ¢ime je dokazana polazna nejednakost. []

( [© Kopirgj LaTeX kod )

Slika 4.26: Dokazivanje nejednakosti 4’'(x) < 0 na intervalu [ag, by

4.5 O korektnosti rada sistema

Prilikom implementacije sistema autor je standardno naiSao na ograni¢enja koja svi raCunarski sistemi
danas imaju. Sama korektnost implementacije zavisi od implementacionih detalja poput preciznosti
evaluacije u sistemu, koli¢ine racunarskih resursa i realnog racunskog vremena koje je moguce posve-
titi u proceni pojedinacnih vrednosti. Usled toga, korektnost rada sistema zavisi od svih ovih detalja.
Takode, u implementaciji sistema su koriS¢ene i neke biblioteke, tako da korektnost dobijenih rezul-
tata, pored korektnosti implementacije algoritama, zavisi i od korektnosti rada koriSéenih biblioteka.

Primetimo da se u Algoritmu 1 u liniji 6 radi evaluacija vrednosti funkcije u nekoj tacki, Sto u siste-
mima racunarske algebre nosi odredenu numericku gresku. Napomenimo da u situacijama u kojima
nam je to neprihvatljivo moZemo odabrati, u postavkama sistema, da se Algoritam 1 ne izvrSava jer
njegovo uklanjanje nece spreciti dalju potragu za dokazom.

4.6 Diskusija i poredenje sa nekim postojecim sistemima

Za zadatu nejednakost koju treba da dokazemo, sistem u konacnom vremenu vraca odgovor jer svi
algoritmi (Potpoglavlje 4.2) koji su implementirani u sistemu zavr$avaju rad u konaénom vremenu.
Kako bi se to ostvarilo, u nekim algoritmima su uvedeni uslovi zaustavljanja. U zavisnosti od oda-
branih uslova zaustavljanja algoritama, u nekim slu¢ajevima se nece dobiti ni kontraprimer ni dokaz
nejednakosti, ali ¢e sistem dati obaveStenje da navedeno nije uspeo pri zadatim postavkama sistema.

S obzirom na to da je algoritam rada sistema, koji je dat u Potpoglavlju 4.2, zasnovan na teorijskim
rezultatima iz Poglavlja 3 1 iz Potpoglavlja 1.3 1 4.1, jedan od ciljeva daljeg istrazivanja je formalno
dokazivanje saglasnosti koriS¢enih algoritama.

U implementaciji sistema, algoritmi iz Potpoglavlja 4.2 su proSireni tako da se mogu traziti dokazi
nejednakosti i na poluotvorenim i na zatvorenim konacnim intervalima, kao i dokazi nejednakosti
oblika f(x) < 0 (odredivanjem navi$ne negativne polinomske aproksimacije za funkciju f € M).
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4.6 Diskusija i poredenje sa nekim postojecim sistemima

Sistem je testiran na ve¢em broju nejednakosti iz radova koji su uglavnom objavljeni u ¢asopisima sa

JCR liste i svaku nejednakost na kojoj je testiran sistem je dokazao'”.

Dokazi dobijeni primenom razvijenog dokazivaca oponasaju ljudski nacin dokazivanja nejednakosti.
Svaki korak u dokazu proistice jasno iz prethodno izvedenih zakljucaka, tj. koraka, 1 jasno je kako
se iz jednog koraka dokaza dolazi do sledeceg. Takode, dobijeni dokazi su proverljivi, tj. mogu se
verifikovati, na primer, koriS¢enjem nekog sistema racunarske algebre.

Poredenje razvijenog sistema sa nekim postojecim sistemima. U ovom delu, izvrSi¢emo poredenje
razvijenog sistema sa postoje¢im sistemima koji su analizirani u Potpoglavlju 1.5: (1) MetiTarski
[160], (2) SimTheP [24], (3) RootOfMTP [43], (4) neki drugi sistemi bazirani na veStackoj inteligen-
ciji.

(1) Sistem MetiTarski podrzava dokazivanje nejednakosti koje sadrze Siru klasu funkcija od klase
M. Medutim, MetiTarski daje rezolucijske dokaze koji su teski za pracenje, a Cesto se sastoje
od vise desetina linija koda. Kako ne postoji graficki korisnicki interfejs, ve¢ samo konzolno
okruZenje, upotreba ovog sistema moZe biti zahtevna. MetiTarski vr$i numeric¢ke aproksimacije
iracionalnih brojeva koji se javljaju u nejednakosti koja se proverava [9,24,36].

(2) Dokazivac razvijen u ovoj disertaciji koristi isti metod dokazivanja kao dokaziva¢ SimTheP, s
tim $to je u ovoj disertaciji taj metod poboljSan i1 proSiren. SimTheP dokazuje MTP nejednakosti
na intervalima oblika (0,b), b€ R, dok razvijeni dokaziva¢ dokazuje i nejednakosti iz nekoliko
drugih klasa na nenegativnim konacnim intervalima. Takode, u sistemu SimTheP su za vred-
nosti koeficijenata podrzani samo brojevi iz polja Q(7). Razvijeni dokaziva¢ se razlikuje od
sistema SimTheP i po strategijama'! za odredivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja koje
su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti. Primenom Strategije za redukovanje broja indeksa,
dobija se manji ili jednak broj indeksa u odnosu na broj indeksa koji bi dobio SimTheP. Prime-
nom Strategije postepenog uvecavanja vrednosti indeksa, broj iteracija za odredivanje vrednosti
indeksa, koje su dovoljne za dokaz polazne nejednakosti, invarijantan je u odnosu na redosled
sabiraka u polaznoj nejednakosti, a Eesto i manji, kao $to ilustrujemo u sledeéoj tabeli'?.

Tabela 4.3: Broj iteracija odredivanja vrednosti indeksa koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti
u dokazivacu SimTheP 1 u razvijenom dokazivacu

MTP nejednakost interval | SimTheP (;slizizji?:é
sin®xcosx + xsinx — 2x2cosx > 0 (0,%) 44 4
x(2+cosx) —3sinx >0 (0,1) 4 3
—2m%x 4 w3 sinx — x(7w? —4x%) >0 (0,1) 1 1
m3x — 473 4 8x% — 3 sinx > 0 (0,1) 4 2
(2 + 1) sinx — x(7 —2cosx) > 0 (0,%) 4 2
2sinx —x —xcosx >0 (0,%) 2 2

19 Dobijeni dokazi su verifikovani kori§éenjem sistema radunarske algebre Maple.
11 Za vige detalja o poredenju strategija videti Sekciju 4.1.7.
12 Broj iteracija za odredivanje vrednosti indeksa u dokazivadu SimTheP preuzet je iz Tabele 5.1 iz [24].
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitickih nejednakosti

8x7 sinx — 45 cosxsin®x —45xsinx+90x>cosx >0 | (0,%) 212 6
x—sinx >0 (0,%) 2 2
2
T —x*>—mcosx >0 (0,%) 2 2
2x+xcosx —3sinx >0 (0,%) 4 3
(m? —3x?) sinx + (—m2x+x%) cosx > 0 (0,%) 3 2
(m%x? — 272 + 2x%) sinx +x(27% — 2x*) cosx >0 | (0,%) 13 2
2 2 2\ o 3 2

((=7* +6)x* — 67%) sinx — 6x° + 6x7> > 0 (0,%) 2 2

2 2\ o 2 3
(m* 4+ x7) sinx —xw* +x° > 0 (0,%) 2 2
2x —xcosx + 3sinx > 0 (0,%) 4 1

(3) Maple biblioteka RootOfMTP izoluje sve intervale na kojima se nalaze nule razmatrane MTP
funkcije, ali ne ispisuje korake kojima se dolazi do tih rezultata. Kako bi se dokazale nejed-
nakosti primenom ove biblioteke, potrebno je analizirati sve te intervale (videti Primer 1.8).
Razvijeni dokazivac se, na osnovu metoda iz Potpoglavlja 3.3, moze koristiti i za izolovanje
intervala koji sadrZe nule i ekstremume MTP funkcija, kao i ostalih funkcija iz klase M (videti
Sekciju 4.4.4).

(4) Razvijeni dokaziva¢ daje dokaze koji su napisani u stilu koji je blizak ljudskom nacinu dokazi-
vanja. Ovaj nivo Citljivosti imaju i neki razmatrani sistemi vestacke inteligencije, ali za razliku
od razvijenog dokazivaca, trenutno mogu biti nepouzdani i praviti greSke pri dokazivanju ne-
jednakosti.
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Poglavlje 5

Primene

U ovom poglavlju, primenom dobijenih rezultata, dajemo poboljSanja nekih analitickih nejednakosti.

5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

Teorema 5.1 (Cusa-Huygens nejednakost') Za x € (0, %) vaZi da je

3sin x

x> —.
2+cosx

Na osnovu Cusa-Huygens nejednakosti, moze se uvesti aproksimacija

3sinx
X —
2+cosx
zaxe (0,%),[25,62,73,122,123,189,190, 194].
Uvodenjem smene x = arcsint, za t € (0, 1), na osnovu prethodne aproksimacije, dobija se aproksi-
macija
3t

arcsint ~ ——
241 -2

koja se koristila za tabeliranje vrednosti funkcije arcsin.

5.1.1 Neka poboljSanja Cusa-Huygens nejednakosti na segmentu [O, %}

Na osnovu Cusa-Huygens nejednakosti, moZe se uvesti familija funkcija {@,(x)} ,ep, gde je

(p+1)sinx

5.1
p+cosx ’ .1

Pp(x) =x—
koja je definisana za x € [0,5] i za vrednosti parametra p € P = R\[—1,0], [124,127].
Za familiju funkcija {@,(x)} yep, prema [124], vaZi tvrdenje:
Lema 5.1 Familija funkcija {@,(x)} ,cp jeste
(i) rastuce raslojena na intervalu (0, %] po parametru p € P} = (0, 4-o0),

(ii) rastuce raslojena na intervalu (0, %] po parametru p €Py = (—oo, —1).

' Ovu nejednakost je postavio Nicolaus de Cusa (1401-1464), a dokazao ju je Christiaan Huygens (1629-1695) [178,
190].
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5 Primene

Primetimo da familija funkcija {,(x)},cp nije rastuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
peP =P UP; jerzaxc (0,5], pi1 €Py i p Py, vaii:

pL>p2 i @y (x) < @py(x).

x 2775 p=1.78114...

0.01

Slika 5.1: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.1)

U narednim podsekcijama, 5.1.1.1-5.1.1.4, na familiju funkcija {@,(x)} ,cp primenjujemo strategije
iz Poglavlja 2.7:

Strategiju za odredivanje najboljih konstanti u nejednakostima,

Strategiju za dokazivanje nejednakosti zasnovanu na Parametarskom metodu,

Strategiju za odredivanje minimaks aproksimanta primenom Nike teorema,

Strategiju za dokazivanje nejednakosti i odredivanje minimaks aproksimanta zasnovanu na No-
vom parametarskom metodu.

5.1.1.1 Primena Strategije za odredivanje najboljih konstanti

Sledeca teorema, u kojoj se odreduju najbolje konstante za Cusa-Huygens nejednakost, moZe se do-
kazati primenom Strategije za odredivanje najboljih konstanti (Sekcija 2.7.1).
Teorema 5.2 Neka je
2
A= i 1.75193... i B=2.

Tada vaZi:

(i) Za p € (B,+oo) vaZi da je

(Vxe <0’§)> (x - (B+1)sinx - (p+ 1)sinx>

B-+cosx p+cosx

i konstanta B je najbolja moguca.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

(@) Za pe(0,A) vaZi da je

(Vxe(O 71')) ((p+1)sinx> (A+l)sinx>x)

) p+cosx A+ cosx

i konstanta A je najbolja moguca.

Dokaz. Za familiju {@,(x)} cp, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] = [0, 5] vaZi:

(1) sve funkcije ¢,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj @,(x) u okolini tacke a je

p=2 5, —p +13p—16 ;5 5
X) = X x 4+ol(x (5.2
?(x) 6(p+1) 120(p+1)° ( ) )
i Tejlorov razvoj ¢, (x) u okolini tacke b je
_(m-2)p-2  p*—p-—1 T T
Pp(x) = 2 + P < 5) +o (x 5) . (5.3)

Prema Strategiji za odredivanje najboljih konstanti dobijamo:
e Zaskup P; = (0,4o0) C P je ispunjeno:

o familija {@,(x)},cp je, na osnovu Leme 5.1, rastuce raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p € Py,

o glavni koeficijent C;pp e 6(’;—;2]) Tejlorovog razvoja (5.2) je monotona funkcija za p € [Py
1 ima jedinstvenu nulu p, = B€Py;
glavni koeficijent cg’” b % Tejlorovog razvoja (5.3) je monotona funkcija za p €

Py 1 ima jedinstvenu nulu p, = A€ Py.
e Zaxe (a,b) vazi ekvivalencija
¢p,(x) >0 <= x(cosx+2)—3sinx>0.

Desna MTP nejednakost se primenom razvijenog dokazivaca dokazuje na slede¢i nacin:

Q sistemu Dokazivac Kako citirati

Da bismo dokazali nejednakost
> z(cos(z) +2) — 3sin(z) >0
na intervalu (U, %) posmatrajmo funkciju

f(z) =z cos (z) + 2z — 3sin (z)

na intervalu (U, %) Neka je Tﬁ’” Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija

funkcije f(x) na intervalu ((}, %) data je sa

P(x) = 2T (z) + 2z — 3730 (z)



5 Primene

Primetimo da je

gde je

11
Plz) = — — — g?
(=) = 50 ~ 720

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(x) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, :
Stoga, polinom P(x) nema nulu na intervalu (0, %) S obzirom na to da je P (%) = 0.0047247 ... > 0,vazidaje

[SIE]
—

P(z) >0
na intervalu (U, %) Kako je f(z) > P(z) naintervalu (0, g), vaZi da je
flz)>0

na intervalu (U, %) ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

']: (L) Kopiraj LaTeX kod :3'

Slika 5.2: Dokaz nejednakosti @, (x) > 0 na intervalu (0,%)

Dakle, konstanta p, je najbolja moguca za nejednakost ¢,(x) > 0 na intervalu (a,b) za p € Py.
Dodatno:
o s obzirom na to da je familija rastuce raslojena, slede nejednakosti iz dela (7).

e Zaxe€ (a,b) vazi ekvivalencija

T
sinx < 0.
2

2
Pp,(x) <0 = x<—2+cosx)—

Desna MTP nejednakost moze se dokazati primenom razvijenog dokazivaca.
Dakle, konstanta py, je najbolja moguca za nejednakost ¢, (x) < 0 na intervalu (a,b) za p € Py.
Dodatno:

o s obzirom na to da je familija rastuce raslojena, slede nejednakosti iz dela (if). |

Napomenimo da je konstanta

p- i 5 iz prethodne teoreme odredena u [108].

5.1.1.2 Primena Strategije zasnovane na Parametarskom metodu

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [124], uz neke izmene.

Sledecda teorema moZe se dokazati primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu (Sekcija
2.7.2).

Teorema 5.3 Neka je

A:%:1.75193... i B=2.
Tada vaZi:

(i) Za pe(0,A) vaZi da je

(Vxe(O 7'L'>> ((p+1)sinx> (A+l)sinx>x>

) p+cosx A+ cosx

i konstanta A je najbolja moguca.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

() Za p € (A,B) jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno resenje x(()p Vi vazi da je

(Vxe <O,x(()p)>> % > X

(e 2)) o B

(iii) Za p € (B, o) vaZi da je

(We (0 7r>> (x> (B+1)sinx - (p+1)sinx)

) B+ cosx p+cosx

i konstanta B je najbolja moguca.

Dokaz. Polazimo od familije {¢,(x)} ,cp koja je definisana sa (5.1). Prema Strategiji zasnovanoj na
Parametarskom metodu, dobijamo:

e Zaskup Py = (0,+o0) C P vazi:

o familija {@,(x)},cp je, na osnovu Leme 5.1, rastuce raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p € Py,

o postoji neprekidna funkcija g : (a,b) — P takva da je

(p+1)sinx XCOSX — sinx
Pplx) =x p+cosx p=sl) sinx —x >4

0 i
2
Slika 5.3: Funkcija g definisana sa (5.4)

o lim g(x)=B, lim g(x) =4, elgfh)g(X) =Ai ) :Z?b)g(X) =B.
e Vazidaje
oy S
g = (sinx —x)2’
gde je
f(x) = x?sinx +xcosx — x + sinxcosx — sinx.
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5 Primene

Na sledecoj slici je, primenom razvijenog dokazivaca, dokazana nejednakost

flx) <0 (5.5)
na intervalu (a,b).
O sistemu Dokazivaé  Kako citirati a @
Da bismo dokazali nejednakost
> z” sin () +  cos (z) —  + sin () cos (x) — sin (z) < 0

na intervalu (D, %) posmatrajmo funkciju
f(z) =zcos(z) —z+ (z—1)(z+ 1)sin(z) + sin(z) cos (z)

na intervalu (U, %) VaZi da je

] _sin(2z)
sin (x) cos (z) = —
Stoga je
f(z) =zcos(z) —z+ (z—1)(z+1)sin(z) + siné2:!:) L

Neka je T‘f:‘“ Tejlorov razvoj reda 1 funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna navidna polinomska aproksimacija funkcije f(:r:)

m

na intervalu (U, 5) data je sa

sin, sin COS, 1 Sin
P(z) = =17 (2) + 215" (2) + 215" (2) — 2 + 515" (22)

_ 93 wg_imv
T 72576 1807 °

Primetimo da je
P(z) = z" P(x),

gde je

53, 1
P(2) = o576  180°

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(a) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu na segmentu
[0, %] . Stoga, polinom P(x) nema nulu na intervalu (0, %) S obzirom na to da je P (g) = —0.00094109... <0,
vazi da je

P(z) <0
na intervalu (U, %) Kako je f(z) < P(z) naintervalu (U, %) vazi da je

flz) <0

ﬂ), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [

12

na intervalu (0 // .
( ( (O Kopiraj LaTeX kod )

Slika 5.4: Dokaz nejednakosti (5.5)

Dakle, g’(x) < 0 na intervalu (a,b), tj. funkcija g(x) je opadajuéa na intervalu (a,b). Primenom
Teoreme 2.12, dobijaju se nejednakosti navedene u iskazu teoreme. |
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

Primetimo da se u Teoremi 5.3, primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu, dobija
deo (ii) koji se ne moZe dobiti primenom Strategije za odredivanje najboljih konstanti.

Napomena 5.1 Nezavisno od Strategije zasnovane na Parametarskom metodu, moZe se, na osnovu
analize funkcije g(x), odrediti i znak funkcija @,(x) za p Py = (—oo, —1), $to pokazujemo u nastavku.

Kako funkcija g(x) definisana sa (5.4) ima samo vrednosti iz skupa (%,2), zakljucujemo da su
funkcije @,(x), za p € (—oo, —1), stalnog znaka na intervalu (O, %) Vazi da je

€ (—oo,—1). Dakle, zakljucujemo da su funkcije @, (x), za p € (—oo, —1), pozitivne na intervalu
) tj. da za p € (—oo, —1) vazi da je

(Vxe (0,%)) x> M

p+cosx

P
T
0,7),

5.1.1.3 Primena Strategije zasnovane na Nike teoremi

Sledeéa teorema moze se dokazati primenom Strategije zasnovane na Nike teoremi (Sekcija 2.7.3).
Dokaz ove teoreme navodimo prema [127].

Teorema 5.4 Minimaks aproksimant familije funkcija {Qp(x)} pep na intervalu (O, %) je
_ (po+1)sinx
Ppo(¥) = Po +cosx
gde je
po=1.78114....

Jjedinstveno numericki odredeno resenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p€ (A,B) = (%, 2), pri Cemu je 1P) stacionarna tacka po argumentu X funkcije ¢p(x)
na intervalu (0, %)

Dokaz. Za familiju {¢,(x)} cp, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] = [0,5], vazi:

(1) sve funkcije ¢,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj @,(x) u okolini tacke a je

-2 —p>+13p—16
p 3 p-+15p 5 0<x5)

X) = X (5.6)
P () 6(p+1) 120(p+1)°
i Tejlorov razvoj ¢, (x) u okolini tacke b je
_(r—=2)p-2 p*—p-1 T\ (p+D(PP=2) [ T2
o) =+ (x 2) LY (x 2> + 59

P (5 (- 3))
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5 Primene

Prema Strategiji zasnovanoj na Nike teoremi, dobijamo:

e Zaskup Py = [A,B] = -2

—=5,2] je ispunjeno:

o familija {@,(x)},cp je kompresovana u tacki a i, na osnovu Leme 5.1, rastuce raslojena
na intervalu (a, b] po parametru p € Py,

o funkcije @4(x) i @p(x) su, na osnovu Teoreme 5.2 i Teoreme 5.3, stalnog znaka na intervalu
(a,b), pri Cemu je jedna funkcija pozitivna, a druga negativna,

o funkcije ¢,(x), za p € (A, B), na osnovu Teoreme 5.3, menjaju znak na intervalu (a,b).

e U [127] je dokazano da je m = 4 najmanji prirodan broj takav da je
(VpEPy) (Vxe (a,h)) @ (x) >0.

e Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.6), funkcije @p(x), @, (x), @, (x) i @' (x), za p € (A, B), nega-
tivne su u nekoj desnoj okolini tacke a.

e Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.7), vazi:

¢p(x) >0, zap> 2 —1.75..

@(x) >0, za p> 152 =1.61...

oU(x) >0, zap>¥0=122...

Samim tim su funkcije @,(x), @,(x), @, (x) i @y
okolini tacke b.

e Sistem?

za p€(A,B) ix€(a,b) ima jedinstveno resenje koje se moze numericki odrediti sa
po = 1.78114...,
xo = 1.16871....

Funkcija @, (x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija { ¢, (x) } ,cp, naintervalu (a,b).l

Posledica Teoreme 5.4 Na osnovu minimaks aproksimanta @, (x), dobijamo minimaks aproksimaciju

_ 2.78114... sinx
"~ 1.78114... +cosx

X

na intervalu (0, %) sa greSkom

dy= inf sup |gp(x)| = ‘q)po (N’M)‘ = 0, (g) — 0.0093601....

peP xc(0,%)

2 Navedeni sistem je ekvivalentan jednacini ’q)p (t(f’)> ‘ =@, (b)zape(A,B)ixe(a,b).
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

5.1.1.4 Primena Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [135].

Sledeca teorema moZe se dokazati primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu
(Sekcija 2.7.2).

Teorema 5.5 Neka je

1+/5
A +2\/_

=1.61803..., 82%21.75193... i C=12.

Tada vaZi:
(i) Ako p€(0,B), vaZi da je

(Vxe (0 7r)> ((p—i—l)sinx - (B+1)sinx >x>

) p+cosx B+cosx

i konstanta B je najbolja moguca.

(i) Ako p € (B,C), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p Vi vazi da Jje

(‘v’x € (0,x(()p)>> —(I;il(:)OS:;lx > x

N
(e (x.2)) x> (p+1Dsinx
2 p+cosx
(#ii) Ako pe(C,+oo), vazi da je

(Vxe <0 7'L'>) (x> (C+1)sinx - (p+1)sinx)

) C+cosx p+cosx

i konstanta C je najbolja moguca.
(iv) Svaka funkcija ¢p(x), za p € (A,C), ima tacno jednu stacionarnu tacku po argumentu x na
intervalu (O, %) Pri tome, za p € (B,C), funkcije ¢p,(x) imaju tacno jednu ekstremnu vrednost,

koja je lokalni minimum, na intervalu (O, %) u tacki (t(p), 0p (t(”)>>.

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p € (B,C), numericki odredeno sa
po=1.78114....
Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} pep na intervalu (0, %) je

2.78114... sinx
~ 1.78114... +cosx’
kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

. 2.78114... sinx
T 178114 +cosx

Pp(x) =x

na intervalu (0, %) sa greskom

do=inf sup_|@,(x)| = o (17)] = @y (§>:0.0093601....

pERT x€(0,%)
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Dokaz. Za familiju {¢,(x)} ,cp, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] = [0, 5], vazi:

(1) sve funkcije @,(x) su diferencijabilne odgovarajuci broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj @,(x) u okolini tacke a je

—2
0 (x) = 6(i)+1)x3+0(x3). (5.8)

Prema Strategiji zasnovanoj na Novom parametarskom metodu, dobijamo:
e Zaskup P; = (0,+o0) C P je ispunjeno:
o familija {@,(x)},cp je kompresovana u tacki a i, na osnovu Leme 5.1, rastuce raslojena
na intervalu (a, b] po parametru p € Py,

o postoji neprekidna funkcija g; : (a,b) — P takva da je

9pp(x) - (p+1)(1+ pcosx)

ox (p+cosx)?

(1 +\/mc> . (5.9)

| =

=0 <= p=gilx)=

0 T
2
Slika 5.5: Funkcija g; definisana sa (5.9)

e Funkcija g;(x) je monotono opadajuca na intervalu (a,b) i vazi da je

sup g1(x)=C i inf g(x)=A.
x€(a,b) x€(a,b)

e Postoji jedinstvena vrednost parametra

p=Be(A,0)
takva da je
T p+1
:———:O
¢p (D) 5 »

e Na osnovu glavnog koeficijenta Tejlorovog razvoja (5.8), vaZi da je ¢,(x) < 0 za svako p €
(A,C) u nekoj desnoj okolini tacke a.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

e Primenom Teoreme 2.17, dobijaju se nejednakosti navedene u iskazu teoreme.
Sistem

—@p (x) = @p(D)

dpp(x)
ox

za pe(B,C)ix€ (a,b) ima jedinstveno reSenje koje se moze numericki odrediti sa

=0

po = 1.78114...,
xo = 1.16871....

Funkcija @, (x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija { ¢, (x) } ,cp, naintervalu (a,b).l

Primetimo da se u Teoremi 5.5, primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu,
dobijaju svi rezultati svih prethodno primenjenih strategija.

Napomena 5.2 Nezavisno od Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu, moZe se, na
osnovu analize funkcije g1(x), odrediti i znak funkcija ¢p(x) za p € Py = (—oo, —1), Sto pokazujemo u
nastavku.

Kako funkcija g\(x) ima samo vrednosti iz skupa (%,2), zakljucujemo da su funkcije @,(x),
za p € (—oo,—1), monotone na intervalu (0, %) Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.8), postoji desna
okolina tacke 0 takva da je @, (x) >0 za p € (—oo,—1). Dakle, funkcije @,(x), za p € (—oo,—1), su
rastuce na intervalu (O, %) Kako je familija kompresovana u tacki 0, zakljucujemo da su funkcije
@p(x), za p € (—oo, —1), pozitivne na intervalu (0,75 ), tj. da za p € (—eo, —1) vaZi da je

(‘v’xe <0’§>> x> M

p+cosx

5.1.2 ProSirenje Cusa-Huygens nejednakosti na beskonacni interval

U ovoj sekciji, prema [122], dajemo proSirenje Cusa-Huygens nejednakosti sa intervala (O, %) na

beskonacni interval (—oo, 4-o0).

Teorema 5.6

() Za x€ (—o0,0) vazi da je
3sinx
24cosx
(i) Za x€(0,+o0) vaZi da je
3sinx
x> —.
24cosx

Dokaz. Uvedimo funkciju

3sinx
flx) =x= 2+cosx’
Vazi da je
) = (cosx—1)* >0
(cosx+2)*

za svako x € R. Dakle, funkcija f(x) je monotono rastu¢a na intervalu (—oo,+o0). S obzirom na to da
je f(0) =0, sledidaje f(x) >0zax>0idaje f(x) <0zax<O. ]
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5.1.3 PoboljSanja nekih tipova Cusa-Huygens nejednakosti

ProSirenja 1 poboljSanja Cusa-Huygens nejednakosti su razmatrana u mnogim radovima [15, 16,
18-20, 25,30, 34,48, 49,53,56,59, 69, 82,88,95,129, 141, 143,148, 151,173,177,179, 184, 185, 187,
191, 196,204-206,212,217,218,220,221,224]. U [129,218] dato je sledee tvrdenje.

Teorema 5.7 Za x € (0, 7] vaZi da je

1 3sinx I 1 5
—x <x <—X = ——— 5.10
180" <3 1 cos m 92.96406... (5.10)
(Z‘ _ 3sint )
Za M| = -~ = 0.010756... se dostiZe maksimalna vrednost funkcije g(t) = S 24eost] g intervalu

/5
(0, ).

U [224] su date sledece dve teoreme.

Teorema 5.8 Za x< (0,%) vaZi da je

sinx  2+cosx 1 4(sinx>2/7

_ _ 11
X 3 S 1807 .11y

X
i konstanta 1%70 Jje najbolja moguca.

Napomena 5.3 Na osnovu nejednakosti (5.11), wuvedimo dvoparametarsku familiju funkcija
{@p.g(x)} pgep: gde je

sinx 2+ cosx sinx \7

- X + 3 _Px4( ) ) XE(O,%],

Ppg(x) =

0, x=0,

koja je definisana za x € [O } i za vrednosti parametra p,q € P = R. Tejlorov razvoj @), 4(x) u okolini
tacke 0 je

o (] (1 L\, L, 1y, | o ()
PraX) =\ 150 7 6797 3730 P\ =729 " 1807) T 181440 ) TV )

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

(Pp.,q70 1
Pl
4 180 7
(P[L,q70 1 1
¢ = -

6 6717 3780

dobijamo konstante p = 1]% ig= % za koje je @, 4(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tacke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.11).

Teorema 5.9 Za xc (O ) vazi da je

sinx 2-cosx <2 2
<~ 3

— - 3 —— E) (sinx—xcosx)(”zfu)/(htﬁ) (5.12)

i konstanta (% — 2) je najbolja moguca.
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Napomena 5.4 Na osnovu nejednakosti (5.12), uvedimo dvoparametarsku familiju funkcija
{@p.g(x)} pgep: gde je

sinx 2-+cosx
X 3

— p(sinx—xcosx)?, xe(0,5],
Ppqg(x) =
0, x=0,

koja je definisana za x € [O, %] i za vrednosti parametra p,q€P = R. Tejlorov razvoj ¢p 4(x) u okolini
tacke Z je
2

()— g_%_ + _4_1_5 <_E>+
Pra¥)=\3777°P 2 3 P4 2
n*—8 1 ,, 1, 1 T2 T2
+< = —P(gﬂq 7”*50)(}6‘5) +0(( —5))-

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

Ppas _ 2 2 —
c =-———-p=0
0 3 7 7
Ppas _ 4 1 = _
c = ——-—=pq=0
! 2 3 2P
dobijamo konstante p = % — % iq= 37::2117123 za koje je @p 4(x) > 0 u nekoj levoj okolini tacke 5. Ove

vrednosti konstanti se nalaze u nejednakosti (5.12).

Dokaz Teoreme 5.9 iz [224] se svodio na dokaz MTP nejednakosti
2(12 — m?) X sinx+ (277 — 7 + 12) x* — 187% + 67 x sinx cosx+
(5.13)
+ (972 = 37%) 2% + ((47® — 97% — 36) x* + 972 — 37%) sin’x > 0

na intervalu (0, %) primenom stepenih redova i osobina Bernulijevih brojeva. Dokaz ove nejednakosti
moZe se dobiti primenom razvijenog dokazivaca, Sto je prikazano na sledecoj slici ekrana.

Osistemu  Dokaziva¢  Kako citirati o D

Da bismo dokazali nejednakost
> 22% (12 — #%) sin (2) + 2® (—37% + 97%) + (2% (—977 — 36 + 4x°) — 37° + 9a7) sin® (z)+
+x (z° (=7° + 12+ 27%) — 187% + 67°) sin (z) cos (z) > 0
na intervalu ((}, %), posmatrajmo funkciju
flz) = —22° (=12 + 7°) sin (z) — 37°2” + 97°2” + (—9n"2" — 362 + dr’z? — 37 + 977) sin® (z)—
—z (—2n?a? — 1227 + 7%2® — 67 + 187%) sin (z) cos ()
na intervalu ((}, %) Vazi da je

i (2) cos (a) = S20)

Stoga je

. 9rta? o (—2rf2? — 1227 + wix? — 6 + 18772) sin (2z)
923 (212 4 7 sin (2) — P2 — 1822 _ B
f(z) 2 ( + 7 ]5111(3,) mr° — 182" + 5 >

(—972z® — 3622 + dmda? — 373 + 9n%) cos (22) 37 on?
2 2 T2
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Kakoje f(0) =0i f (%) = 0, razmatramo sledece slucajeve:

T
l—z-c (0. f] ;
"4
Neka je T4 Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija funkcije f(x) na intervalu (0, ﬂ data je
sa

z (—2n%z? — 122% + r'a? — 67° + 187?)

Py(z) = —22° (-12+ )T} (z) — 5 T (22) —
o e S —
(=0) (=0)
_ 92,2 _ 9a.2 3,2 _ o 3 2 2,.2 3 2
_ =9me” — 362” + 477z — 377 + 97 Tclgssﬁ (22) — m2® — 1827 + 9™ 3m  Om
2 2 2 2
(=0)
" 3172 19 4m? 19 467° 29 198777
=z | - B + 2 | e o
604800 61600 155925 155925 8400 3326400

L0 1172 3 o 27 g8 a3 - 1 I m?
2 —— — —+ —— r——+ -+ =
1400 70 525 45 5 20)°
(izdvojene polinomske nejednakosti proverene su primenom Sturmove teoreme). Va#i da je
Py(z) = 28 Py(z),

gde je

P [ _ —_—
1) ‘”( 604800 _ 51600 155925 155925 * 5400 © 3326400

3 ( 1172 3 27T3) _ ™ 1 2

31m? 19 473 ) ,4( 467° 29 19877r2)

TTa00 70 525) 45 5 20

Primenom Sturmove teoreme na polinom P () moZe se zaklju¢iti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, %] Stoga, polinom Pi(z) nema
nulu na intervalu (U, ﬂ S obzirom na to da je P; (%) =2.3211...-107% > 0, vaZidaje

Pl(..\f) >0
]. Kako je f(z) > Py (z) naintervalu (01 ﬂ, va7i da je

f(z)>0

na intervalu ((], T

na intervalu (U, E]

ec(53):

DokaZimo da je f(z) > 01 na intervalu (%, %) Uvodenjem smene z = 3 — ¢, dobijamo funkciju:

™
S —t

o2 Ondt 12 4 a?) (2t — ) "
g(f):f(2 ):—w3t2—18t2+” n ( ™) ( 'ff)cos()+

T 1
D) ) + 187t + 7t + 1

+{2t — ) (—8mt? — 487 + dw®t? — Am't + 48wt + 8%t — 247® — 21* + 7® + 607%) sin (2¢) N
16

A (—36m2t* — 144t% + 1672 — 167t + 14dmt + 367t — 9n' — 127° + 4n°) cos (2t) «° 3 9t

8 i 2 g

gdet € (ﬂ, i) Jedna naniZna polinomska aproksimacija funkcije g(t) na intervalu (U, Z) data je sa

(2t — ) (—8mt* — 48t% + 4r®t? — An’t + 48nt + 8t — 24r® — 2n* + 7° + 607%)

Py(t) = 3o 50 (26) +
(=0)
—12+72) (2t —n)° —36m2t% — 14442 + 167°12 — 167t + 144wt + 367°t — Ot — 127% + 4m®
( ‘Ir4){ ﬂ') T%S‘O (t)+ T -+ 16 s Jg gt + 36w e T+ 4T Ti‘;“‘“ (2?:)_
(=0) (<0)
922 9t a3 9nt
—3t? — 181 + e A
T 2 g THSmEmIo T Ty
S 4r? . 272 " 8 Fpt 27 16m w2 | 1 i 27t 4
1 467775 155925 51975 51975 51975 1814400 151200 93555
ne 70 582 16 T n e N 102773
66825 155925 4725 100800 34650 3628800

Tt 456017? Ll 1 i 117? T e i 4m i 273
79833600 155925 1680 201600 311850 525 1925
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b

£10 469973 e T w2 4 56337°
1209600 1350 1120 315 105 14515200

135 35 11340 4032 * 30 - 5670 a 241920

+t9( 2% 4rm I 1372 1 ® 20577T4)

g8 2057 o« N 272 o 10677° L ! K 6297 1 i - 137* 1 't i 4w L 27 b
32256 20 105 40320 84 10080 315 120 630 5 21

L0 at 7r? 31a8 44 3 4 1617° iy FC S o " 7 124 31t N
10 15 240 2 2880 4 60 30 240

177 ; at 1373 bl d b
t | =187 — Tro4+ — Bl-18r— — -1 —— —24+ — + 11x°
+ ( T 55 +m + 24 + 1 + 3 )+ A 1 +12+ )+

1373 =5 3! . 157° , @ 7t
22 T il 2 Y 2T T R I
+t ( 2 5 36 + 1 + 97 +36‘rr) + ( 5 187 3 + 1 + 36w + 3 )

(izdvojene polinomske nejednakosti proverene su primenom Sturmove teoreme). Vazi da je

By(t) = t Py(t),

gde je
473 22 8 273 167 w2 1 27t
Po(t) =t — 2 [ — — —
2(t) ( 467775 - 155925 H 51975) * 51975 51975 1814400 - 151200 T 93555 *
L 7o _ 587> 16 o l 7r4 L 102773
66825 155925 4725 100800 34650 3628800
a0 (_ 456017* a 7o 1 |l 11x? N b +4_7r i 273 N
79833600 155925 1680 201600 311850 525 1925

=t —+

Y. 469973 + w T 2 4 56337”
1209600 1350 1120 315 105 14515200

135 35 11340 4032 30 5670 241920

+tﬁ( 2n% 4r b 1372 1 i 205774'4)

32956 20 T 105 40320

o 2057° 3 272 106770 i 7!'_4 /6 _629'”4 1 i i 13x2 N 'rr_G i 4_71' i 2_1'1'3
84 10080 315 120 630 B 21

BN (O S SN OP.S00.  .h BUY INL  SO SOBPIE-L iolh T
10 15 240 2 " 2880

1 4 3 L 4 (i}
3 (—18w— lgg +w2+24+%+1%)+t2 (718W7%7W37%724+%+11W2)+

133 5 34 153 . (i} 5 74
-H!(— 2” —ﬁ——36+%+97r2+367r)—TW—ISWZ—%+W—+SGW+1.

8 4 2

Primenom Sturmove teoreme na polinom P3(t) moZe se zakljuéiti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [[], }] Stoga, polinom Ps(t) nema
nulu na intervalu (U, %) S obzirom na to da je P, (%) = 0.0062155... > 0, vazi da je

Py(t) =0
na intervalu (0, i) Kako je g(t) = P»(t) na intervalu (0, %) vazi da je
na intervalu (0, i)

Zaklju¢ak. Na osnovu prethodna dva slucaja, vazi da je

na intervalu (0, 5), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. [] | O Kopiraj LaTeX kod |

Slika 5.6: Dokaz nejednakosti (5.13)

U nastavku, primenom koncepta raslojenosti, dajemo neka poboljSanja nejednakosti iz Teorema 5.7,
5.815.9.
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5.1.3.1 Poboljsanje Teoreme 5.7

Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [122], uz izvesna poboljSanja postojecih dokaza.
Na osnovu nejednakosti (5.10), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

3sinx 5

— X 14
(PP(X) X 2—|—COS)C p)C ) (5 )

koja je definisana za x € [0, 7] i za vrednosti parametra p € P = R. Ovako definisana familija funkcija
uvedena je u [114], gde je, primenom Nike teoreme, analizirana za x € (O, %) ipeR".

Lema 5.2 Familija funkcija {@p,(x)}pcr je opadajuce raslojena na intervalu (0, 7] po parametru
peR

U nastavku ispitujemo znak funkcija iz familije {¢,(x)},cr primenom Parametarskog metoda, tj.
primenom Teoreme 2.15.
Zaxc(0,m) i p€R vazi sledeca ekvivalencija

3sinx _ xcosx—3sinx+2x

5
-y — — =0 = = ) 1
Pp(x) =x 2+cosx U7 = p=sl) x> (24 cosx) (5.15)

Lema 5.3 Funkcija g(x) ima tacno jedan ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (0,7) u tacki
koja je numericki odredena sa xo = 2.83982....

Dokaz. Vazi da je

fx
=T
x6 (2 + cosx)
gde je
f(x) = —4xcos® x+ 15 sinxcosx — 22 xcosx + 30 sinx — 19.x

jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
() f(x) > 0nasegmentu [0,2.83],

(@) f(x) < 0nasegmentu [2.84, 7],
(@ii) f'(x) < 0 na segmentu [2.83,2.84],

odakle, na osnovu metoda za izolovanje nula (Teorema 3.10), funkcija f(x) ima ta¢no jednu nulu
na intervalu (0,7), tj. preciznije na intervalu [2.83,2.84]. Ova nula se moZe numericki odrediti sa
xo = 2.83982.... U tacki xp funkcija g(x) ima maksimum. [

Primetimo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.15.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {@,(x)} cr, na osnovu Leme 5.2, opadajuce raslojena
na intervalu (0, 7r) po parametru p € R.

Uslov (2) je ispunjen jer, na osnovu Leme 5.3, postoji neprekidna funkcija g : (0,7) — R koja
ispunjava g(x) = p <= @,(x) = 01 pri tome je funkcija g(x) rastuc¢a na (0,xo) i opadajuca na (xo, 7).
Uslov (3) je ispunjen jer postoje grani¢ne vrednosti
. 1 = . . 1
A= x1_1>r(1)1+g(x) =150~ 0.005 i B= xlﬁll;ltlig(x) =a= 0.010265...
i pri tome se za xo = 2.83982... dostiZe maksimum funkcije g(x), koji iznosi

C = g(xo) = 0.010756....

Napomenimo da jednacina g(x) = B, zax€ (0, 7r), ima jedinstveno reSenje, koje je numericki odredeno
sa
xp = 2.50057....
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Samim tim se, primenom Teoreme 2.15, dobija sledece poboljSanje Teoreme 5.7.

Teorema 5.10 Neka je

1 _ 1
A=— —0005, B=— —0010265.. i C=0.010756....
180 o !

Tada vaZi:
(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

3sinx

5 5

v A -
(Vxe(0,m)) (px <AX <x o8 )

i konstanta A je najbolja moguca.

(@) Ako pe(A,B|, jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje P ivaZi da je
J ®p J je X J

(Vxe <O,x(()p)>> x— _3sinx_ < px5

2+ cosx
I 3si
sinx
v <(p),7r>> dox——
(xe X, px’ <x T cosx

(iii) Ako p € (B,C), jednacina ¢,(x) =0 ima dva reSenja x(()p ) ixgp ) (x(()p ) < xgp )> i vaZi da je

(Vxe (O,x(()p)> U (x&p),ir>> X ﬂ < px5

 24cosx
(p) (P) 5 3sinx
(vee (")) P <x- 5o
(iv) Ako p€(C,+e), vaZi da je
3sinx
Vxe (0 - <X >
(Vxe(0,7)) (x 3+ oosx = CF <px>

i konstanta C je najbolja moguca.

Dokaz Teoreme 5.10 primenom Novog parametarskog metoda. Pokazacemo da su ispunjeni uslovi
(1)—(5) Teoreme 2.22 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {@,(x)} cr, na osnovu Leme 5.2, opadajuce raslojena
na intervalu (0, ) po parametru p € R.
Uslov (2) je ispunjen jer funkcija g; : (0,7) — R definisana sa
dpy(x) (1 —cosx)? 4 (1 —cosx)?
= —5px'=0 = p=gx)= (5.16)
&X (2+COS)C)2 ( ) 5x4(2+c()sx)2

ima tacno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (0, ) u tacki koja je numericki
odredena sa x; = 2.54595..., $to je dokazano u Sekciji 4.4.4 primenom razvijenog dokazivaca.

Uslov (3) je ispunjen jer postoje grani¢ne vrednosti
. 1 = : . 4
xg%1+g1 (x) = 180 = 0.005=A i B —xgr}Tl_gl(x) =a= 0.0082127...
i pri tome se za x; = 2.54595... dostize maksimum funkcije g (x), koji iznosi
C1 = gl(xl) =0.011573....

Napomenimo da jednacina g (x) = By, za x€ (0, 1), ima jedinstveno reSenje
;) T
X1 =%=-

2
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Uslov (4) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Primenom razvijenog dokazivaa i metoda za izolovanje nula i ekstremuma funkcija, kao Sto je
uradeno u Sekciji 4.4.4, moZe se dokazati da funkcija

B 4xcos?x+22xcosx — 15cosxsinx —30sinx+ 19x

h(x) = g, (x) () = 5(2 4 cos?x)? ’

za x € (0, ) ima jedinstveni minimum
C2 = h(xl) = —0.12789...

u tacki x; = 2.54595... i jedinstvenu nulu xp = 2.83982... (u tacki u kojoj funkcija g(x) ima lokalni
minimum).
Vazi da je
g1(xp) =0.010756... = C.
Jednacina
op () =0
ima jedinstveno reSenje po parametru p € (By,C), odredeno sa

1
p=—3=0010265..= B.

Dakle, uslov (4) je ispunjen.

Uslov (5) je ispunjen jer postoji desna okolina tacke 0 u kojoj vazi da je ¢,(x) < 0 za p€ (A,Cy), §to
se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

1
Op(x) = (@ —p) X +o <x5> .
Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.22, na osnovu koje sledi Teorema 5.10. |

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)},cr za x€ [0, 7] i za neke vrednosti parametra
P, uz odgovarajuce funkcije g1 g;.

| 1
| =Y/ P= g0
A
|
\‘ — i
| o
| h
il
\WWPZ ———— — .,
0 1 e 7 1
9 P="3
p=0.010451...
p = 0.010756...
p=0.011573...

(a)
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0.010756... 0.011573...
1/m

180
180

(b) ()

Slika 5.7: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.14)
(b) funkcija g definisana sa (5.15)
(c) funkcija g definisana sa (5.16)

U tekstu koji sledi, analizom funkcija g;(x) i A(x), odredujemo minimaks aproksimant familije

{0p (1)} per-

S obzirom na to da su ispunjeni svi uslovi Teoreme 2.22, vaZi i sledece tvrdenje.

Teorema 5.11 Za svako p € (B,C) funkcija ¢p(x) ima tacno jedan minimum i tacno jedan maksimum
na intervalu (0, 1) u tackama (tfp ), ®p (tfp )>> i (lép ), ®p <t§p )> >, respektivno.

Teorema 5.12 Postoji tacno jedno reSenje jednacine

o0 (") | = 00 (<)

po parametru p € (B,C), numericki odredeno sa
po = 0.010451....
Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} yer na intervalu (0, 1) je

3sinx

— T 0.010451...xX°,
2+ cosx

Ppo(x) = x

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

e SS0X 0010451, 5
2+ cosx

na intervalu (0, ) sa greskom

do=inf sup [gp(x)| = —p, (™) = @y, (11"”") = 0.058885....

pPeER )CE(O,E)
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Dokaz. Resavanjem jednacine i(x) = @¢(x) pox€ (0, ), dobija se da funkcija ¢¢(x) ima stacionarnu
tacku
xp; = 2.18506....

Funkcija /1 (x) = h(x) : [0,

x
Sli¢no, funkcija i (x) = h(x) : [xo, ] —> [0, %] (h(m) = %) je neprekidna monotono rastuca bijek-
cija.

2] — [@c(x2),0] je neprekidna monotono opadajuca bijekcija.

Primetimo da vrednosti funkcija £ (x) i /12(x) odgovaraju stacionarnim tackama funkcija ¢, (x) nad
odgovaraju¢im domenima.

Stoga, moze se pokazati da postoje tacno dve vrednosti tl(p Je (0,x2) i tép Ve

_h (tl(p)) —n (tép)) 7
() : .(p)

gde su#,"’ it," stacionarne tacke funkcije @, (x).

(x0, ) takve da je

Resavanjem prethodne jednacine primenom sistema racunarske algebre Maple dobijamo numericke

vrednosti
p = po=0.010451...,

170 = 2.10829....
170 = 2.88858....

Pri tome, vazi da je

— P, (é”‘”) . (ré”O)) — 0.058888....

Oznacimo prethodnu vrednost sa
0 =0.058888....

Na osnovu Teoreme 5.11, funkcija ¢, (x), za p€ (B, C), ima redom ta¢no jedan minimum i ta¢no jedan

maksimum na intervalu (0, 7). Dakle, funkcija ¢,,(x) ima ta¢no jedan minimum u tacki tgp o) § taéno

jedan maksimum u tacki tép ),

Vazi da je | @, (7)| = | —0.056851...| < 6. Dakle,

Sup |@py(x)| = 8.

x€[0,7]

Na osnovu raslojenosti, zaklju¢ujemo da za p; > po (p; €R) vazi da je

sup 195, (x)] = |op, (117)| > o (117) | = sup Igp (4],

x€[0,7] x€[0,7]

dok za p; < po vazida je

sup [0y, (0] = @y, (7)) > @ (1) = sup [ ().

x€[0,7] x€[0,7]

Dakle, za svako p| # pg vazi da je

sup [0y, (0] > sup [0y ()| = |0 (117) | = 0o (47) = .

x€[0,7] x€[0,7]

odakle je inf sup |@,(x)| = sup ‘(Ppo (x)], §j. funkcija @,,(x) je minimaks aproksimant familije
]

PER x€[0, 7] x€[0, 7
{®p(x)} per naintervalu (0, 7). |
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

Kao posledica prethodne analize, razmatranjem funkcija g(x) i g1 (x) na intervalu (0, %) dobija se i
sledece tvrdenje, koje proSiruje rezultate iz [114].

Teorema 5.13 Neka je

_ 0005 i B—6(r-3)

A= —
180 /2

= 0.0074030....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o0,A), vaZi da je

T 3sinx
v (o,—)) S < AXS < x— 0%
(xe > (px <AxX’ <x 3+ cosx

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p€ (A,B), jednacina @,(x) =0, zax€ (0,%), ima jedinstveno resenje x(()p) i vaZi da je

i
(e (057)) + 3 eom <7

T 3sinx
i ((P)’_)> 5 _ )
(xe Yo 05 )) Pt <X 2 +cosx

(iii) Ako p € (B,+o0), vaZi da je

T 3sinx
v (o,—)) _ MY B < pxd
( e 2 (x 2+cosx< ¥ < px

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (O, %) u tacki (t(p),(pp (t(p))).

(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

o0 () = (3)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa
po = 0.0072274....
Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} yer na intervalu (0,%) je

3sinx

- 0.0072274... X,
2+ cosx

Ppo(x) = x

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

3sinx

X— —" ~0.0072274... x°
2+ cosx

na intervalu (0, %) sa greskom

do= inf sup_|gp()] = | (17| = 0y, (g>:0.0016797....

peR x€(0,%)
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5.1.3.2 PoboljSanje Teoreme 5.8
Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [123].

Na osnovu nejednakosti (5.11), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

. 5 N2/
_sinx N —|—§osx ot (smx) . X€ (07 %} )
Pp(x) = * *

0, x=0,

(5.17)

koja je definisana za x € [0, 5] i za vrednosti parametra p € P = R.

Lema 5.4 Familija funkcija {@,(x)} pcr je opadajuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
pEeR.

Primenom Novog parametarskog metoda, moze se dobiti sledece poboljSanje Teoreme 5.8.

Teorema 5.14 Neka je

1

1 16(m—3)2%7
180

=0.005 i B= 37233/

A = 0.0056150....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o0,A), vaZi da je

T sinx 2+cosx 4 [ sInx 2/ 4 ( sinx 211
(we(03)) ( x 3 oW <—) RS

i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) vaZi da je

o) o (12 222

X X 3

<Vxe (x(()p)’g» sinx 2+3c)osx < (sig)zh |
X

(#ii) Ako p € (B,+w), vaZi da je

<Vxe(0,z)> —px* sinx 2/7<—Bx4 sinx 2/7<sinx_2+cosx
2 X X T 3

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (O, %) u tacki <t(p), ®p (t(p))).
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

»)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x € [0,

tra p.

Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()=o)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa
po = 0.0056039....

Minimaks aproksimant familije funkcija { @, (x)} per na intervalu (0, %) je

sinx 2-+cosx
+
X 3

27
Ppo (X) = — —0.0056039...x4(%c> ,

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

. . \2/7
SInx  24C0SX ) 0056039... +* <S‘xﬂ)

3

X

na intervalu (0, %) sa greSkom

do= inf sup [@p(x)|=
peR x€(0,%)

“Ppo (t(p(’)) ‘ — 0 (g) —5.9487...1075.

2] i za neke vrednosti parame-

| _ 1
[ P =180
\\‘
\w
“\‘ p = 0.0056039...
0.0001 § 16(m — 3)2°/7
\\\ p e
ﬁi‘ / 3733/
|
0

Slika 5.8: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.17)
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5.1.3.3 PoboljSanje Teoreme 5.9
Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [123].
Na osnovu nejednakosti (5.12), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

sin 2+4cos 3
- xx-i- +3 x—p(sinx—xcosx)(”z’lz)/(mz’”g), x€(0,5],

Pp(x) = (5.18)
0, x=0,

g

koja je definisana za x € [0, 7] i za vrednosti parametra pc P = R.

Lema 5.5 Familija funkcija {@,(x)},cr je opadajuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
peR.

U nastavku ispitujemo znak funkcija iz familije {¢,(x)},cr primenom Parametarskog metoda, tj.
primenom Teoreme 2.12.

Zaxe (0,%) i p€R vazi sledeca ekvivalencija

xcosx—3sinx+2x

=0 <= = = . 5.19
@) p=sgk) 3x(sinx — xcosx) (7 ~12)/ (37> ~77) (5.19)
Lema 5.6 Funkcija g(x) je opadajuca na intervalu (0,%).
Dokaz. Vazi da je
1 (sinx—xcosx)(”3_4”2+12)/(3ﬂ2—ﬂ3)
(y) —
g(x)_37173—97172. 2 f(x)>
gde je
fx) = (7 =272 = 12) @ 67 + 1872 | xsinxcosx+2 (w2 — 12)  sinx+
+( (47977 = 36) % 373 972 ) cos?x+ (~ 7 +36) i + 370 — O
jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
flx) <0
na intervalu (0,5 ), odakle je
g'(x) <0
na intervalu (0,%). [

Primetimo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.12.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {@,(x)}cr, na osnovu Leme 5.5, opadajuce raslojena
na intervalu ((), %) po parametru p € R.

Uslov (2) je ispunjen jer, na osnovu Leme 5.6, postoji neprekidna monotono opadajuéa funkcija
g:(0,%) — R koja ispunjava g(x) = p <= @,(x) =0.

Uslov (3) je ispunjen jer postoje grani¢ne vrednosti

276
A= lim g(x) = 2> =0.030046... i B= lim g(x) = +oo.

x— % — R¥/1 x—0+
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Samim tim se, primenom Teoreme 2.12, dobija sledece poboljSanje Teoreme 5.9.

Teorema 5.15 Neka je
2w —

6 =0.030046....
3w

A=

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—oo,A), vaZi da je

T sinx 2—|—COS)C 2 2 -3
Vxe (0 A (sin x XCOS X (m=—12)/(37=—mn°)
( ( ’ 2>> ( X 3 < (Sl cos )

< —p(sinx —xcosx)(”2*12)/(37r277r3)>

i konstanta A je najbolja moguca.

@ii) Ako pe(A,+oo), jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno resenje P vaZi da je
J Op J je X J

(VXE <O,x(()p)>) Sl;lx . 2+§OSX < _p(sinx_xcosx)(nZ_lz)/(3n2_n3)

(»n T . L (12—12)/(3n>—1?) sinx B 24 cosx
(‘v’xG(xO ,2>> p(sinx — xcosx) < p 3

U nastavku odredujemo minimaks aproksimant familije {¢,(x)} pcRr.

Ispitajmo monotonost funkcija iz posmatrane familije. Vazi da je

2 2_12)/(3n*—n?)

sinx — 3x cosx+ 3sinx (% — 12)x sinx (sinx —xcosx)(7r
ox 3x2 (372 — 73)(sinx — xcosx)

IPy(x)  —x

Zaxe (0, %) i p e R vazi sledeéa ekvivalencija

(31?2 — %) (x? sinx 4 3x cosx — 3sinx) (sinx — xcosx)
)(7172712)/(377:277173)

) p=2gi(x) =

(5.20)
ox 3 (7% —12)x3 sinx (sinx — xcosx

Lema 5.7 Funkcija g\ (x) ima tacno jedan ekstremum, koji je minimum, na intervalu (O, %) u tacki
koja je numericki odredena sa c = 1.29610....

Dokaz. Vazi da je

, 1 (sinx—xcosx)(nz_lz)/(ﬂs_Mz)
S0 =31y sin’x filx)
gde je
filx) = (7 =272 = 12) x* + (—107% + 27 1% +36) x> + 9> — 27 ?) sinxcos® x+

+ (-7 +27% 4+ 12)x* + (77 — 1812 — 36) x* — 9% + 27 &%) sinx—+
+((473 — 97> —36) x> — 157° + 45 1%) xcos® x+
+ (=77 + 1872 +36) x> + 157> — 45 71%) xcosx

jedna MTP funkcija.
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Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
(@) f1(x) <0 nasegmentu [0,1.29],
(@) f1(x) > 0 na segmentu [1.23, %] ,
(@@i) f{(x) > 0 nasegmentu [1.29,1.3],

odakle, na osnovu metoda za izolovanje nula (Teorema 3.10), funkcija fj(x) ima ta¢no jednu nulu
na intervalu (0, 2) tj. preciznije na intervalu [1.29,1.3]. Ova nula se moZe numericki odrediti sa
¢ =1.29610.... U tacki ¢ funkcija g; (x) ima minimum. |

Primetimo da je
lim gi(x)=A i lim gi(x)=B= .
x—>§— x—0+

Minumum funkcije g1 (x) se dostize u tacki ¢ = 1.29610... i iznosi

C=2gi1(c) =0.029171... <A.

Vazi sledece tvrdenje.

Lema 5.8 Za x4 = 1.02795... € (0,c), gde je xa stacionarna tacka funkcije @4(x), funkcija
g1:(0,x4) — (A, +o0) je bijekcija.

Dokaz. Funkcija g;(x) je monotono opadajuca i neprekidna na intervalu (0,c) i pri tome je
lim g1(x) =4o0igi(c) =C=0.029171... <A = 2Z-0 = 0.030046.... Stoga funkcija g (x) i prava
x—0+

y= zg’ n6 imaju presek u tacno jednoj tacki x4 = 1.02795... u

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija { @, (x)} per za x€ [0, %] i za neke vrednosti parametra
p, uz odgovarajuce funkcije g i gi.

i

Ly p = 0.029171...

| h
o\ 1 ™
2
p = 0.030456...
(a)
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

2r — 6
3T
2m —6 0.029171...
3T

(b) ()

Slika 5.9: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.18)
(b) funkcija g definisana sa (5.19)
(c) funkcija g definisana sa (5.20)

Teorema 5.16 Za svako p € (A, +oo) funkcija @p,(x) ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lo-
kalni maksimum, na intervalu (0,%), 1j. preciznije, na intervalu (0,x), u tacki (gl_l (), ®p (g]_1 (p))).
Dokaz. Za p € (A, +o0), vazi:

@ ¢p(0) =0,

@) o, ( ) <0 (na osnovu raslojenosti i ¢injenice da je @4 (%) = 0)

(iii) funkcija @p(x) ima ta¢no jednu nulu na intervalu (0,%) (jer je funkcija g(x) monotona na
intervalu (O, 2))

(iv) funkcija @,(x) ima tatno jednu stacionarnu tacku po argumentu x na intervalu (0, %) (jer je
funkcija g1 (x) monotona na intervalu (0,x4) i pri tome je g1(x) <A zax€ (x4, %)),

odakle sledi tvrdenje teoreme. |

Na osnovu prethodne teoreme, za p € [A, +0) vazi da je

e [99(x I=le, ()| s 100(x I=lo» (3)

Y

gde je 1) tatka u kojoj se dostiZe lokalni maksimum funkcije Op(x).

Za p € (—o0,A), na osnovu raslojenosti i ¢injenice da je @4(x) > 0 na intervalu (O, 2) vazi da je

max |@p(x)] > max |ga(x)[.

Xe[ 72] xXe 0 ]
Dakle, vazi da je
inf sup [@,(x)[= inf max |(pp( x)|.
pER xe[0,%] pe[A,+=) xe[0,5]

U cilju odredivanja minimaks aproksimanta, u daljem tekstu ¢emo uvesti i razmatrati dve funkcije.
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Za pe(A,+oo) vazi da je ¢, (t(l’)> = @, (1)) (t(p)> i odatle, na osnovu Teoreme 5.16, funkcija

h(x) = Qg (x)(x) : (0,x4) — R
odreduje skup tacaka u kojima funkcije @,(x), za p € (A, +o0), dostiZzu maksimum.
Lema 5.9 Funkcija

hy(x) = (( (4m3—9712—36)x> —3134+-97%) cos? x + (= 22— 12)x*+ (— 67>+ 187)x) sinxcos x+
(272 24)3 sinx+ (70 + 36)x2—|—37r3—97r2> / (3 (12—12) 3 sinx)
Je monotono rastuca za x € (0,x,).
Dokaz. Primenom razvijenog dokazivaca, moZe se dokazati da je
hy(x) >0
na intervalu (0,1.03) D (0,x4). |

Za p € (A,+oo) postoji X € (0,x4) tako da funkcija @p(x) dostize maksimum u tacki ¥ i prema tome
vaZi da je p = g1(X). Jasno je da je @5 (3) = @, 5 (). Uvedlmo funkciju

H(x) = gy00 (5 ) : (0.x) — R.
Lema 5.10 Funkcija
= _E %_ 2 2\ 2 . 2 . 3 _ .
H(x) = 7r+3 | ((m—3)x"—3w+9)sin“x+((—7w+3)x’ + (6w —18)x) cosxsinx

12
+(—371+9)x? COSZX> / (3(7[2— 12) x3sinx (sinx—xcosx) (3 )
Jje monotono rastuca za x € (0,xy4).

Dokaz. Vazi da je
212
1 (sinx — xcosx) ¥ (x-3)

V3w o) dents

gde je
fx) = (((47% =972 = 36) ¥+ (~ 1527 +457%) x) cos’ -+
+< (w3 =272 — 12)x*+ (- 1073 +27 2% + 36) x> + 97> — 27 7r2> sinxcos®x-+
+((-72° + 18727 +36) ¥ + (157 —452%) x ) cos -+
+( (-7 4222+ 12) 6+ (727 — 187% —36) ¥ — 97 + 2772 ) sinx
jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
flx) <0
na intervalu (0,1.03) D (0,x4), odakle je
Hi(x)>0

na intervalu (0,x4). [
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

Na sledecoj slici su prikazani grafici funkcija iy (x) i |H(x)].

0.0001
Cc
0 T
2
Slika 5.10: Grafik funkcija i (x) i |H (x)]
Teorema 5.17 Jednacina
hi(x) = [Hi(x)]
ima jedinstveno resenje xo € (0,x4), koje se moZe numericki odrediti sa
xo =0.97411....
Za vrednost parametra
Po = gl(X()) = 0.030456...
vazi da je
T
on ()= ()]
Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} per na intervalu (0,%) je
i 2
Ppo(x) = — 2 4 +§°Sx —0.030456... (sinx — xcosx) (™ ~12)/Gr-1).
X

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
sinx 2-4cosx
X 3
na intervalu (0, %) sa greSkom

do= inf sup |@p(x)| = @y, (t(P0)> :’q)po (g)‘:4.10100...10—4.

peR x€(0,%)

~ 0.030456... (sinx — xcosx)(”zflz)/(wzf’ﬁ)

Dokaz. Na osnovu Leme 5.9, Leme 5.10 i ¢injenice da je

lim A =0
x—l>r(I)l+ I(X) ’

lim H = —o
x—1>r(§1+ I(X) ’

H 1 (XA) = 0,
zakljucujemo da jednacina h;(x) = |H;(x)| ima jedinstveno reSenje xp € (0,x4 ), koje se moZe nume-

ricki odrediti sa xg = 0.97411....
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Na osnovu raslojenosti, zakljucujemo da za p; > pg (p1 €R) vazi da je

sup 195, ()| = |0n, (5)| > |0n (5)]| = sup_lon ()l

xe[0,%] x€[0,3]

dok za p; < po vazida je

sup 195, (9] = @y, (1) > @y (1)) = sup |y, ().

xe[O,%] XE[Q%}

Dakle, za svako p; # pg vaZzi da je

sup 195, ()] > sup_ 100 (x)| = |9 (5 )| = o (1)

xE[O } xE[O }

(x) je minimaks aproksimant familije

odakle je inf sup [@,(x)| = sup |@p,(x)
PER xe(0,%] xe[0,%]

{@p(x)} per naintervalu (0,%). [

5.2 Dokaz Huygens-ove nejednakosti

U Primeru 1.4 je dokazana jedna Huygens-ova nejednakost. U ovom potpoglavlju dokazujemo slede-
¢u Huygens-ovu nejednakost

10 (4 sin? i — smzx)

X > sinx + (5.21)

(2sin$ — sinx) 2

12sin2 +9si 8
Sing +9sinx+ 12sin% + 9sinx

za x€ (0, 7), koju je, prema [190], Huygens koristio u [86] za odredivanje racionalnih aproksimacija
broja 7. Prema [190], prvi dokaz ove nejednakosti je nedavno dao I. Pinelis [162].

Pokazimo kako se nejednakost (5.21) moZe svesti na uopstenu MTP nejednakost.

Nejednakost (5.21) je ekvivalentna sa

(2 sinz — sinx) 2

(x —sinx) <125in§—|—9sinx+8 )>10(4sm 3 sinzx)

125in§ +9sinx

= (x—sinx)<(12sin)—26+9sinx)2+8(ZSing—sinx) >>10 (4sin?3 —sin®x) (12sin £ + 9sinx)

< 176xsin® + 89xsin®x + 92xcos 7 —92x cos —480sin>
(5.22)
—32sin2 5+ sin’ x — 268 sinx — 16sin > =+ 134 sin2x + 16sm >0.

Napomenimo da je u prethodnom nizu ekvivalencija u svakom mnoZenju nejednakosti sa odgovara-
jucim izrazom (u cilju sredivanja i dovodenja nejednakosti do uop$tene MTP nejednakosti) taj izraz
pozitivan 1 stoga se smer nejednakosti ne menja.

Primenom razvijenog dokazivaca, na sledecoj slici ekrana dajemo dokaz prethodne uopstene MTP
nejednakosti, ¢ime je dokazana i polazna nejednakost (5.21).
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O sistemu Dokazivac Kako citirati a @

Da bismo dokazali nejednakost

> Lo s x 3z L3 /T
176z sin (5) t 89z sin” (2) + 92z cos (§> 92z cos 5 480 sin (E)

32'sin (g) - sin® (z) — 268sin (z) — 16sin (%ﬁ) b 134sin (2z) + 16sin (%) >0

na intervalu (0, ), posmatrajmo funkciju

f(z) = 176z sin® (%) I 89z sin’ (z) + 92z cos (g) 92z cos (3?1:) 480 sin® (g)
e 3 . . [ 3z | . [ 5z
32sin (E) b sin” () — 268 sin () — 16sin = {134 sin (2z) + 16 sin +

na intervalu (0, 7). Vazi da je

s Ty 1 cos(z)
i’ (3) =5 -5
sin® (f) _ 3sin (%) sin (%)
4
Stoga je
o = ) ) 3x 89z cos (22) 265z . (®
f(x) = 92z cos (E) 88z cos () 92.1:(:05( 2 ) > H— 392sin (2)
1069 sin (z)

- 1045in (%"") - 1345sin (2z) 165111(%) sin (32)

4 4

Neka je Tﬁ’“ Tejlorov razvoj reda n funkcije ¢ u okolini tacke a. Jedna nanizna polinomska aproksimacija funkcije f(x) na intervalu (0, )
data je sa

COS. T COS, COS, 3z 892 s 265z s T
P(a) = 92eT3" (5) 82Ty " (x) — 922T3;" (?) T (22) 4 2 39277, (5)

5 16
1069 sin sin, 3 sin, sin 5 1 sin,
TTTT  (z) + 104755 (;) + 13475 (22) + 16T (;) ZTN'U (3z)
+ 46995919777 19 222347 17 1393657 15 10529 R 23 2 29 29

8760586044388147200 2833986355200 413289676800 113541120 15360 2688

Primetimo da je
P(z) = 2" P(x),
gde je
P(z) — 46995919777 210 222347 o 1393657 2 10529 ot 23 ey 29
8760586044388147200 2833986355200 413289676800 113541120 15360 2688°

Direktnom primenom Sturmove teoreme na polinom P(z) moze se zakljuciti da ovaj polinom nema nulu na segmentu [0, ]. Stoga,

polinom P(z) nema nulu na intervalu (0, ). S obzirom na to da je P (§) = 0.44308... > 0, vafi da je
P(z) >0

na intervalu (0, ). Kako je f(z) > P(z) naintervalu (0, ), vazi da je
flz) >0

na intervalu (0, 7), ¢ime je dokazana polazna nejednakost. []

‘ (C) Kopiraj LaTeX kod '

Slika 5.11: Dokaz nejednakosti (5.22)
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5.3 Uopstenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti

U [193], J. B. Wilker je postavio sledece otvorene probleme:

(1) Dokazati da za x€ (O ) vazi da je

. 2
t
(smx) N anx ) (5.23)

X X

(2) Nacinajvece c €R tako da za x€ (0,%) vazi da je

. 2
t
(@) + ny > 2+ cx’ tanx. (5.24)
X X

Ovi otvoreni problemi su reSeni u [78, 183], gde je dobijeno i dodatno prosirenje nejednakosti (5.24).
Naime, za x€ (0,5) vazi da je

8 sinx\2 tanx 2\* 3
—Xtanx> [ — ) +———2>( =) Ptanx (5.25)
45 X X T

16

i konstante > 15 1 —7 su najbolje moguce.

Nejednakosti (5 .23) i (5.25) mogu da se svedu na MTP nejednakosti, koje je moguée dokazati pri-
menom razvijenog dokazivaca.

ProSirenja i pobolj$anja nejednakosti (5.23) i (5.25), tj. Wilker-ovih nejednakosti, razmatrana su u
mnogim radovima [30-32,41,48-50, 53,55-58, 81, 88,90,95, 119, 141-143, 147,148,151, 171, 181,
184,186, 191, 198-201, 206,209, 216,217,222,225,226,229]. U [222] dat je sledeci tip Wilker-ove
nejednakosti, koja je dokazanaiu [181].

Teorema 5.18 Za x< (0, %) vazi da je

. 2 6/7
(&c) N tanx 8 @ (tanx) (5.26)

X X 45 X

i konstanta % Jje najbolja moguca.

U ovom potpoglavlju, prema [124], primenom Parametarskog metoda (Teoreme 2.13), dajemo jed-
nostavniji dokaz i poboljSanje prethodne teoreme.
Na osnovu nejednakosti (5.26), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

sinx\?  tanx tanx 6/7
(_> PSP ( ) . xe(0,%),
o) =4 \ xS x

(5.27)
0, x=0,
koja je definisana za x € [0, 5 ) i za vrednosti parametra p € P = R.

Pokazac¢emo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.13.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {@,(x)} ,cr opadajuce raslojena na intervalu (0, %) po
parametru p € R.
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5.3 Uopstenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Zaxec (0, %) i p € R vazi sledeca ekvivalencija

. 2 2 .
sin“ xcosx — 2x“ cosx + xsinx
Op(x)=0 = p=gkx)= 67 . (5.28)
6 (tanx)
X0 ——=) cosx
X
Vazi da je
f(x)
tanx .
7 (—) x7 cos2 xsinx
x
gde je f(x) MTP funkcija data sa
f(x) = —14xcos’ x + 36 cos* xsinx + 49x cos’ x + 44x? cos® x sinx—

—36cos?xsinx + 12x> cosx — 35xcosx +x%sinx.
Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
f(x)>0
T

na intervalu (0,5 ). Samim tim je funkcija g(x) rastuca na intervalu (0, 5 ), ¢ime je dokazana ispunje-
nost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granicne vrednosti

8
A= lim g(x) = i B= lim g(x) = +co.

x—0+ 45 x—=5—

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.13, na osnovu koje se dobija sledece poboljSanje
Teoreme 5.18.

Teorema 5.19 Neka je

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o0,A), vaZi da je

(We(Oﬂ)) sinx 2+@_2>Ax4 tanx 6/7>px4 tanx o/
2 X X X X

i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,+o0), jednacina ¢p(x) = 0 ima jedinstveno resenje x(()p )i vazi da je

(Vxe <O,x(()p)>> px4 (%)6/7 > (%)2—{— ta; -2
(Vxe <x(()p),g>) (%)24—? —2> px* (?)6/7 .
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Primetimo da familija {¢,(x)} ,cr nije definisana u tacki 7 i da ne postoji Tejlorov razvoj @,(x) u toj
tacki. Medutim, postoji Loranov razvoj ¢,(x) u tacki 7, koji je dat sa

o =3 B (6D

8 nump ([ 2\, w7 T
T T s <_E) (x_§> '*0<x_§>‘

Na osnovu ovog razvoja se moZe zakljuciti da postoji leva okolina tatke 7 u kojoj je ¢,(x) > 0 za
peR.

(5.29)

Dokaz Teoreme 5.19 primenom Novog parametarskog metoda. Pokaza¢emo da su ispunjeni uslovi
(1)—(4) Teoreme 2.21 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija { ¢, (x)} ,cr kompresovana u tacki 0 i opadajuce raslojena
na intervalu (0, %) po parametru p € R.

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.
Zaxec (O, %) 1 p € R vazi slede€a ekvivalencija

9pp(x)  x*+2xsinxcos’x—xsinxcosx+2costx—2cos’x  x%(6x+22sinxcosx)

ox x3 cos? x P tanx \ /7 )
T — COS“ X
X

) (5.30)

7(2xsinx cos3 x—2sin% xcos? x+x2 sin? x+x2 cos? x—x sinx cos X)

= p=gi1(x)=

—1/7
t
2x5 (ﬂ) (3xcos?x+ 3xsin®x+11 sinxcosx)
x
Vazi da je
—6/7
¢l () = hy(x) (tanx /

hy(x) \ x ’

gde je

hy(x) = 3x*+ (168 sinxcos® x — 316 sinxcos> x + 19 sinxcosx) X+
+ (—3()8 cos®x +978 cos® x — 603 cos* x — 67 coszx) X2+
+ (946 sinxcos’ x — 1655 sinxcos® x + 709 sinxcos? x) x+

+792 cos® x — 1584 cos® x + 792 cos* x

hy(x) = 18x” cos? x + 132x3 sinxcos® x — 242 (cos6x — cos4x> x’.

Primenom razvijenog dokazivaca, mogu se dokazati MTP nejednakosti 4 (x) > 0 i hy(x) > 0 na

intervalu (0, %) . Samim tim je funkcija g (x) rastuca na intervalu (O, %) , ¢ime je dokazana ispunjenost
uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje grani¢ne vrednosti

8
li = =A i i — too=B.
_g&&@ 15 lxj;&@ +

Uslov (4) je ispunjen jer, na osnovu Tejlorovog razvoja

Pp(x) = (% —p) o (x),
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5.3 Uopstenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti

postoji desna okolina tacke 0 u kojoj je ¢, (x) < 0za pe (A, B) i, na osnovu Loranovog razvoja (5.29),
postoji leva okolina tacke 7 u kojoj je @, (x) > 0za peR. Sta vise, vazi da je

za svako peR.

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.21, odakle sledi Teorema 5.19. |

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija { @, (x)} per zax€ [0,75) i za neke vrednosti parametra
p, uz odgovarajuce funkcije g(x) i g1 (x).

_8
P=15
™
2
(a)
g g1
8 8 g
45 45
0 ™ 0 ™
2 2
(b) (©

Slika 5.12: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.27)
(b) funkcija g definisana sa (5.28)
(c) funkcija g| definisana sa (5.30)
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Napomena 5.5 Na osnovu nejednakosti (5.26), moZe se uvesti i dvoparametarska familija funkcija
{@p.g(x)} pgep: gde je

sinx\? tanx tanx \ ¢
(i) (Yo,
_ X X X 2
Ppg(x) =

0, x=0,

koja je definisana za x € [0, %) i za vrednosti parametra p,q€P = R. Tejlorov razvoj @, 4(x) u okolini
tacke 0 je

(8 s (16 1\ ¢ (104 1o 7\ s s
(PP"’(X)_(45 p>x+<315 3pq>x+(4725 p(lSq +9oq))x o).

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

8
CZPP"PO: E_pzo
oq0 _ 16 1 —0
‘6 315 3749

dobijamo konstante p = % ig= g za koje je @p 4(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tacke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.26).

5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti

Rezultate u ovom potpoglavlju navodimo prema [27].

U [141] date su i dokazane sledece teoreme.

Teorema 5.20 Za x< (0,%) vaZi da je

1, sinx 1, 23
= Y e L R 531
5% Seosr ( x ) <715° iz’ 53D
Teorema 5.21 Za x< (0, %) vazi da je
1 4, sinx cosx+2 | I
— < — < — . 5.32
1807 S x 3 180" T3780" (5.32)
Teorema 5.22 Za x€ (0,%) vaZi da je
3 4 3 6\ 1 sinx tanx 3 4
3 —X — <2 3 . 5.33
i (2ox 120" ) cosy 7w xS T 20cosxt (5-33)
Teorema 5.23 Za x< (0,%) vaZi da je
8 4 4 4\ 1 sinx\?  tanx &8 4
2 —Xx — < <2 . 5.34
* (45x 105" ) COSX < X ) + X +45c0sx)C (5.34)
Teorema 5.24 Za xc (0, %) vazZi da je
X \2 x 2 4
— — >24—x". 5.35
(sinx) + tanx =z et 45x ( )
Teorema 5.25 Za x< (0, %) vazZi da je
by 1 1
33— > 44+ —xt 0. 5.36
sinx 7 10" Tano” (5-36)
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5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti

Nejednakosti iz prethodnih teorema su u [27] poboljSane primenom koncepta raslojenosti. Pri tome,
dobijeni minimaks aproksimanti su odredeni primenom Nike teoreme za one familije za koje je bilo
moguce primeniti ovu teoremu.

U narednim sekcijama navodimo dobijene rezultate iz [27] bez dokaza, uz neke dopune (za negativne
vrednosti parametra).

5.4.1 PoboljSanje Teoreme 5.20

Na osnovu nejednakosti (5.31), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

N3
1
—cosx + <—Smx) - Ex4 +px°, xe€(0,3],
X (5.37)

0, x=0,

Pp(x) =

koja je definisana za x € [0, %] i za vrednosti parametra peP = R.

Lema 5.11 Familija funkcija {@,(x)},cr je rastuce raslojena na intervalu (O,%} po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.20.
Teorema 5.26 Neka je

_ 4m’ —7680 23

529 - 0.0098430... i B= 1390 — 0.012169....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

1 1 inx’
(Vxe (O, g)) (—Ex4+px6 < —Ex4+Ax6 < COSXx — <¥) )

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vazi da Jje

1 inx’
(Vxe (O,x(()p)>) — Ex4+px6 < COSX — (%)

X

(Vxe (x(()p),g>) COSX — (wf < —ix4—|—px6.

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

. 3
T sinx | 6 I 4 6
b — == B B N
(Vx€<0,2>> (cosx ( . ) < ISX +Bx® < 15x + px

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (O, %) u tacki <t(1’),(pp (t(p))).
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(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

t =
9 %3
po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa

po = 0.010004....

Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} per na intervalu (0,%) je

. 3
1
Ppo (X) = —cosx + (?) — 5x* +0.010004... %,

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
. 3
sin 1
cosx— (o2 )~ ——x* +0.010004... x5
X 15

na intervalu (0, %) sa greskom

dy= inf sup |gp(x)| = ‘q)po (N’(ﬂ)‘ = 0, (g) — 0.0024209....

pER x€(0,%)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-
tra p.
23
P~ 1890
0.011 p = 0.010004...

 4nT — 7680
/ - 1579

o i
2

Slika 5.13: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.37)

5.4.2 PoboljSanje Teoreme 5.21

Na osnovu nejednakosti (5.32), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

sinx n cosx—+2 1
X 3 180

x*+pxb, xe(0,%],
Pp(x) =
0, x=0,

koja je definisana za x € [0, %} i za vrednosti parametra pe P = R.
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5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti

Lema 5.12 Familija funkcija {@,(x)},cr je rastuce raslojena na intervalu (0,%} po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljsanje Teoreme 5.21.

Teorema 5.27 Neka je

~ 1°—19207+5760

A
451’

=0.00025135... i B= L =0.00026455....
3780

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

/4 1 1 sinx cosx+2
0,_>> - 4 6 - 4 A 6 .
(e (03 ( 180" TPY < Tiget TAY ST 3
i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vazi da je

<‘v’x€ (ny(()p)» B %)ﬂ —|—px6 < si)rclx B cos§+2

(p) E)) sinx  cosx+2 1 4 6
(we (7)) = TR

(iii) Ako p € (B,+o0), vaZi da je

T sinx cosx-+2 1 1
v (07_>> _ _ 4 B0 - 4 6
( XE > T 3 < 180x +Bx < 18Ox +px

i konstanta B je najbolja moguca.
(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu (0,%) u tacki <t(p), ®p (t(p))).

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa
po = 0.00025234....
Minimaks aproksimant familije funkcija { @, (x)} per na intervalu (0, %) je

sinx n cosx—+2 1
X 3 180

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

Ppo(x) = — x*+0.00025234... x5,

sinx cosx—+2 | 6
— ~ — .00025234...
r 3 180x +0.00025234... x

na intervalu (0, %) sa greSkom

do=inf sup | @,(x)| = |op, ()] = 0y, (g) — 0.000014887....

pER x€(0,%)
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3

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)} er za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-

tra p.

0.0001 7
p = 0.00025234...

7 — 19207 + 5760
/ N 4571'7

Il
o

e

Slika 5.14: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.38)

5.4.3 PoboljSanje Teoreme 5.22

Na osnovu nejednakosti (5.33), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

sinx tanx 3 1 1
I B 5 S pa— xe(0,5),
X + X 20% cosx+px cosx’ 0.%)

Pp(x) =
0, x=0,

koja je definisana za x € [0, %) i za vrednosti parametra pc P = R.

(5.39)

Lema 5.13 Familija funkcija {@y(x)}per je rastuce raslojena na intervalu (0,%) po parametru

peER

Napomena 5.6 Neka je

5_
A= =040 G o1sa12.
5x’

Tada vaZi da je
oo, P >A,
(pp(ﬁ_>: —377:5—2407t2+3207r+2240__0052502 4
2 807[2 = . ey Pp=A,
—oo, p<A
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5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.22.

Teorema 5.28 Neka je

5
— 64
A 31 — 640

577 =0.018412... i B

=—=0.021428....
140

Tada vaZi:

(i) Ako p € (—o0,A), vaZi da je

i 1 1 1 1
(vxe(o,g))(2ﬂ+wﬂ<3+ix4 PO S A S )

X X 20 cosx COSX 20 cosx COSX

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vazi da je

i t 3 1 1
<VX€<O’X(()I))>) 2w+ﬂ<3+_x4__ .X6
X X 20  cosx COSX

3 1 1 ; t
(Vxe (%P)jf)) 342 BN o pSinx  fanx
2 20 cosx COosX x X

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

<Vxe <Og>> (3+—x4— S <3 A gy~ M anx)

20 cosx cosx 20 cosx cosx x X
i konstanta B je najbolja moguca.
(iv) Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} per na intervalu (0,%) je

@ ,8inx  tanx 3,1 +37r5—640 P
X)=242—— —_— — ) — — X X
P x x 20" cosx 577 ’

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

sinx  tanx 3,1 3m°-640 ¢
2 x3— —
x + x +20x cosx spl

na intervalu (0, %) sa greSkom

—37° — 24072 + 3207 + 2240
8072

do= inf sup |q0p(x)|:’(pA (g—ﬂz — 0.052502....

peR x€(0,%)

Napomena 5.7 Minimaks aproksimant u prethodnoj teoremi odreden je na osnovu Napomene 5.6.
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Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)} per za x€ [0,75) i za neke vrednosti parame-
tra p.

L3
0.1 b= 140
o\ . T
m 2
|
|
‘\‘u‘ 375 — 640
\““ b= 57

Slika 5.15: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.39)

5.4.4 PoboljSanje Teoreme 5.23

Na osnovu nejednakosti (5.34), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

(sinx) ?  tanx 8 , 1 1
+ X X ,
0p(x) = X X 45  cosx cosx (5.40)

0, x=0,
koja je definisana za x € [0, %) 1 za vrednosti parametra p€P = R.

Lema 5.14 Familija funkcija {@p(x)}per je rastuce raslojena na intervalu (0,%) po parametru
pPeER

Napomena 5.8 Neka je

327 — 5760
= = . 2 ces e
5 0.029670
Tada vaZi da je
oo, p>A,
T \N_ ) —27°—9072 + 1440

¢ (“) = = —0.13577... =A
A% 57 0.13577..., p=A,

o p <A.
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U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.23.

Teorema 5.29 Neka je

s_
A2 =3T00 o670 i B

e = —=0.038095....
4577 105

Tada vaZi:
(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je
2

X 45 cosx CcoSx 45 cosx

. 2
t 8 1 1 8 1
(Vxe <0 71:>> ((ﬂ) +ﬂ<2+—x4——Ax6—<2+—x4——px6
X

i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vai da je

(p) sinx\?  tanx 8 4 1 6 1
(VXE(O,XOP)) — ] +— <24+ —X"— —px —
X X 45  cosx CcoSX

8 1 1 ; 2
<vxe (x(()p)’ E)) 24—t < ()
2 457 cosx cosx X X

(iii) Ako p € (B,+o0), vaZi da je

(Vxe ((),z>> 2+_X4__px6 oy o4 By < sinx N
2 45" cosx CoSX 45" cosx COSX X

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} per na intervalu (0,%) je

sinx\? tanx 8 4, 1  3215-5760 ( 1
Pa(x) = +

X X
X X 457 cosx 4577 cosx’

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

X — X
X 457 cosx 4517 COSX

. 2
(smx> taanz_'_E s 1 32775760 ( 1

X

na intervalu (0, %) sa greskom

T —27° — 9072 + 1440
(‘PA (5‘) \ -

dp = inf sup |¢P(x)|: 45712

peR x€(0,%)

= —0.13577....

1
cosx

Napomena 5.9 Minimaks aproksimant prethodnoj teoremi odreden je na osnovu Napomene 5.8.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0,%) i za neke vrednosti parame-

tra p.
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|l 4
P= 105
0.1+
0 w{‘ \ S S ™

| 2
N \
i 3275 — 5760
” 4577
\”‘
\‘ p\=\0

Slika 5.16: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.40)

5.4.5 PoboljSanje Teoreme 5.24

Na osnovu nejednakosti (5.35), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je
X X

2
(—> + ——2—px*, x€(0,%),
sinx tanx (5.41)

0, x=0,

Pp(x) =

b3

koja je definisana za x € [O, 7) 1 za vrednosti parametra p€P = R.

Lema 5.15 Familija funkcija {@,(x)},cr je opadajuce raslojena na intervalu (O, %) po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.24.

Teorema 5.30 Neka je

_ 4Am?-32

2
A= 2 —0.044444.. i B — 0.076773....
45 ! po

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

T 2
(e (0.3)) (2+met <2var < (Z5) 4+ 1)
2 sinx tanx
i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje xép Vi vazi da je

2
(Vxe (0,xép))> (L) + = < 2+px4
sinx tanx

(e (4. 3)) 24t < () + e
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5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

2
(vxe (0,5)) ((i) v 4B < 2+px4>
2 sinx tanx

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (O, %) u tacki <t(p), 0p (t(p)>>.

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()] =20 (57)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa
po = 0.072425....

Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} per na intervalu (0,%) je

x \2 X 4
= (= —— —2-0.072425...
Ppo () (sinx) + tanx T

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

2
<-x ) 4+ A240.072425.. 4
sinx tanx

na intervalu (0, %) sa greskom

do= inf sup |@,(x)|= ‘qopo (N’o))‘ =, (g—) — 0.026471....

pER x€(0,%)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)} per za x€ [0,75) i za neke vrednosti parame-
tra p.

\H
\“
| p=0.072425...

i 4n® 32
1911!‘3 P

0.1

Slika 5.17: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.41)
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5.4.6 PoboljSanje Teoreme 5.25

Na osnovu nejednakosti (5.36), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

1
35 4 cosx— 4 — — x4

—_ pyO T
sinx 10 pxs, X€ (0’ 2]’

Pp(x) = (5.42)

0, x=0,
koja je definisana za x € [0, %] i za vrednosti parametra peP = R.

Lema 5.16 Familija funkcija {@p(x)}per je opadajuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljsanje Teoreme 5.25.
Teorema 5.31 Neka je

480 —271*—12
—0.0047619... i B rovm—27 —1280

A= —
210 576

= 0.0068954....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

1 1
(Vxe(O,E» 4+—x4—|—px6<4—|——x4+Ax6<3.i—|—COSx
2 10 10 sinx

i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vazi da je

1
(‘v’xe (O,x(()p)>> 3 i + cosx < 4+ —x* +px6
sinx 10

1
(Vxe (x(()p),§>> 4+Ex4—|—px6 < 3&6 + cosx.

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

1 1
(‘v’xG(O,E>> 3_L+cosx<4+—x4+Bx6<4—|——x4+px6
2 sinx 10 10

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (O, %) u tacki <t(1’), ®p (t(l’))),

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa

po = 0.0066982....
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Minimaks aproksimant familije funkcija { @, (x)} per na intervalu (0, %) je

1
Ppo (x) =3 ﬁ +cosx —4 — = ¥t — 0.0066982... x°,
kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

1
31 4 cosx a4+ — x* +0.0066982... x°
sinx 10

na intervalu (0,%) sa greskom
do= inf sup |gp()] = | @y (1™))| = 0y (3 ) = 0.0029637....
PER x€(0,%)
T

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)},cr za x€ [O, 5} 1 za neke vrednosti parame-
tra p.

wmwww
((r

i

| /// / r,’, I

p = 0.0066982...
4807 — 27t — 1280

/pz 576

Slika 5.18: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.42)

Napomena 5.10 Teoreme 5.26, 5.27, 5.30 i 5.31 mogu se dokazati i primenom Novog parametarskog
metoda.

5.5 Neke eksponencijalno polinomske nejednakosti

Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [121], uz izvesna poboljSanja.
U [202] data je i dokazana nejednakost iz sledece teoreme.
Teorema 5.32 Za x< (0, 1) vaZi da je

1 1 e "
AT R T pp—y) (5.43)
i konstanta % Jje najbolja moguca.

Prethodna nejednakost moze se svesti na MEP nejednakost i dokazati primenom razvijenog dokazi-
vaca.
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U [52] data je i dokazana nejednakost iz sledece teoreme.

Teorema 5.33 Zax<[0,1] i a€R vazi da je
sign(a) ™ < sign(a) (ax(1 —x) +x* (e’ — 1)+ 1), (5.44)
gde je sign(a) = —1 ako je a < 0, sign(a) = 0 ako je a = 0isign(a) = 1 ako je a > 0.

U [52] su date i primene nejednakosti (5.44) u odredivanju granica za funkciju verovatnoce.

U narednim sekcijama dajemo neka poboljSanja nejednakosti iz prethodnih teorema primenom kon-
cepta raslojenosti.

5.5.1 PoboljSanje Teoreme 5.32

Na osnovu nejednakosti (5.43), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

1 e *
;—m—% xe(0,1],
Pp(x) = (5.45)
1
E_pv X—Oa

koja je definisana za x€ [0, 1] i za vrednosti parametra p € P = R.

Lema 5.17 Familija funkcija {¢,(x)},cr je opadajuce raslojena na intervalu [0,1] po parametru
peR.

Prvi izvod @, (x) po x je

gde je
fx)=—xPe™ =X F 42— 6e 4 6eF —2e .

Primetimo da za familiju funkcija {@,(x)},cr ne postoji funkcija g1(x) za koju vazi da je g (x) =
9I¢p(x) IPp(x)
ox ox

U Sekciji 4.4.2.4 dokazano je, primenom razvijenog dokazivaca, da je f(x) > 0 na intervalu (0, 1).
Dakle,

p = = 0 jer se parametar p ne javljau

I p(x)
ox

na intervalu (0, 1), odnosno sve funkcije iz familije {¢,(x)},cr su monotono opadajuce na intervalu
(0,1).

<0

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)},cr za x€[0,1] i za neke vrednosti parame-
tra p.
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0.001

_ 13e?* —38e+13
 24e2—48¢ + 24

Slika 5.19: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.45)

JednacCina
1
0)=——-—p=0
?p(0) 12 p

ima jedinstveno reSenje po parametru p € R odredeno sa

PZE-

Kako je ¢;/12(0) = 0 i funkcija @ /15 (x) opadajuca, vaZi da je ¢;1»(x) < 0 na intervalu (0,1).

Jednacina
B 2 —3e+1

S N
e2—2e+1 p

¢p(1)

ima jedinstveno reSenje po parametru p € R odredeno sa

_62—3e+1
2 —2e+1°

P=ri
Kako je ¢,, (1) = 01 funkcija ¢, (x) opadajuca, vazi da je ¢,, (x) > 0 na intervalu (0, 1).
Minimaks aproksimant familije {¢,(x)},cr na intervalu (0, 1) dobija se reSavanjem jednacine

¢p(0) = —¢,(1)

po parametru p € R s obzirom na to da su sve funkcije iz familije {¢,(x)},cr opadajuce na intervalu
(0,1). Prethodna jednacina ima jedinstveno reSenje

1362 —38e+13
P=24er —48e 124
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Na osnovu prethodne analize i raslojenosti, vazi sledece poboljSanje Teoreme 5.32.
Teorema 5.34 Neka je

2
-3 1
A:e et

1
—— =0. 26... i B=—=0.
2 20t 1 0.079326 i B 0.083333

Tada vaZi:

() Ako p€(—oo,A), vazZi da je

T e " 1 1
we(0) (LAt
( xXe > (l—e—x)2 2 <x2 p
i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vazi da je

—X

(we(0") o<

(re(2)) ore

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

(Vxe (O,%)) (é—p<é—3< (1_6ch)2>

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

¢ (0) = “Pp(1)|
po parametru p € (A, B), odredeno sa

13¢2—38¢+13

= = 0.081329.....
247 —agetoa 081329

Po

Minimaks aproksimant familije funkcija {Q,(x)} per na intervalu (0,1) je

1 e 13¢2—38¢+13

Pr(X) =7 (1—e¥)? 24e2—48e+24

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

e 1 13e*—38e+13
(1—e)? x> 24e?—48e+24

na intervalu (0,1) sa greSkom

—11e2+34e—11
do = inf = 0) = D] = =0.0020034....
0 ;ZR XGS‘(JOI?I)"PP<X)| ®p, (0) “Ppo( )‘ 24e? _48e 1 24
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5.5 Neke eksponencijalno polinomske nejednakosti

5.5.2 PoboljSanje Teoreme 5.33

Nejednakost (5.44) se razmatra u slede¢im slucajevima:
(1) Zaae (—o0,0) u obliku
(Vx€[0,1]) (ax(1—x)+x*(e"—1)+1<e™). (5.46)

() Zaae (0,40) u obliku
(Vxe[0,1]) (e™ <ax(1—x)+x*(e*—1)+1). (5.47)
(7ii) Za a = 0 nejednakost se svodi na 0 < 0, $to je tacno.
Na osnovu nejednakosti (5.46) i (5.47), uvedimo familiju funkcija {@,(x)},ca, gde je
Qa(x) =™ —ax(1 —x) —x*(e“ —1)—1, (5.48)

koja je definisana za x € R i za vrednosti parametra a € A = R. Ova familija je kompresovana i u tacki
01iutacki 1.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija { @,(x) },cr za neke vrednosti parametra a.

Slika 5.20: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.48)

Lema 5.18 Familija funkcija {Q,(x)}qcr jeste
(i) opadajuce raslojena na (—o0,0)U (0,1) po parametru a € R,
(ii) rastuce raslojena na intervalu (1,4o0) po parametru a € R.
Dokaz. Razmotrimo deo (i) za x € (—e0,0) U (0,1) i a € R™. Vazi da je

0Py (x)
da

= xe™ —x(1 —x) —x%“

1daje

82 a\ X ax a
gpaz( ):xz(e —e).
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Primetimo da je

9% Pa()

da?
zaxe(—w,O)U(O,l)iaE]R{’.Stogajefamilijafunkcija{%} " rastuce raslojena na (—eo,0) U
aclkk™

(0,1) po parametru a € R™. Clan te familije je xe™ — x(1 —x) — x?¢* i pri tome je
lir(r)l (xe™—x(1—x)—x%¢") =0 za x € (—,0) U (0,1). Odavde, s obzirom na to da je familija
a—0—

>0

{%} . rastuce raslojena na (—eo,0) U (0, 1) za negativne vrednosti parametra a, zakljuCujemo
ac
daje 229 o fim 99 _ o pakle, vazi da je
da as0— Oda
d
%) (5.49)
da

zax€(—e0,0)U(0,1)iaeR™.

Na osnovu (5.49), polazna familija { ¢, (x) } ,er je opadajuce raslojena na (—eo,0) U (0, 1) po parame-
truacR™.

Ostali slucajevi se analogno dokazuju. |

Na osnovu prethodne leme i s obzirom na to da je @,(x) = 0 za a = 0, slede nejednakosti (5.46) i
(5.47), tj. nejednakost (5.44). Takode, dobija se i sledeée poboljSanje Teoreme 5.33.

Teorema 5.35 Neka acR.
() Za xe(—oo, 1] vazi da je
sign(a) e < sign(a) (ax(1 —x) +x*(e* —1)+1).
(1) Za x€ (1,+e0) vaZi da je
sign(a) (ax(1 —x) +x2 (e — 1)+ 1) < sign(a) ™.

5.6 NekKi tipovi Mitrinovi¢-Adamovi¢ nejednakosti

Teorema 5.36 (Mitrinovi¢-Adamovié¢ nejednakost [139]) Za x € (O ) vazi da je

sinx ) >
—— | >cosx.
X

Prosirenja i poboljSanja Mitrinovié-Adamovi¢ nejednakosti su razmatrana u mnogim radovima [23,
48,53,56,58,89,95,151,168,175,184,191,195,198,201,204,205,212,219,220,223,228,230]. U [230]
su data sledeca dva tvrdenja.

Teorema 5.37 Za x< (0, %) vaZi da je

3

1

0.06593...x% sinx < (Smx> _cosx < E)ﬁ sinx (5.50)
X

i konstante 0.06593... i Ls u najbolje moguce.

Teorema 5.38 Za xc (0,%) vaZi da je

Ll
(0
2321 . 3 124/21 . 23/21
i (smx) (%)  cosx < (2) . (%) (5.51)
15" x T o

i konstante % i (%) su najbolje moguce.

184
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Napomena 5.11 Na osnovu nejednakosti (5.51), moZe se uvesti dvoparametarska familija funkcija
{@p.g(x)} pgep: gde je

(w) —cosx — px* (w) , x€(0,%],
Ppq(x) = *

0, x=0,

koja je definisana za x € [0, %} i za vrednosti parametra p,q€P = R. Tejlorov razvoj ¢p 4(x) u okolini
tacke 0 je

(1 s, (1 23\ ¢ ([ 41 1, 1 s s
(p”"’(x)_(ls p>x+(6pq 1890)x+(37800 p<72q 180q>)x o).

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

1
C4(Pp‘q’0 = —15 —p = 0
Op, ,0 1 23
% = 6”9 190 °

dobijamo konstante p = % ig= % za koje je @, 4(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tacke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.51).

Konstanta (%)124/21, koja se takode javlja u nejednakosti (5.51), moZe se dobiti na slican nacin

(primenom Teoreme 2.2) na osnovu Tejlorovog razvoja @, »3 1 (x) u okolini tacke 5.

Tejlorov razvoj @p 4(x) u okolini tacke % je

Pp.q(x) = (%—7;—2 (%)qp) + <1—%+%3 (%)qp (%—1)) (x—g>+
(e () (e sem a3 3 o ()

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

n 8 m/2\1
Ppgra
et = & T (2,
0 3 16<7r>p

z 48 m /2\? [1
Praz _ 2, % (=2 —g—1]1=0

I

a
b

(=)l

=) ig= —715—2 +7 za koje je @p4(x) > 0 u nekoj levoj okolini tacke 3.
Primenom Teoreme 2.2, na osnovu Tejlorovog razvoja @, _ 1647 (x) u okolini tacke 0, dobijamo

dobijamo konstante p = (2)

konstantu p = % Nejednakost

b

n _ . . _at
2\ 4 (sinx 1617 < sinx 3 < I 4 (sinx 15 +7
— x| — — ] —cosx< —x"| —
T X X 15 X

zaxe (O, %) dokazana je i uopstena u [136] primenom Parametarskog metoda.
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U [89] je dato sledece proSirenje.

Teorema 5.39 Za x< (0, %) vaZi da je

1 m—16 . .5 sinx ) ?
1—( =+ xsinx | sin“x < [ —
2 w4 X

. 3_
i konstante =19
T

1 7. .0
1— (5 + mxsmx) sin” x (5.52)

.7 . . 2
[ 155 Su najbolje moguce.

Nejednakosti (5.50) i (5.51) su u [124] poboljsane primenom Parametarskog metoda, a nejednakost
(5.52) je u [135] poboljsana primenom Novog parametarskog metoda. U narednim sekcijama navo-
dimo dobijene rezultate iz [124] i [135] bez dokaza.

5.6.1 PoboljSanje Teoreme 5.37

Na osnovu nejednakosti (5.50), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

(w) —cosx— pxsinx, x€ (0,%],
Op(x) = X (5.53)
0, x=0,

/3

koja je definisana za x € [O, 7] 1 za vrednosti parametra p P = R.

Lema 5.19 Familija funkcija {@,(x)},cr je opadajuce raslojena na intervalu (0, %} po parametru
peER

U sledecoj teoremi dajemo poboljsanje Teoreme 5.37.

Teorema 5.40 Neka je

64 1 _
A =0.065931..., B=—=0.066570... i C=-—=0.06,
6 15
gde je vrednost 0.06593... jedinstveni lokalni minimum funkcije g(x) = % na intervalu
(0,)-
Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

. 3
(Vxe (07 g)) (px3 sinx < Ax° sinx < (&v — cosx)
X

i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) = 0 ima dva re§enja x(()p) ixgp) (xép) < xgp)> i vazi da je

Vxe 0,xP ) U (27 z x> sinx < % 3—cosx
(e (0")u (47.5)) pesime< (37

(Vxe <x(()p),x§p)>> (ﬂ>3 —cosx < px’sinx.

X
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5.6 Neki tipovi Mitrinovi¢-Adamovi¢ nejednakosti

(iii) Ako p€[B,C), jednacina @,(x) = 0 ima jedinstveno reSenje P i vazi da je

0
(VXE (O,x(()p)>> px’sinx < (?) 3 —Ccosx
i
(Vxe (x(()p), g)) (%)3 —cosx < px’sinx.

(iv) Ako pe(C,+e), vazZi da je

. 3
T
(Vxe (0, E)) ((%) —cosx < Cx’sinx < px° sinx)
X

i konstanta C je najbolja moguca.
Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}er za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-

)
tra p.

\‘ p=0.065931...
|

0.001 1 p=—5

Slika 5.21: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.53)

5.6.2 PoboljSanje Teoreme 5.38
Na osnovu nejednakosti (5.51), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je
sinx > sinx ) 23/2!
<—) —cosx — px* (—> , x€(0,%],
Pp(x) = X X (5.54)
0, x=0,

koja je definisana za x € [0, %} 1 za vrednosti parametra p € P = RR.

Lema 5.20 Familija funkcija {@p(x)}per je opadajuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
peR.
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U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.38.

Teorema 5.41 Neka je

1 B 7\ 124/21
A:E:O.O6 i B= (%) =0.069495....

Tada vaZi:

() Ako p€(—oo,A), vazZi da je

.\ 23/21 LN 23/21 N3
(e 0.5)) (e () et () (90 - cons)
2 X x X

i konstanta A je najbolja moguca.

(@) Ako pe(A,B), jednacina ¢,(x) = 0 ima jedinstveno resenje P ivaZi da je
J Op J je X J

(Vxe (O’x‘()p))> <w) 3 —cosx < px4 (ﬂ) /21
! X
(e 500 () < () e

(@ii) Ako p € (B,+o0), vaZi da je

. 3 : 23/21 . 23/21
<Vx€ <0, E)) SMIYN cosx < Bt [ 22 < px* S
2 X X X

i konstanta B je najbolja moguca.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-

tra p.

“H“ 2 2
I — _
oo @) 2 / P <7r)

Slika 5.22: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.54)
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5.6.3 PoboljSanje Teoreme 5.39

Na osnovu nejednakosti (5.52), uvedimo familiju funkcija { @, (x)} ,ep, gde je

. 3
1

<SIHX) B <E_|_pxsinx> Sinzx, xE(O,%L

Pp(x) = * -

0, =0

koja je definisana za x € [0, 7—5] i za vrednosti parametra peP = R.

Lema 5.21 Familija funkcija {@y(x)}per je rastuce raslojena na intervalu (0,5] po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.39.
Teorema 5.42 Neka je

3 —16
ﬂ4

7

A =0.15405....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—e,A), vaZi da je

. 3
/4 1 1
(Vxe (0, —)) S <1—( =+Axsinx | sin®x < 1 — | = + pxsinx | sin’x
2 X 2 2

i konstanta A je najbolja moguca.

(ii) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vagi da je

(Vxe <0,x(()p)>> 1— (% +pxsinx> sin’x < (¥>3
(Vxe (x(()p), g)) (?)3 <l1l- (% +pxsinx> sin’x.

(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je

1 1 inx )’
(Vxe (0, E)) 1—( =+ pxsinx sinx < 1 — [ =+ Bxsinx | sin®x < S
2 2 2 X

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija ¢p,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni maksi-
mum, na intervalu (O, %) u tacki <t(p),(pp (t(l’))>,

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

% ()=l (3)]

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa

po = 0.13306....
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Minimaks aproksimant familije funkcija { @, (x)} per na intervalu (0, %) je

sinx

3
1
Op,(x) = (T) -1+ (5 +0.13306... xsinx) sin’x,

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
. 3
sin 1
<_x) ~1— (5 +0.13306... xsinx) sin’ x
X

na intervalu (0, %) sa greSkom

do=inf sup |gp(x)] = @y, (1)) = ‘<p,,0 (g)‘ — 0.032963....

peR x€(0,%)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)},cr za x € [O, %] 1 za neke vrednosti parame-

tra p.

0.1

Slika 5.23: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.55)

5.7 D’Aurizio-Sandor nejednakosti

Shafer-Fink nejednakost® za funkciju arctanx je data sa

3x X
— < arctanx < —————
1421 +x? 14+2vV1+x2
za x€R™ [63,180]. Dokazuju¢i jedno poboljsanje prethodne nejednakosti, J. D’ Aurizio je dokazao i
nejednakost iz sledece teoreme [63, 174].
Teorema 5.43 Za x€ [0,5] vazi da je

COSX 4
> 1 2

x = 2
COS2 T

3 Postoji i analogna Shafer-Fink nejednakost za funkciju arcsinx [71,77, 108, 138]. Shafer-Fink nejednakosti i tipovi
ove nejednakosti imaju primene u inZenjerstvu [2,3,170].
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J. Séndor je zatim u [174] dao sledece gornje ogranicenje funkcije z(())sx

="
2

Teorema 5.44 Za xc (0, %) vazi da je

COSX
3 = cos 2 4
2
g < —X2 < —71_2 . (556)

U istom radu J. Séndor je takode dao i sledece analogno tvrdenje sa sinusnim funkcijama.
Teorema 5.45 Za x€ (0, %) vaZi da je
sinx

4 in3 1
S(2-v2) < —2 <4 (5.57)
T 4

x2

Nejednakosti iz prethodnih teorema su u [128] poboljSane primenom koncepta raslojenosti. Pri tome,
dobijeni minimaks aproksimanti su odredeni primenom Nike teoreme.

U sledece dve sekcije dopunjeni su rezultati iz [128] (za negativne vrednosti parametra). Ti rezultati
se dobijaju upotrebom Parametarskog metoda i Novog parametarskog metoda.

U Sekciji 5.7.3, prema [125], dajemo poboljSanje jednog tipa D’ Aurizio-Sandor nejednakosti iz [83,
176].

5.7.1 PoboljSanje Teoreme 5.44

Nejednakost (5.56) je ekvivalentna sa

zax€ (0,%). Na osnovu prethodne nejednakosti, uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

O a2, (5.58)

cos =
2

Pp(x) =1—

/3

koja je definisana za x € [O, 7] 1 za vrednosti parametra p€P = R.

Lema 5.22 Familija funkcija {@,(x)},cr je opadajuce raslojena na intervalu (0, %] po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljsanje Teoreme 5.44.

Teorema 5.46 Neka je
3 4
A=-=0375 i B=— =0.40528....
8 2

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o,A), vaZi da je

T cos
<Vx€<0,—>> ;C <1—Ax2<1—px2
2 cos 5

i konstanta A je najbolja moguca.
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(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vazi da je

<Vx€ (0,x(()p)>> 1 —px2 < COS;C
cos 5

) X
cos 3
(#ii) Ako p € (B,+), vaZi da je
T
(vxe (o,-)) 1—px®<1-Ba?< 2%
2 cos 3

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (0,%) u tacki (t(p), ®p (t(p))),

(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa
po=0.39916....

Minimaks aproksimant familije funkcija {@,(x)} ycr na intervalu (0, %) je

Ppo (1) = 1 — 2 —0.39916... 22,

Cos =
2

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

COSXx

COS al
2

~1-0.39916... x>

na intervalu (0, %) sa greskom

do= inf sup |@p(x)] = |@p, (t(”‘)))‘ = ¢y, (g) = 0.015109....

peR xe(0,%)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-

tra p.
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‘\W / 0 — §

\\\‘ D, p 3

|

il

“ p = 0.39916...
|

1‘1::‘1 p=2

‘\“ e J—

i / w2

Slika 5.24: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.58)

5.7.2 Poboljsanje Teoreme 5.45

Nejednakost (5.57) je ekvivalentna sa

5 Lo _sinx _ 42-2) ,

zax€ (0,%). Na osnovu prethodne nejednakosti, uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ycp, gde je

~24 220 4, x€(0,7],
Pp(x) = ) (5.59)

0, x=0,

koja je definisana za x € [0, 5] i za vrednosti parametra p € P = R.

Lema 5.23 Familija funkcija {@,(x)},cr je rastuce raslojena na intervalu (0,%} po parametru
peR.

U sledecoj teoremi dajemo poboljsanje Teoreme 5.45.

Teorema 5.47 Neka je
8—42

A= p;

=0.23741... i B:%:OQS.

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—o0,A), vaZi da je

(Vxe <O, E)) sm;c <2—Ax*<2—px*
2 sini

i konstanta A je najbolja moguca.
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(i) Ako p € (A,B), jednacina @,(x) =0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vazi da je

(We <0,x(()p))) sin;c <2—px*

(iii) Ako p € (B,+oo), vaZi da je

- .
(‘v’xe (O, —)) 2—pxt<2—-Bx*< sm;c
2 sinE

i konstanta B je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,(x), za p € (A,B), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-
mum, na intervalu (0,%) u tacki <t(p), ®p (t(l’))>_

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

o ()= (3)

po parametru p € (A, B), numericki odredeno sa

po = 0.23955....

Minimaks aproksimant familije funkcija {Q,(x)} ycr na intervalu (0,%) je

Ppo (X) = —2+ 0 +0.23955... 2,

sin —
2

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

sinx
. X
sin —
2

~2—0.23955... x*

na intervalu (0, %) sa greskom

do= inf sup |@,(x)| = ‘q)po (N’o))‘ = 0, (g) — 0.0052842....

pER x€(0,%)

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-

tra p.
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1
P=7
- p = 0.23955...
' 8 — 442
/T
T
™

Slika 5.25: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.59)

5.7.3 PoboljSanje jednog tipa D’ Aurizio-Sandor nejednakosti

J. Sandor je u [176] dao sledeée uopstenje nejednakosti (5.56) uvodenjem parametra koji je prirodan
broj.

Teorema 5.48 Za x e (O, %) i bilo koji pozitivan prirodan broj n > 3 vaZzi da je

COSX
4 T cost  p2-1

— < n o~ 5.60
w2 x2 2n? ( )

U [83] autori su dali dodatno uopstenje D’ Aurizio-Sandor nejednakosti, koje navodimo u sledecoj
teoremi.

Teorema 5.49 Zaxc (0,%) i p=3,4,5,..., vaZi da je

CcoSX
1— < )
4 cosy,  p?—
— < < 5.61
n? x2 2p? ( )
i
sinx
P— ==
4 T sing p? —1
—(p— — < < . 5.62
w(rmee(5)) =<1 52

Dodatno, za p = 2 nejednakost (5.62) je tacna, dok nejednakost (5.61) vaZi sa suprotnim smerom
nejednakosti.

Nejednakost (5.60), tj. (5.61), uop$tena je u [125] primenom Strategije za odredivanje najboljih kon-
stanti u nejednakostima. U narednim podsekcijama navodimo dobijene rezultate iz [125].
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5.7.3.1 Uopstenje leve strane nejednakosti (5.61)

Na osnovu leve strane nejednakosti (5.61), uvedimo familiju funkcija {¢@,(x)} e, gde je

(1 COSX
cosE 4
) 5 xec (O, %} 5
@p(x) = x T (5.63)
1 1 4
———— =0
\ 2 2p? n¥’ ’

koja je definisana za x € [0, %] i za vrednosti parametra p€ P = R\[-1, 1].

Lema 5.24 Familija funkcija {@,(x)} pep je rastuce raslojena na intervalu (O, g} po parametru p €
P = (1,+c0).

U sledecoj teoremi dajemo uopstenje leve strane nejednakosti (5.61).

Teorema 5.50 Neka je

T T
A= ——=229760... i B=_——7=2.35340....
T2 —8 2arccos
Tada vaZi
(i) Ako pe(1,A), vaZi da je
1— COsx | COSX
T cos f—,  cos x4
(we(03)) | —="<—= <=
i konstanta A je najbolja moguca.
(i) Ako p € (B,+oo), vaZi da je
CoSX
4 = Cosf = cos=
T cos 3 >
(‘v’xe (O’ 2)) n2 < x2 < x2

i konstanta B je najbolja moguca.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@p(x)}pe(1,40) 22 X € [0,%] i za neke vrednosti
parametra p.

196



5.7 D’Aurizio-Sandor nejednakosti

™

pzi
2 arccos T p=
4 / 7'('278

0.01

Slika 5.26: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.63)

5.7.3.2 Uopstenje desne strane nejednakosti (5.61)

Na osnovu desne strane nejednakosti (5.61), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

COoSX
1_cosi pr—1
p — T
Pp(x) = 2 2pr xe (03], (5.64)
0, x=0,

koja je definisana za x € [0, 5] i za vrednosti parametra p e P = R\[—1, 1].

Lema 5.25 Familija funkcija {@,(x)} ,cp je opadajuce raslojena na intervalu (O, %] po parametru

pelP = [@,—Fw).

Familija funkcija {@,(x)} (1, +e) Dije raslojena na intervalu (0,%] po parametru p P = <1, @)
jer vazi sledece tvrdenje.

Lema 5.26 Za familiju funkcija {Qp(x) } pe(1,4e0), X€ [O, %] ipe (1, “/TE) vaZi da je

9 Pp(x)
dp

>0

u nekoj desnoj okolini tacke 0 i da je
9@y (x)

<0
ap

u nekoj levoj okolini tacke 5.
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U sledecoj teoremi dajemo uopstenje desne strane nejednakosti (5.61).
Teorema 5.51 Neka je

V15 T
C=—=1.29099..., A= V5=1223606... i B=-——" =229760....
3 1/7[2_8

Tada vaZi:

() Ako p€|C,A), vaZi da je

1 cosXx 1— Cosx
T cost AZ—1 cos pr_]
Vx e (0,—)) 0< A _ < P
< ) 2 242 2 22
i konstanta A je najbolja moguca.
(i) Ako p € (B,+), vaZi da je
COSX COSX
T 1_COS£ pP—1 1_cosi B> —1
V S (0, —>> P _ < B _ < 0
( o 2 x2 2p? x2 2B?

i konstanta B je najbolja moguca.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija { ¢, (x) }pe[ V15/3,4o0) ZAXE 0, 3] i za neke vrednosti

parametra p.

p=4
p=>5

Slika 5.27: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.64)
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Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)} pe(1,4o0) za x € [0,5] i za neke vrednosti
parametra p za koje ova familija nije raslojena.

®1.04(x)

/(Pl.ll(x)

/(P1.29(x)

0.11

TR

>I‘\’)‘ -~

4

w2

(SN

0.1

(b)

Slika 5.28: (a) Funkcije @1.04(x), @1.11(x) i @129(x) na intervalu [0, 5]
(b) Neraslojen deo familije funkcija koja je definisana sa (5.64)

5.8 Neka ogranicenja sinc funkcije preko kosinusnih funkcija

Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [126].

Funkcija

ima primene u matematici, prirodnim naukama i inZenjerstvu. Stoga su odredivanje gornjih i donjih
ogranicenja 1 aproksimacija ove funkcije predmet mnogih radova u teoriji analitickih nejednakosti.
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Osnovna ograniCenja funkcije sinc data su sa Jordan-ovom nejednakoscu, koju navodimo u Potpo-

glavlju 5.9. Wilker-ove nejednakosti uvode dva donja ograni¢enja funkcije sinc®x, dok Mitrinovié-

-Adamovi¢ nejednakost uvodi jedno donje ogranienje funkcije sinc’x.

U [85] su data sledeca ogranicenja funkcije sincx preko kosinusne funkcije.

Teorema 5.52 Za x€ (0,%) vaZi da je

4 5 NGE] x[(4 5 V15
—_ 4= vy~ > 4= Yy
9—1—9005( 5 x) > c052<9+9cos< mx))
sinx
X

v

cosx 1cosx+scos Vs >11+16cos<3>
2626\ 107") ) =27 T 27°°\dt) -

Napomenimo da su u istom radu autori takode dali 1 analogno tvrdenje za hiperbolicke funkcije.

Na osnovu Teoreme 5.52, u [126] su razmatrane sledece nejednakosti:

x4 5 V15 )
cos 5 (5 + B cos (wx>) > sincx (5.65)
. x /1 x 5 NG

> — — — — _ .

smcx_cos2 (6cos2+6cos(10x)> (5.66)
. 11 16 3

> — . .

sincx > 7 + 77 cos<4x> , (5.67)

zaxe [0,5].

Prethodne nejednakosti su u [126] uopStene 1 poboljSanje primenom Strategije za odredivanje najbo-
ljih konstanti u nejednakostima. Dobijene rezultate navodimo u narednim sekcijama.

5.8.1 PoboljSanje nejednakosti (5.65)

Na osnovu nejednakosti (5.65), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

Pp(x) = cosg (p+ (1—p)cos ({?x)) —sincx, (5.68)

koja je definisana za x € [0, 5] i za vrednosti parametra p P = R.

Lema 5.27 Familija funkcija {@,(x)},cr je rastuce raslojena na intervalu (0,%} po parametru
peR.

Uopstenje nejednakosti (5.65) dajemo u sledecoj teoremi.

Teorema 5.53 Neka je

=0.44440... i B= L—L =04.
1 9
2

_ 2mcos \qg” — 42
27t<cos \an 1)
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Tada vaZi:

(i) Ako p € (—oo,A), donja ogranicenja funkcije sinc su data sa

T . X V15 X V15
<‘v’x € (O, 5)) <smcx >cos (A + (1 —A)cos <10x>) >cos 5 (p +(1—p)cos (lox)))
i konstanta A je najbolja moguca.

(i) Ako p € (B,+oo), gornja ogranicenja funkcije sinc su data sa
T X V15 X V15 .
<‘v’x€ (O, 5)) <cos ) <p +(1—p)cos (lox)> >cos 5 (B + (1 —B)cos <10x>) > smcx)
i konstanta B je najbolja moguca.
Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x € [0,

g} 1 za neke vrednosti parame-
tra p.

O i~

27 cos ‘/2173” — 42
0.000001

p=

V1bm

/ 2 (COS i 1)
O R,

| . 2
\\\\\\‘

il

\ \
MHM

/

Slika 5.29: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.68)

5.8.2 PoboljSanje nejednakosti (5.66)

Na osnovu nejednakosti (5.66), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

¢p(x) = sincx — cosg (pcos %C +(1—p)cos (ﬂx)> ,

o (5.69)

koja je definisana za x € [0,5] i za vrednosti parametra p€P = R.

Lema 5.28 Familija funkcija {@p(x)}pcr je rastuce raslojena na intervalu (0,%] po parametru
peR
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Uopstenje nejednakosti (5.66) dajemo u sledecoj teoremi.

Teorema 5.54 Neka je

T 2005%—4 ) 1 _
C= =0.16662... i D:6:0.16.

T (ﬁcos%—l)

Tada vaZi:

(i) Ako p € (—oo,C), gornja ogranicenja funkcije sinc su data sa

(Vxe (O, g)) (cos % (pcos )—264—(1 —p)cos <\1/0§x)> > cos %C (Ccos g—i—(l —C)cos (fx)) > sincx>

i konstanta C je najbolja moguca.

(i) Ako p € (D,+o0), donja ogranicenja funkcije sinc su data sa

(Vxe <O, g)) (sincx > Cos % (Dcos )—26-1-(1 —D)cos (\fx)) > Cos )—26 (pcos %C—i-(l —p)cos (\{gx)))

i konstanta D je najbolja moguca.

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)},cr za x € [O E} 1 za neke vrednosti parame-

)
tra p.

1
=56
T 2(:05\/2%”—4
p= =
0.000001 / 7r(\/§cos VEm _ 1)

%\ﬁ\k)\\\\\ /

Slika 5.30: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.69)

5.8.3 PoboljSanje nejednakosti (5.67)

Na osnovu nejednakosti (5.67), uvedimo familiju funkcija {@,(x)} ,cp, gde je

¢p(x) =sincx—p—(1—p) cos(%x) ) (5.70)

koja je definisana za x € [0, %} i za vrednosti parametra pe P = R.
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Lema 5.29 Familija funkcija {Q,(x)} per je opadajuce raslojena na intervalu (0, %} po parametru
peR.

Uopstenje nejednakosti (5.67) dajemo u sledecoj teoremi.

Teorema 5.55 Neka je

11 ncos%”—z

E = 7= 0.40740... i D= =0.41135....

T (cos %’r — 1)
Tada vazi:

(i) Ako p € (—oo,E), donja ogranicenja funkcije sinc su data sa
T . 3 3
(Vxe (0, 5)) (smcx >E+(1—E) cos<1x> >p+(1 —p)cos<1x>>

i konstanta E je najbolja moguca.

(i) Ako p € (F,+o), gornja ogranicenja funkcije sinc su data sa

(Vxe (O,g)) <p+(1—p)cos<§x> >F+(1—F)cos(%x> > sincx)

i konstanta F je najbolja moguca.
Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@,(x)}per za x€ [0, 5] i za neke vrednosti parame-
tra p.

11
27

WCOS%—Q

7 (cos 3 — 1)

l\3|=l\
=

Slika 5.31: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.70)
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5.8.4 PoboljSanja Teoreme 5.52

U ovoj sekciji, na osnovu rezultata iz prethodnih sekcija, navodimo neka poboljSanja Teoreme 5.52,
tj. Teoreme 1.1 iz [85].

Na osnovu Teorema 5.53 1 5.54, vazi sledeca teorema.
Teorema 5.56 Za x< (0,%) vazi:

(i) Ako p1 € [§, +) i pr€ [, +o0), vaZi da je
X V15 . X X V5
cos 5 (p1—|—(1—p1)cos<10x>) > sincx > cos 5 (pzcos E—i—(l—pz)cos (mx)) .

.. Zﬂ:cosm”74ﬁ . V2 cos YOI _4 . .
ii) Ako p1 €| —oo, =" 20" ipr€| —oo, 20| vaZidaje
( ) p1 ( ’ ZE(COS ‘/;8”71> P2 ’ ﬂ(ﬂcos%fo J

X X NG ) X V15
COSE (pzcos E—f—(l—pz)cos (mx)> > sincx > COS 3 (p1 +(1—pp)cos (10x>) .

Na osnovu Teorema 5.53, 5.54 1 5.55, vazi sledeCa teorema.

Teorema 5.57 Za xc (0,5] i

2mcos YOI _4./2 V2 cos LI —4
270 Rt SAVD g, o TY2S0 —0.16662...
2%(005@”—1) ﬂ(ﬂcos%— )
) ncos%—Z
i F=——8 T —041135..
7 (cos 3F — 1)
vazi da je
F~|—(1—F)cos<%x>
> mind cos™ Ccosx+(1 C)cos V5 cos = 44—5005 V15
S R 2 107)) 2 9T 10t
> sincx
1 5
> max{cos% (A+ (1—A)cos (\g?x)), cos% <gcosg—|— ¢ cos (\l/ogx))}
> 11+16cos<3>
= 27 27°0\&)
gde je
4 5
min {cosg (Ccos%—f— (1—-C)cos (fx)), cosg <§+§cos<\{§x>)}
x (4 5 V15
cos§(§+§cos(lox)), za x€(0,x1);

U

x x V5
cos 5 (Ccos§+(l —C)cos(lox>> , 24 X€E [be) )
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pri cemu je x; = 1.36898... jedinstveno resenje jednacine

4.5 V15 \ X V5
—+—cos(10x) —Ccos§+(1—C)cos(10x)

zaxe(0,%)i

X V15 x (1 x 5 V5
max {COSE (A-i— (1 —A)cos(mx)>, cos 5 (ECOSE +6COS (lox))}

x (1 x 5 V5 )
cos 5 (gcos§+gcos(1()X>)7 za x€(0,x2);

X V15 il
cos 5 (A—i—(l —A)cos(mx)) ; Za X€ [’Q’g)’

pri cemu je xy = 1.27247... jedinstveno resenje jednacine

1 x 5 V5 V15
ECOS§+€COS<1()X> =A+(1—A)cos (lox)

zaxe(0,%).

5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti
Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [133, 135], uz neka poboljSanja.

Teorema 5.58 (Jordan-ova nejednakost [138]) Za x€ (0, 5] vazi da je

2  sinx
—<—<1.
T X

ProSirenja 1 poboljSanja Jordan-ove nejednakosti razmatrali su mnogi autori [4, 12,28, 39, 66,91, 93,
99,102,150,155,164-167,205,208,210,211,213-215]. Neka od tih poboljSanja navodimo u nastavku.

Teorema 5.59 [166] Za x€ (0,5 vaZi da je

2 2 sinx _ 2 mw—-2
Teorema 5.60 [165] Za x€ (0,5 vaZi da je
2 1 o) 2 sinx 2 T—2 2 2
Teorema 5.61 [66] Za x< (0,%] vaZi da je
2 2, 3 3, _sinx 2 mw—2, 4 3
— 4= -8x) < — < = —8x7). 5.73
7r+37r4(7r X) s x _7r+ n* (7"~ 8x) (5.73)
Teorema 5.62 [91] Za x€ (0, 5] vaZi da je
2 1 4 4 sinx 2 T—2 4 4
— 4 —=(r"—16x") < — < — —16x"). 5.74
7r+27r5<n- x) < . _7r+ o (7 x7) (5.74)
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U [102] je dato sledece tvrdenje kojim se uopStavaju prethodne nejednakosti, koje su date sa
(5.71)—(5.74), i uvodi se familija nejednakosti.

Teorema 5.63 Za x< (0,%] vaZi da je

2 - i )
(-2 < T <S4 S (-2 (5.75)
T T X T T
i
2 2 sinx 2 mw—2
E + nmnt1 (n.n - (2x)n) < _x < % + | (7'5" — (2)6)") (Za n> Z,HGN), (5.76)
pri cemu jednakosti vaze ako i samo ako je x = 5. Pri tome, konstante 2 i 2 iz (5.75) i konstante
M,ZT i ZT_+21 iz (5.76) su najbolje moguce.

U narednim sekcijama dajemo neka poboljSanja prethodnih teorema primenom koncepta raslojenosti.
Za dokazivanje nejednakosti, takode ¢emo koristiti i Lopitalovo pravilo za monotonost [161].

Lema 5.30 (Teorema B [197], Lopitalovo pravilo za monotonost) Neka su funkcije f(x) i g(x) dife-
rencijabilne na intervalu (a,b). Pretpostavimo da je g'(x) > 0 na intervalu (a,b) ili da je g'(x) <0
na intervalu (a,b). Takode, pretpostavimo da je f(a+) = g(a+) =0ili f(b—) = g(b—) = 0. Ukoliko
f'(x)
g'(x)

opadajuéa) na intervalu (a,b).

rastuca (tj. opadajuca) na intervalu (a,b), tada je i funkcija S takode rastuca (1.

je funkcija
8(x)

5.9.1 PoboljSanje Teoreme 5.63

Na osnovu nejednakosti (5.76), uvedimo dvoparametarsku familiju funkcija {@p 4(x)} ycr ger+» gde
je

2
-~ —p(at— (207, xe(0.5],
Ppq(x) = (5.77)
1-Z—pnd, x=0

Lema 5.31 Dvoparametarska familija funkcija {@p.4(x)} per ger+ jeste
(i) opadajuce raslojena na intervalu [O, %) po parametru p €R za fiksirano g € R,
(@) opadajuce raslojena na intervalu [0, %) po parametru g € R" za fiksirano pcR™,

(iii) rastuce raslojena na intervalu [0, %) po parametru g €R™ za fiksirano peR ™.

Dokaz.
(i) Vazidaje

d0p.q(x) _ (2x)?—m1, xe€ (0, %],
ap

—n4, x=0.

Zaxe [07 %) i g€ R evidentno je ‘9"”5_;(") <0.
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(i), (iii) Vazi da je
dopgls) [ P(CYINEY —7m(m), xe(0,F]
aq _pﬂ:qln(ﬂ:)a x=20.
‘Pp q(x) <0.
9Pp.q(x)
dq

Zaxe [O, ) i p,q€RT evidentno je

n
2
s
2

Zaxe[0,5),qeRTipeR™ eVldeIltHOJC > 0. [ |

Lema 5.32 Neka je
T—2 2
A(Q)ZW i B((])ZW-
Tada vaZi:

(@) Familsz'ja funkcija {Qy(4).4(X)}qer+ je opadajuce raslojena na intervalu (O, %) po parametru
geR™.

(i) Fcimilija funkcija {Qp(q) 4(*) }4er+ je rastuce raslojena na intervalu [0,%) po parametru q €
RT.

Dokaz.

(i) ZaA(q) = ZT_HZ dobija se jednoparametarska familija funkcija {@44) 4(%) }4er+ koja je defini-

sana sa ) )
W—H( x) (1——>, x€(0,3],
Pa(g).q(X) = X T T

0, x=0.

0 q
99a.a) _ (1 - 3) (2—x) = <0
dq T T T

na intervalu (0,%) zageR™.

Vazi da je

(@) Za B(q) = qﬁil dobija se jednoparametarska familija funkcija {@g(y) 4(%)}4er+ koja je defi-

nisana sa "
sin 2 2 24T ix1
T xe08]
X T qm  gqmit
‘pB(q%q(x) = o
l———— x=0.
T qm

Ispitajmo znak

29+ 1x49 (g1n 2+qlnx glnmt—1)

HE @

na intervalu (0 ) zageR™. Nekaje t (2 ) Formirajmo funkciju

a(pB(q),q(x) 2
dq q*n

+

Hal

g(t)=In(t)+-—1:(0,1) — R.

~

Vazi da je



5 Primene

zat €(0,1). Dakle, funkcija g(¢) je opadajuca na intervalu (0,1). S obzirom na to da je g(¢)
opadajuca funkcija i da je g(1) = 0, zakljuCujemo da je

g(t)>0
zat€(0,1). Dakle, vazi da je
d X
(PB(qM( ) -0
dq
na intervalu (0,%) zageR™.
o . + . . a(pB(q),q . 2
Takode, zax =01 g€ R™ evidentno je | ——= | (x) =—5->0. |
aq x=0 qg°m

Na osnovu analize familije {@y(4) 4(X) }4er+ na intervalu (0, 7), dobija se sledeca teorema.

Teorema 5.64 Neka je
2
q1 = —2 =1.75193... i q>2 =2.

Tada vaZi:
(i) Ako q<(0,q1), tada su donja ogranicenja funkcije *3* data sa

sinx

(vre(0.2)) (% FA(g) (19— (20)%) < 2 +Algr) (0 — (20)") < —)

X

i konstanta g, je najbolja moguca.

@ii) Ako g€ (q1,q2), jednacina x) = 0 ima jedinstveno resenje x(Q) ivaZida je
q9<\41,92),] PA(g).q J je x J

sinx

(Vxe (O,x(()q)>> %+A(q) (9 — (2x)7) < —

T sinx 2
(vxe (xg,q>, 5)) T < S Alg) (77— (2)7).
(iii) Ako g€ (qa,+o0), tada su gornja ogranicenja funkcije % data sa

(e (0.3)) (2 < 2 Ata) (w0 - (297) < 2 +AGq) (27— (207

i konstanta q; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija Q4 (q)4(x). za q € (q1,42), ima tacno jedan lokalni maksimum i tacno jedan

lokalni minimum na intervalu (O,%) u tackama <t](q),(pA(q)7q <t](q)>> i (téq),(pA(q%q (téq)>),

respektivno. Pri tome je t](q) < téq).

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

’(pA(‘I)H <t£q)> ’ - ’q)A(qu (téq)) ’

po parametru q € (q1,q2), numericki odredeno sa

go = 1.84823.....
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Minimaks aproksimant familije funkcija { Q4 q) 4(*) } ger+ na intervalu (0, %) je

i 2
Pi(go).q0 () = %C - 0.043803. . (7[1.84823... B (2x)1.84823...) ’

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

inx 2
% ~ = 4+0.043803... (! 84823 — () 84823

na intervalu (0, %) sa greskom

do=inf  sup_19a(4) () = |@a(g010 (1*”) ] = | @atg0p0 (™) | = 0.0026604..

geRT x€(0,%)

Dokaz.

(@), (@), (iii) Pokazacemo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.12 (Parametarski metod).
Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija { @4 (4) 4(X) } 4cr+» na osnovu Leme 5.32, opadajuce
raslojena na intervalu (O, %) po parametru g€ R™.

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Zaxe (0,5) igeR" vazi sledeca ekvivalencija

In x(m —'2)
Prigg) =0 = g=g(x)= —TE_HD) (5.78)
In o
U nastavku, primenom Lopitalovog pravila za monotonost, dokazujemo da je funkcija g(x)

monotono opadajuéa na intervalu (0, %)

Primetimo da je

_ filx)

g(X)_fz(X)
“ x(m—2) T
fl(x):lnh i )=k

i pri tome je fi (5—) =01i f> (5—) = 0. Dalje, formiramo funkciju

fi(x)  —xcosx+sinx

f5(x) X — sinx
i dokazujemo da je ona opadajuéa na intervalu (0, %) Vazi da je

W) XCOSX 4 cosxsinx 4 x?sinx — sinx — x
X)) = .

(x — sinx)?2
Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
xCosx 4 cosxsinx +x?sinx —sinx—x < 0

na intervalu (0, 7—25) Samim tim je
"(x)<0
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na posmatranom intervalu, tj. h(x) = % je opadajuca funkcija na intervalu (O, %) Na osnovu
2
Lopitalovog pravila za monotonost (Leme 5.30), zakljucujemo da je i funkcija g(x) = 2—83

opadajuca na intervalu (O, %), ¢ime je dokazana ispunjenost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje grani¢ne vrednosti

2
lim g()=2 i lim g(x)=_"—5=175193...

x—0+ x—3 T —

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.12, odakle slede tvrdenja (i), (i7) 1 (iii).

(v), (v) Ispitajmo monotonost funkcija @4(4) 4 (x), za ¢ € (q1,92), na intervalu (0, %) Cetvrti izvod
q)A(q),q (x) po x jc
a4(’)/4(q)7q(x) X fu(q) + ha(x)

ox* B x> 7
gde je
falg) =7~7""29g(g—1)(q—2)(¢—3)(x ~2)
i
ha(x) = 4x (x2 —6) cosx+ (x4 — 1227 + 24)sinx.
Evidentno je

fa(q) >0

za g€ (q1,q2). Vazidaje
Ry (x) = x*cosx > 0

zaxe (0,%). Dakle, funkcija h4(x) je rastuca na intervalu (0, 7). Kako je 714(04) = 0, vaZi da

je
h4(x) >0
na intervalu (0,7%). Stoga je
o4 X
Pa(g).q(¥) <0 (5.79)
ox*

9° (pA(q),q (x)

53 A4 (q1,92), rastuca je

na intervalu (0, %) za g € (q1,42). Dakle, svaka funkcija
na intervalu (0, 7). Tre¢i izvod @4 ,) ,(x) po x je

PPug1q¥) X f(q) +ha(x)

ox3 x4 ’

gde je

f3(q) = 7T_q_12qq(q— (g—2)(m—2) i h3(x)= (—x3 -|-6x) cosx + (sz — 6) sinx.

Evidentno je
f3(q) <0
za g€ (q1,q2). Vazi da je
. f3(q) A 169 . h(x) . xXsinx
xs04 X34 (zaq€(qr,q2)) i 0r X a0 () a0t 4x3

Stoga je

93 X

lim 9" Patg)4(¥) - (5.80)

x—04 ox3
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za g€ (q1,q2). Vazidaje

- P Pu(g)q(*¥) (8T —16)g> + (48 —24m)¢? + (1678 —32)g + 127> — 96
x—Z— ax3 N 4 o

k3(q) -

8
S obzirom na to da je k5(q) = F(3q2 —6g+2)(m—2)>0zaqg€<(q1,q2), vazi da je k3(q)

rastuca funkcija za ¢ € (g1, ¢2). Kako je k3(q) rastuéa funkcija i k3(gy) = 1224871674160 _

n3(n—2)2
0.19968... > 0, moZe se zakljuciti da je
93 X
lim %(—")3"’() >0 (5.81)
x—Z— dx

92
22 g€ (q1,2). Na osnovu (5.79)~(5.81), svaka funkcija W

jedan minimum na intervalu (0, 7). Drugi izvod @(4) 4(x) po x je

,za q€(q1,92), ima tatno

Pug)q(X) X f(q) + ha(x)

dx? N x3 ’
gde je
flg)=n"1"12%(g—1)(r—-2) i hy(x)=—2xcosx— (x* —2)sinx.
Evidentno je
f2(q) >0
za g€ (q1,q2)- Vazi da je
. f(q) .. h(x) . h(x) . —x%cosx 1
0 24 oo (zag€lqng2)) i 0k 3 0% (x3)  x=0+  3x2 3
Stoga je
82(PA( ) (x)
lim — 247 5.82
0L ox2 + (5-82)

za q€(q1,q2)- Vazi da je

020 e(x)  (4m—8)g + (—4n+8)g—272+16
lim 5 — - -
x—Z— dx T

ka(q) -

4

S obzirom na to da je k5(g) = F(Zq —1)(r—2) >0zaqge(qi1,92), vazi da je ky(q) rastuca
funkcija za ¢ € (q1,¢2). Kako je k»(g) rastuca funkcijaikz(gq;) = % =0.073414... > 0,
moze se zakljuciti da je

9> Pa(9).4(%)

x—)%— 8x2

>0 (5.83)

9* (PA(q),q (X)
ox?

minimum na intervalu (0,7%). Stoga, na osnovu (5.82) i (5.83), za funkcije

za g € (q1,92). Dokazali smo da svaka funkcija ,za g € (q1,92), ima tacno jedan

9 Pa(g),4(%)

ox , Za
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q € (q1,92), postoje dve mogucnosti: ili su rastuée ili imaju tacno jedan maksimum i tacno
jedan minimum na intervalu (0, 7) respektivno. Dokazacemo da je

9P4(g),4(¥) a¢A(q),q(x)>0 ; <8¢A(q)7q>(x)

lim ———— =0, Ilim
x—0-+ ox X ox

ox

<0 (%)

)C:Z

Pa(q),4(%)

0
zaq<€(q1,q2), odakle sledi da funkcije Aai, zaq<€(q1,q2), imaju tatno jedan maksimum
X

i tatno jedan minimum na intervalu (0, 7) respektivno. Prvi izvod @, 4(x) po x je

IPatg).gX) _ x7 f1(q) + I (x)

ox x2 ’
gde je
filq)=n"9"129g(mr—2) i hy(x)=xcosx—sinx.
Vazi da je
. filq) . . h(x)
x—1>r(§l+ leq 0 (Zaqe(Q1,QQ)) ! x—1>%l+ x2 0
Stoga je
d X
lim 2@ _ (5.84)
x—0+ dx
za g€ (q1,q2)- Lako je pokazati da je
d x)  2q(r—2)=2
lim (pA(Q)H( ) — <Q(7r ) ) >0 (585)

x—5— ox 2

za q € (q1,92)- Ispitajmo znak funkcija @y (4) 4(*), za g€ (q1,92), u taCki x = 7. Vazi da je

IPa().q | = 29g(4x—8)+2V2(n—4) _ @
dx x=% n2 ' "4
—4.279(x—2)(qIn2—1
S obzirom na to da je k| (¢q) = (7 ﬂz)(q 1 ) <0zaq€(qi,q2), vazi da je ki (q)
3n—-8 4n—10
opadajuéa funkcija. Kako je k1 (¢) opadajuéa funkcija i ki(g1) =2 G nf(znfz()zzj —127416)V2
—0.0053418... < 0, moze se zakljuciti da je
9IPa(g).q
— <0 5.86
( Ox ) W] (50

za g €(q1,q2). Stoga svaka funkcija ,za g€ (q1,92), ima taéno jedan maksimum i

J Pa(q).q ()C)
. . . . 8x . . . .o
tacno jedan minimum na intervalu (0, 7) respektivno. Napomenimo da () oznacava konjukciju

9Pa(g),4(x)

(5.84) 1 (5.85) 1 (5.86). Dodatno, na osnovu monotonosti funkcija zaq€(qr,q2) i

(*), moZemo zakljuciti i da svaka funkcija @4 () 4(x), za g€ (q1,492), ima tatno jedan maksimum

i tatno jedan minimum na intervalu (0, ), respektivno.

a4(/)A(q),q(x) a3(pA(q),q(x) a2(PA(L]),q<x> a(pA(q),q(x) i ( )
Ot > I3 > 02 ’ ox Pa(q),q\X

za q = q1 i za g = ¢, na slian nacin, moZe se zakljuciti da funkcija @4, 4(x), za ¢ = g1, ima

tatno jedan maksimum na intervalu (0, 7), dok funkcija @4 (4) 4(x), za ¢ = g2, ima tatno jedan

minimum na intervalu (0, J).

Analizom monotonosti funkcija
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Primetimo da infimum greSke d(q) = sup [@a(y) 4(%)|, za g€ (q1,42), postoji i dostiZe se kada
x€(0,7)

a0 (17)] = a0 (57)|.

Resavanjem prethodne jednacine po parametru g € (¢1,¢2) dobija se minimaks aproksimant
familije { Q4 (q),q(*) }4er- |

je

Razmatranje @4 g ,(x) u slucajug < 0.Za g <0 vazida je

lim (x) = lim sinx 1+ 2x\? | 2 .
xﬁl0+ (PA(q),q o _xiOJr X T T - '

Analogno dokazu Leme 5.32, moZe se pokazati i da je familija funkcija {@y4) 4(x)}4er Opadajuce
raslojena na intervalu (0, %) po parametru g € R. Na osnovu te ¢injenice i dela (i) prethodne teoreme,
za ¢ < 0 vaZi da je @4 (4) 4(x) > 0 naintervalu (0, 7).

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@4(4) 4(¥) }4er za x€ (0, 7) i za neke vrednosti para-
metra g, uz odgovarajuéu funkciju g(x).

0.01
q=2

q = 1.84823...

o]

(a) (b)

Slika 5.32: (a) Neke funkcije iz raslojene familije {¢4(,) 4(x)}4er na intervalu (0, 7)

(b) funkcija g definisana sa (5.78)

Na osnovu analize familije { @p 4 () }4cr+ na segmentu [0, 7], dobija se sledeca teorema.

Teorema 5.65 Neka je

n? 2
ql:Z—1:1.46740.-. i q2:—2:1'75193""
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Tada vaZi:

sinx

. data sa

(i) Ako q€(0,q1), tada su gornja ogranicenja funkcije

(e (0.3)) (2 < 2+ Blan) (=0 - (297) < 2 4 Bq) (27— (27

i konstanta q, je najbolja moguca.

(i) Ako q€(q1,q92), jednacina Qp g ,(x) = 0 ima jedinstveno resenje x(()Q) i vaZi da je

(Vxe <O,x(()q)>) g < %—FB(C[) (9 — (2x))

2 sinx

(vxe (. g)) ~+B(q) (n1 - (20)) < =,

X

sinx

" data sa

(iii) Ako g€ (qa,+0), tada su donja ogranicenja funkcije
T 2 q 2 o sinx
(e (0.3)) (5+B(@) (@ =20 < ~+B(a) (1 — (20)%) < ==

i konstanta q; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija Qp(q) 4(x), za g € (q1,92), ima tacno jednu lokalnu ekstremnu vrednost, koja je

maksimum, na intervalu (0, %) u tacki <t(‘1), ®B(9).q <t(‘1)>>.

(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

|‘PB(q),q (O+)| = PB(g).q (t(q)>
po parametru q € (q1,q>), humericki odredeno sa

go = 1.72287.....

Minimaks aproksimant familije funkcija { Qg q) 4(*) } ger+ na intervalu (0, %) je

i 2
Pb(go).q0 () = %C -~ 0.051415... <7c1.72287... _ (2x)1.72287..‘) ’

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

inx 2
_Slzx ~ = +0.051415... (72287 — () 72287

na intervalu (0, %) sa greSkom

do="inf sup | @s(4).4(0)| = @siao).a0 (O-H)] = Paiguyn (1) = 0.0061296...

geRT x€(0,%)

Dokaz. Pokazac¢emo da su ispunjeni uslovi (1)—(5) Teoreme 2.19 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {@p(4) 4(*) }4er+ kompresovana u tacki 7 i, na osnovu
Leme 5.32, rastude raslojena na intervalu [07 %) po parametru g € R,
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Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Zaxe (0,%) i geR" vazi sledeca ekvivalencija

. 2\ 41! 2x
XCOSX — sinx + = In

a _ N
(pBg)ﬂ('x) — 5 — O — q — gl (x) = 75( XCOS#X‘F Slnx) (587)
X X 1112—
X

U nastavku, primenom Lopitalovog pravila za monotonost, dokazujemo da je funkcija g(x) monotono
opadajuca na intervalu (0, %).

Primetimo da je

_ Nx)
81 (X) - fZ(x)
za 5 i
X
filx) =In m(—xcosx+ sinx) f2(x) = lnﬂ

i pri tome je f; (5—) =01 f> (5—) = 0. Dalje, formiramo funkciju

fi(x) _ xcosx+x?sinx —sinx

(x) —XxCOSx + sinx
i dokazujemo da je ona opadajuéa na intervalu (0, %) Vazi da je

xcosxsinx — 2sin?x +x?)
2

W) = = (—xcosx+ sinx)

Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je
xcosxsinx —2sin“x+x~ > 0

na intervalu (0, %) Samim tim je

H(x)<0
na posmatranom intervalu, tj. h(x) = % je opadajuca funkcija na intervalu (07 %) . Na osnovu Lopi-
2
talovog pravila za monotonost (Leme 5.30), zakljucujemo da je i funkcija g1 (x) = 2 g; opadajuca na

intervalu (O, g) , ¢Cime je dokazana ispunjenost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granicne vrednosti
7[2
lim g;(x)=2 1 lim g(x) = i 1 =1.46740....

x—0+ x—5—

Uslov (4) je ispunjen jer postoji jedinstveno reSenje jednacine

B (7r—2)q—2:

PB(q),4 (0) = > 0

po parametru g € (%2 — 1,2) , odredeno sa
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Uslov (5) je ispunjen jer postoji leva okolina tactke 5 u kojoj je ®B(g).q (x) >0zagqge <ﬂT2 — 1,2) , Sto
se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

e ORI (C]

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.19, odakle sledi navedeno tvrdenje. |

Razmatranje @p) ,(x) u slucaju g < 0. Za g < 0 vazi da je
i () = 1 sinx 2 2 N 2at1x4
im x)=Ilm |(———=——+——+ ] = —c0.
x—0+ PBa).a X T gqn gmritl

Analogno dokazu Leme 5.32, moZe se pokazati i da je familija funkcija {@p(4) 4(x)}4er)\ o) Tastuce

raslojena na intervalu (0, %) po parametru ¢ € R\{0}. Na osnovu te Cinjenice i dela (i) prethodne
teoreme, za ¢ < 0 vazi da je @p(,) ,(x) < 0 na intervalu (0,7).

Na sledecoj slici je prikazana familija funkcija {@p ) 4(x) }4er)\ {0} Za X € (0, F) i za neke vrednosti
parametra g, uz odgovarajucu funkciju g; (x).

q=1.72287...

(a) (b)

Slika 5.33: (a) Neke funkcije iz raslojene familije {@p(4) 4(%) }4er\ o} Na intervalu (0,7)
(b) funkcija g; definisana sa (5.87)

Napomena 5.12
(&) VaZida je
a(PA(q),q()C) _cosx sinx (7 —2)29x9

Jednacina
J (PA(q) 4 (X)
dx
ne moZe se simbolicki resiti po q bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lamber-
tove funkcije). Zbog toga u dokazu Teoreme 5.64 nismo koristili Novi parametarski metod nego
Parametarski metod.

=0
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

(@) U Teoremi 5.65 je prema (133, 135] primenjen Novi parametarski metod na familiju funkcija
{08(¢).¢(%) ger+ za x€[0,7]. Na ovu familiju nismo primenjivali Parametarski metod jer se
Jjednacina

Csinx 2 2 29t1y

PB(g).q(X) = x © gqn + qmat

ne moZe simbolicki resiti po q bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lambertove
funkcije).

Na osnovu prethodne analize, dajemo sledece poboljSanje Teoreme 5.63.

Teorema 5.66 Za x € (—oo, 5| vazi:

2

(i) Ako gy € (—o0,=25] = (—o0,1.75193...] i g3 € (—o0,0)U (o, 2 _ 1} = (—0,0)U(0, 1.46740...]
vazi da je

(2% —(20)"),

pri cemu jednakosti vaZe za x = %

(i) Ako g1 € [25,400) = [1.75193...,40) i g5 € 2, +), vaZi da je

2 2 sinx 2
(201 < Tt < 2
n  gqmatl ( (29%) = x =zt

-2
a2+l (m?2 — (2x)%),

pri cemu jednakosti vaZe za x =

(1]

Napomena 5.13 Posmatrajmo dvoparametarsku familiju funkcija { @p 4(X) } per ger+, gde je

sinx 2
2 p(mi—(2x)9), x€(0,Z],
. p p( (2x)9), x ( 2]
Ppq(x) = )
l1———pmni =0.
T prs, X

Tejlorov razvoj {@p.q(x)} p ger u okolini tacke % je

4 2 T §—nm2 2 T\ 2
Ppqg(x) = (—;Jrgﬂ"pq) (x—5>+( = +;7rqpq(q—1)) (x—i) +

N (2(7572.64— 8) + 323 ﬂqpq(q2—3q+2)> ( _ g)3+0 ((x_ §>3) .

Prema Teoremi 2.4, reSavanjem sistema

Opa:5 4 2
c = ——+—nipg=0
! e

2
gy 8—m 2
6" = —5—+ 5mipglg—1)=0

2
natlig= %z — 1 za koje je @p4(x) < 0 u nekoj levoj okolini

dobijamo konstante p = T4

4 T
tacke 5
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2 2
Na osnovu Teoreme 5.66, za p = nEtlig= T — L, vaZi da je ¢, 4(x) < 0 na intervalu

n(n2—4)
(0,%), 1. vazi nejednakost

zax€(0,%).

5.9.2 PoboljSanje teorema 5.59-5.62
Sa ciljem poboljsanja nejednakosti (5.71), analizirajmo familiju funkcija {@, 1 (x)} pep, gde je

sinx 2
——— —p(r -2 €(0,Z],
X p p( x), X ( 2}

Pp,1(x) =
1 2 /3 0
—_— X =
ﬂ,' p? 9

koja je definisana za x € [07 %} i za vrednosti parametra p € P = R. Familija { ¢, 1 (x) } ,cr je, na osnovu

Leme 5.31, opadajuce raslojena na intervalu [0, %) po parametru p € R.

Primenom rezultata iz prethodne sekcije i Ogledalske Nike teoreme (Teoreme 2.6), dajemo sledeée
poboljsanje Teoreme 5.59.

Teorema 5.67 Neka je

T—2 . 2
p1 = p= =0.11566... i p2:E:O.20264....

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—oo,py), vaZi da je

(VXG (O§>> <%+P(ﬂ—2@ < %—I-Pl(ﬂ?—Zx) < Slxﬂ)

i konstanta pi je najbolja moguca.

124 opc 1, P2 ), jeanacina 1(x) = U ma jedinstveno resenje x Lvazgl aa je
(@) Ako p € (p1,p2), jednacina @p, 0 ima jedi senje xy) i vazi da j

(vxe (o,xgp))> %C < %—}—p(?r—Zx)

(‘v’xE (x(()p),g» %-I—p(ﬂ:—Zx) < %

(iii) Ako p € (p2,+e), vaZi da je
/4 sinx 2 2
V) (= o)< 2 —2
(Vx6(0,2>> < ; <7r—|—p2(7r x)<n_+p(7r x))

i konstanta p; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @, 1(x), za p € (p1,p2), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni
maksimum, na intervalu (0,%) u tacki (t(l’),(pp,l <t(1’)>).
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

[0 (0-)] = 9y (1))
po parametru p € (py, p2), numericki odredeno sa

po=0.13323....

Minimaks aproksimant familije funkcija {@, 1(x)} per na intervalu (0,%) je

sinx 2
= ————0.13323...(t =2
¢P071(x> X p (TC x),

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
sin 2
2~ 2 40.13323... (1 — 2x)
X Y/
na intervalu (0, %) sa greSkom

do= inf  sup |01 ()] = @1 (04)] = @1 (1)) =0.055187...

pER x€(0,%)
Dokaz. U ovom dokazu ¢emo koristiti teoreme 5.64, 5.65, 2.61 2.9.

. . . c . -2
() Sledi na osnovu Teoreme 5.64 i raslojenosti jer je A(q) = ;ﬁ =pirzag=1.

(#ii) Sledi na osnovu Teoreme 5.65 i raslojenosti jer je B(g) = % =przag=1.
q

(i@0), (iv) Uvedimo familiju funkcija {y,(x)},cr definisanu sa y,(x) = —¢, |(x). Pokazacemo da
su za funkcije y),(x), za p € (p1, p2), ispunjeni svi uslovi za primenu Ogledalske Nike teoreme
(Teoreme 2.6).

Uslov (a) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.
Vazi da je
I’yp(x) _ f(x)

ax: X3’

gde je f(x) MTP funkcija data sa
f(x) = 2xcosx+x*sinx — 2sinx.
Primenom razvijenog dokazivaca, moze se dokazati da je

f(x)>0
na intervalu (0,%). Samim tim je

92y, (x)
—8;2 >0

z ), ¢ime je dokazana ispunjenost uslova (a).

2
Uslov (b) je ispunjen jer postoji desna okolina tacke 0 u kojoj vazi da je
IYp(x)

za p € (p1,p2), $to se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

na intervalu (0

v, (x) = (—1 +%+pn> —2px+o(x).
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Uslov (c) je ispunjen jer postoji leva okolina tacke 7 u kojoj vazi da je

. Oy (x)
Vp(x) <0 i e >0

za p € (p1,p2), $to se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

= (25-20) (== 5) +o(x-F).

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Ogledalske Nike teoreme (Teoreme 2.6), odakle

zakljuCujemo da funkcije W, (x), za p€ (p1, p2), imaju taéno jedan minimum na intervalu (0,%).

Stoga, funkcije @1 (x), za p € (p1, p2), imaju taéno jedan maksimum na intervalu (0, %), ¢ime

smo dokazali tvrdenje (iv). Takode, s obzirom na to da za p € (p1, p2) vazidaje @, 1(x) <Ou
nekoj desnoj okolini tacke 0 i da je @, (x) > 0 u nekoj levoj okolini tacke 7, dokazali smo i
tvrdenje (ii).

(v) Pokazacemo da su za familiju {Y,(x)} e[y, p,) 1SPunjeni svi uslovi za primenu Teoreme 2.9
(Ogledalska verzija Teoreme o postojanju i odredivanju minimaks aproksimanta — Teorema 2.8).
Uslov (a) je ispunjen jer je Wy, (x) > 01y, (x) < 0 za svako x€ (0,%) iy, (0) =0.

Uslov (b) je ispunjen jer su funkcije W, (x) neprekidne po p € (p1, p2) za svako x€ [0, ).
Uslov (c) je ispunjen jer za svako p € (pi, p2) postoji leva okolina tacke 7 u kojoj vazi da je
W, (x) < 0 (videti dokaz delova (ii) i (iv)).

Uslov (d) je ispunjen jer za svako p € (p1, p2) funkcija y,(x) ima tatno jedan ekstremum na
intervalu (0, %), koji je minimum (videti dokaz delova (i) i (iv)).

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.9, odakle se dobija minimaks aproksi-
mant familije {y),(x)},cr. Kako je y,(x) = —¢, 1(x), za istu vrednost parametra p se dobija i
minimaks aproksimant familije { @, 1 (x)} ,cr- [

Sa ciljem poboljSanja nejednakosti (5.72), analizirajmo familiju funkcija { @, 2(x)} ,ep, gde je

sinx 2
T_E_p(n2_4xz)’ xG(O,%},
¢p,2(x>:
-2 g x=0
7[ p7 - )

koja je definisana za x€ [0, 5] i za vrednosti parametra p € P = R. Familija {9, (x)} pcr je, na osnovu
Leme 5.31, opadajuce raslojena na intervalu [O, %) po parametru p € R.

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.60.

Teorema 5.68 Neka je

1 ) T—2
P1 :$:0_032251,,_ 1 pr= 7'[3 :0.036818....
Tada vaZi:

(i) Ako p€(—oo,py), vaZi da je

/4 2 2 sinx
(VXE (07§>> <%+p(n2_4x2) < %—I-Pl (7[2—4X2) < T)

i konstanta py je najbolja moguca.
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

(ii) Ako p€(p1,p2), jednacina @, (x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p ) i vazi da Jje

(Vxe (O,X(()p))) %—Fp(ﬂz —4x2) < %C

(Vxe (xép),g)) % < %+p(7r2—4x2) .

(iii) Ako p € (pa,+oo), vaZi da je

T sinx 2 2 ’ 2 ’ ’
(vre (0.5)) (7 <2 ip(w 4 < 2 p(n-a)
i konstanta p; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,2(x), za p € (p1,p2), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni
minimum, na intervalu (0, %) u tacki <t(1’), ®p2 (t(l’))>.

(v) Postoji tacno jedno reSenje jednacine

02 (0+) = |92 (1)
po parametru p € (p1, p2), numericki odredeno sa
po =0.036014....
Minimaks aproksimant familije funkcija {@,2(x)} per na intervalu (0,%) je

inx 2
Ppo2(x) = % = - 0.036014... (2 —4%)

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju

inx 2
ME o —0.036014... (7° —42°)
X

na intervalu (0, %) sa greskom

do=inf sup [ @2()] = @2 (0+) = | @2 (1)) = 0.0079283....

pER x€(0,%)

Dokaz. Na osnovu geometrije razmatrane familije, dokaz je analogan dokazu Teoreme 5.67. |

Sa ciljem poboljsanja nejednakosti (5.73), analizirajmo familiju funkcija { ¢, 3(x)} yep, gde je

sinx 2 5 g3 x
P p. p(?‘L’ 8x ), xe(O,z},
q)p,3(x):
P x=0
T p7 - 9

koja je definisana za x€ [0,5 ] i za vrednosti parametra p € P = R. Familija {9, 3(x)} per je, na osnovu
Leme 5.31, opadajuce raslojena na intervalu [O, g) po parametru p € R.

221



5 Primene

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.61.

Teorema 5.69 Neka je

T2 0.011719....
T

2 .
p1=757=00068439.. i p=

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—oo,py), vaZi da je

/4 2 2 sinx
(Vxe <O, 5)) <% +p (7r3 — 8x3) < pe + pi (7r3 — 8x3) < —)

X
i konstanta p1 je najbolja moguca.

(i) Ako p< (p1,p2), jednacina @, 3(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vazi da je

(‘v’xe (0,xép))) %+p(7t3 —8x3) < %C

(We (x(()p),g)> % < %+p(7t3—8x3) .

(#ii) Ako p € (p2,+oo), vaZi da je

T sinx 2 3 3 2 3 3
(VXG(O,§>> <T<%+p2(ﬂ' —8x)<E+p(7t —8x)
i konstanta p; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @,3(x), za p € (p1,p2), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni
minimum, na intervalu ((), %) u tacki (t(p), 0p3 (t(p))>.

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

@3 (04) = |93 (1)
po parametru p € (py, p2), numericki odredeno sa
po=0.010441....
Minimaks aproksimant familije funkcija { @, 3(x)} yer na intervalu (0, %) je

inx 2
Ppoa (1) = o =~ —0.010441... (7~ 8+%)
X

kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
sin 2
T 2 Z40.010441... (17 — 8%°)
X T

na intervalu (0, %) sa greskom

do=inf sup 19p3(x)] = @3 (0+) = | @y (1)) | = 0.039635....

pER x€(0,%)

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 5.68. |
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Sa ciljem poboljsanja nejednakosti (5.74), analizirajmo familiju funkcija {@, 4(x)} ,ep, gde je

Sii;‘_%_ 4_ 164 T
p(ﬂ? 16x ), xE(O, 2],
‘Pp,4(x)—
1——2—7174p x=0
) )

koja je definisana za x€ [0, 5] i za vrednosti parametra p € P = R. Familija {9, 4(x) } pcr je, na osnovu
Leme 5.31, opadajuce raslojena na intervalu [0, %) po parametru p € R.

U sledecoj teoremi dajemo poboljSanje Teoreme 5.62.

Teorema 5.70 Neka je

T2 0.0037304....
v/

1 .

Tada vaZi:

(i) Ako p€(—oo,p1), vaZi da je

/4 2 2 sinx
(VXG (0, 5)) (E +p (7(;4 _ l6x4) < pe + p1 (7[4 _ 16x4) < T)

i konstanta pi je najbolja moguca.

(ii) Ako p <€ (p1,p2), jednacina @y 4(x) = 0 ima jedinstveno reSenje x(()p )i vazi da je
) :
<Vx€ <0,xép)>> p +p (7r4 — 16x4) < Sy
X

(‘v’xe (x(()p),g>> % < %+p(7t4— 16x4) .

(#ii) Ako p € (pa,+oo), vaZi da je
(VxE(O E)) Siﬂ<%+p2(n4—l6x4)<%—|—p(7t4—16x4)
2 x T T

i konstanta p; je najbolja moguca.

(iv) Svaka funkcija @p4(x), za p € (p1,p2), ima tacno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni
minimum, na intervalu (O, %) u tacki (t(p), Opa (t(l’)>>.

(v) Postoji tacno jedno resenje jednacine

004(0+) = [0 ()]
po parametru p € (py, p2), numericki odredeno sa
po = 0.0031146....
Minimaks aproksimant familije funkcija { @, 4(x)} yer na intervalu (0, %) je

inx 2
Ppa(x) = == — = —0.0031146... (7 — 16x")
X
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kojim odredujemo odgovarajucu minimaks aproksimaciju
i 2
L —+0.0031146... (1* — 16x")
X

na intervalu (0, %) sa greSkom
do=inf  sup |@pa(x)] = @ (04) = | @ (™)) | = 0.059981...
pER x€(0,%)

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 5.68. [

Na sledecoj slici su prikazane familije funkcija {Q, 1 (X)}per, {@p2(X)}pers {0p 3 (%)} per 1 {@p 4 (X)}per
zax€ [0, 7] i za neke vrednosti parametra p.

1
p= 3 ‘
|
[
0.1 —
z 0.01} p=0.036014...

(a) (b)

p 0 \“‘\‘ D 0 ‘\““

2 “““ 1 \‘\‘g

= c p=o— M

0.1 P=3m w:: 2o {
I i

| 0.1 ‘

p=0.010441... p=0.0031146...

(© (d)

Slika 5.34: Neke funkcije iz raslojenih familija (a) {@,,1(x)}per, (b) {@p2(X)}per, (©) {@p3(x)} per,
(d) {@pa(x)}per

Primetimo da ukoliko je g1,¢> € N u Teoremi 5.66, dobija se Teorema 5.63.
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5.9.3 Neka ogranicenja i aproksimacije funkcije sinc

U ovoj sekciji, na osnovu Teorema 5.64, 5.65 1 5.67-5.70, dajemo neke aproksimacije funkcije sinc i

analiziramo maksimalne greSke navedenih aproksimacija.

Gornja i donja ogranicenja funkcije sinc se mogu koristiti za dobijanje aproksimacija ove funkcije.

Primetimo da je gornje ogranicenje funkcije sinc iz Teoreme 5.60 (najbolje gornje ogranicenje iz
Teoreme 5.68) isto kao 1 najbolje gornje ogranic¢enje iz Teoreme 5.64.

Tabela 5.1: Gornja ogranicenja funkcije sincx na intervalu (0, %)

Gornje ogranicenje Najvece odstupanje od
funkcije sincx na intervalu (O7 %) funkcije sincx na intervalu (O7 %)
i 2 2 —4
2 S (-2 T 027323,
X T T T
i 2 w2
2 T (-4 0.011612...
X T T
i 2 w2
2 S (-8 0.065358...
X T T
i 2 -2
smx _ <, 7 < (n* - 16x%) 0.10245...
X T oz
; 2 ) 2 2 _ —mr 42w +4
X 2 (w2 = (2x) 7! IR 0.070461..
X T (7[_2 _ 1> n'ﬂT 71-2 —4
4

Najbolje donje ogranicenje funkcije sinc iz Teoreme 5.64 je isto kao i najbolje donje ogranienje iz
Teoreme 5.65.

Tabela 5.2: Donja ogranicenja funkcije sincx na intervalu (O, g)

Donje ogranicenje Najvece odstupanje od
funkcije sincx na intervalu (O, %) funkcije sincx na intervalu (0, %)
2 -2 i
Sl oy < 0.082395...
T T X
2 1 i T3
S (P a) < 2 r e 0.045070...
T T X T
2 2 i 3m—8
S (g < I T2 _0.15117...
T 3m X
2 1 4 sinx 2w -5
4 — (rt—16x) < — = 0.20422...
7 o ( <) x 2
2 w2 2 i
4T (n% — () ,,32) < Y 0.0085153...
T n-mﬂLl X
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Optimalnije aproksimacije funkcije sincx dobijene su odredivanjem minimaks aproksimanata odgo-
varajucih familija funkcija.

Tabela 5.3: Minimaks aproksimacije funkcije sincx na intervalu (O, %)

Minimaks aproksimacija Najvece odstupanje od
funkcije sincx na intervalu (O7 %) funkcije sincx na intervalu (O, g)
i 2
T 2 10.13323... (T — 2x) 0.055187...
X T
i 2
Y —0.036014... (27 —4x?) 0.0079283...
X
i 2
T A 40.010441.. (n° —8Y)) 0.039635...
X
i 2
RPN —+0.0031146... (7* — 16x) 0.059981...
X
i 2
S = +0.043803... (71:1'84823"' - (2x)1'84823“'> 0.0026604...
X
i 2
SIY ~+0.051415... (n1~72287~- - (2x)1'72287"'> 0.0061296...
X
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Zakljucak i pravci buduceg istrazivanja

IstraZivanje u ovoj disertaciji ima nekoliko teorijskih matematickih doprinosa, kao i neke doprinose
racunarske prirode.

Poseban znacaj ove disertacije ogleda se u doprinosima razvoju teorije raslojenih familija funkcija.
Uopsten je pojam raslojenosti i monotone raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom.
Takode, definisan je pojam najboljih konstanti u nejednakostima, razmatrane su neke osobine najbo-
ljih konstanti u nejednakostima i date su teoreme koje omogucéavaju odredivanje najboljih konstanti u
nejednakostima. Data je teorema koja omogucava odredivanje vrednosti parametara za koje su funk-
cije iz viSeparametarske familije stalnog znaka na posmatranom intervalu. Na osnovu Nike teoreme,
dokazana je Ogledalska Nike teorema. Date su lema i teorema o jedinstvenosti minimaks aproksiman-
ta za datu raslojenu familiju funkcija, kao i poboljSanja teoreme o postojanju i odredivanju minimaks
aproksimanta. Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija, razvijen je Parametarski metod za do-
kazivanje nekih analitickih nejednakosti. Po analogiji sa parametarskim metodom, razvijen je Novi
parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti 1 odredivanje minimaks aproksimanata. Oba
razvijena metoda omogucavaju odredivanje najboljih konstanti u razmatranoj nejednakosti.

Na osnovu teorijskih doprinosa u vezi sa raslojenim familijama funkcija, razvijene su odgovarajuce
strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitickih nejednakosti. Primenom Strate-
gije za odredivanje najboljih konstanti, dobijaju se najbolje konstante za odgovarajuce nejednakosti i
mogu se izdvojiti sve funkcije iz familije koje su stalnog znaka na posmatranom intervalu. Strategija
zasnovana na Nike teoremi omogucéava odredivanje vrednosti parametra za koju se dobija minimaks
aproksimant familije. Primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu i Strategije zasno-
vane na Novom parametarskom metodu, odreduje se znak funkcija za sve vrednosti parametra za koje
je familija raslojena. Pri tome, primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu,
dobija se 1 minimaks aproksimant familije. Navedene strategije se mogu primeniti na velikom broju
nejednakosti, kao Sto je pokazano u Poglavlju 5.

Znacajan doprinos disertacije predstavljaju i poboljSanja i uopStenja metoda za dokazivanje MTP
nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Intervali na kojima vaZe naviS$ne i naniZzne Tejlorove polinomske
aproksimacije sinusne i kosinusne funkcije su prosireni sa kona¢nih na beskonac¢ne i dokazane su
neke teoreme o poretku ovih Tejlorovih polinoma. Metod je proSiren tako da se nejednakosti mogu
dokazati ne samo na intervalu (0,b), b€R™, ve¢ i na proizvoljnom kona¢nom intervalu. Zbog toga su
predloZena tri naCina dokazivanja: Dokazivanje translacijom, Dokazivanje simetrijom i Dokazivanje
deljenjem intervala. Takode, metod je proSiren tako da se moZe primeniti i na neke novouvedene
klase nejednakosti: MEP nejednakosti, kao i neka uopsStenja MTP i MEP nejednakosti. Na osnovu
ovog metoda, razvijen je i novi metod za dokazivanje MHTP nejednakosti 1 nekih uvedenih uopStenja
MHTP nejednakosti. Takode, dati su i metodi za izolovanje nula i ekstremuma funkcija iz razmatranih
klasa.

Na osnovu metoda za dokazivanje nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti, razvijen je i

implementiran sistem za automatsko dokazivanje nejednakosti sa funkcijama iz klase M, koja uklju-
cuje MTP funkcije, MEP funkcije, kao 1 neka uopStenja 1 konacne zbirove ovih funkcija.
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Jedan od problema prilikom razvoja dokazivaca bio je formulisanje algoritma za aproksimaciju real-
nih funkcija koje se javljaju u polaznoj nejednakosti odgovarajuéim Tejlorovim polinomima tako da
se, ako postoji, odredi polinomska aproksimacija koja je dovoljna za dokaz zadate nejednakosti. Sa
ciljem reSavanja ovog problema, analiziran je poredak Tejlorovih razvoja razmatarnih realnih funkci-
ja1dato je nekoliko strategija: Strategija za redukovanje broja indeksa grupisanjem sabiraka polazne
funkcije, Strategija simultanog uvecavanja vrednosti indeksa, Strategija za smanjenje stepena poli-
nomske aproksimacije i Strategija postepenog uvecavanja vrednosti indeksa.

Sistem je implementiran na osnovu Algoritama 1-5. U Algoritmu 1 traZi se potencijalni kontrapri-
mer. U Algoritmu 2 vrsi se transformacija posmatrane funkcije u zapis preko visestrukih uglova, kao
1 primena metoda Dokazivanje translacijom, Dokazivanje simetrijom i Dokazivanje deljenjem inter-
vala, uz pozivanje Algoritma 3. U Algoritmu 3 se, primenom Strategije za redukovanje broja indeksa
1 Strategije postepenog uvecavanja vrednosti indeksa, odreduju nanizne polinomske aproksimacije
zadate funkcije na zadatom intervalu, pri ¢emu se pozitivnost dobijenih aproksimacija ispituje pri-
menom Algoritma 4. U Algoritmu 4 se odreduje naniZna polinomska aproksimacija sa racionalnim
koeficijentima za zadati polinom ako taj polinom ima iracionalne koeficijente i poziva se Algoritam 5.
U Algoritmu 5 se, primenom Sturmove teoreme, proverava pozitivnost zadatog polinoma na zadatom
intervalu.

Razvijeni sistem moZe u prihvatljivom vremenu da dokaZe nejednakosti iz klase M koje bi Covek
zbog obima posla sporo i/ili veoma teSko dokazivao. Pri tome, dokazi koje sistem generiSe prika-
zuju se na ekranu u stilu koji je razumljiv i blizak ljudskom nacinu pisanja dokaza, Sto olakSava 1
razumevanje i verifikaciju dokaza.

Sistem je uspesno dokazao veci broj nejednakosti iz radova koji su objavljeni u ¢asopisima sa JCR
liste, a testiran je i na nejednakostima koje nisu tacne, za koje je nalazio kontraprimer. Ako sistem
ne uspe ni da generiSe dokaz ni da pronade kontraprimer, korisnik se o tome obaveStava i pruza mu
se mogucnost da promeni postavke sistema 1 zapocne ceo ciklus traZzenja dokaza/kontraprimera iz
pocetka.

Pored dokazivanja nejednakosti, implementirani sistem se moze Koristiti i za izolovanje intervala koji
sadrZe nule ili ekstremume funkcija iz klase M.

Primenom koncepta raslojenosti i razvijenog dokazivaca, poboljSane su nejednakosti iz [52, 63, 66,
83, 85,89,91, 102, 129, 141, 165, 166, 174, 176,202, 218,222,224, 230] i dobijene su nove nejedna-
kosti i aproksimacije. Na slican nacin se mogu poboljsati i mnoge druge nejednakosti u teoriji anali-
tickih nejednakosti. Razvijeni dokaziva¢ moZe se Koristiti za reSavanje otvorenih problema koji su
reSeni u [24] primenom sistema SimTheP, kao i za dokazivanje brojnih analiti¢kih nejednakosti
[10,13-20,22,23,25-27,29-31,33-35,37,38,40,41,44-47,49-51, 53-56, 58, 64, 69, 78, 80, 81, 85,
89-91,100-103,106,110,112,114,115,119-129,133-138,140-142,146-148,155,167,169,174,175,
177,179,181,196, 198,202,208-210,213,214,218,221-224,226,227,229,230].

Analiza raslojenih familija funkcija se pokazala kao dobra tehnika za dokazivanje, uopStavanje i for-
miranje novih analitiCkih nejednakosti i odredivanje optimalnih (minimaks) aproksimacija. Automa-
tizacija procesa dokazivanja nejednakosti sa funkcijama iz klase M jedan je doprinos teoriji anali-
tickih nejednakosti, a takode i doprinos primeni teorije raslojenih familija funkcija u matematici i
inZenjerstvu.

Pravci bududeg istrazivanja. Jedan od pravaca buduceg istrazivanja bice dalji razvoj teorije i pri-
mene raslojenih familija funkcija. Posebno se ocekuje dalje razmatranje viSeparametarskih familija
funkcija i dokazivanje novih nejednakosti i aproksimacija.

Drugi pravac buduceg rada bice proSirenje metoda i sistema za dokazivanje nejednakosti svodenjem
na polinomske nejednakosti tako da se omoguci i dokazivanje novih klasa nejednakosti koje, pored
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sinusne, kosinusne i eksponencijalne, sadrZe joS neke realne funkcije. NaniZne i navi§ne polinomske
aproksimacije takvih funkcija odredivacemo primenom Tejlorovih razvoja, duplih Tejlorovih razvoja
[21,117,118,130] i razvoja koji su dostupni u raznim matemati¢kim enciklopedijama [1,75].

U planu je da se, putem interneta, omogucéi javna dostupnost razvijenog sistema. Ocekuje se i formal-
no dokazivanje saglasnosti razvijenog sistema, kao 1 dokazivanje potpunosti metoda za dokazivanje
nejednakosti svodenjem na polinomske nejednakosti za funkcije iz klase M na kona¢nim intervalima.
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obpasay usjase o aymopcmesy

U3jaBa 0 ayTOPCTBY

Wme 1 npesuMe ayTopa __Munow Muhosuh

Bpoj uuzekca 2021/5020

H3zjaB/byjeM

Jla je JOKTOpCKa AHcepTalyja o/y HacJI0BOM

,PacnojeHe pammavje dyHkuUWja 1 cTpaTervje 3a

ayTOMaTCKO [0Ka3MBakbe HEKUX aHaNINTYKMX HejeAHaKoCTN"

® pe3yJITaT COIICTBEHOI HUCTPaAXUBAYKOT pajia;

e Ja fucepTalyja y lleJIMHHU HU y JieJIOBMMa Huje OWJia npejyloxkeHa 3a CTHLabe Apyre
JUILJIOMe NpeMa CTYAMjCKUM IporpaMuMa Jpyrux BUCOKOIIKOJICKHX yCTaHOBa;

e Jla Cy pe3yJITaTH KOPEKTHO HaBeJleHH U
e /la HHCAM KpUIMO/JIa ayTOPCKa IPaBa U KOPUCTHO//1a UHTEJEKTYalHy CBOJHHY APYTHX
JIMLA.

IloTnuc ayropa

Y Beorpaay, _18.05.2026.
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06pasay usjage o0 UCM0OBEMHOCMU WMAMNAHE U e/eKMPOHCKe sep3uje dokmopckoz pada

M3jaBa 0 MCTOBETHOCTH IITaMIIaHe U eJIeKTPOHCKe Bep3uje JOKTOPCKOr
paja

1Me 1 npesume ayTopa ___Munow Muhosuh

Bpoj unaekca _2021/5020

CTyAHMjCKM IIporpam EnekTpoTexHuka v pavyHapCcTBo
,Pacnojere pamunvje dyHKUMja 1 cTpaTeruje 3a
HacsioB pajja _2YTOMATCKO 10Ka3VBatbe HEKUX aHa/IMTUYKMX HejeaHaKoCcTn"

MeHTOp npod. a4p bpaHko Manewesuh, npod. ap TaTjaHa JlyToBal,

WsjaB/byjeM fJa je lITaMIaHa Bep3uja MOr AOKTOPCKOI paAa MCTOBETHA €JIEKTPOHCKO]J
Bep3Wju KOjy caM Inpejao/sa paAu INoXpamHBama y JIMTUTa/IHOM PEeNo3HUTOPHjyMy

YuuBep3surteTa y beorpaay.

Jlo3Bo/baBaM Jia ce o6jaBe MOjM JIMYHHM MOJALH Be3aHH 3a nobujambe aKaZleMCKOT HasuBa
JIOKTOpa HayKa, Kao LITO Cy UMe U [Ipe3rnMe, roJiiHa U MeCTO pohemwa u AaTyM of6paHe paja.

OBM JIMYHY MOAALH MOTY Ce 06jaBUTH Ha MPEXHHM CTpPaHMIaMa JMTUTalHe GHOIHOTEKe, ¥
eJIeKTPOHCKOM KaTaJIory U y yG/inKanujamMma YHuBep3uTeTa y beorpazny.

[loTnuc ayTopa

Y Beorpaay, ___18.05.2026.
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o6pasay usjase o kopuwherey

H3sjaBa o kopumhemwy

Opsawhyjem YHuBepsuTeTcKy Oubnuorexy ,CBeTo3ap MapkoBuh“ pga y /JlurutasHu
penosuTopujyM YHuBepsuTeTa y beorpagy yHece MOjy J[OKTOPCKY JUCepTauujy Moj
HaCJI0BOM:

,Pacnojere dpamumanje pyHKUMja 1 cTpaTervje 3a

ayTOMAaTCKO [J0Ka3MBatbe HEKMX aHaNNTUYUKINX HejegHakocTn”

Koja je Moje ayTOPCKO ZieJio.

JlucepTanujy ca CBUM IpUJIO3MMa TpeJao/sia caM y eleKTPOHCKOM dopMaTy MoroJHoOM 3a
TpajHO apXUBHUpalbe.

Mojy AOKTOPCKY AHcepTalMjy noxpatbeHy y AMruTaiioM peno3uTopujyMy YHHUBep3UTeTa y
Beorpajy ¥ AOCTYIHY y OTBOPEHOM IPHUCTYNy MOTY /Jia KOPUCTE CBH KOju MmouTyjy oapen6e
cajipkaHe y ofiabpaHoM THmy JinueHle KpeaTusHe 3ajeauune (Creative Commons) 3a Kojy
caM ce OJJIy4Ho/1a.

1. Aytopctso (CC BY)

2. AytopcTBo - HekoMepuujasaHo (CC BY-NC)
@AyTopCTBo - HeKoMepIHjanHo - 6e3 npepaga (CC BY-NC-ND)

4, AyTOpCTBO — HEKOMepPLHjaJHO — IeJIUTH N0/ UCTHM yCI0BHMA (CC BY-NC-SA)
5. AytopctBo - 6e3 npepaza (CC BY-ND)

6. AyTOPCTBO — JIeIMTH 104 UcTUM ycaoBuMa (CC BY-5A)

(MosIMMO /1a 3a0KPYKUTE CaMO jeJJHy OJf LIeCT IIOHYheHUX JIMLeHIH.
KpaTak omMC JIMLEHLU je CacTaBHH Jleo OBe u3jaBe).

[ToTnuc ayTopa

Y Beorpaay, 18.05.2026.
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1. AyropcTBo. Jlo3Bo/baBaTe yMHOXaBare, JIMCTPUOYLHjY U jaBHO caonuuTaBame Je/a, u
npepajie, ako ce HaBeJle MMe ayTopa Ha Ha4YMH oapebeH oj cTpaHe ayropa HJH JlaBaona
JIMLEHLE, YaK U y KoMepLijaiHe cBpxe. OBO je Hajc/10604AHM]ja 0/} CBUX JIMIIEHIIH.

2. AyTopcTBO - HeKoMepuMjajHo. /[o3Bo/paBaTe yMHOXaBaibe, JUCTPUOYLUJY U jaBHO
caoNITaBame JeJa, ¥ Ipepajie, ako ce HaBeJe WMe ayTopa Ha HauuH ozpeheH oJ cTpaHe
ayTopa WM JaBaoua JuueHLe. OBa JIMIeHIa He 103B0/baBa KOMePLHjaHy ynotpeby Aea.

3. AyTOpCcTBO - HeKoMepHujaaiHo - 6e3 mnpepajaa. /[lo3Bo/baBaTe yMHOXaBaibe,
JAUCTPUGYLIHjy U jaBHO caollUTaBaibe Jesia, 6e3 MpoMeHa, Npeob/IHKOBaka MU ynorpebe
Jesa y CBOM Jlesly, aKO ce HaBeJe MMe ayTopa Ha Ha4yMH oJ(peheH OJ CTpaHe ayTopa W/u
nasaona JuneHLe. OBa JMIeHIa He 03B0J/baBa KOMepILHja/iHy ynoTpeby Aesa. Y 0/HOCY Ha
CBe ocTaJle JIMLEHIe, 0BOM JIMIIEHIIOM ce orpaHHyaBa Hajehu 06uM npasa Kopuurhemwa AeJa.

4. AyTOpPCTBO - HEKOMEpUMja/HO - /[eJMTH NOJ HMCTHM yC/l0BMMA. Jlo3BoJbaBaTe
YyMHOXaBarbe, JUCTPUOYLHjy U jaBHO caollUTaBaibe Jesa, U Mnpepaje, ako ce HaBe/e UMe
ayTopa Ha HauuH ojpeheH OJ CTpaHe ayTopa WJM JaBaoua JMIEHLe U aKo ce mpepaja
AMCTpubyMpa IMOJ HCTOM WJIM CJIMYHOM JMLeHnoMm. OBa JiMleHL@ He J[I03BO/baBa

KOMepIHjaHy YoTpeby Jesia U npepaja.

5. AyTtopcTBo - Ge3 mnpepaja. /lo3Bo/baBaTe yYMHOMaBame, JUCTPUOYLHjy M JaBHO
caomuITaBame feJa, 6e3 NpoMeHa, MpeobJUKOBaka WK yoTpebe Jiejla y CBOM Jiesly, aKo ce
HaBeJe MMe ayTopa Ha HauuH ojpebheH oj cTpaHe ayTopa MM JaBaoua JuueHue. OBa
JIMLeHLa 03B0/baBa KOMepILHjaJHy yIoTpeoy Jea.

6. AyTOPCTBO - J€JUTH [0J UCTUM YCJI0OBHMA. /[03BO/baBaTe YMHOXKaBambe, JUCTPUOYLH]Y
M jaBHO caoNlITaBaibe Jesa, U Ipepaje, ako ce HaBeJie MMe ayTopa Ha HayMH ojpeheH oj
CTpaHe ayTopa WM JaBaolia JIMLEHLe M aKo ce mpepaja AMCTPUOyHpa HOJA HCTOM HJIH
caiM4HOM JsuieHnoM. OBa JIMIIEHLA /103B0J/baBa KOMepLHMjaJIHy ynoTpeby jesa U npepaja.
CsinyHa je copTBEpPCKUM JIMLeHL,aMa, OJHOCHO JIMIIeHI[aMa OTBOPEHOT Ko/a.
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