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Članovi komisije:

dr Bojana Mihailović, vanredni profesor
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Naslov doktorske disertacije: Raslojene familije funkcija i strategije za automatsko dokazivanje
nekih analitičkih nejednakosti

Sažetak: Glavni predmeti ove disertacije su razvoj teorije raslojenih familija funkcija, poboljšanje i
proširenje metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti i razvoj stra-
tegija i sistema za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti.

U ovoj disertaciji je razmatrana raslojenost jednoparametarskih familija funkcija i uopšten je pojam
raslojenosti i monotone raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom. Takod-e, razmatrani
su pojam i odred-ivanje najboljih konstanti u nejednakostima. Data su neka poboljšanja Nike teore-
me, koja se koristi za dokazivanje činjenice da funkcija ima tačno jedan ekstremum na posmatranom
intervalu. Za datu raslojenu familiju funkcija razmatrani su postojanje, jedinstvenost i odred-ivanje
minimaks aproksimanta kao funkcije iz familije za koju je odstupanje od apscise najmanje moguće (u
odnosu na sve ostale funkcije iz familije). Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija, razvijen je
Parametarski metod za dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti. Ovaj metod se zasniva na izdva-
janju onih funkcija iz posmatrane familije koje imaju nulu na posmatranom intervalu. Po analogiji sa
parametarskim metodom, razvijen je Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i
odred-ivanje minimaks aproksimanata. Ovaj metod se zasniva na izdvajanju onih funkcija iz posma-
trane familije koje imaju stacionarnu tačku na posmatranom intervalu. Parametarski i Novi parame-
tarski metod omogućavaju odred-ivanje najboljih konstanti u razmatranoj nejednakosti. Uz teorijske
rezultate, razvijene su i neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitičkih
nejednakosti.

U disertaciji je takod-e poboljšan i proširen jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko
polinomskih (MTP) nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti. Taj metod se zasniva na
aproksimaciji trigonometrijskih funkcija (koje se javljaju u datoj nejednakosti) odgovarajućim Tejlo-
rovim polinomima, čime se dokaz date MTP nejednakosti svodi na dokaz polinomske nejednakosti.
Po analogiji sa tim metodom, dat je metod za dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih
(MEP) nejednakosti, koje su uvedene u disertaciji, kao i nekih uopštenja MTP i MEP nejednakosti.
Za dokazivanje polinomskih nejednakosti koristila se Šturmova teorema.

Posebno je analiziran poredak Tejlorovih razvoja razmatranih realnih funkcija. Na osnovu te anali-
ze, razvijene su nove strategije za aproksimaciju trigonometrijskih i eksponencijalnih funkcija od-
govarajućim Tejlorovim polinomima tako da se dokazivanje date nejednakosti svede na dokazivanje
polinomske nejednakosti. Takod-e, razvijen je algoritam za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na
polinomske nejednakosti i implementiran je jedan novi sistem za automatsko dokazivanje nejedna-
kosti. Pri tome, dokazi dobijeni primenom razvijenog sistema prikazuju se korisniku u stilu koji je
blizak ljudskom načinu dokazivanja.

U disertaciji su date i primene koncepta raslojenih familija funkcija i razvijenog dokazivača u te-
oriji analitičkih nejednakosti. Dat je novi dokaz jedne od Huygens-ovih nejednakosti, koja je tek
nedavno dokazana. Dobijena su poboljšanja i uopštenja Cusa-Huygens i nekih tipova Cusa-Huygens
nejednakosti, jednog tipa Wilker-ove nejednakosti, Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti, eksponenci-
jalno polinomskih nejednakosti, nekih tipova Mitrinović-Adamović nejednakosti, D’Aurizio-Sándor
nejednakosti i jednog tipa D’Aurizio-Sándor nejednakosti, nekih ograničenja sinc funkcije preko ko-
sinusnih funkcija i nekih tipova Jordan-ove nejednakosti, kao i neke nove nejednakosti i minimaks
aproksimacije.

Ključne reči: raslojene familije funkcija; analitičke nejednakosti; miksovano trigonometrijsko poli-
nomske funkcije; miksovano eksponencijalno polinomske funkcije; minimaks aproksimacije; metodi,
strategije i algoritmi za dokazivanje nejednakosti; automatsko dokazivanje; veštačka inteligencija.

Naučna oblast: Elektrotehnika i računarstvo.

Uža naučna oblast: Primenjena matematika.



Title of the Doctoral Dissertation: Stratified families of functions and strategies for automated
proving of some analytic inequalities

Abstract: The main subjects of this dissertation are the development of the theory of stratified families
of functions, the improvement and extension of a method for proving inequalities by reducing them
to polynomial inequalities and the development of strategies and a system for automated proving of
some analytic inequalities.

In this dissertation the stratification of one-parameter families of functions was considered and the
notion of the stratification and the monotonic stratification of a family of functions over some real
set was generalised. Furthermore, the notion and determination of the best constants in inequalities
were considered. Some improvements of the Nike theorem, which is used to prove the fact that a
function has exactly one extremum on the observed interval, were given. For a given stratified family
of functions the existence, uniqueness and determination of the minimax approximant as a function
from the family for which the deviation from the abscissa is the least possible (compared to all the
other functions from the family) were considered. Based on the properties of stratified families of
functions, a Parametric method for proving some analytic inequalities was developed. This method is
based on selecting those functions from an observed family that have zero on an observed interval. By
analogy with the Parametric method, a Novel parametric method for proving some inequalities and
determining minimax approximants was developed. This method is based on selecting those functions
from an observed family that have a stationary point on an observed interval. The Parametric and the
Novel parametric method enable the determination of the best constants in a considered inequality.
Alongside the theoretical results, some strategies for the application of stratified families of functions
in the theory of analytic inequalities were developed.

In the dissertation a method for proving mixed trigonometric polynomial (MTP) inequalities by re-
ducing them to polynomial inequalities is also improved and extended. That method is based on the
approximation of the trigonometric functions (which appear in a given inequality) by the correspon-
ding Taylor polynomials, which reduces the proof of a given MTP inequality to the proof of a po-
lynomial inequality. By analogy with that method, a method is given for proving mixed exponential
polynomial (MEP) inequalities, which were introduced in the dissertation, as well as some genera-
lisations of MTP and MEP inequalities. For proving polynomial inequalities Sturm’s theorem was
used.

In particular, the order of Taylor expansions of the considered real functions was analysed. Based on
that analysis, new strategies were developed for the approximation of trigonometric and exponential
functions by corresponding Taylor polynomials so that proving a given inequality reduces to proving
a polynomial inequality. Also, an algorithm for proving inequalities by reducing them to polynomial
inequalities was developed and a new system for automated proving of inequalities was implemented.
Furthermore, the proofs obtained by applying the developed system are presented to the user in a style
that is close to the human way of proving.

In the dissertation applications of the concept of stratified families of functions and the developed
prover in the theory of analytic inequalities were given. A new proof of one of Huygens’s inequali-
ties, which was recently proved, was given. Improvements and generalisations of the Cusa-Huygens
and some Cusa-Huygens-type inequalities, one Wilker-type inequality, Wilker-Cusa-Huygens inequa-
lities, exponential polynomial inequalities, some Mitrinović-Adamović-type inequalities, D’Aurizio-
-Sándor inequalities and one D’Aurizio-Sándor-type inequality, some bounds of the sinc function via
cosine functions and some Jordan-type inequalities were obtained, as well as some new inequalities
and minimax approximations.

Keywords: stratified families of functions; analytic inequalities; mixed trigonometric polynomial
functions; mixed exponential polynomial functions; minimax approximations; methods, strategies
and algorithms for proving inequalities; automated proving; artificial intelligence.

Scientific Field: Electrical Engineering and Computing.

Scientific Subfield: Applied Mathematics.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.4.1 Pronalaženje kontraprimera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
4.4.2 Dokazivanje raznih klasa nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.4.2.1 Dokazivanje polinomskih nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . 116
4.4.2.2 Dokazivanje MTP nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.4.2.3 Dokazivanje uopštenih MTP nejednakosti . . . . . . . . . . . . . 120
4.4.2.4 Dokazivanje MEP nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
4.4.2.5 Dokazivanje uopštenih MEP nejednakosti . . . . . . . . . . . . . 123
4.4.2.6 Dokazivanje nejednakosti koje sadrže i trigonometrijske i ekspo-

nencijalne funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
4.4.3 Postavke sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.4.4 Primena sistema u izolovanju nula i izolovanju ekstremuma funkcija . . . . 127

4.5 O korektnosti rada sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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Spisak korišćenih oznaka

Oznaka Značenje

{ϕp(x)}p∈P familija funkcija sa argumentom x∈S⊆ R i parametrom p∈P⊆ R

ϕ
(m)
p (x) =

∂ mϕp(x)
∂xm , gde m∈N

⌈c⌉ najmanji ceo broj koji je veći od c∈R ili jednak tom broju

⌊c⌋ najveći ceo broj koji je manji od c∈R ili jednak tom broju

T φ ,c
n (x) Tejlorov razvoj stepena n funkcije φ(x) u okolini tačke c∈R

cφ ,c
k

koeficijent člana stepena k Tejlorovog razvoja T φ ,c
n (x), gde je

k∈{0,1,2, ...,n}

exp−(x) = e−x

f (c+) = lim
x→c+

f (x), gde je f realna funkcija i c∈R

f (c−) = lim
x→c−

f (x), gde je f realna funkcija i c∈R

rem
(
P1(x),P2(x)

)
ostatak pri deljenju polinoma P1(x) polinomom P2(x)

dg
(
P(x)

)
stepen polinoma P(x)

□ kraj primera

■ kraj dokaza

■ kraj tekstualne celine

iv



Uvod

„Good order is the foundation of all good things.”

Edmund Burke (1729–1797)

Još od antičkih vremena postojala je potreba da se uporede različiti realni izrazi i funkcije, tj. da se
provere odgovarajuće nejednakosti. Matematičari tog perioda znali su za nejednakost trougla, nejed-
nakost aritmetičke i geometrijske sredine, a odred-ivali su i aproksimacije broja π . Od osamnaestog
veka proučavanje nejednakosti postaje znatno učestalije. Odred-ivanje približnih vrednosti brojeva,
aproksimacija funkcija i odred-enih integrala svodi se na dokazivanje odgovarajućih nejednakosti, što
je danas čest predmet istraživanja u matematici, kao i u mnogim drugim oblastima nauke i inženjer-
stva. [72]

Postoje različiti metodi, strategije i pristupi koji su razvijeni za dokazivanje raznih nejednakosti. Bu-
dući da dokazivanje nejednakosti može biti složeno i vremenski zahtevno, razvijeni su i neki sistemi
za automatsko dokazivanje nejednakosti. Med-utim, svi ovi metodi, strategije i sistemi imaju neka
ograničenja s obzirom na to da postoje neprekidne funkcije za koje je dokazivanje pozitivnosti nad
nekim realnim segmentom neodlučiv problem [163].

U ovoj disertaciji proučavaćemo familije funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisane za vrednosti argumenta
x∈S⊆R i za vrednosti parametra p∈P⊆R. U teoriji analitičkih nejednakosti, nedavno je, u [127],
uveden pojam raslojenih familija funkcija. Intuitivno, familija funkcija je raslojena nad datim skupom
ukoliko se nijedne dve funkcije iz te familije ne seku nad tim skupom. Posebno su značajne monotono
raslojene familije funkcija (tj. funkcije koje su monotone po parametru) jer postoji poredak funkcija
u takvim familijama.

Na osnovu konkretnih nejednakosti, uvod-enjem parametra umesto pojedinih konstanti, može se uočiti
odgovarajuća familija funkcija. Analiziranje takvih familija funkcija omogućava istovremeno razma-
tranje i eventualno dokazivanje nejednakosti za one realne vrednosti parametra za koje je uočena
familija raslojena. Od posebnog značaja je odred-ivanje one vrednosti parametra za koje se dobijaju
najbolje konstante za odgovarajuće nejednakosti, kao i vrednost parametra za koju se dobija aproksi-
macija sa najmanjom greškom aproksimacije u odnosu na odred-enu metriku (minimaks aproksimaci-
ja [127]).

Jedan od glavnih predmeta ove disertacije je dalji razvoj teorije raslojenih familija funkcija, kao i
primena dobijenih teorijskih rezultata u poboljšavanju i uopštavanju nekih postojećih nejednakosti i
odred-ivanju odgovarajućih minimaks aproksimacija.

U primenama teorije raslojenih familija funkcija često je potrebno ispitati znak neke miksovano tri-
gonometrijsko polinomske (MTP) funkcije. MTP funkcije su konačne linearne kombinacije izraza
oblika xp cosqx sinrx, gde p,q,r ∈N0. Za ispitivanje znaka MTP funkcija, tj. za dokazivanje odgo-
varajuće MTP nejednakosti, koristićemo metod iz [120]. Primenom tog metoda se, aproksimacijom
trigonometrijskih funkcija odgovarajućim Tejlorovim (Taylor) razvojima, dokaz MTP nejednakosti
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svodi na dokaz polinomske nejednakosti. Na primer, za dokazivanje pozitivnosti neke MTP funkci-
je, dovoljno je odrediti jednu pozitivnu nanižnu polinomsku aproksimaciju (ukoliko postoji) te MTP
funkcije na posmatranom intervalu.

U ovoj disertaciji poboljšaćemo metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz [120] tako da se mo-
gu dokazati nejednakosti na proizvoljnom konačnom intervalu, kao i neke nove klase nejednakosti.
Uvešćemo klasu miksovano eksponencijalno polinomskih (MEP) funkcija koje predstavljaju konač-
ne linearne kombinacije izraza oblika xpe−qx, gde p,q∈N0. Takod-e, razmatraćemo i neka uopštenja
MTP i MEP funkcija.

Za dokazivanje polinomskih nejednakosti koristićemo Šturmovu (Sturm) teoremu, pomoću koje se
može odrediti broj nula polinoma na posmatranom realnom segmentu.

Dokazivanje MTP i MEP nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti često je veoma kom-
pleksno i vremenski zahtevno i stoga bi bilo poželjno automatizovati taj proces. Jedan od glavnih
problema prilikom implementacije ovog metoda za dokazivanje nejednakosti jeste formulisanje al-
goritma za aproksimaciju realnih funkcija, koje se javljaju u polaznoj nejednakosti, odgovarajućim
Tejlorovim polinomima tih funkcija u cilju dobijanja odgovarajućih nanižnih/navišnih polinomskih
aproksimacija. U [157] autori dokazivača MetiTarski ukazali su na postojanje ovog problema i naveli
da je to jedan od razloga zbog kog su koristili metod rezolucije pri implementaciji dokazivača. U
ovoj disertaciji analiziraćemo poredak Tejlorovih razvoja realnih funkcija i, na osnovu te analize, for-
miraćemo neke strategije za odred-ivanje stepena Tejlorovih polinoma kojima aproksimiramo realne
funkcije koje se javljaju u nejednakostima.

Predmeti ove disertacije su i razvoj i implementacija jednog sistema za automatsko dokazivanje ne-
jednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti. Pri implementaciji sistema, posebna pažnja biće
posvećena tome da dokazi budu čitljivi i jednostavni za verifikaciju.

Struktura disertacije. U prvom poglavlju dat je pregled nekih postojećih rezultata, dok ostala pogla-
vlja sadrže nove rezultate, od kojih su neki objavljeni u [27, 121–126, 133, 135, 136].

U drugom poglavlju dati su teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija: definicija i neke osobi-
ne raslojenih familija funkcija i najboljih konstanti u nejednakostima, neke teoreme koje omogućavaju
odred-ivanje najboljih konstanti u nejednakostima, neka uopštenja Nike teoreme (koja se koristi za do-
kazivanje da funkcija ima tačno jedan ekstremum na posmatranom intervalu), teoreme o jedinstveno-
sti, postojanju i odred-ivanju minimaks aproksimanta za neke raslojene familije funkcija, Parametarski
metod za dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti i Novi parametarski metod za dokazivanje nekih
nejednakosti i odred-ivanje minimaks aproksimacija. Na osnovu ovih teorijskih rezultata su razvijene
i neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitičkih nejednakosti.

U trećem poglavlju data su poboljšanja i proširenja metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz [120]
i metodi za izolovanje nula i ekstremuma funkcija iz razmatranih klasa.

U četvrtom poglavlju, na osnovu analize Tejlorovih razvoja razmatranih funkcija, razvijene su strate-
gije za aproksimaciju realnih funkcija, koje se javljaju u polaznoj nejednakosti, odgovarajućim Tej-
lorovim polinomima. Na taj način se dokaz polazne nejednakosti može svesti na dokaz polinomske
nejednakosti nad posmatranim intervalom. Takod-e, razvijen je algoritam za dokazivanje nekih klasa
nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti. Taj algoritam je implementiran u okviru razvi-
jenog dokazivača.

U petom poglavlju su, primenom koncepta raslojenosti i razvijenog dokazivača, dati novi dokazi,
poboljšanja i proširenja oko trideset postojećih nejednakosti i dobijene su neke nove nejednakosti i
minimaks aproksimacije.
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Sestrama, Milici i Mirjani, zahvalan sam na podršci. Najveću zahvalnost dugujem svojim roditeljima,
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Poglavlje 1

Pregled postojećih rezultata

1.1 Raslojene familije funkcija
Koncept raslojenih familija funkcija u teoriji analitičkih nejednakosti uveden je u [127]. U tom radu
data je definicija raslojenih funkcija, kao i neki teorijski rezultati, koje navodimo u nastavku pre-
ma [127].

Definicija 1.1 Funkcije ϕp(x), gde x∈(a,b)⊆ R i p∈R+, jesu rastuće raslojene ukoliko je

(∀x∈(a,b))
(
∀p1, p2∈R+

)
(p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x)< ϕp2(x)) ,

tj. opadajuće raslojene ukoliko je

(∀x∈(a,b))
(
∀p1, p2∈R+

)
(p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x)> ϕp2(x)) .

U [127] je takod-e uveden i sledeći pojam minimaks aproksimanta:

Definicija 1.2 Funkcija ϕp0(x) iz familije funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈ (a,b) ⊆ R i p∈R+, jeste
minimaks aproksimant na intervalu (a,b) ukoliko se za vrednost parametra p = p0 ∈R+ dostiže
infimum greške

d(p) = sup
x∈(a,b)

∣∣ϕp(x)
∣∣ .

Termin raslojene familije funkcija je korišćen u [146]. U okviru te doktorske disertacije razmatrano
je odred-ivanje minimaks aproksimanata u odnosu na neke druge metrike i primenom raslojenosti su
dobijena neka uopštenja i poboljšanja razmatranih nejednakosti. Takod-e su razmatrane i neke primene
u oblasti elektrotehnike.

Za odred-ivanje minimaks aproksimanata u [127] dokazane su sledeće teoreme.

Teorema 1.1 (Teorema 1 [127]) Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈(a,b) i p∈R+, familija funkcija koje su
neprekidne po x∈ (a,b) za p∈R+ i rastuće raslojene za p∈R+ i neka su c,d∈R+, c < d. Ukoliko
važi:

(a) ϕc(x)< 0 i ϕd(x)> 0 za svako x∈(a,b), ϕc(a+) = ϕc(b−) = ϕd(a+) = 0 i ϕd(b−)∈R+;

(b) funkcije ϕp(x) su neprekidne po p∈ (c,d) za svako x∈ (a,b) i funkcija ϕp(b−) je neprekidna
po p∈(c,d) takod-e;

(c) za svako p∈(c,d) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)< 0;

(d) za svako p∈ (c,d) funkcija ϕp(x) ima tačno jedan ekstremum t(p) na intervalu (a,b), koji je
minimum;
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tada postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈R+ sledeće jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp(b−)

i za d0 =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0(b−) imamo

d0 = inf
p∈R+

sup
x∈(a,b)

|ϕp(x)| .

Teorema 1.2 (Teorema 1’ [127]) Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈(a,b) i p∈R+, familija funkcija koje su
neprekidne po x∈(a,b) za p∈R+ i opadajuće raslojene za p∈R+ i neka su c,d∈R+, c < d. Ukoliko
važi:

(a) ϕc(x)> 0 i ϕd(x)< 0 za svako x∈(a,b), ϕc(a+) = ϕd(b−) = ϕd(a+) = 0 i ϕc(b−)∈R+;

(b) funkcije ϕp(x) su neprekidne po p∈ (c,d) za svako x∈ (a,b) i funkcija ϕp(b−) je neprekidna
po p∈(c,d) takod-e;

(c) za svako p∈(c,d) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)< 0;

(d) za svako p∈ (c,d) funkcija ϕp(x) ima tačno jedan ekstremum t(p) na intervalu (a,b), koji je
minimum;

tada postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈R+ sledeće jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp(b−)

i za d0 =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0(b−) imamo

d0 = inf
p∈R+

sup
x∈(a,b)

|ϕp(x)| .

Uslov (d) prethodne dve teoreme zahteva proveru da posmatrane funkcije imaju minimum. Sledeća
teorema daje dovoljne uslove za postojanje minimuma funkcija.

Teorema 1.3 (Teorema 3 [127], Nike teorema) Neka je f : (0,c)−→R m puta diferencijabilna funk-
cija (za neko m ≥ 2, m∈N) koja ispunjava sledeće uslove:

(a) f (m)(x)> 0 za x∈(0,c);

(b) postoji desna okolina nule u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f < 0, f ′ < 0, ... , f (m−1) < 0;

(c) postoji leva okolina tačke c u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f > 0, f ′ > 0, ... , f (m−1) > 0.

Tada funkcija f ima tačno jednu nulu x0∈(0,c) i važi da je f (x)< 0 za x∈(0,x0) i da je f (x)> 0 za
x∈(x0,c). Takod-e, funkcija f ima tačno jedan lokalni minimum na intervalu (0,c). Preciznije, postoji
tačno jedna tačka t ∈ (0,x0) ⊂ (0,c) takva da je f (t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(0,c), odnosno na intervalu (0,x0).

6



1.2 O miksovano trigonometrijsko polinomskim funkcijama

Napomenimo da je prethodna teorema originalno data u [116], a u [127] je nazvana Nike teorema.
U [127] je takod-e data i sledeća varijanta Nike teoreme, koja se od prethodne teoreme razlikuje samo
po uslovu (a).

Teorema 1.4 (Teorema 4 [127]) Neka je f : (0,c) −→ R m puta diferencijabilna funkcija (za neko
m ≥ 2, m∈N) koja ispunjava sledeće uslove:

(a) f (m)(x) ima tačno jednu nulu xm na (0,c) tako da je f (m)(x) > 0 na (0,xm) i f (m)(x) < 0 na
(xm,c);

(b) postoji desna okolina nule u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f < 0, f ′ < 0, ... , f (m−1) < 0;

(c) postoji leva okolina tačke c u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f > 0, f ′ > 0, ... , f (m−1) > 0.

Tada funkcija f ima tačno jednu nulu x0∈(0,c) i važi da je f (x)< 0 za x∈(0,x0) i da je f (x)> 0 za
x∈(x0,c). Takod-e, funkcija f ima tačno jedan lokalni minimum na intervalu (0,c). Preciznije, postoji
tačno jedna tačka t ∈ (0,x0) ⊂ (0,c) takva da je f (t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(0,c), odnosno na intervalu (0,x0).

1.2 O miksovano trigonometrijsko polinomskim funkcijama
Pojam miksovano trigonometrijsko polinomskih sistema (MTPS) uveden je u [207].

Definicija 1.3 Miksovano trigonometrijsko polinomski sistemi (MTPS) su sistemi definisani sa

F(y,θ) = ( f1(y,θ), ..., fn+m(y,θ))
T = 0 ,

za y = (y1, ...,yn), θ = (θ1, ...,θm), 1 ≤ i ≤ n+m, i

fi(y,θ) = ∑
α∈Si

biαyβ sinµ
θcosν

θ +bi ,

gde je α = (β ,µ,ν), Si ⊂ Nn+2m\{0}, i
yβ = yβ1

1 ...yβn
n ,

sinµ
θ = sinµ1 θ1 ... sinµm θm,

cosνθ = cosν1 θ1 ... cosνm θm.

Prema [70, 92, 146, 207], MTPS imaju primenu u mnogim naučnim i inženjerskim oblastima, poput
kinematike, robotike (opis rada PUMA robota [146]) i neurofiziologije.

Specijalan slučaj MTPS nastaje kada se sistem redukuje na jednu funkciju po jednoj promenljivoj.
Tako dobijena funkcija se u [120, 147] odred-uje kao miksovano trigonometrijsko polinomska (MTP)
funkcija. U vezi sa takvom MTP funkcijom razmatraju se miksovano trigonometrijsko polinomske
nejednakosti nad odgovarajućim realnim skupovima [42–45,106,110,112,120,147]. Sledeća defini-
cija, prema [120, 147], uvodi pojam MTP funkcije i MTP nejednakosti.
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Definicija 1.4

(i) Miksovano trigonometrijsko polinomska funkcija (MTP funkcija) je funkcija oblika

f (x) =
n

∑
i=1

αixpi cosqixsinrix , (1.1)

gde je n∈N, αi∈R\{0} i pi,qi,ri∈N0, koja je definisana za x∈R.

(ii) Miksovano trigonometrijsko polinomska nejednakost (MTP nejednakost) je nejednakost
oblika

f (x)> 0

za x∈S, S⊆ R, gde je f (x) MTP funkcija.

Na osnovu pojma MTP funkcija i MTP nejednakosti, u [107] je uveden pojam miksovano hiperboličko-
-trigonometrijsko polinomskih funkcija i nejednakosti.

Definicija 1.5

(i) Miksovano hiperboličko-trigonometrijsko polinomska funkcija (MHTP funkcija) je funkcija
oblika

f (x) =
n

∑
i=1

αixpi coshqixsinhrix ,

gde je n∈N, αi∈R\{0} i pi,qi,ri∈N0, koja je definisana za x∈R.

(ii) Miksovano hiperboličko-trigonometrijsko polinomska nejednakost (MHTP nejednakost) je
nejednakost oblika

f (x)> 0

za x∈S, S⊆ R, gde je f (x) MHTP funkcija.

1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko po-
linomskih nejednakosti svod-enjem na polinomske nejedna-
kosti

MTP nejednakosti
f (x)> 0

za x∈ (0,b)⊂R+ često se dokazuju odred-ivanjem nanižne polinomske aproksimacije P(x) za MTP
funkciju f (x) tako da je

f (x)> P(x)> 0

za x∈ (0,b), [24, 26, 46, 106, 110, 112, 115, 120, 141, 146, 147]. Pojam navišne i nanižne polinomske
aproksimacije dat je u [120, 124]:

Definicija 1.6 Polinom P(x) je navišna polinomska aproksimacija funkcije φ(x) na skupu S, S⊆R,
ukoliko je

(∀x∈S) P(x)≥ φ(x) ,

odnosno, polinom P(x) je nanižna polinomska aproksimacija funkcije φ(x) na skupu S ukoliko je

(∀x∈S) P(x)≤ φ(x) .
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Jedan metod za odred-ivanje nanižnih polinomskih aproksimacija za datu MTP funkciju dat je u [120].
Ideja je da se sabirci oblika xpi cosqixsinrix predstave preko trigonometrijskih funkcija višestrukih
uglova. Taj postupak je u [110] prikazan u obliku sledeće tabele.

Tabela 1.1: Transformacije sabiraka xpi cosqixsinrix MTP funkcije (1.1)

n = qi m = ri transformacija

parno parno
xpi

n
2+

m
2 −1

∑
k=0

k
∑
j=0

(−1)
m
2 +k+ j(n

j)(
m

k− j)cos((n+m−2k)x)
2n+m−1

+ xpi

n
2+

m
2

∑
j=0

(−1)m+ n
2+ j(n

j)(
m

(n+m)/2− j)
2n+m

neparno parno xpi

n
2+

m
2 −

1
2

∑
k=0

k
∑
j=0

(−1)
m
2 +k+ j(n

j)(
m

k− j)cos((n+m−2k)x)
2n+m−1

parno neparno xpi

n
2+

m
2 −

1
2

∑
k=0

k
∑
j=0

(−1)
m
2 +k+ j− 1

2 (n
j)(

m
k− j)sin((n+m−2k)x)

2n+m−1

neparno neparno xpi

n
2+

m
2 −1

∑
k=0

k
∑
j=0

(−1)
m
2 +k+ j− 1

2 (n
j)(

m
k− j)sin((n+m−2k)x)

2n+m−1

Na osnovu prethodne tabele moguće je svaku MTP funkciju oblika (1.1) transformisati u oblik

f (x) =
n

∑
i=1

αi xpi

(
mi

∑
k=0

θk trigk

(
(qi − ri −2k)x

))
, (1.2)

gde je

trigk =

{
cos , ako je ri parno,
sin , ako je ri neparno,

mi =
⌈qi + ri

2

⌉
−1

i gde su koeficijenti θk odred-eni prethodnom tabelom.

Funkcija (1.2) može se dalje srediti i zapisati u obliku

f (x) =
m

∑
i=1

βi xsi trigi(ti x), (1.3)

gde je m∈N, βi∈R\{0}, si, ti∈N0 i trigi = cos ili trigi = sin.

Primer 1.1 MTP funkcija

f (x) = 3x3 sin2 x+5xsinxcos2 x+ sinx

primenom smena iz Tabele 1.1 transformiše se u oblik

f (x) = 3x3 (1
2 −

1
2 cos2x

)
+5x

(1
4 sin3x+ 1

4 sinx
)
+ sinx =

= 3
2x3 − 3

2x3 cos2x+ 5
4xsin3x+ 5

4xsinx+ sinx.
□
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1 Pregled postojećih rezultata

U [120] su date neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije sinusnih i kosinusnih funkcija, koje
se koriste za odred-ivanje polinoma P(x):

Lema 1.1 (Lema 1.1 [120]) Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k+1, k∈N0 , tada je(
∀x ∈

[
0,
√
(n+3)(n+4)

])
(Tn(x)≥ Tn+4(x)≥ sinx) (1.4)

i (
∀x ∈

[
−
√
(n+3)(n+4), 0

])
(Tn(x)≤ Tn+4(x)≤ sinx) . (1.5)

Za x = 0 nejednakosti u (1.4) i (1.5) postaju jednakosti. Za x =±
√
(n+3)(n+4) važi jedna-

kost Tn(x) = Tn+4(x).

(ii) Ukoliko je n = 4k+3, k∈N0 , tada je(
∀x ∈

[
0,
√
(n+3)(n+4)

])
(Tn(x)≤ Tn+4(x)≤ sinx) (1.6)

i (
∀x ∈

[
−
√
(n+3)(n+4), 0

])
(Tn(x)≥ Tn+4(x)≥ sinx) . (1.7)

Za x = 0 nejednakosti u (1.6) i (1.7) postaju jednakosti. Za x =±
√
(n+3)(n+4) važi jedna-

kost Tn(x) = Tn+4(x).

Lema 1.2 (Lema 1.2 [120]) Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

Tn(x) =
n/2

∑
i=0

(−1)i

(2i)!
x2i

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k, k∈N0 , tada je(
∀x ∈

[
−
√
(n+3)(n+4),

√
(n+3)(n+4)

])
(Tn(x)≥ Tn+4(x)≥ cosx) . (1.8)

Za x = 0 nejednakosti u (1.8) postaju jednakosti. Za x = ±
√
(n+3)(n+4) važi jednakost

Tn(x) = Tn+4(x).

(ii) Ukoliko je n = 4k+2, k∈N0 , tada je(
∀x ∈

[
−
√

(n+3)(n+4),
√
(n+3)(n+4)

])
(Tn(x)≤ Tn+4(x)≤ cosx) . (1.9)

Za x = 0 nejednakosti u (1.9) postaju jednakosti. Za x = ±
√
(n+3)(n+4) važi jednakost

Tn(x) = Tn+4(x).
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Primer 1.2 Neka je Tn(x) Maklorenov razvoj stepena n∈N0 funkcije cosx. Razmotrimo, na osnovu
prethodne leme, neke navišne polinomske aproksimacije za funkciju cos2x na intervalu (0,1).

Na osnovu Leme 1.2, važi da je
T4k(t)≥ cos t

za t∈
[
−
√

(4k+3)(4k+4),
√

(4k+3)(4k+4)
]
, k∈N0 . Za k∈N0 važi da je

√
(4k+3)(4k+4)≥

√
12 = 3.46410... . Dakle, za t = 2x i k∈N0 važi da je

T4k(2x)≥ cos2x

na intervalu
[
−

√
12
2 ,

√
12
2

]
= [−1.73205... ,1.73205...], a samim tim i na intervalu (0,1). □

U nastavku, prema [120], opisujemo postupak za odred-ivanje jedne nanižne polinomske aproksima-
cije P(x) na intervalu (0,b) za MTP funkciju (1.3). Takod-e, u sledećem primeru ilustrujemo zašto
je pri dokazivanju nejednakosti f (x) > 0 na intervalu (0,b) potrebno razlikovati slučajeve da li je
f (b−) ̸= 0 ili je f (b−) = 0.

Neka je T φ ,c
n (x) Tejlorov razvoj stepena n funkcije φ(x) u okolini tačke c∈R.

Primer 1.3 Razmotrimo funkciju
f (x) = sinx

na intervalima:

(i) (0,b) =
(
0, π

2

)
,

(ii) (0,b) = (0,2π),

i razmotrimo dokaz pozitivnosti funkcije f (x) nad datim intervalima upotrebom nanižne polinomske
aproksimacije

Pℓ(x) = T sin,0
4ℓ+3 (x) ,

gde ℓ∈N0.

(i) Za ℓ= 0 polinomska aproksimacija P0(x) = T sin,0
3 (x) =−x3

3! + x je dovoljna za dokaz nejedna-
kosti f (x)> 0 na intervalu (0,b) =

(
0, π

2

)
.

(ii) Nijedna vrednost indeksa ℓ nije dovoljna za dokaz nejednakosti f (x) > 0 na intervalu (0,b) =
(0,2π) jer, na osnovu Leme 1.1, važi da je

Pℓ (2π)< f (2π) = sin2π = 0

za svako ℓ∈N0. □

Pretpostavimo da je f (b−)> 0.

Za svaki sabirak βi xsi trigi(ti x) MTP funkcije f (x) u zapisu (1.3) funkciju trigi(ti x), u nekoj desnoj
okolini tačke 0, aproksimiramo na sledeći način:

(1) Ukoliko je trigi = cos i βi > 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom T cos,0
4ℓi+2(ti x), gde

ℓi∈N0, jer važi da je
trigi(ti x)> T cos,0

4ℓi+2(ti x).

11



1 Pregled postojećih rezultata

(2) Ukoliko je trigi = cos i βi < 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom T cos,0
4ℓi

(ti x), gde
ℓi∈N0, jer važi da je

trigi(ti x)< T cos,0
4ℓi

(ti x).

(3) Ukoliko je trigi = sin i βi > 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom T sin,0
4ℓi+3(ti x), gde

ℓi∈N0, jer važi da je
trigi(ti x)> T sin,0

4ℓi+3(ti x).

(4) Ukoliko je trigi = sin i βi < 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom T sin,0
4ℓi+1(ti x), gde

ℓi∈N0, jer važi da je
trigi(ti x)< T sin,0

4ℓi+1(ti x).

Svaka funkcija trigi(ti x) iz (1.3) se aproksimira, na osnovu (1)−(4), odgovarajućim Tejlorovim poli-
nomom. Na taj način može se formirati polinom

P(x) = Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) =
m

∑
i=1

βi xsi T trigi,0
ϑi

(tix) , (1.10)

gde je

ϑi = ϑi(ℓi) =


4ℓi +2 , ako je trigi = cos i βi > 0,

4ℓi , ako je trigi = cos i βi < 0,
4ℓi +3 , ako je trigi = sin i βi > 0,
4ℓi +1 , ako je trigi = sin i βi < 0.

Definicija 1.7 Neka je dat polinom Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) oblika (1.10). Niz ℓ1, ℓ2, ... , ℓm nazivamo nizom in-
deksa Tejlorovih razvoja za polinom Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x).

Prema načinu formiranja polinoma P(x) važi da je

f (x)≥ P(x)

na intervalu (0,b). Ako se prema pravilima (1)−(4) izaberu vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ... , ℓm tako da je

P(x)> 0

za x∈(0,b), tada je dokazana nejednakost

f (x)> 0

na intervalu (0,b).

Dokazivanje mnogih nejednakosti može se svesti na dokazivanje MTP nejednakosti [10, 14–20,
22–27,29–31,34,35,37,38,40,41,44–47,49–51,53–56,58,64,69,78,80,81,89–91,100–103,106,110,
112, 114, 115, 119, 120, 127–129, 133, 137, 138, 140–142, 146–148, 155, 167, 169, 174, 175, 177, 179,
181, 196, 198, 208–210, 213, 214, 218, 221–224, 226, 227, 229, 230], kao što pokazujemo u sledećem
primeru.

Primer 1.4 Dokažimo Huygens-ovu nejednakost [105, 145, 178]

2sinx+ tanx > 3x

na intervalu
(
0, π

2

)
primenom prethodno opisanog metoda.
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1.3 Jedan metod za dokazivanje miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti . . .

Ova nejednakost je ekvivalentna MTP nejednakosti

f (x) = 2sinxcosx+ sinx−3xcosx > 0

na intervalu
(
0, π

2

)
.

MTP funkcija f (x) transformiše se u oblik sa višestrukim uglovima

f (x) = sin2x+ sinx−3xcosx.

Važi da je f
(

π

2−
)
= 1 > 0.

Na osnovu pravila (1)−(4), jedna nanižna polinomska aproksimacija za funkciju f (x) na intervalu
(0,1) je

Pℓ1,ℓ2,ℓ3(x) = T sin,0
4ℓ1+3 (2x)+T sin,0

4ℓ2+3 (x)−3xT cos,0
4ℓ3

(x) ,

gde ℓ1, ℓ2, ℓ3∈N0.

Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3) = (0,0,0) dobija se polinom

P0,0,0(x) = T sin,0
3 (2x)+T sin,0

3 (x)−3xT cos,0
0 (x) =

=
(

2x− (2x)3

3!

)
+
(

x− x3

3!

)
−3x =

= −3
2x3

koji nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
, dok se za, na primer, (ℓ1, ℓ2, ℓ3) = (1,1,1) dobija polinom

P1,1,1(x) = T sin,0
7 (2x)+T sin,0

7 (x)−3xT cos,0
4 (x) =

=
(

2x− (2x)3

3! + (2x)5

5! − (2x)7

7!

)
+
(

x− x3

3! +
x5

5! −
x7

7!

)
−3x

(
1− x2

2! +
x4

4!

)
=

= − 43
1680x7 + 3

20x5 ,

koji evidentno ispunjava
P1,1,1(x)> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. S obzirom na to da je

f (x)> P(x)

za x∈
(
0, π

2

)
, važi i da je

f (x)> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. □

Dokazivanje nejednakosti f (x)> 0 na intervalima oblika [0,b), (0,b] ili [0,b] je analogno.

Na sličan način bi se mogao formirati postupak za dokazivanje nejednakosti f (x) > 0 na intervalu
(−b,0).

Slučaj kada je f (b−) = 0 razmotren je u [24]. Ukoliko je f (b−) = 0, tada je P(b−) < 0 za svaki
izbor indeksa ℓi i tada nijedna polinomska aproksimacija P(x) nije dovoljna za dokaz da je f (x) > 0
na intervalu (0,b). Stoga, ukoliko je f (b−) = 0 i f (0+) > 0, uvodi se smena x = b− t, čime se
polazna nejednakost svodi na nejednakost f (b− t) > 0 na intervalu (0,b). Ukoliko je f (0+) = 0 i
f (b−) = 0, tada se interval (0,b) deli na dva proizvoljna intervala (0,c] i (c,b). Zatim se dokazuje da
je f (x)> 0 na intervalu (0,c], a potom i da je f (x)> 0 na intervalu (c,b) uvod-enjem smene x = b− t
i dokazivanjem da je f (b− t)> 0 na intervalu (0,b− c).

Problem anuliranja MTP funkcije u rubnim tačkama segmenta
[
0, π

2

]
razmotren je u [113]. ■
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1 Pregled postojećih rezultata

Jedno poboljšanje metoda. U [120] je dato i jedno poboljšanje prethodno opisanog metoda. Ako u
MTP funkciji f postoji više sabiraka koji sadrže istu trigonometrijsku funkciju trigi(ti x), tada se zbir
takvih sabiraka predstavlja sabirkom oblika h(x) · trigi(ti x), gde je h(x) polinom. Ukoliko je polinom
h(x) stalnog znaka na intervalu (0,b), tada se funkcija trigi(ti x) u sabirku h(x) · trigi(ti x) aproksimira
prema pravilima:

(1’) Ukoliko je trigi = cos i h(x) > 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom
T cos,0

4ℓi+2(ti x), gde ℓi∈N0, jer važi da je

trigi(ti x)> T cos,0
4ℓi+2(ti x).

(2’) Ukoliko je trigi = cos i h(x) < 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom
T cos,0

4ℓi
(ti x), gde ℓi∈N0, jer važi da je

trigi(ti x)< T cos,0
4ℓi

(ti x).

(3’) Ukoliko je trigi = sin i h(x) > 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom
T sin,0

4ℓi+3(ti x), gde ℓi∈N0, jer važi da je

trigi(ti x)> T sin,0
4ℓi+3(ti x).

(4’) Ukoliko je trigi = sin i h(x) < 0, funkciju trigi(ti x) aproksimiramo polinomom
T sin,0

4ℓi+1(ti x), gde ℓi∈N0, jer važi da je

trigi(ti x)< T sin,0
4ℓi+1(ti x).

Ukoliko polinom h(x) nije stalnog znaka na intervalu (0,b), tada ga razdvajamo na zbir dva polinoma:
h+(x), koji sadrži sve pozitivne sabirke polinoma, i h−(x), koji sadrži sve negativne sabirke polinoma.
U tom slučaju, funkciju trigi(ti x) u sabircima h+(x) · trigi(ti x) i h−(x) · trigi(ti x) aproksimiramo prema
pravilima (1’)−(4’) i tako formiramo polinom P(x). ■

Na osnovu prethodno opisanog metoda za dokazivanje MTP nejednakosti, u [107] je dat jedan metod
za dokazivanje MHTP nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti.

Ukoliko je data MTP funkcija polinom, za dokazivanje zadate nejednakosti može se koristiti Teorema
1.5, koja je data u sledećem potpoglavlju.

1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti
U [24,46], za dokazivanje polinomskih nejednakosti na koje se svodila data MTP nejednakost koristi
se Šturmova teorema [182]:

Teorema 1.5 (Teorema 4.1 [61], Šturmova teorema) Neka je P(x) realni polinom i neka je P0,P1, ... ,Pr
niz realnih polinoma zadat sa:

(a) P0(x) = P(x),

(b) P1(x) = P′(x),

(c) Pi+1(x) =−rem
(
Pi(x),Pi−1(x)

)
redom za i = 1,2, ... ,r−1.
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1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti

Označimo sa V (c), c∈R, broj promena znakova u nizu P0(c),P1(c), ... ,Pr(c) (pri čemu se svako
pojavljivanje broja 0 u ovom nizu zanemaruje).

Pretpostavimo da su a i b realni brojevi koji nisu nule polinoma P(x) i da je a < b. Tada je broj nula
polinoma P(x) na intervalu [a,b] jednak N =V (a)−V (b) (pri čemu je svaka nula brojana jednom).

Napomena 1.1 Primenom Šturmove teoreme dobija se broj različitih nula realnih polinoma na real-
nim segmentima, ali se ne dobija red ovih nula. U [188] su date dve varijante ove teoreme, čijom se
primenom dobija i red svake nule polinoma.

Šturmova teorema je takod-e korišćena za dokazivanje polinomskih nejednakosti i u [10,11,13,14,97,
140].

Dodatna analiza dokazivanja polinomskih nejednakosti. U [61] je dokazano, na osnovu Šturmove
teoreme, da postoji efektivna procedura za izračunavanje nula polinoma sa racionalnim koeficijenti-
ma, nad segmentom sa racionalnim krajevima ( [61], Teorema 4.2). Na osnovu toga, u [111] je dat
jedan metod za dokazivanje polinomskih nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima. Ideja se zasni-
va na aproksimaciji iracionalnih koeficijenata odgovarajućim racionalnim brojevima tako da se dobije
nanižna polinomska aproksimacija polaznog polinoma. Ukoliko se odredi nanižna polinomska apro-
ksimacija koja je pozitivna, ta polinomska aproksimacija je dovoljna i za dokaz pozitivnosti polaznog
polinoma.

Dokazivanje pozitivnosti polinoma sa realnim koeficijentima ilustrujemo u sledećem primeru.

Primer 1.5 Primenom Šturmove teoreme, dokazaćemo da je

P(x) = − 81
320x5 + 107

128x3 −
(2

3 +
π

768

)
x2 − 5

4x+
(

π

8 +1
)
=

= − 81
320x5 + 107

128x3 −0.67...x2 − 5
4x+1.39... > 0

na segmentu
[
0, π

4

]
.

(i) Za polinom P(x) Šturmov niz polinoma je:

P0(x) = P(x) =− 81
320x5 + 107

128x3 −
(2

3 +
π

768

)
x2 − 5

4x+
(

π

8 +1
)

P1(x) = P′(x) =−81
64x4 + 321

128x2 −2
(2

3 +
π

768

)
x2 − 5

4

P2(x) = −107
320x3 +

(
π

1280 +
2
5

)
x2 + x− π

8 −1

P3(x) =
(

81π2

11723776 +
81π

11449 +
4525959
1465472

)
x2 −

(2029751π

4396416 − 71311
34347

)
x− 405π2

366368 −
26325π

45796 − 150115
45796

P4(x) =
11449(243π4+497664π3+1232341026952π2−11112549761024π−37115470072832)

12960(27π2+27648π+12069224)
2 x+

+
45796(1546533π3+802434114π2+5543040664π+28931142320)

27(27π2+27648π+12069224)
2

P5(x) = 135
(

177147π10 +817710552π9 −164424929892809832π8−
−338559239405254747968π7 −323131396358916307740096π6−
−154055820371170151044910592π5 −34518506523779389853255691776π4−
−363467901823596483705660534784π3−165473585122796634409849061376π2−
−3602500539085685925670346555392π−

−25223403988013306355805781491712
)
/
(

366368
(
243π4 +497664π3+

+1232341026952π2 −11112549761024π −37115470072832
)2
)
=−5.43454... .
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1 Pregled postojećih rezultata

U nizu brojeva

P0 (0) = 1.39269... , P1 (0) =−1.25 , P2 (0) =−1.39269... ,

P3 (0) = −5.09470... , P4 (0) = 0.62338.. i P5 (0) =−5.43454...

postoje V0 = 3 promene znaka u tački x = 0.

U nizu brojeva

P0
(

π

4

)
= 0.32653... , P1

(
π

4

)
=−1.23825... , P2

(
π

4

)
=−0.52104... ,

P3
(

π

4

)
= −2.68439... , P4

(
π

4

)
= 0.34232.. i P5

(
π

4

)
=−5.43454...

postoje Vπ

4
= 3 promene znaka u tački x = π

4 .

Dakle, polinom P(x) ima N =V0 −Vπ

4
= 0 realnih nula na segmentu

[
0, π

4

]
. S obzirom na to da

je P
(

π

8

)
= 0.84664... > 0, važi da je

P(x)> 0

na segmentu
[
0, π

4

]
.

(ii) Dokažimo sada nejednakost P(x)> 0 na segmentu
[
0, π

4

]
tako što ćemo odrediti, prema metodu

iz [111], jednu pozitivnu nanižnu polinomsku aproksimaciju sa racionalnim koeficijentima za
polinom P(x) na segmentu

[
0, π

4

]
.

Važi da je

P(x) =− 81
320

x5 +
107
128

x3 −0.67...x2 − 5
4

x+1.39... .

Jedna nanižna polinomska aproksimacija1 za polinom P(x) na segmentu
[
0, π

4

]
je

Q(x) = − 81
320x5 + 107

128x3 −0.7x2 − 5
4x+1.3 =

= − 81
320x5 + 107

128x3 − 7
10 x2 − 5

4x+ 13
10 .

Za polinom Q(x) Šturmov niz polinoma je:

Q0(x) = Q(x) =− 81
320x5 + 107

128x3 − 7
10 x2 − 5

4x+ 13
10

Q1(x) = Q′(x) =−81
64x4 + 321

128x2 − 7
5 x− 5

4

Q2(x) = −107
320x3 + 21

50x2 + x− 13
10

Q3(x) = 119950383
36636800 x2 + 141251

114490x− 1129007
228980

Q4(x) = − 41825610366160403
143880943818466890x+ 13747581195980585

28776188763693378

Q5(x) = −580859877187108258761707374644459
97790573569848311543162238106240 .

1 Iracionalni koeficijenti polinoma P(x) su nanižno aproksimirani na prvoj decimali.
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1.4 Jedna teorema za dokazivanje polinomskih nejednakosti

U nizu brojeva

Q0 (0) = 13
10 , Q1 (0) =−5

4 , Q2 (0) =−13
10 , Q3 (0) =−1129007

228980 ,

Q4 (0) = 13747581195980585
28776188763693378 i Q5 (0) =−580859877187108258761707374644459

97790573569848311543162238106240

postoje V0 = 3 promene znaka u tački x = 0.

U nizu brojeva

Q0
(

π

4

)
= 0.21580... , Q1

(
π

4

)
=−1.28418... , Q2

(
π

4

)
=−0.41752... ,

Q3
(

π

4

)
= −1.94202... , Q4

(
π

4

)
= 0.24942... i Q5

(
π

4

)
=−5.93983...

postoje Vπ

4
= 3 promene znaka u tački x = π

4 .

Dakle, polinom Q(x) ima N =V0−Vπ

4
= 0 realnih nula na segmentu

[
0, π

4

]
. S obzirom na to da

je Q
(

π

8

)
= 0.74943... > 0, važi da je

Q(x)> 0

na segmentu
[
0, π

4

]
, odakle je i

P(x)> 0

na segmentu
[
0, π

4

]
. □

Ukoliko se u Šturmovom nizu polinoma svaki polinom podeli sa apsolutnom vrednošću vodećeg koe-
ficijenta tog polinoma, dobija se modifikovani Šturmov niz za koji takod-e važi isti zaključak Šturmove
teoreme. Ovakva modifikacija Šturmovog niza primenjuje se u sistemu računarske algebre Maple i
ilustrujemo je u sledećem primeru.

Primer 1.6 Za polinom

Q(x) =− 81
320

x5 +
107
128

x3 − 7
10

x2 − 5
4

x+
13
10

iz prethodnog primera Šturmov niz polinoma je:

Q0(x) = Q(x) =−x5 + 535
162x3 − 224

81 x2 − 400
81 x+ 416

81

Q1(x) = Q′(x) =−x4 + 107
54 x2 − 448

405x− 80
81

Q2(x) = −x3 + 672
535x2 + 320

107x− 416
107

Q3(x) = x2 + 45200320
119950383x− 180641120

119950383

Q4(x) = −x+ 6003834918325
3653210792747

Q5(x) = −1 .

U nizu brojeva

Q0 (0) = 416
81 , Q1 (0) =−80

81 , Q2 (0) =−416
107 ,

Q3 (0) = −180641120
119950383 , Q4 (0) = 6003834918325

3653210792747 i Q5 (0) =−1

postoje V0 = 3 promene znaka u tački x = 0.
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1 Pregled postojećih rezultata

U nizu brojeva

Q0
(

π

4

)
= 0.85254... , Q1

(
π

4

)
=−1.01466... , Q2

(
π

4

)
=−1.24865... ,

Q3
(

π

4

)
= −0.59315... , Q4

(
π

4

)
= 0.85804... i Q5

(
π

4

)
=−1

postoje Vπ

4
= 3 promene znaka u tački x = π

4 .

Dakle, polinom Q(x) ima N = V0 −Vπ

4
= 0 realnih nula na segmentu

[
0, π

4

]
. S obzirom na to da je

Q
(

π

8

)
= 0.74943... > 0, važi da je

Q(x)> 0

na segmentu
[
0, π

4

]
, odakle je i

P(x)> 0

na segmentu
[
0, π

4

]
. □

1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitičkih nejedna-
kosti

Značaj automatskih dokazivača teorema u matematici i u nekim industrijskim oblastima, kao i neki
problemi prilikom razvoja ovakvih sistema, analizirani su u [24].

U ovom potpoglavlju dajemo pregled nekih postojećih automatskih dokazivača nejednakosti koji su
bili najrelevantniji za ovo istraživanje i inspiracija prilikom razvoja novog dokazivača.

MetiTarski. Jedan od najpoznatijih sistema za automatsko dokazivanje teorema je MetiTarski, koji je
opisan u [5–9,36,60,67,144,156–160]. MetiTarski dokazuje nejednakosti u kojima se javljaju realne
funkcije poput sinusne, kosinusne, eksponencijalne, logaritamske, korene, itd.

Nastao je od rezolucijskog dokazivača Metis [7, 84]. U rezolucijskim dokazivačima se prvo negira
konjektura koja se dokazuje, a zatim se povezuje sa aksiomama u potrazi za kontradikcijom. Na
taj način se problem transformiše u konjukciju disjunkcija. Svaka disjunkcija se naziva klauza, dok
se član disjunkcije (atomska formula ili njena negacija) naziva se literal. Kombinovanjem klauza
dobijaju se nove klauze. Ako se dobije prazna klauza, dokaz je završen jer je pronad-ena kontradikcija.

Pored metoda rezolucije, MetiTarski koristi procedure odlučivanja za teoriju realnih zatvorenih po-
lja. Takod-e, sadrži i skup navišnih i nanižnih polinomskih aproksimacija realnih funkcija sa koji-
ma program radi. Neke realne funkcije, poput sinusne i kosinusne, aproksimiraju se odgovarajućim
Tejlorovim razvojima ovih funkcija, dok se za neke, poput logaritamske i eksponencijalne, koriste
aproksimacije zasnovane na verižnim razlomcima. Aksiome o tim navišnim i nanižnim polinomskim
aproksimacijama dokazane su primenom dokazivača Isabelle [149, 159].

Prilikom dokazivanja nejednakosti, svaka funkcija se zamenjuje navišnom/nanižnom polinomskom
aproksimacijom, čime se polazni problem svodi na dokazivanje polinomskih nejednakosti. Za do-
kazivanje polinomskih nejednakosti u nekim verzijama sistema MetiTarski koristili su se Cohen-
-Hörmander procedura, QEPCAD, Z3 i sistem računarske algebre Mathematica.

MetiTarski ima primene u inženjerstvu. Integrisan je sa automatskim dokazivačem teorema PVS
[154, 159], koji se koristi u verifikaciji softvera za vazduhoplovstvo u agenciji National Aeronautics
and Space Administration (NASA). Može se koristiti u verifikaciji analognih električnih kola i kon-
trolnih sistema. U [60] je dat jedan metod za verifikaciju transcedentalnih hardverskih i softverskih
algoritama korišćenjem sistema MetiTarski. ■
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitičkih nejednakosti

SimTheP. Sistem za automatsko dokazivanje nejednakosti SimTheP (Simple Theorem Prover), ra-
zvijen u okviru doktorske disertacije [24], zasniva se na metodu za dokazivanje MTP nejednakosti
koji je opisan u Potpoglavlju 1.3. U istom radu je, u programskom jeziku Java, razvijena i jedna
implementacija sistema SimTheP, nazvana PAINT (Prover of Analytic Inequality Theorems).

Sistem SimTheP namenjen je dokazivanju isključivo MTP nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (0,b),
za b∈R+.

Vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u polinomskoj aproksimaciji P(x) odred-uju se tako što se in-
deksima redom dodeljuju vrednosti prema jednom od ponud-enih leksikografskih poredaka dok se ne
pronad-u, ako postoje, takve vrednosti indeksa za koje je P(x)> 0 na posmatranom intervalu.

Pozitivnost polinomske aproksimacije P(x) dokazuje se primenom Šturmove teoreme (koeficijenti
polinoma su iz polja Q(π)).

U sledećem primeru, na osnovu [24, 27], ukratko ilustrujemo proces dokazivanja jedne nejednakosti
primenom sistema SimTheP.

Primer 1.7 Polazimo od MTP funkcije

f (x) = 8x5 sinx−45cosxsin2 x−45xsinx+90x2 cosx (1.11)

iz [24], za koju dokazujemo da je
f (x)> 0 (1.12)

za x∈ (0,b) =
(
0, π

2

)
. Prvo se, primenom smena iz Tabele 1.1, funkcija f (x) transformiše u sledeći

oblik
f (x) = 8x5 sinx−45xsinx+90x2 cosx− 45

4
cosx+

45
4

cos3x.

Zatim se formira funkcija

f+(x) = 8x5 sinx+90x2 cosx+
45
4

cos3x,

koja sadrži sve pozitivne sabirke funkcije f , i funkcija

f−(x) =−45xsinx− 45
4

cosx,

koja sadrži sve negativne sabirke funkcije f . Na funkcije f+(x) i f−(x) primenjuje se poboljšanje
metoda za dokazivanje MTP nejednakosti koje je opisano u Potpoglavlju 1.3 (grupisanje polinoma uz
odgovarajuće trigonometrijske funkcije), nakon čega se formiraju polinomske aproksimacije

P+
ℓ1,ℓ2,ℓ3

(x) = 8x5T sin,0
4ℓ1+3 (x)+90x2T cos,0

4ℓ2+2 (x)+
45
4

T cos,0
4ℓ3+2 (3x)

i
P−
ℓ4,ℓ5

(x) =−45xT sin,0
4ℓ4+1 (x)−

45
4

T cos,0
4ℓ5

(x)

za funkcije f+(x) i f−(x), respektivno. Prema [24], pri leksikografskom dodeljivanju vrednosti in-
deksa, potrebno je 212 iteracija kako bi se odredile vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 za koje je

P(x) = P+
ℓ1,ℓ2,ℓ3

(x)+P−
ℓ4,ℓ5

(x)> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. □

U [24] je urad-ena uporedna analiza sistema SimTheP sa sistemom MetiTarski. Prema [24], prilikom
dokazivanja nejednakosti iz prethodnog primera, MetiTarski je ispisao 9872 linija koda.
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1 Pregled postojećih rezultata

Na sledećim slikama prikazan je korisnički interfejs sistema SimTheP.

Slika 1.1: Glavni prozor aplikacije SimTheP (Slika 5.7 [24])

Slika 1.2: Prikaz rezultata jedne poditeracije izvršavanja algoritma u sistemu SimTheP (Slika 5.8 [24])
■
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitičkih nejednakosti

RootOfMTP. U [43] je dat i implementiran algoritam za izolovanje intervala u kojima se nalaze nule
MTP funkcija. Algoritam je implementiran u sistemu računarske algebre Maple. Ulazni parametri
funkcije RootOfMTP, u okviru koje je implementiran algoritam, jesu MTP funkcija, argument zadate
MTP funkcije i maksimalna širina intervala u kojima se nule izoluju. Kao izlaz ove funkcije dobijaju
se intervali u kojima se nalaze nule zadate MTP funkcije, kao i red svake nule. U okviru ove realizacije
algoritma ne ispisuju se koraci koji dovode do rezultata.

U sledećem primeru dokazujemo MTP nejednakost iz Primera 1.7 primenom alata RootOfMTP.

Primer 1.8 Na sledećoj slici ekrana je prikazano izolovanje realnih intervala koji sadrže nule MTP
funkcije

f (x) = 8x5 sinx−45cosxsin2 x−45xsinx+90x2 cosx

primenom alata RootOfMTP.

Slika 1.3: Izolovanje nula funkcije (1.11) primenom alata RootOfMTP

Na osnovu prethodne slike, sledeći intervali sadrže nule reda 1 funkcije f (x):

(1)
(
−2arctan 51

2048 +2kπ, 2arctan 51
2048 +2kπ

)
=(−0.0497... + k 6.283... , 0.0497...k 6.283...) ,

za k ≥ 2, k∈Z,

(2) (3.091603066+2kπ, π +2kπ)= (3.091603066+ k 6.283... , 3.141... + k 6.283...) ,
za k ≥ 2, k∈Z,

(3) (−π +2kπ, −3.091603066+2kπ)= (−3.141... + k 6.283... , −3.091603066+ k 6.283...) ,
za k ≤−2, k∈Z,

(4)
(
−2arctan 51

2048 +2kπ, 2arctan 51
2048 +2kπ

)
=(−0.0497... + k 6.283... , 0.0497...+ k 6.283...),

za k ≤−2, k∈Z,

(5)
[
−2arctan 17473395305913

17710976782919−
5
2π,−2arctan 8736696309397

8855489735019−
5
2π
]
=[−9.41127322... , −9.41127291...] ,

(6)
[
2arctan 102296417963

4398046511104 −2π, 2arctan 25580265521
1099511627776 −2π

]
= [−6.23667466... , −6.23666346...] ,

(7)
[
−2arctan 112302342007

274877906944−
1
2π, −2arctan 28061021025

68719476736−
1
2π
]
= [−2.34651293... , −2.34614965...] ,

(8)
[
2arctan 28061021025

68719476736 +
1
2π, 2arctan 112302342007

274877906944 +
1
2π
]
= [2.34614965... , 2.34651293...] ,
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1 Pregled postojećih rezultata

(9)
[
−2arctan 25580265521

1099511627776 +2π, −2arctan 102296417963
4398046511104 +2π

]
= [6.23666346... , 6.23667466...] ,

(10)
[
2arctan 8736696309397

8855489735019 +
5
2π, 2arctan 17473395305913

17710976782919 +
5
2π
]
= [9.41127291... , 9.41127322...] .

Analiziranjem prethodnih intervala na kojima su lokalizovane sve realne nule funkcije f (x) možemo
da zaključimo da nad intervalom

(
0, π

2

)
ova funkcija nema realnih nula. S obzirom na to da, na primer,

izborom x = π

4 važi da je f
(

π

4

)
> 0, možemo da zaključimo i da je f (x)> 0 na intervalu

(
0, π

2

)
. □

Neki drugi sistemi veštačke inteligencije. U poslednjim godinama, primetan je razvoj raznih sistema
veštačke inteligencije i mašinskog učenja. Na primer, posebno je primetan razvoj velikih jezičkih
modela, tj. sistema koji su obučavani na velikom broju tekstova kako bi mogli da obrad-uju i generišu
tekst. Ovi sistemi omogućavaju da se zadatak ne mora formulisati u nekom specifičnom, formalnom
obliku, već sam model može iz govornog jezika da izvede precizne postavke koje matematički alati u
pozadini mogu da obrade. Prema [87], veliki jezički model OpenAI o3 dostigao je 2025. godine nivo
zlatne medalje na Med-unarodnoj informatičkoj olimpijadi za srednje škole, dok je jedan sličan sistem
specijalizovan za matematičke probleme 2024. godine dostigao nivo srebrne medalje na zadacima sa
Med-unarodne matematičke olimpijade za srednje škole. Postoje i podaci da su u 2025. godini novi
model kompanije OpenAI, kao i sistem Gemini Deep Think, navodno dostigli nivo zlatne medalje na
Med-unarodnoj matematičkoj olimpijadi.

Jedan od najpoznatijih velikih jezičkih modela je sistem ChatGPT [152]. Ovaj sistem obuhvata i alat
ChatGPT Math Solver, koji je namenjen rešavanju matematičkih problema.

Primer 1.9 Na sledećoj slici prikazan je pokušaj dokazivanja MTP nejednakosti iz Primera 1.7

f (x) = 8x5 sinx−45cosxsin2 x−45xsinx+90x2 cosx > 0, za x∈
(

0,
π

2

)
,

primenom sistema ChatGPT Math Solver 5 (pristupano septembra 2025. godine).
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1 Pregled postojećih rezultata

Slika 1.4: Pokušaj dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 primenom sistema ChatGPT

Primetimo da u gornjem odgovoru, u koraku 6, sistem ChatGPT nije dokazao da je f ′(x) > 0 za
x∈
(
0, π

2

)
. Sistem je ponudio da dokaže da je f ′(x) > 0 za x∈

(
0, π

2

)
. Na sledećoj slici prikazujemo

rezultat tog rada.
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1.5 Neki sistemi za automatsko dokazivanje analitičkih nejednakosti

Slika 1.5: Pokušaj dokazivanja da je f ′(x)> 0 za x∈
(
0, π

2

)
Primetimo da funkcija 40x4 − 90x2 − 135+ 135sin2 x iz prethodnog odgovora ima nulu na intervalu(
0, π

2

)
i stoga nije pozitivna na posmatranom intervalu. Dakle, sistem ChatGPT je napravio grešku i

stoga zaključujemo da se prethodni pokušaj dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 ne može smatrati
dokazom. □

Pored sistema ChatGPT, postoje i drugi slični sistemi, na primer, DeepSeek [65] i Grok [203]. Prili-
kom pokušaja dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7 i ovi sistemi su pravili neke greške (pristupano
septembra 2025. godine).

U poslednje vreme razvijaju se sistemi koji koriste tehnike veštačke inteligencije i mašinskog uče-
nja, a koji su namenjeni isključivo za dokazivanje nejednakosti. U [104] je razvijen alat APPIRL
(Automated Proof of Polynomial Inequalities via Reinforcement Learning) za automatko dokazivanje
polinomskih nejednakosti primenom podržanog učenja. U [192] je razvijen sistem AIPS (Algebraic
Inequality Proving System), koji može da dokazuje neke nejednakosti sa matematičkih olimpijada,
kao i da generiše nove nejednakosti, koje se mogu koristiti kao zadaci na matematičkim olimpijadama.
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Poglavlje 2

Teorijski doprinosi raslojenim familijama
funkcija

2.1 Neke osobine raslojenih familija funkcija
U [124] je uveden pojam rastuće, tj. opadajuće raslojenih familija funkcija u tački. Dodatno, u sledećoj
definiciji dajemo opštije tumačenje pojma raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom,
koje predstavlja uopštenje u odnosu na koncept monotone raslojenosti.

Definicija 2.1 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisana za x∈S⊆R i za p∈P⊆R, jeste

(i) raslojena u tački x0∈S po parametru p∈P ako važi da je

(∀p1, p2∈P) (p1 ̸= p2 ⇐⇒ ϕp1(x0) ̸= ϕp2(x0)) .

(ii) rastuće raslojena u tački x0∈S po parametru p∈P ako važi da je

(∀p1, p2∈P) (p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x0)< ϕp2(x0)) .

(iii) opadajuće raslojena u tački x0∈S po parametru p∈P ako važi da je

(∀p1, p2∈P) (p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x0)> ϕp2(x0)) .

(iv) raslojena na skupu S po parametru p∈P ako je raslojena u svakoj tački skupa S po parametru
p∈P, tj. ukoliko se nijedne dve funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P ne seku na S.

(v) rastuće (tj. opadajuće) raslojena na skupu S po parametru p∈P ako je rastuće (tj. opadajuće)
raslojena u svakoj tački skupa S po parametru p∈P.

Primer 2.1 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈R, koja je definisana sa

ϕp(x) = x+ p2 , (2.1)

važi:

(i) Ukoliko je P= R, važi da je

(∀x0∈R)(∀p1, p2∈R) (ϕp1(x0) ̸= ϕp2(x0) =⇒ p1 ̸= p2) .

Za p1 =−1 i p2 = 1 važi da je

(∀x0∈R) (ϕp1(x0) = ϕp2(x0) = x0 +1) .

Dakle, familija funkcija {ϕp(x)}p∈P nije raslojena na skupu R po parametru p∈R.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

(ii) Ukoliko je P= R−, važi da je

(∀x0∈R)(∀p1, p2∈P) (p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x0)> ϕp2(x0)) .

Dakle, familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je opadajuće raslojena na skupu R po parametru p∈R−.

(iii) Ukoliko je P= R+, važi da je

(∀x0∈R)(∀p1, p2∈P) (p1 < p2 ⇐⇒ ϕp1(x0)< ϕp2(x0)) .

Dakle, familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće raslojena na skupu R po parametru p∈R+.

(iv) Ukoliko je P= {−1,0,2}, važi da je

(∀x0∈R) (ϕ2(x0)> ϕ−1(x0)> ϕ0(x0)) .

Dakle, familija funkcija {ϕp(x)}p∈P jeste raslojena na skupu R po parametru p∈P, ali nije
monotono raslojena na skupu R po parametru p∈P.

Slika 2.1: Neke funkcije iz familije funkcija definisane sa (2.1) □

U [124] je takod-e uveden i pojam familija funkcija koje su kompresovane u tački jer se ovakve raslo-
jene familije funkcija često javljaju u primenama [25, 27, 114, 122–128, 133–136]. U ovoj disertaciji
pojam kompresovanosti odred-ujemo prema [135] sledećom definicijom.

Definicija 2.2 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisana za x∈S⊆R i za p∈P⊆R.

(i) Kažemo da je familija funkcija {ϕp(x)}p∈P kompresovana u tački x0∈S ukoliko je ϕp(x0) = 0
za svako p∈P.

(ii) Ako je S=(a,b)⊆R ili S=(a,b]⊆R, kažemo da je familija funkcija {ϕp(x)}p∈P kompresovana
u tački a ukoliko je ϕp(a+) = 0 za svako p∈P.

(iii) Ako je S=(a,b)⊆R ili S= [a,b)⊆R, kažemo da je familija funkcija {ϕp(x)}p∈P kompresovana
u tački b ukoliko je ϕp(b−) = 0 za svako p∈P.
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2.2 Najbolje konstante u nejednakostima
Polazimo od familije funkcija {ϕp(x)}p∈P koja je definisana za x∈S⊆R i za p∈P⊆R.

Postavlja se pitanje da li postoje vrednosti parametra p∈P za koje je ϕp(x) > 0, tj. ϕp(x) < 0 na
posmatranom skupu S i, ukoliko postoje, koje su najmanje/najveće vrednosti za takve parametre (koje
se u literaturi često nazivaju najboljim konstantama za odgovarajuće nejednakosti ).

2.2.1 Neke osobine najboljih konstanti u nejednakostima
Pojam najboljih konstanti za odgovarajuće nejednakosti dat je u [125]:

Definicija 2.3 Neka je familija funkcija {ϕp(x)}p∈P raslojena na skupu S⊆R po parametru p∈P⊆
R. Konstanta p1∈P je najbolja moguća za nejednakost ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) na skupu S za p∈P
ako i samo ako je ϕp1(x)> 0 (tj. ϕp1(x)< 0) na skupu S i ne postoji nijedna konstanta p2∈P takva
da važi da je

(∀x∈S) (ϕp1(x)> ϕp2(x)> 0) (tj. (∀x∈S) (ϕp1(x)< ϕp2(x)< 0)) .

Primer 2.2 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈(0,1) i p∈P⊆ R, koja je definisana sa

ϕp(x) = x2 + p , (2.2)

važi da je rastuće raslojena na intervalu (0,1) za svaki izbor skupa P. Razmotrimo sledeće slučajeve:

(i) Neka je P= (1,2). Tada je
ϕp(x)> 0

za svako p∈(1,2). Med-utim, važi da za svako p1∈(1,2) postoji p2∈(1,2) takvo da je

(∀x∈(0,1)) (ϕp1(x)> ϕp2(x)> 0) .

Dakle, za ovakav izbor skupa P ne postoji najbolja konstanta za nejednakost ϕp(x) > 0 na
intervalu (0,1).

(ii) Neka je P = [1,2]. Evidentno je da je p = 1 najbolja konstanta za nejednakost ϕp(x) > 0 na
intervalu (0,1) i za P= [1,2].

(iii) Neka je P=R. Evidentno je da je p = 0 najbolja realna konstanta za nejednakost ϕp(x)> 0 na
intervalu (0,1) i da je p =−1 najbolja realna konstanta za nejednakost ϕp(x)< 0 na intervalu
(0,1).

Slika 2.2: Familija funkcija definisana sa (2.2) za neke vrednosti parametra p □
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Važi sledeće tvrd-enje.

Teorema 2.1 Neka je {ϕp(x)}p∈P familija funkcija, definisana za x∈S⊆R i za p∈P⊆R, i neka je

P+ = {p∈P |(∀x∈S) ϕp(x)> 0} i P− = {p∈P |(∀x∈S) ϕp(x)< 0}.

(i) Ukoliko je familija {ϕp(x)}p∈P rastuće raslojena na skupu S po parametru p∈P, važi:

(1) konstanta p1 je najbolja za nejednakost ϕp(x) > 0 na skupu S za p∈P ako i samo ako
postoji min(P+) i p1 = min(P+).

(2) konstanta p1 je najbolja za nejednakost ϕp(x) < 0 na skupu S za p∈P ako i samo ako
postoji max(P−) i p1 = max(P−).

(ii) Ukoliko je familija {ϕp(x)}p∈P opadajuće raslojena na skupu S po parametru p∈P, važi:

(1) konstanta p1 je najbolja za nejednakost ϕp(x) > 0 na skupu S za p∈P ako i samo ako
postoji max(P+) i p1 = max(P+).

(2) konstanta p1 je najbolja za nejednakost ϕp(x) < 0 na skupu S za p∈P ako i samo ako
postoji min(P−) i p1 = min(P−).

2.2.2 Izdvajanje konstanti za neke nejednakosti

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [125, 136].

Sledeća teorema nam daje neke dovoljne uslove za izdvajanje mogućih realnih vrednosti parametra
za koje su funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P pozitivne, odnosno negativne na posmatranom intervalu.

Teorema 2.2 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisana za x∈S = [a,b] i za p∈P⊆R
(P ̸= /0), tako da za svaku funkciju ϕp(x) postoje Tejlorovi razvoji u tački a i u tački b sa bar jednim
ne-nula koeficijentom (za ma koje p∈P).

(i) Neka je cϕp,a
n prvi ne-nula koeficijent u Tejlorovom razvoju

ϕp(x) =
n+ν

∑
i=0

cϕp,a
i (x−a)i +o

(
(x−a)n+ν

)
, (2.3)

gde n∈N0, ν ∈N.

Ukoliko jednačina
cϕp,a

n = 0 (2.4)

ima rešenje p = pa∈P i za pa postoji j ≤ ν tako da je

cϕpa,a
n+1 = cϕpa,a

n+2 = ... = cϕpa,a
n+ j−1 = 0 ∧ cϕpa,a

n+ j < 0(
tj. cϕpa,a

n+1 = cϕpa,a
n+2 = ... = cϕpa,a

n+ j−1 = 0 ∧ cϕpa,a
n+ j > 0

)
,

tada postoji b1∈(a,b] tako da za svako x∈(a,b1) važi:

ϕpa(x)< 0 (tj. ϕpa(x)> 0) .
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2.2 Najbolje konstante u nejednakostima

(ii) Neka je cϕp,b
m prvi ne-nula koeficijent u Tejlorovom razvoju

ϕp(x) =
m+µ

∑
i=0

cϕp,b
i (x−b)i +o

(
(x−b)m+µ

)
, (2.5)

gde m∈N0, µ ∈N.

Ukoliko jednačina
cϕp,b

m = 0 (2.6)

ima rešenje p = pb∈P i za pb postoji j ≤ µ tako da je

c
ϕpb,b
m+1 = c

ϕpb,b
m+2 = ... = c

ϕpb,b
m+ j−1 = 0 ∧ (−1)m+k c

ϕpb,b
m+ j < 0(

tj. c
ϕpb,b
m+1 = c

ϕpb,b
m+2 = ... = c

ϕpb,b
m+ j−1 = 0 ∧ (−1)m+k c

ϕpb,b
m+ j > 0

)
,

tada postoji a1∈ [a,b) tako da za svako x∈(a1,b) važi:

ϕpb(x)< 0 (tj. ϕpb(x)> 0) .

Dokaz. Tvrd-enje važi na osnovu osobina Tejlorovih razvoja funkcija. ■

Ukoliko je u prethodnoj teoremi Tejlorov razvoj (2.3) takav da je vrednost prvog ne-nula koeficijenta
cϕp,a

n stalnog znaka za sve vrednosti parametra p∈P, tada su sve funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P tog
znaka u nekoj desnoj okolini tačke a. Analogno važi i za Tejlorov razvoj (2.5).

Takod-e, ukoliko je koeficijent cϕp,a
n

(
tj. cϕp,b

m

)
, odred-en Teoremom 2.2, monotona funkcija po p∈

P, tada je rešenje jednačine (2.4) (tj. jednačine (2.6)) po p jedinstveno, ako postoji. Prvi ne-nula
koeficijent cϕp,a

n

(
tj. cϕp,b

m

)
Tejlorovog razvoja (2.3) (tj. Tejlorovog razvoja (2.5)) zovemo glavnim

koeficijentom. ■

Sledeća teorema nam omogućava odred-ivanje najboljih konstanti u nejednakostima.

Teorema 2.3 Neka je {ϕp(x)}p∈P familija funkcija, definisana za x∈S= [a,b] i za p∈P⊆R (P ̸= /0),
za koju važi:

(1) familija je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b) po parametru p∈P,

(2) familija ispunjava uslove (i) i (ii) iz Teoreme 2.2,

(3) glavni koeficijenti Tejlorovih razvoja iz Teoreme 2.2 su monotone funkcije po p∈P,

(4) skup P sadrži konstante pa i pb iz Teoreme 2.2.

Tada važi:

(i) Za svako d∈(a,b] takvo da je (∀x∈(a,d)) ϕpa(x)< 0 i za svako p′ < pa (tj. za svako p′ > pa)
važi da je

x∈(a,d) =⇒ ϕp′(x)< ϕpa(x)< 0. (2.7)

Posebno, ukoliko je d = b, tada je pa najbolja moguća konstanta za nejednakost ϕp(x)< 0 na
intervalu (a,b) za p∈P.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

(ii) Za svako c∈ [a,b) takvo da je (∀x∈(c,b)) ϕpb(x)> 0 i za svako p′′ > pb (tj. za svako p′′ < pb)
važi da je

x∈(c,b) =⇒ 0 < ϕpb(x)< ϕp′′(x). (2.8)

Posebno, ukoliko je c = a, tada je pb najbolja moguća konstanta za nejednakost ϕp(x) > 0 na
intervalu (a,b) za p∈P.

(iii) Za svako d∈(a,b] takvo da je (∀x∈(a,d)) ϕpa(x)> 0 i za svako p′′ > pa (tj. za svako p′′ < pa)
važi da je

x∈(a,d) =⇒ 0 < ϕpa(x)< ϕp′′(x). (2.9)

Posebno, ukoliko je d = b, tada je pa najbolja moguća konstanta za nejednakost ϕp(x)> 0 na
intervalu (a,b) za p∈P.

(iv) Za svako c∈ [a,b) takvo da je (∀x∈(c,b)) ϕpb(x)< 0 i za svako p′ < pb (tj. za svako p′ > pb)
važi da je

x∈(c,b) =⇒ ϕp′(x)< ϕpb(x)< 0. (2.10)

Posebno, ukoliko je c = a, tada je pb najbolja moguća konstanta za nejednakost ϕp(x) < 0 na
intervalu (a,b) za p∈P.

Dokaz. Iz uslova (2), (3) i (4), sledi da su konstante pa i pb jedinstvene. Implikacije (2.7), (2.8), (2.9)
i (2.10) slede iz uslova (1). Na osnovu uslova (1) i činjenice da glavni koeficijenti menjaju znak u
tačkama pa i pb (uslov (3)), zaključujemo da za c = a i d = b ne postoje bolje konstante od pa i pb
na intervalu (a,b) za skup P. ■

Izdvajanje konstanti za višeparametarske familije funkcija. Sledeća teorema iz [136] se može
primeniti za odred-ivanje vrednosti više parametara za koje su funkcije iz višeparametarske familije
stalnog znaka na posmatranom intervalu.

Teorema 2.4 (Višeparametarsko uopštenje Teoreme 2.2) Neka je data višeparametarska familija
funkcija {ϕp1,p2, ... ,pk(x)}p1∈P1,p2∈P2, ... ,pk∈Pk , definisana za x∈ S = [a,b] i za p1 ∈P1, p2 ∈P2, ... ,
pk∈Pk (P1,P2, ... ,Pk ̸= /0 i P1,P2, ... ,Pk⊆R), tako da za svaku funkciju ϕp1,p2, ... ,pk(x) postoje Tejlo-
rovi razvoji u tački a i u tački b sa bar k ne-nula koeficijenata.

(i) Neka su c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n1 , c

ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n2 , ... , c

ϕp1,p2, ... ,pk ,a
nk prvih k ne-nula koeficijenata u Tejlorovom

razvoju

ϕp1,p2, ... ,pk(x) = c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n1 (x−a)n1 +c

ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n2 (x−a)n2 + ...+

+c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
nk (x−a)nk +

ν

∑
i=nk+1

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
i (x−a)i +o((x−a)ν) ,

gde je n1 < n2 < ... < nk < ν (n1,n2, ... ,nk∈N0, ν ∈N).

Ukoliko sistem jednačina
c

ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n1 = 0

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
n2 = 0

...

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,a
nk = 0
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ima rešenje p1 = p(a)1 ∈P1, p2 = p(a)2 ∈P2, .... , pk = p(a)k ∈Pk i za p(a)1 , p(a)2 , ... , p(a)k postoji
j ≤ ν tako da je

c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+1 = c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+2 = ... = c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+ j−1 = 0 ∧ c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+ j < 0(
tj. c

ϕ
p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k

,a

nk+1 = c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+2 = ... = c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+ j−1 = 0 ∧ c
ϕ

p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k
,a

nk+ j > 0
)
,

tada postoji b1∈(a,b] tako da za svako x∈(a,b1) važi:

ϕ
p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k

(x)< 0
(

tj. ϕ
p(a)1 ,p(a)2 , ... ,p(a)k

(x)> 0
)
.

(ii) Neka su c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m1 , c

ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m2 , ... , c

ϕp1,p2, ... ,pk ,b
mk prvih k ne-nula koeficijenata u Tejlorovom

razvoju

ϕp1,p2, ... ,pk(x) = c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m1 (x−b)m1 +c

ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m2 (x−b)m2 + ...+

+c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
mk (x−b)mk +

µ

∑
i=mk+1

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
i (x−b)i +o((x−b)µ) ,

gde je m1 < m2 < ... < mk < µ (m1,m2, ... ,mk∈N0, µ ∈N).

Ukoliko sistem jednačina

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m1 = 0

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
m2 = 0

...

c
ϕp1,p2, ... ,pk ,b
mk = 0

ima rešenje p1 = p(b)1 ∈P1, p2 = p(b)2 ∈P2, .... , pk = p(b)k ∈Pk i za p(b)1 , p(b)2 , ... , p(b)k postoji
j ≤ µ tako da je

c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+1 =c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+2 = ...=c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+ j−1 =0 ∧ (−1)mk+ j c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+ j <0(
tj.c

ϕ
p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k

,b

mk+1 =c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+2 = ...=c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+ j−1 =0 ∧ (−1)mk+ j c
ϕ

p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k
,b

mk+ j >0

)
,

tada postoji a1∈ [a,b) tako da za svako x∈(a1,b) važi:

ϕ
p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k

(x)< 0
(

tj. ϕ
p(b)1 ,p(b)2 , ... ,p(b)k

(x)> 0
)
.

Dokaz. Tvrd-enje važi na osnovu osobina Tejlorovih razvoja funkcija. ■

Prethodna teorema je primenjena u napomenama 5.3, 5.4, 5.5, 5.11 i 5.13.
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2.3 Neka uopštenja i poboljšanja Nike teoreme
Nike teoreme [116,127], tj. Teoreme 1.3 i 1.4, daju neke dovoljne uslove da funkcija ima tačno jedan
minimum i tačno jednu nulu na intervalu (0,c), c ∈R+. S obzirom na to da se ove dve teoreme
razlikuju samo po jednom uslovu (uslov (a)), moguće ih je objediniti u jednu opštu formu Nike
teoreme. Takod-e, moguće je dodatno uopštiti ove teoreme tako da važe i na realnom intervalu (a,b).
Ova uopštenja dajemo u sledećoj teoremi.

Teorema 2.5 (Opšta forma Nike teoreme)
Neka je f : (a,b)−→ R m puta diferencijabilna funkcija za neko m ≥ 2, m∈N, takva da:

(a) važi da je f (m)(x)> 0 za x∈(a,b) ili
važi da f (m)(x) ima tačno jednu nulu xm na intervalu (a,b) tako da je f (m)(x)> 0 na intervalu
(a,xm) i f (m)(x)< 0 na intervalu (xm,b),

(b) postoji desna okolina tačke a u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f < 0, f ′ < 0, ... , f (m−1) < 0 ,

(c) postoji leva okolina tačke b u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f > 0, f ′ > 0, ... , f (m−1) > 0.

Tada funkcija f ima tačno jednu nulu x0∈(a,b) i važi da je f (x)< 0 za x∈(a,x0) i da je f (x)> 0 za
x∈(x0,b). Takod-e, funkcija f ima tačno jedan lokalni minimum na intervalu (a,b). Preciznije, postoji
tačno jedna tačka t ∈ (a,x0) ⊂ (a,b) takva da je f (t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(a,b), odnosno na intervalu (a,x0).

Prethodna teorema daje neke dovoljne uslove da funkcija f : (a,b)−→R ima tačno jedan ekstremum,
koji je minimum, i tačno jednu nulu x0, pri čemu je f (x) < 0 na intervalu (a,x0) i f (x) > 0 na
intervalu (x0,b). Sledeća teorema takod-e daje neke dovoljne uslove da funkcija f (x) ima tačno jedan
ekstremum, koji je minimum, i tačno jednu nulu x0 na intervalu (a,b), ali tako da je f (x) > 0 na
intervalu (a,x0) i da je f (x)< 0 na intervalu (x0,b).

Teorema 2.6 (Ogledalska Nike teorema)
Neka je f : (a,b)−→ R m puta diferencijabilna funkcija za neko m ≥ 2, m∈N, takva da:

(a) važi da je f (m)(x)> 0 za x∈(a,b) ili
važi da f (m)(x) ima tačno jednu nulu xm na intervalu (a,b) tako da je f (m)(x)> 0 na intervalu
(a,xm) i f (m)(x)< 0 na intervalu (xm,b),

(b) postoji desna okolina tačke a u kojoj je f > 0 i u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f ′ < 0, f ′′ < 0, ... , f (m−1) < 0,

(c) postoji leva okolina tačke b u kojoj f < 0 i u kojoj važe sledeće nejednakosti:

f ′ > 0, f ′′ > 0, ... , f (m−1) > 0.

Tada funkcija f ima tačno jednu nulu x0∈(a,b) i važi da je f (x)> 0 za x∈(a,x0) i da je f (x)< 0 za
x∈(x0,b). Takod-e, funkcija f ima tačno jedan lokalni minimum na intervalu (a,b). Preciznije, postoji
tačno jedna tačka t ∈ (x0,b) ⊂ (a,b) takva da je f (t) < 0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu
(a,b), odnosno na intervalu (x0,b).
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2.4 Minimaks aproksimanti

Dokaz. Primenom Opšte forme Nike teoreme na funkciju f ′(x), dobija se da f ′(x) ima tačno jednu
nulu x1 na intervalu (a,b) i da je f ′(x)< 0 na intervalu (a,x1) i f ′(x)> 0 na intervalu (x1,b). Odavde
zaključujemo da je funkcija f (x) opadajuća na intervalu (a,x1) i rastuća na intervalu (x1,b). Kako je
f (x) > 0 u nekoj desnoj okolini tačke a i kako je f (x) < 0 u nekoj levoj okolini tačke b (uslovi (b)
i (c)) i, na osnovu monotonosti funkcije f (x), zaključujemo da funkcija f (x) ima tačno jednu nulu
x0 i tačno jedan minimum na intervalu (x0,b). Takod-e, zaključujemo i da je f (x)>0 za x∈ (a,x0) i
f (x)<0 za x∈(x0,b). ■

Na sličan način bi se mogle formulisati teoreme za funkcije koje imaju tačno jednu nulu i tačno jedan
ekstremum, koji je maksimum, na posmatranom intervalu.

2.4 Minimaks aproksimanti

2.4.1 Neke osobine minimaks aproksimanta

U ovoj sekciji pojmove minimaks aproksimanta, funkcije greške, minimaks aproksimacije i greške
aproksimacije odred-ujemo prema [135] sledećom definicijom.

Definicija 2.4 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P koja je definisana za x∈S⊆R i za p∈P⊆R.

(i) Ako postoji funkcija ϕp0(x), za neko p0∈P, za koju je

inf
p∈P

sup
x∈S

|ϕp(x)|= sup
x∈S

∣∣ϕp0(x)
∣∣ , (2.11)

tada kažemo da je funkcija ϕp0(x) minimaks aproksimant na skupu S za datu familiju.

(ii) Funkciju
d(p) = sup

x∈S

∣∣ϕp(x)
∣∣

zovemo funkcijom greške.

(iii) Aproksimaciju
ϕp0(x)≈ 0

zovemo minimaks aproksimacijom na skupu S za datu familiju, a broj

d0 = d(p0) = sup
x∈S

∣∣ϕp0(x)
∣∣

zovemo greškom aproksimacije.

Primetimo da za grešku aproksimacije d0 i za proizvoljan parametar p∈P važi da je d(p) ≥ d0. ■

Ukoliko za razmatranu familiju funkcija važi da je

sup
x∈S

|ϕp(x)|=+∞

za svako p∈P, tada ne postoji minimaks aproksimant familije. Navodimo primer jedne takve familije.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Primer 2.3 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈S= (0,1) i P= R+
0 , koja je definisana sa

ϕp(x) =
1+ p2

x
, (2.12)

važi da je sup
x∈(0,1)

|ϕp(x)| = +∞ za svako p∈P. Dakle, minimaks aproksimant za ovako definisanu

familiju funkcija ne postoji.

Slika 2.3: Familija funkcija definisana sa (2.12) za neke vrednosti parametra p □

Ukoliko je {ϕp(x)}p∈P familija neprekidnih funkcija po argumentu x i po parametru p i ukoliko su
S= [a,b] i P= [c,d] segmenti, tada se (2.11) svodi na

min
p∈[c,d]

max
x∈[a,b]

|ϕp(x)|= max
x∈[a,b]

|ϕp0(x)|.

U narednom primeru razmatramo postojanje i odred-ivanje minimaks aproksimanta u zavisnosti od
izbora skupa P.

Primer 2.4 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈S= [0,1] i p∈P⊆R, koja je definisana sa

ϕp(x) = x2 + p ,

važi da je rastuće raslojena na intervalu [0,1] za svaki izbor skupa P. Razmotrimo sledeće slučajeve:

(i) Neka je P= (0,1).

Važi da je
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|= max

x∈ [0,1]

∣∣x2 + p
∣∣= |1+ p|= 1+ p .

Odavde je

inf
p∈(0,1)

(
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|

)
= inf

p∈(0,1)
(1+ p) = 1 .

Med-utim, ne postoji vrednost parametra p0 ∈ (0,1) za koju je sup
x∈ [0,1]

|ϕp0(x)| = 1. Dakle, mini-

maks aproksimant za ovako definisanu familiju funkcija ne postoji.
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(ii) Neka je P= [0,1].

Važi da je
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|= max

x∈ [0,1]

∣∣x2 + p
∣∣= |1+ p|= 1+ p .

Odavde je

inf
p∈[0,1]

(
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|

)
= min

p∈ [0,1]
(1+ p) = 1 .

Primetimo da sada postoji vrednost parametra p0 = 0∈[0,1] za koju je sup
x∈ [0,1]

|ϕp0(x)|= 1. Dakle,

funkcija
ϕ0(x) = x2

je minimaks aproksimant za ovako definisanu familiju funkcija. □

Familija funkcija iz prethodnog primera ilustrovana je na Slici 2.2. ■

Za raslojene familije funkcija važi sledeća teorema o jedinstvenosti minimaks aproksimanta.

Teorema 2.7 Ako je {ϕp(x)}p∈P familija neprekidnih funkcija po argumentu x i po parametru p,
koja je raslojena na S= [a,b]⊂R po parametru p∈P= [c,d]⊂R, tada je za ovu familiju minimaks
aproksimant na [a,b], ako postoji, jedinstven.

Dokaz. Neka je funkcija ϕp0(x), za neko p0∈ [c,d], minimaks aproksimant posmatrane familije. Tada
je

inf
p∈[c,d]

sup
x ∈ [a,b]

|ϕp(x)|= sup
x ∈ [a,b]

|ϕp0(x)|= max
x ∈ [a,b]

|ϕp0(x)|= |ϕp0(x0)|

za neko x0 ∈ [a,b]. Pretpostavimo da minimaks aproksimant nije jedinstven, tj. da postoji vrednost
parametra p1∈ [c,d] takva da je p1 ̸= p0 i da važi da je

inf
p∈[c,d]

sup
x ∈ [a,b]

|ϕp(x)|= sup
x ∈ [a,b]

|ϕp1(x)|= max
x ∈ [a,b]

|ϕp1(x)|= |ϕp1(x1)|

za neko x1∈ [a,b] . Pretpostavimo da je

p0 < p1 i (∀x∈ [a,b]) ϕp0(x)< ϕp1(x)

i da je ϕp0(x0)> 0 (inače se može razmatrati familija funkcija {−ϕp(x)}p∈P). Tada dobijamo

min
p∈[c,d]

max
x∈[a,b]

|ϕp(x)|= ϕp0(x0)< ϕp1(x0)≤ |ϕp1(x1)|= min
p∈[c,d]

max
x∈[a,b]

|ϕp(x)| ,

što je kontradikcija. ■

Ukoliko skup P nije segment, minimaks aproksimant ne mora da bude jedinstven, kao što ilustrujemo
u primeru koji sledi.

Primer 2.5 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈S = [0,1] i p∈P = [−2,−1]∪ [0,1], koja je
definisana sa

ϕp(x) = x2 + p ,

važi da je rastuće raslojena na intervalu [0,1] po parametru p∈ [−2,−1]∪ [0,1]. Za p∈ [−2,−1] važi
da je

inf
p∈ [−2,−1]

(
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|

)
= min

p∈ [−2,−1]
|0+ p|= 1 .
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Za p∈ [0,1] važi da je

inf
p∈ [0,1]

(
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|

)
= min

p∈ [0,1]
|1+ p|= 1 .

Dakle,

inf
p∈ [−2,−1]∪[0,1]

(
sup

x∈ [0,1]
|ϕp(x)|

)
= 1 .

Postoje p1 = −1∈ [−2,−1] i p2 = 0∈ [0,1] za koje je sup
x∈ [0,1]

|ϕp1(x)| = sup
x∈ [0,1]

|ϕp2(x)| = 1. Dakle,

funkcije
ϕ−1(x) = x2 −1 i ϕ0(x) = x2

jesu minimaks aproksimanti za ovako definisanu familiju funkcija. □

2.4.2 Teorema o postojanju i odred-ivanju minimaks aproksimanta

U Teoremama 1.1 i 1.2 razmatra se postojanje i odred-ivanje minimaks aproksimanta za odred-ene
rastuće, tj. opadajuće raslojene familije funkcija. Primetimo da u tim teoremama nije na jedinstven
način odred-ena funkcija ϕc(x), tj. funkcija ϕd(x). U [128] te teoreme su objedinjene i poboljšane
(Teorema 3 [128]). Odred-ivanje funkcije ϕc(x), tj. ϕd(x), na jedinstven način postignuto je tako što
se dodatno zahteva da postoji leva okolina tačke b u kojoj je ϕp(x)>0 za svako p∈(c,d).

U nastavku dajemo tvrd-enje iz [135] ekvivalentno pomenutim teoremama u kome se zahteva raslo-
jenost familije u tački b, čime se obezbed-uje da funkcije ϕc(x) i ϕd(x) budu odred-ene na jedinstven
način. Pri tome je familija kompresovana samo u tački a.

Teorema 2.8 Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈S = [a,b] i za p∈P = [c,d], familija neprekidnih funkcija
po argumentu x, koja je kompresovana u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b]
po parametru p∈ [c,d]. Ukoliko važi:

(a) ϕc(x)< 0 (tj. ϕc(x)> 0) i ϕd(x)> 0 (tj. ϕd(x)< 0) za svako x∈(a,b) i ϕc(b)= 0 (tj. ϕd(b)= 0),

(b) funkcije ϕp(x) su neprekidne po p∈(c,d) za svako x∈(a,b],

(c) za svako p∈(c,d) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)< 0,

(d) za svako p∈ (c,d) funkcija ϕp(x) ima tačno jedan ekstremum t(p) na intervalu (a,b), koji je
minimum,

tada postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(c,d) sledeće jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp(b)

i za d0 =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0(b) imamo

d0 = inf
p∈P

sup
x∈(a,b)

|ϕp(x)| .
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Slika 2.4: Jedna raslojena familija funkcija koja zadovoljava uslove iz Teoreme 2.8

Za familije funkcija koje su kompresovane samo u tački b važi sledeća analogna teorema.

Teorema 2.9 (Ogledalska verzija Teoreme 2.8) Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈S = [a,b] i za p∈P =
[c,d], familija neprekidnih funkcija po argumentu x, koja je kompresovana u tački b i rastuće (tj.
opadajuće) raslojena na intervalu [a,b) po parametru p∈ [c,d]. Ukoliko važi:

(a) ϕc(x)< 0 (tj. ϕc(x)> 0) i ϕd(x)> 0 (tj. ϕd(x)< 0) za svako x∈(a,b) i ϕc(a)= 0 (tj. ϕd(a)= 0),

(b) funkcije ϕp(x) su neprekidne po p∈(c,d) za svako x∈ [a,b),

(c) za svako p∈(c,d) postoji leva okolina tačke b u kojoj važi da je ϕp(x)< 0,

(d) za svako p∈ (c,d) funkcija ϕp(x) ima tačno jedan ekstremum t(p) na intervalu (a,b), koji je
minimum,

tada postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(c,d) sledeće jednačine

ϕp(a) =
∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣

i za d0 = ϕp0(a) =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣ imamo

d0 = inf
p∈P

sup
x∈(a,b)

|ϕp(x)| .

Na sličan način bi se mogle formulisati teoreme za funkcije koje imaju tačno jedan ekstremum, koji
je maksimum, na posmatranom intervalu.

2.5 Parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti
U ovom potpoglavlju je prema [124], uz izvesna poboljšanja, dat Parametarski metod za dokazivanje
nekih nejednakosti.

Polazimo od familije funkcija {ϕp(x)}p∈P koja je definisana za vrednosti argumenta x∈S⊆R, S ̸= /0,
i za vrednosti parametra p∈P⊆R, P ̸= /0. Posmatrajmo za neko x∈S jednačinu

ϕp(x) = 0

po parametru p. Jasno je da ova jednačina može, ali i ne mora, da bude rešiva po p∈P. U nastavku
razmatramo familije funkcija za koje je prethodna jednačina rešiva po p∈P za svako x∈ S. Neki
dovoljni uslovi pod kojima je prethodna jednačina rešiva po p∈P su dati sledećom teoremom.
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Teorema 2.10 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisana za x∈S= [a,b]⊂R i za p∈P=
[c,d]⊂R takva da je ϕp(a) = 0 za p∈ [c,d]. Ukoliko važi:

(a) ϕc(x)< 0 i ϕd(x)> 0 za svako x∈(a,b), ϕc(b) = 0, ϕd(b)∈R+,

(b) funkcije ϕp(x) su neprekidne po p∈(c,d) za svako x∈ [a,b],

tada za svako x∈ [a,b] jednačina ϕp(x) = 0 ima rešenje po p∈ [c,d].

Sledeća teorema daje neke dovoljne uslove pod kojima jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje
po p∈P.

Teorema 2.11 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, definisanu za x∈S⊂R, i za p∈P⊂R, koja ispunjava
uslove Teoreme 2.10 i koja je raslojena na intervalu (a,b] po parametru p∈ [c,d], važi da jednačina
ϕp(x) = 0 ima tačno jedno rešenje po p∈ [c,d] za svako x∈(a,b].

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.10, za svako x∈(a,b] postoji rešenje jednačine ϕp(x) = 0 po p∈ [c,d].
Raslojenost obezbed-uje jedinstvenost rešenja. ■

Napomenimo da se rešivost jednačine ϕp(x) = 0 po parametru p, pod odgovarajućim uslovima za
familiju, razmatra i sa dobro poznatom Teoremom o implicitno zadanoj funkciji [172]. ■

U ovom potpoglavlju nadalje razmatramo familije funkcija {ϕp(x)}p∈P sa argumentom x∈ I, gde je
I otvoren, poluotvoren ili zatvoren interval, i parametrom p∈P takve da postoji neprekidna funkcija
g : I−→ P za koju važi sledeća ekvivalencija:

g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 . (2.13)

Funkcija g odred-uje koje funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P imaju nulu za x∈ I. Napomenimo da ova
funkcija može, ali i ne mora, biti odred-ena nekim konkretnim simboličkim izrazom.

Primer 2.6 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈I=
[
0, π

2

]
i p∈P= R+, definisana sa

ϕp(x) = x− (p+1)sin x
p+ cos x

, (2.14)

rastuće je raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po parametru p ∈R+ (videti Sekciju 5.1.1). Važi sledeća

ekvivalencija

ϕp(x) = 0 ⇐⇒ p = g(x) =
xcosx− sinx

sinx− x
, (2.15)

kojom uvodimo funkciju g(x). U Sekciji 5.1.1 je dokazano da je funkcija g(x) opadajuća na intervalu(
0, π

2

)
i da je

A = lim
x→ π

2 −
g(x) =

2
π −2

= 1.75193... i B = lim
x→0+

g(x) = 2 .

Dakle, funkcije ϕp(x) za p∈(A,B) imaju tačno jednu nulu na intervalu
(
0, π

2

)
, dok su funkcije ϕp(x)

za p∈P\(A,B) stalnog znaka na intervalu
(
0, π

2

)
. Važi da je ϕA(x)< 0 i ϕB(x)> 0 na intervalu

(
0, π

2

)
i pri tome su konstante A i B najbolje za posmatrane nejednakosti. Na osnovu raslojenosti mogu se
formirati odgovarajuće nejednakosti i za ostale vrednosti parametra p∈R+.
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(a) (b)

Slika 2.5: (a) Familija funkcija definisana sa (2.14) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g definisana sa (2.15) □

U sledećem primeru funkcija g ne postoji jer nijedna funkcija iz familije nema realnu nulu na posma-
tranom intervalu.

Primer 2.7 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde x∈I= R i p∈P= R+
0 , koja je definisana sa

ϕp(x) = x2 + p2 +1 , (2.16)

važi da je
ϕp(x) = 0 ⇐⇒ p =

√
−x2 −1 .

Dakle, ne postoji realna funkcija g za koju važi (2.13). Stoga su sve funkcije stalnog znaka na posma-
tranom intervalu.

Slika 2.6: Familija funkcija definisana sa (2.16) za neke vrednosti parametra p □
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U nastavku razmatramo slučajeve kada funkcija g postoji i navodimo odgovarajuća tvrd-enja u zavi-
snosti od monotonosti funkcije g.

Teorema 2.12 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P definisana za x∈I= (a,b)⊆R i p∈P⊆R
(P ̸= /0) tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P,

(2) postoji neprekidna monotono opadajuća funkcija g : (a,b)−→ P koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒
ϕp(x) = 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→b−

g(x) = A∈R i lim
x→a+

g(x) = B∈R, pri čemu je (A,B)⊆P.

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako je p∈(A,B), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x ∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x ∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x ∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x ∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
)
.

(iii) Ako je p ≥ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

Dokaz. Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije ϕp(x), p∈(A,B), imaju nulu na intervalu (a,b). Na osnovu
opadajuće monotonosti funkcije g i rastuće (tj. opadajuće) raslojenosti familije funkcija {ϕp(x)}p∈P,
slede navedene nejednakosti. ■

Teorema 2.13 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P definisana za x∈I= (a,b)⊆R i p∈P⊆R
(P ̸= /0) tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P,

(2) postoji neprekidna monotono rastuća funkcija g : (a,b) −→ P koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒
ϕp(x) = 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g(x) = A∈R i lim
x→b−

g(x) = B∈R, pri čemu je (A,B)⊆P.

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.
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(ii) Ako p∈(A,B), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x ∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x ∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x ∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x ∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

(iii) Ako je p ≥ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12. ■

U okviru narednih tvrd-enja, razmatramo slučaj kada g nije monotona funkcija. Prvo razmatramo
funkciju g koja ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.14 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P definisana za x∈I= (a,b)⊆R i p∈P⊆R
(P ̸= /0) tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P,

(2) postoji neprekidna funkcija g : (a,b) −→ P koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 i koja je,
za neko xm∈(a,b), opadajuća na (a,xm) i rastuća na (xm,b),

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g(x)∈R i lim
x→b−

g(x)∈R, tako da za

A = g(xm) , B = min
{

lim
x→a+

g(x), lim
x→b−

g(x)
}

i C = max
{

lim
x→a+

g(x), lim
x→b−

g(x)
}

važi [A,C)⊆P.

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)≤ 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)≥ 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima dva rešenja x(p)
0 ∈(a,b) i x(p)

1 ∈(a,b) i važi:(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,x(p)

1

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,x(p)
1

))
ϕp(x)< 0

)
.

(iii) Ako p∈ [B,C), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈(a,b).

Ukoliko je lim
x→a+

g(x)< lim
x→b−

g(x), tada je(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
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i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
(

tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

Ukoliko je lim
x→a+

g(x)> lim
x→b−

g(x), tada je(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
)
.

(iv) Ako je p ≥C, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕC(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕC(x)< 0))

i konstanta C je najbolja moguća.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12. ■

U sledećoj teoremi razmatramo slučaj kada funkcija g ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je
maksimum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.15 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P definisana za x∈I= (a,b)⊆R i p∈P⊆R
(P ̸= /0) tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P,

(2) postoji neprekidna funkcija g : (a,b) −→ P koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 i koja je,
za neko xm∈(a,b), rastuća na (a,xm) i opadajuća na (xm,b),

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g(x)∈R i lim
x→b−

g(x)∈R, tako da za

A = min
{

lim
x→a+

g(x), lim
x→b−

g(x)
}

, B = max
{

lim
x→a+

g(x), lim
x→b−

g(x)
}

i C = g(xm)

važi (A,C]⊆P.

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B], tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈(a,b).

Ukoliko je lim
x→a+

g(x)< lim
x→b−

g(x), tada je(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

Ukoliko je lim
x→a+

g(x)> lim
x→b−

g(x), tada je(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
)
.
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(iii) Ako p∈(B,C), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima dva rešenja x(p)
0 ∈(a,b) i x(p)

1 ∈(a,b) i važi:(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,x(p)

1

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,x(p)
1

))
ϕp(x)> 0

)
.

(iv) Ako je p ≥C, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕC(x)≥ 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕC(x)≤ 0))

i konstanta C je najbolja moguća.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.12. ■

U opštem slučaju, za proizvoljnu funkciju g (nezavisno od njene monotonosti) važi sledeća teorema.

Teorema 2.16 Neka je data familija funkcija {ϕp(x)}p∈P definisana za x∈ I, gde je I otvoren, polu-
otvoren ili zatvoren realan interval, i za p∈P⊆R (P ̸= /0) tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće (tj. opadajuće) raslojena na intervalu I po parametru
p∈P,

(2) postoji neprekidna funkcija g : I−→ P koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 ,

(3) postoji inf
x∈I

g(x) = A∈R i sup
x∈I

g(x) = B∈R, pri čemu je (A,B)⊆P.

Ukoliko je A ̸=B, tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈I) (ϕp(x)≤ ϕA(x)≤ 0) (tj. (∀x∈I) (ϕp(x)≥ ϕA(x)≥ 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako je p ≥ B, tada je

(∀x∈I) (ϕp(x)≥ ϕB(x)≥ 0) (tj. (∀x∈I) (ϕp(x)≤ ϕA(x)≤ 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

Ukoliko je A=B, tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈I) (ϕp(x)≤ ϕA(x) = 0) (tj. (∀x∈I) (ϕp(x)≥ ϕA(x) = 0))

i ne postoji najbolja konstanta za nejednakost ϕp(x)< 0 (tj. ϕp(x)> 0) na intervalu I.

(ii) Ako je p = A, tada je
(∀x∈I) ϕp(x) = 0 .

(iii) Ako je p ≥ A, tada je

(∀x∈I) (ϕp(x)≥ ϕA(x) = 0) (tj. (∀x∈I) (ϕp(x)≤ ϕA(x) = 0))

i ne postoji najbolja konstanta za nejednakost ϕp(x)< 0 (tj. ϕp(x)> 0) na intervalu I.

Dokaz. Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija. ■
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

2.6 Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti
i odred-ivanje minimaks aproksimacija

U ovom potpoglavlju, prema [135], uz izvesne dopune, dajemo Novi parametarski metod za dokazi-
vanje nekih nejednakosti i odred-ivanje minimaks aproksimacija.

Parametarski metod za dokazivanje nejednakosti, koji je opisan u prethodnom potpoglavlju, zasniva
se na izdvajanju onih funkcija iz raslojene familije koje menjaju znak na posmatranom intervalu. U
nastavku dajemo metod koji se zasniva na izdvajanju funkcija iz familije koje imaju stacionarnu tačku
po argumentu na posmatranom intervalu.

Nadalje razmatramo familije funkcija {ϕp(x)}p∈P koje su definisane za x∈ I = [a,b] i za p∈P⊆R,
P ̸= /0, takve da su sve funkcije iz familije diferencijabilne po argumentu x i da postoji neprekidna
funkcija g1 : (a,b)−→ P za koju važi sledeća ekvivalencija:

g1(x) = p ⇐⇒
∂ϕp(x)

∂x
= 0 . (2.17)

Funkcija g1 odred-uje koje funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P imaju stacionarnu tačku po argumentu x
na posmatranom intervalu. Napomenimo da funkcija g1 za koju važi (2.17) može, ali i ne mora, biti
odred-ena nekim konkretnim simboličkim izrazom.

Primer 2.8 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P iz Primera 2.6, definisana sa

ϕp(x) = x− (p+1)sin x
p+ cos x

, (2.18)

rastuće je raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru p∈P= R+ (videti Sekciju 5.1.1). Važi sledeća

ekvivalencija

∂ϕp(x)
∂x

= 1− (p+1)(1+ pcosx)
(p+ cosx)2 = 0 ⇐⇒ p = g−1 (x) =

1
2
(
1−

√
5+4cosx

)
∨ p = g+1 (x) =

1
2
(
1+

√
5+4cosx

)
.

(2.19)

Funkcija g−1 nema vrednosti u skupu P= R+ i stoga je ne razmatramo.

Funkcija g+1 ima vrednosti u skupu P= R+ i opadajuća je na intervalu
(
0, π

2

)
, pri čemu je

A = lim
x→ π

2 −
g+1 (x) =

1+
√

5
2

= 1.61803... i C = lim
x→0+

g+1 (x) = 2 .

Dakle, funkcije ϕp(x) za p∈ (A,C) imaju tačno jednu stacionarnu tačku po argumentu x na intervalu(
0, π

2

)
, dok su funkcije ϕp(x) za p∈P\(A,C) monotone na intervalu

(
0, π

2

)
. Važi da je

ϕp

(
π

2

)
=

π

2
− p+1

p
= 0

za
p = B =

2
π −2

= 1.75193...∈(A,C) .

Može se zaključiti da je ϕB(x)< 0 i ϕC(x)> 0 na intervalu
(
0, π

2

)
i pri tome su konstante B i C najbolje

za posmatrane nejednakosti. Na osnovu raslojenosti mogu se formirati odgovarajuće nejednakosti i
za ostale vrednosti parametra p∈R+.
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Na osnovu Tejlorovog razvoja u okolini tačke 0, može se pokazati da za p∈(B,C) važi da je ϕp(x)< 0
u desnoj okolini tačke 0. Dodatno, važi da funkcije ϕp(x), za p∈(B,C), imaju tačno jedan minimum
na intervalu

(
0, π

2

)
. Za vrednost parametra

p0 = 1.78114...

dobija se minimaks aproksimant

ϕp0(x) = x− (p0 +1)sin x
p0 + cos x

na intervalu
(
0, π

2

)
za datu familiju funkciju.

(a) (b)

Slika 2.7: (a) Familija funkcija definisana sa (2.18) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g+1 definisana sa (2.19) □

U sledećem primeru funkcija g1 ne postoji jer nijedna funkcija iz familije nema stacionarnu tačku po
argumentu na posmatranom intervalu.

Primer 2.9 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je P= R+ i x∈R, koja je definisana sa

ϕp(x) = x3 + p2x+ x , (2.20)

važi da je
∂ϕp(x)

∂x
= x2 + p2 +1 = 0 ⇐⇒ p =

√
−1− x2 .

Dakle, ne postoji realna funkcija g1 za koju važi (2.17). Stoga su sve funkcije iz familije monotone
na posmatranom intervalu.
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Slika 2.8: Familija funkcija definisana sa (2.20) za neke vrednosti parametra p □

Do kraja ove sekcije razmatramo slučajeve kada funkcija g1 postoji i navodimo odgovarajuća tvrd-enja
u zavisnosti od monotonosti funkcije g1 i u zavisnosti od kompresovanosti familije funkcija. Prvo, u
naredne dve teoreme razmatramo slučaj kada je familija funkcija kompresovana samo u tački a.

Teorema 2.17 Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b] i p∈P⊆R (P ̸= /0), familija funkcija koje su
neprekidne po p i po x za svako x∈ [a,b] i za svako p∈P tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

opadajuća funkcija g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) =C∈R i lim
x→b−

g1(x) = A∈R, pri čemu je (A,C)⊆P,

(4) postoji vrednost parametra p = B∈(A,C) tako da je ϕB(b) = 0 ,

(5) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)< 0 (tj. ϕp(x)> 0) za svako p∈(A,C).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,C), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
)
.
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(iii) Ako je p ≥C, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕC(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕC(x)< 0))

i konstanta C je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (B,C), ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum (tj.

maksimum), na intervalu (a,b) u tački
(

t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(B,C) jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp(b)

(
tj. ϕp

(
t(p)
)
=
∣∣ϕp(b)

∣∣) .
Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).

Greška aproksimacije je d0 =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0(b)
(

tj. d0 = ϕp0

(
t(p0)

)
=
∣∣ϕp0(b)

∣∣) .
Dokaz. Razmotrimo slučaj kada je {ϕp(x)}p∈P rastuće raslojena familija funkcija. Slučaj kada je
{ϕp(x)}p∈P opadajuće raslojena familija funkcija se analogno razmatra.

Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije ϕp(x), za p∈ (A,C), imaju tačno jednu stacionarnu tačku na
intervalu (a,b), dok su funkcije ϕp(x), p∈P\(A,C) monotone na intervalu (a,b).

(i) Funkcija ϕB(x) ima jednu stacionarnu tačku na intervalu (a,b). Kako je ϕB(a) = 0 (uslov
(1)), ϕB(x)< 0 u desnoj okolini tačke a (uslov (5)) i ϕB(b) = 0 (uslov (4)), zaključujemo da
funkcija ϕB(x) ima tačno jedan minimum na intervalu (a,b). Takod-e, zaključujemo i da je
ϕB(x)< 0 na intervalu (a,b) i da na osnovu raslojenosti važe navedene nejednakosti.

(ii), (iv) S obzirom na to da je ϕB(b) = 0 (uslov (4)) i da je familija rastuće raslojena u tački b, važi
da je (∀p∈(B,C)) ϕp(b)> 0. Dodatno, iz ϕp(a) = 0 za p∈(B,C) (uslov (1)) i činjenice da
je ϕp(x)< 0, za p∈(B,C), u desnoj okolini tačke a (uslov (5)), sledi da su funkcije ϕp(x), za
p∈ (B,C), opadajuće i negativne u desnoj okolini tačke a. Stoga, zaključujemo da funkcije
ϕp(x), za p∈ (B,C), imaju tačno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, i tačno jednu
nulu na intervalu (a,b) i da važe navedene nejednakosti.

Slika 2.9: Neke funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P (videti Primer 2.8) koja zadovoljava uslove Teoreme
2.17 i odgovarajuća funkcija g1
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(iii) Funkcija ϕC(x) je monotona na intervalu (a,b). Kako je ϕB(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuće raslojenosti familije, zaključujemo da je ϕC(b)> 0. Dodatno, s obzirom na to da važi
da je ϕC(a) = 0 (uslov (1)), zaključujemo da je ϕC(x)> 0 na intervalu (a,b) i da na osnovu
raslojenosti važe navedene nejednakosti.

(v) Na osnovu Teoreme 2.8. ■

Teorema 2.18 Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b] i p∈P⊆R (P ̸= /0), familija funkcija koje su
neprekidne po p i po x za svako x∈ [a,b] i za svako p∈P tako da važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

rastuća funkcija g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) = A∈R i lim
x→b−

g1(x) =C∈R, pri čemu je (A,C)⊆P,

(4) postoji vrednost parametra p = B∈(A,C) tako da je ϕB(b) = 0 ,

(5) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) za svako p∈(A,C).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

(iii) Ako je p ≥ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (tj.

minimum), na intervalu (a,b) u tački
(

t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(A,B) jednačine

ϕp

(
t(p)
)
=
∣∣ϕp(b)

∣∣ (
tj.
∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp(b)

)
.

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).

Greška aproksimacije je d0 = ϕp0

(
t(p0)

)
=
∣∣ϕp0(b)

∣∣ (tj. d0 =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0(b)
)
.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. ■
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2.6 Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i odred-ivanje . . .

U naredne dve teoreme, koje su analogne prethodnim teoremama, razmatra se slučaj kada je familija
funkcija kompresovana samo u tački b.

Teorema 2.19 (Ogledalska verzija Teoreme 2.18) Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b] i p∈P⊆R
(P ̸= /0), familija funkcija koje su neprekidne po p i po x za svako x∈ [a,b] i za svako p∈P tako da
važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački b i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na
intervalu [a,b) po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

opadajuća funkcija g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) =C∈R i lim
x→b−

g1(x) = A∈R, pri čemu je (A,C)⊆P,

(4) postoji vrednost parametra p = B∈(A,C) tako da je ϕB(a) = 0 ,

(5) postoji leva okolina tačke b u kojoj važi da je ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) za svako p∈(A,C).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)> 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)< 0
)
.

(iii) Ako je p ≥ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (tj.

minimum), na intervalu (a,b) u tački
(

t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(A,B) jednačine∣∣ϕp(a)
∣∣= ϕp

(
t(p)
) (

tj. ϕp(a) =
∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣) .

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).

Greška aproksimacije je d0 =
∣∣ϕp0(a)

∣∣= ϕp0

(
t(p0)

) (
tj. d0 = ϕp0(a) =

∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣) .
Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. ■
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Teorema 2.20 (Ogledalska verzija Teoreme 2.17) Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b] i p∈P⊆R
(P ̸= /0), familija funkcija koje su neprekidne po p i po x za svako x∈ [a,b] i za svako p∈P tako da
važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački b i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na
intervalu [a,b) po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

rastuća funkcija g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) = A∈R i lim
x→b−

g1(x) =C∈R, pri čemu je (A,C)⊆P,

(4) postoji vrednost parametra p = B∈(A,C) tako da je ϕB(a) = 0 ,

(5) postoji leva okolina tačke b u kojoj važi da je ϕp(x)< 0 (tj. ϕp(x)> 0) za svako p∈(A,C).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ B, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕB(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕB(x)> 0))

i konstanta B je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,C), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

(iii) Ako je p ≥C, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕC(x)> 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕC(x)< 0))

i konstanta C je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (B,C), ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum (tj.

maksimum), na intervalu (a,b) u tački
(

t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje p0 po parametru p∈(B,C) jednačine

ϕp(a) =
∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣ (

tj.
∣∣ϕp(a)

∣∣= ϕp

(
t(p)
))

.

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije na intervalu (a,b).

Greška aproksimacije je d0 = ϕp0(a) =
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

∣∣∣) (tj. d0 =
∣∣ϕp0(a)

∣∣= ϕp0

(
t(p0)

))
.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.17. ■
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2.6 Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i odred-ivanje . . .

Sledeća teorema važi u slučaju kada je funkcija g1 rastuća i u rubnoj tački posmatranog intervala ima
beskonačnu graničnu vrednost.

Teorema 2.21 Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b) i p∈P⊆R (P ̸= /0), familija funkcija takva da
važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana samo u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena
na intervalu (a,b) po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna monotono

rastuća funkcija g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 ,

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) = A∈R i lim
x→b−

g1(x) = +∞, pri čemu je (A,+∞)⊆P,

(4) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) za svako p∈(A,+∞)
i leva okolina tačke b u kojoj važi da je ϕp(x)< 0 (tj. ϕp(x)> 0) za svako p∈(A,+∞).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p > A, tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈ (a,b) i važi da je(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

(iii) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈A,+∞), ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum (tj.

minimum), na intervalu (a,b) u tački
(

t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

Dokaz. Razmotrimo slučaj kada je {ϕp(x)}p∈P rastuće raslojena familija funkcija. Iz uslova (2) i (3)
sledi da funkcije ϕp(x), za p∈ (A,+∞), imaju tačno jednu stacionarnu tačku na intervalu (a,b), dok
su funkcije ϕp(x), p∈P\(A,+∞) monotone na intervalu (a,b). Kako postoji leva okolina tačke b u
kojoj važi da je ϕp(x)< 0 za svako p∈(A,+∞), na osnovu rastuće raslojenosti familije je i ϕA(x)< 0
u levoj okolini tačke b. S obzirom na to da je familija kompresovana u tački a (uslov (1)) i da je
funkcija ϕA(x) monotona na intervalu (a,b), važi da je ϕA(x)< 0 na intervalu (a,b). Iz ϕp(a) = 0 za
p∈(A,+∞) (uslov (1)) i uslova (2), (3) i (4) sledi da funkcije ϕp(x), za p∈(A,+∞), imaju tačno jedan
lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (a,b). Na osnovu rastuće raslojenosti familije
funkcija, slede navedene nejednakosti. Analogan dokaz važi za opadajuće raslojenu familiju funkcija
{ϕp(x)}p∈P.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Slika 2.10: Neke funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈P (videti Potpoglavlje 5.3) koja zadovoljava uslove
Teoreme 2.21 i odgovarajuća funkcija g1 ■

Na sličan način se mogu formulisati teoreme za slučajeve kada je funkcija g1 opadajuća i/ili kada je
familija funkcija {ϕp(x)}p∈P kompresovana samo u tački b.

Sledeća teorema važi u slučaju kada funkcija g1 ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksi-
mum, na posmatranom intervalu.

Teorema 2.22 Neka je {ϕp(x)}p∈P, za x∈ I = [a,b] i p∈P⊆R (P ̸= /0), familija funkcija takva da
važe uslovi:

(1) familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na
intervalu (a,b] po parametru p∈P,

(2) funkcije ϕp(x), za p∈P, diferencijabilne su na intervalu (a,b) i postoji neprekidna funkcija

g1 : (a,b)−→ P koja ispunjava g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 i koja je, za neko xm∈(a,b), rastuća
na (a,xm) i opadajuća na (xm,b),

(3) postoje granične vrednosti lim
x→a+

g1(x) = A∈R i lim
x→b−

g1(x) = B1 ∈R tako da je A ≤ B1, pri

čemu je (A,C1)⊆P, gde je C1 = g1(xm),

(4) funkcija ϕg1(x)(x) ima nulu u tački x0 ∈ (a,b) i za C = g1(x0) postoji vrednost parametra p =
B∈(B1,C) tako da je ϕB(b) = 0 ,

(5) postoji desna okolina tačke a u kojoj važi da je ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) za svako p∈(A,C1).

Tada je ispunjeno:

(i) Ako je p ≤ A, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕA(x)< 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕA(x)> 0))

i konstanta A je najbolja moguća.
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2.6 Novi parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i odred-ivanje . . .

(ii) Ako p∈(A,B], tada jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 ∈(a,b) i važi:(

∀x∈
(

a,x(p)
0

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,b

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,b
))

ϕp(x)> 0
)
.

(iii) Ako p∈(B,C), tada jednačina ϕp(x) = 0 ima dva rešenja x(p)
0 ∈(a,b) i x(p)

1 ∈(a,b) i važi:(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)> 0

(
tj.
(
∀x∈

(
a,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,b

))
ϕp(x)< 0

)
i (

∀x∈
(

x(p)
0 ,x(p)

1

))
ϕp(x)< 0

(
tj.
(
∀x∈

(
x(p)

0 ,x(p)
1

))
ϕp(x)> 0

)
.

(iv) Ako je p ≥C, tada je

(∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≥ ϕC(x)≥ 0) (tj. (∀x∈(a,b)) (ϕp(x)≤ ϕC(x)≤ 0))

i konstanta C je najbolja moguća.

Dokaz. Razmotrimo slučaj kada je {ϕp(x)}p∈P rastuće raslojena familija funkcija. Slučaj kada je
{ϕp(x)}p∈P opadajuće raslojena familija funkcija se analogno razmatra.

Iz uslova (2) i (3) sledi da funkcije ϕp(x), za p∈ (A,B1], imaju tačno jednu stacionarnu tačku na
intervalu (a,b), funkcije ϕp(x), za p∈(B1,C1), imaju tačno dve stacionarne tačke na intervalu (a,b),
dok su funkcije ϕp(x), p∈P\(A,C1) monotone na intervalu (a,b).

(i) Funkcija ϕA(x) je monotona na intervalu (a,b). Kako je ϕB(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuće raslojenosti familije, zaključujemo da je ϕA(b) < 0. Dodatno, s obzirom na to da važi
da je ϕA(a) = 0 (uslov (1)), zaključujemo da je ϕA(x) < 0 na intervalu (a,b) i da na osnovu
raslojenosti važe navedene nejednakosti.

(ii) Iz uslova (5) i kompresovanosti familije, sledi da su funkcije ϕp(x), za p∈ (A,B]⊂ (A,C1),
rastuće i pozitivne u desnoj okolini tačke a. S obzirom na to da je ϕC(x0) = 0 (uslov (4)),
na osnovu rastuće raslojenosti familije, zaključujemo da je ϕB(x0) < 0. Kako je ϕB(b) = 0
(uslov (4)) i funkcija ϕB(x) ima dve stacionarne tačke na intervalu (a,b), zaključujemo da
funkcija ϕB(x) ima tačno jednu nulu na intervalu (a,b). Iz ϕB(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu
rastuće raslojenosti familije, takod-e zaključujemo da (∀p∈(A,B)) ϕp(b)< 0. Razmotrimo dva
podslučaja – kada p∈(A,B1] i kada p∈(B1,B).

U prvom podslučaju funkcije ϕp(x), za p∈ (A,B1], imaju tačno jednu stacionarnu tačku na
intervalu (a,b). S obzirom na to da su funkcije ϕp(x), za p ∈ (A,B1], pozitivne i rastuće u
desnoj okolini tačke a i negativne u tački b, zaključujemo da funkcije ϕp(x), za p∈ (A,B1],
imaju tačno jednu nulu na intervalu (a,b).

U drugom podslučaju funkcije ϕp(x), za p ∈ (B1,B), imaju tačno dve stacionarne tačke na
intervalu (a,b). S obzirom na to da su funkcije ϕp(x), za p∈ (B1,B), pozitivne i rastuće u
desnoj okolini tačke a i negativne u tački b, na osnovu postojanja tačno dve stacionarne tačke,
zaključujemo da ove funkcije imaju tačno jednu nulu na intervalu (a,b).

Na osnovu prethodnog razmatranja, zaključujemo da funkcije ϕp(x), za p∈(A,B], imaju tačno
jednu nulu na intervalu (a,b) i da važe navedene nejednakosti.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Slika 2.11: Neke funkcije iz familije {ψp(x)}p∈P (videti Primer 2.10) koja zadovoljava uslove
Teoreme 2.22 i odgovarajuća funkcija g1

(iii) Iz uslova (5) i kompresovanosti familije, sledi da su funkcije ϕp(x), za p∈ (B,C)⊂ (A,C1),
rastuće i pozitivne u desnoj okolini tačke a. Kako je ϕC(x0) = 0 (uslov (4)), na osnovu rastu-
će raslojenosti familije, zaključujemo da (∀p∈ (B,C)) ϕp(x0) < 0. Takod-e, s obzirom na to
da je ϕB(b) = 0 (uslov (4)), na osnovu rastuće raslojenosti familije, zaključujemo da (∀p∈
(B,C)) ϕp(b) > 0. Na osnovu prethodnog razmatranja i činjenice da funkcije ϕp(x), za p∈
(B,C), imaju tačno dve stacionarne tačke na intervalu (a,b), zaključujemo da ove funkcije
imaju tačno jedan maksimum i tačno jedan minimum (i to tim redom) i dve nule na intervalu
(a,b) i da važe navedene nejednakosti.

(iv) Funkcija ϕC(x) ima dve stacionarne tačke na intervalu (a,b). Kako je ϕB(b) = 0 (uslov (4)),
na osnovu rastuće raslojenosti familije, zaključujemo da je ϕC(b) > 0. Dodatno, s obzirom na
to da važi da je ϕC(a) = 0 (uslov (1)), ϕC(x) > 0 u nekoj desnoj okolini tačke a (uslov (5)),
ϕC(x0) = 0, gde je x0 stacionarna tačka funkcije ϕC(x) (uslov (4)), zaključujemo da funkcija
ϕC(x) ima tačno jedan maksimum i tačno jedan minimum (i to tim redom) na intervalu (a,b) i
da na osnovu raslojenosti važe navedene nejednakosti. ■

U sledećem primeru navodimo jednu familiju koja zadovoljava uslove prethodne teoreme.

Primer 2.10 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P iz Podsekcije 5.1.3.1, definisana sa

ϕp(x) = x− 3sinx
2+ cosx

− px5 ,

opadajuće je raslojena na intervalu (0,π] po parametru p∈P= R i ispunjava uslove prethodne teore-
me. Uočimo familiju funkcija {ψp(x)}p∈P, definisanu sa

ψp(x) =−ϕp(x) , (2.21)

koja je rastuće raslojena na intervalu (0,π] po parametru p∈P = R i takod-e ispunjava uslove pret-
hodne teoreme. Važi da je

∂ψp(x)
∂x

=−(1− cosx)2

(2+ cosx)2 +5 px4 = 0 ⇐⇒ p = g1(x) =
(1− cosx)2

5x4 (2+ cosx)2 . (2.22)
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(a) (b)

Slika 2.12: (a) Familija funkcija definisana sa (2.21) za neke vrednosti parametra p
(b) funkcija g1 definisana sa (2.22) □

Analogno se mogu razmotriti slučajevi kada funkcija g1 ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je
minimum, na posmatranom intervalu i/ili kada je familija funkcija {ϕp(x)}p∈P kompresovana samo
u tački b.

U Potpoglavlju 5.9 analiziramo jednu familiju funkcija na koju ne može da se primeni Parametarski
metod bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lambertove funkcije), ali može direktno
da se primeni Novi parametarski metod. Takod-e, analiziramo jednu familiju funkcija na koju ne može
da se primeni Novi parametarski metod bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lam-
bertove funkcije), ali može direktno da se primeni Parametarski metod.

2.7 Neke strategije za primenu raslojenih familija funkcija u te-
oriji analitičkih nejednakosti

U teoriji analitičkih nejednakosti, jedan od osnovnih problema jeste dokazivanje nejednakosti

f (x)> 0 (tj. f (x)< 0)

za x∈ (a,b), gde je f : (a,b) −→ R. Jedan pristup za dokazivanje ovih nejednakosti jeste da se uoči
familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde p∈P⊆R (P ̸= /0), takva da je funkcija f član te familije za neku
vrednost parametra p ([138], Poglavlje 2.14.6; [27, 108, 109, 114, 121–128, 133–136]).

Na primer, česte su nejednakosti oblika

h1(x)+ c1h2(x)< φ(x) ili φ(x)< h1(x)+ c2h2(x)

za x∈(a,b)⊆R, gde su date funkcije h1,h2,φ : (a,b)−→R i realne konstante c1 i c2, na osnovu kojih
se može uvesti familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, za x∈(a,b) i p∈P= R, koja je definisana sa

ϕp(x) = φ(x)− f (x)− p ·h(x) .

Nekada je dato samo gornje ili samo donje ograničenje funkcije φ(x) zato što jedna od konstanti c1
ili c2 nije odred-ena (videti teoreme 5.8, 5.24, 5.25 i 5.32) ili ne postoji (videti Teoremu 5.9 i Teoremu
5.18).
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Uočavanje familije funkcija nekada nije očigledno (videti Sekciju 5.1.1).

Za mnoge nejednakosti može se uvesti i nekoliko raslojenih familija funkcija (videti Sekciju 5.7.3 i
Potpoglavlje 5.8).

Kako bi se odredile obe strane nekih dvojnih nejednakosti, nekada je potrebno uvesti dvoparametarsku
familiju funkcija (videti Sekciju 5.9.1). Dvoparametarske familije funkcija su uvedene i razmatrane i
u napomenama 5.3, 5.4, 5.5, 5.11 i 5.13.

U sledećim sekcijama, na osnovu teorijskih rezultata iz sekcija 2.1–2.6, dajemo neke strategije za
dokazivanje za koje vrednosti parametra p je

ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0)

na intervalu (a,b) i za odred-ivanje minimaks aproksimanta za familiju {ϕp(x)}p∈P.

Strategije su predstavljene nizom uslova koji su označeni sa „•” i „◦”.

2.7.1 Strategija za odred-ivanje najboljih konstanti u nejednakostima
Na osnovu Teoreme 2.2 i Teoreme 2.3 (Potpoglavlje 2.2), dajemo jednu strategiju za odred-ivanje
vrednosti parametra p∈P za koje važi

ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0)

na intervalu (a,b).

Pretpostavimo da je familija {ϕp(x)}p∈P definisana na segmentu [a,b] tako da važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ϕp(x) imaju Tejlorove razvoje, u tačkama a i b, takve da u razvojima postoji bar
jedan ne-nula koeficijent.

Strategija za odred-ivanje najboljih konstanti sastoji se od sledećih koraka:

• Odred-ujemo, ukoliko postoji, skup P0 ⊆ P tako da je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je monotono raslojena na intervalu (a,b) po parametru p∈P0,

◦ glavni koeficijenti Tejlorovih razvoja funkcije ϕp(x) u tačkama a i b su monotone funkcije
za p∈P0 i pri tome njihove nule pa, pb∈P0.

• Ako je ϕpa(x)> 0 (tj. ϕpa(x)< 0) na intervalu (a,b), tada je konstanta pa najbolja moguća za
nejednakost ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) na intervalu (a,b) za p∈P0.

Dodatno:

◦ ako je familija rastuće raslojena, za svako p > pa (tj. za svako p < pa) važi da je

x∈(a,b) =⇒ 0 < ϕpa(x)< ϕp(x) (tj. x∈(a,b) =⇒ 0 > ϕpa(x)> ϕp(x)) .

◦ ako je familija opadajuće raslojena, za svako p < pa (tj. za svako p > pa) važi da je

x∈(a,b) =⇒ 0 < ϕpa(x)< ϕp(x) (tj. x∈(a,b) =⇒ 0 > ϕpa(x)> ϕp(x)) .

• Ako je ϕpb(x)> 0 (tj. ϕpb(x)< 0) na intervalu (a,b), tada je konstanta pb najbolja moguća za
nejednakost ϕp(x)> 0 (tj. ϕp(x)< 0) na intervalu (a,b) za p∈P0.
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Dodatno:

◦ ako je familija rastuće raslojena, za svako p > pb (tj. za svako p < pb) važi da je

x∈(a,b) =⇒ 0 < ϕpb(x)< ϕp(x) (tj. x∈(a,b) =⇒ 0 > ϕpb(x)> ϕp(x)) .

◦ ako je familija opadajuće raslojena, za svako p < pb (tj. za svako p > pb) važi da je

x∈(a,b) =⇒ 0 < ϕpb(x)< ϕp(x) (tj. x∈(a,b) =⇒ 0 > ϕpb(x)> ϕp(x)) .

Prethodno opisana strategija je primenjena u [125] na nekim tipovima D’Aurizio-Sándor nejednako-
sti, kao i u [126] za uopštavanje nekih ograničenja funkcije sinc.

2.7.2 Strategija za dokazivanje nejednakosti zasnovana na Parametarskom
metodu

Na osnovu teorema 2.12–2.16 (Potpoglavlje 2.5), dajemo jednu strategiju za ispitivanje znaka funk-
cija iz familije {ϕp(x)}p∈P, tj. za dokazivanje odgovarajućih nejednakosti.

Strategija zasnovana na Parametarskom metodu sastoji se od sledećih koraka:

• Odred-ujemo, ukoliko postoji, skup P0 ⊆ P tako da važi:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je monotono raslojena na intervalu (a,b) po parametru
p∈P0,

◦ postoji neprekidna funkcija g : (a,b)−→ P0 takva da g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 .

• Odred-ujemo lim
x→a+

g(x), lim
x→b−

g(x), inf
x∈(a,b)

g(x) i sup
x∈(a,b)

g(x).

• Ako je funkcija g opadajuća na intervalu (a,b), formiramo odgovarajuće nejednakosti iz Teo-
reme 2.12 za sve vrednosti parametra p∈P0.

• Ako je funkcija g rastuća na intervalu (a,b), formiramo odgovarajuće nejednakosti iz Teoreme
2.13 za sve vrednosti parametra p∈P0.

• Ako funkcija g ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je minimum, na intervalu (a,b), formi-
ramo odgovarajuće nejednakosti iz Teoreme 2.14 za sve vrednosti parametra p∈P0.

• Ako funkcija g ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (a,b), for-
miramo odgovarajuće nejednakosti iz Teoreme 2.15 za sve vrednosti parametra p∈P0.

• Ako funkcija g ima više od jednog lokalnog ekstremuma na intervalu (a,b), formiramo odgo-
varajuće nejednakosti iz Teoreme 2.16 za one vrednosti parametra p∈P0 za koje su funkcije
ϕp(x) stalnog znaka na intervalu (a,b).

Prethodno opisana strategija je primenjena u [124] na Cusa-Huygens nejednakosti, jednom tipu
Wilker-ove nejednakosti i na dva tipa Mitrinović-Adamović nejednakosti i u [122] na jednom tipu
Cusa-Huygens nejednakosti.
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

2.7.3 Strategija za odred-ivanje minimaks aproksimanta primenom Nike teo-
reme

Na osnovu Teoreme 2.5 i Teoreme 2.8 (Potpoglavlja 2.3 i 2.4), dajemo jednu strategiju za
odred-ivanje minimaks aproksimanta za familiju {ϕp(x)}p∈P, gde x∈ [a,b], za koju važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ϕp(x) imaju Tejlorove razvoje, u tačkama a i b, takve da u razvojima postoji bar
jedan ne-nula koeficijent.

Strategija zasnovana na Nike teoremi sastoji se od sledećih koraka:

• Odred-ujemo, ukoliko postoji, skup P0 = [c,d]⊆ P tako da je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i monotono raslojena na intervalu (a,b] po
parametru p∈P0,

◦ funkcije ϕc(x) i ϕd(x) su stalnog znaka na intervalu (a,b), pri čemu je jedna funkcija
pozitivna, a druga negativna,

◦ funkcije ϕp(x), za p∈(c,d), menjaju znak na intervalu (a,b),

• Odred-ujemo najmanje m∈N (m ≥ 2), ukoliko postoji, tako da važi(
∀p∈P0

)(
∀x∈

(
a,b
))

ϕ
(m)
p (x)> 0

ili(
∀p∈P0

)(
∃x(p)

m
(
a,b
))((

∀x∈
(
a,x(p)

m
)) (

ϕ
(m)
p (x)> 0 ∧

(
∀x∈

(
x(p)

m ,b
))

ϕ
(m)
p (x)< 0

))
.

• Dokazujemo (na osnovu Tejlorovog razvoja u tački a) da su funkcije ϕp(x), ϕ ′
p(x), ϕ ′′

p(x), ... ,

ϕ
(m−1)
p (x) negativne u nekoj desnoj okolini tačke a.

• Dokazujemo (na osnovu Tejlorovog razvoja u tački b) da su funkcije ϕp(x), ϕ ′
p(x), ϕ ′′

p(x), ... ,

ϕ
(m−1)
p (x) pozitivne u nekoj levoj okolini tačke b.

• Odred-ujemo jedinstveno rešenje (p0, x0) sistema

−ϕp (x) = ϕp(b)

∂ϕp(x)
∂x

= 0

za p∈(c,d) i x∈(a,b).

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P0 na intervalu (a,b).

Prethodno opisana strategija je primenjena u [127] na Cusa-Huygens nejednakosti i na dve
Sándor-ove nejednakosti, u [114] na jednom tipu Cusa-Huygens nejednakosti, u [27] na nekim Wilker-
-Cusa-Huygens nejednakostima i u [128] na nekim D’Aurizio-ovim nejednakostima. ■

Za familiju funkcija koja je kompresovana u tački b i monotono raslojena na intervalu [a,b) po para-
metru p∈P0 može se formirati analogna strategija primenom Teorema 2.6 i 2.9, a može se analizirati
i familija funkcija {φp(t)}p∈P0 , gde je φp(t) = ϕp(b− t), za t∈(0,b−a].

U slučaju kada funkcije ϕp(x), za p∈(c,d), imaju tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum,
na intervalu (a,b), takod-e se može formirati analogna strategija. Alternativno, može se razmatrati
familija funkcija {ψp(x)}p∈P0 , gde je ψp(x) =−ϕp(x) za x∈(a,b].
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2.7.4 Strategija za dokazivanje nejednakosti i odred-ivanje minimaks aproksi-
manta zasnovana na Novom parametarskom metodu

Na osnovu Teoreme 2.17 i Teoreme 2.18 (Potpoglavlje 2.6), dajemo jednu strategiju za ispitivanje
znaka funkcija iz familije {ϕp(x)}p∈P, tj. za dokazivanje odgovarajućih nejednakosti, i za odred-ivanje
minimaks aproksimanta familije.

Pretpostavimo da je familija {ϕp(x)}p∈P definisana na segmentu [a,b] tako da važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) sve funkcije ϕp(x) imaju Tejlorove razvoje u tački a takve da u razvojima postoji bar jedan
ne-nula koeficijent.

Strategija zasnovana na Novom parametarskom metodu sastoji se od sledećih koraka:

• Odred-ujemo, ukoliko postoji, skup P0 ⊆ P tako da je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i rastuće (tj. opadajuće) raslojena na inter-
valu (a,b] po parametru p∈P0,

◦ postoji neprekidna funkcija g1 : (a,b)−→ P0 takva da g1(x) = p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 .

• Ako je g1 monotona funkcija na intervalu (a,b), odred-ujemo vrednosti A = inf
x∈(a,b)

g1(x) i C =

sup
x∈(a,b)

g1(x).

• Odred-ujemo, ako postoji, jedinstvenu vrednost parametra p = B∈(A,C) takvu da je ϕB(b) = 0.

• Ispitujemo, na osnovu glavnog koeficijenta Tejlorovog razvoja ϕp(x) u tački a, znak funkcija
ϕp(x) u desnoj okolini tačke a za p∈(A,C).

• Ako je funkcija g1 opadajuća na intervalu (a,b) i ako postoji desna okolina tačke a u kojoj važi
da je ϕp(x) < 0 (tj. ϕp(x) > 0) za svako p∈ (A,C), formiramo odgovarajuće nejednakosti iz
Teoreme 2.17 za sve vrednosti parametra p∈P0.

Odred-ujemo jedinstveno rešenje (p0, x0) sistema

−ϕp (x) = ϕp(b) (tj. ϕp (x) =−ϕp(b))

∂ϕp(x)
∂x

= 0

za p∈(B,C) i x∈(a,b).

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P0 na intervalu (a,b).

• Ako je funkcija g1 rastuća na intervalu (a,b) i ako postoji desna okolina tačke a u kojoj važi
da je ϕp(x) > 0 (tj. ϕp(x) < 0) za svako p∈ (A,C), formiramo odgovarajuće nejednakosti iz
Teoreme 2.18 za sve vrednosti parametra p∈P0.

Odred-ujemo jedinstveno rešenje (p0, x0) sistema

ϕp (x) =−ϕp(b) (tj. −ϕp (x) = ϕp(b))

∂ϕp(x)
∂x

= 0

za p∈(A,B) i x∈(a,b).

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P0 na intervalu (a,b).
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2 Teorijski doprinosi raslojenim familijama funkcija

Prethodno opisana strategija je primenjena u [135] na Cusa-Huygens nejednakosti i na jednom tipu
Mitrinović-Adamović nejednakosti. ■

Za familiju funkcija koja je kompresovana u tački b i monotono raslojena na intervalu [a,b) po pa-
rametru p∈P0 može se formirati analogna strategija primenom Teoreme 2.19 i Teoreme 2.20. Ta
strategija je primenjena u [133, 135] na jednom tipu Jordan-ove nejednakosti.

Za slučajeve kada funkcija g1 ima beskonačnu graničnu vrednost u rubnoj tački posmatranog intervala
ili tačno jedan ekstremum na posmatranom intervalu, može se na analogan način formirati strategija
za dokazivanje nejednakosti.
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Poglavlje 3

Neka poboljšanja i uopštenja metoda za
dokazivanje nejednakosti svod-enjem na
polinomske nejednakosti

U ovom poglavlju metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 proširujemo na neke
nove klase analitičkih nejednakosti.

3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

3.1.1 Neka poboljšanja Leme 1.1 i Leme 1.2

Sledeća teorema daje proširenje intervala na kom važe navišne i nanižne polinomske aproksimacije
sinusne funkcije iz Leme 1.1.

Teorema 3.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k+1, k∈N0 , tada je

(∀x∈(0,+∞)) Tn(x)> sinx

i
(∀x∈(−∞, 0)) Tn(x)< sinx .

(ii) Ukoliko je n = 4k+3, k∈N0 , tada je

(∀x∈(0,+∞)) Tn(x)< sinx

i
(∀x∈(−∞, 0)) Tn(x)> sinx .
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Dokaz.

(i) Precizirajmo: oznaka Tn(x) je zamena za T sin,0
n (x). Takod-e, u dokazu ćemo koristiti i oznaku

T cos,0
n (x).

Uočimo funkciju
Fn(x) = T sin,0

n (x)− sinx : R−→ R .

Za ovu funkciju važi da je

F(2 j)
n (x) = (−1) j

(
T sin,0

n−2 j(x)− sinx
)

za j ≤ n
2 i

F(2 j+1)
n (x) = (−1) j

(
T cos,0

n−2 j−1(x)− cosx
)

za j ≤ n−1
2 , gde j∈N0.

Važi da je
F(4k)

4k+1(x) = x− sinx

za svako k∈N0. Evidentno je F(4k)
4k+1(x) > 0 na intervalu (0,+∞). Dakle, sledi da je funkcija

F(4k−1)
4k+1 (x) rastuća na intervalu (0,+∞). Kako je F(4k−1)

4k+1 (0) = 0, važi da je F(4k−1)
4k+1 (x) > 0 na

intervalu (0,+∞). Nastavljajući ovaj postupak, s obzirom na to da je F(2 j)
n (0)= 0 i F(2 j+1)

n (0)=
0, zaključujemo da je i F4k+1(x)> 0 na intervalu (0,+∞), tj. da je

(∀x∈(0,+∞)) T sin,0
4k+1(x)> sinx .

Slučaj kada x∈(−∞,0) sledi na osnovu činjenice da je funkcija Fn(x) neparna.

(ii) Dokaz je analogan dokazu dela (i), pri čemu se razmatra funkcija

F(4k+2)
4k+3 (x) =−x+ sinx ,

gde k∈N0, koja je evidentno opadajuća i negativna na intervalu (0,+∞). ■

U sledeće dve teoreme preciziramo poredak Tejlorovih razvoja sinusne funkcije iz Leme 1.1.

Teorema 3.2 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k+1, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−∞,−

√
(n+3)(n+4)

)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))
Tn(x)> Tn+4(x) (3.1)

i (
∀x∈

(
−
√

(n+3)(n+4), 0
)
∪
(√

(n+3)(n+4),+∞
))

Tn(x)< Tn+4(x) . (3.2)

Za x = 0 ili x =±
√
(n+3)(n+4) važi da je Tn(x) = Tn+4(x).
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(ii) Ukoliko je n = 4k+3, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−∞,−

√
(n+3)(n+4)

)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))
Tn(x)< Tn+4(x) (3.3)

i (
∀x∈

(
−
√
(n+3)(n+4), 0

)
∪
(√

(n+3)(n+4),+∞
))

Tn(x)> Tn+4(x) . (3.4)

Za x = 0 ili x =±
√
(n+3)(n+4) važi da je Tn(x) = Tn+4(x).

Dokaz. Dokažimo nejednakost (3.1). Važi da je T4k+1(x)> T4k+5(x), tj. da je

x4k+3

(4k+3)!
− x4k+5

(4k+5)!
> 0

za x ∈
(
− ∞,−

√
(4k+4)(4k+5)

)
∪
(
0,
√
(4k+4)(4k+5)

)
. Nejednakosti (3.2), (3.3) i (3.4) se

slično dokazuju. ■

Teorema 3.3 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k+1, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
0,
√

(n+3)(n+4)
)) (

Tn(x)> Tn+4(x)> Tn+8(x)> ... > sinx
)

(3.5)

i (
∀x∈

(
−
√
(n+3)(n+4), 0

)) (
Tn(x)< Tn+4(x)< Tn+8(x)< ... < sinx

)
. (3.6)

(ii) Ukoliko je n = 4k+3, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
0,
√
(n+3)(n+4)

)) (
Tn(x)< Tn+4(x)< Tn+8(x)< ... < sinx

)
(3.7)

i (
∀x∈

(
−
√
(n+3)(n+4), 0

)) (
Tn(x)> Tn+4(x)> Tn+8(x)> ... > sinx

)
. (3.8)

(iii) Za x∈(0,
√

20) = (0, 4.472...) i k∈N0 važi da je

T3(x)< T7(x)< ... < T4k+3(x)< ... < sinx < ... < T4k+1(x)< ... < T5(x)< T1(x) = x .

Dokaz. Dokažimo nejednakost (3.5) indukcijom. Na osnovu Leme 1.1, važi da je(
∀x∈

(
0,
√
(n+3)(n+4)

)) (
Tn(x)> Tn+4(x)> sinx

)
.

Pretpostavimo da tvrd-enje važi za neko ℓ∈N, tj. da važi da je(
∀x∈

(
0,
√
(n+3)(n+4)

)) (
Tn(x)> Tn+4(x)> Tn+8(x)> ... > Tn+4ℓ(x)︸ ︷︷ ︸

(ℓ+1)

> sinx
)
.

Dokažimo induktivni korak, tj. da za ℓ+1 važi da je(
∀x∈

(
0,
√
(n+3)(n+4)

)) (
Tn(x)>Tn+4(x)>Tn+8(x)>...>Tn+4ℓ(x)>Tn+4ℓ+4(x)︸ ︷︷ ︸

(ℓ+2)

>sinx
)
. (3.9)
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

Na osnovu Leme 1.1, važi da je(
∀x∈

(
0,
√

(n+4ℓ+3)(n+4ℓ+4)
)) (

Tn+4ℓ(x)> Tn+4ℓ+4(x)> sinx
)
.

S obzirom na to da je
√
(n+4ℓ+3)(n+4ℓ+4) >

√
(n+3)(n+4), zaključujemo da važi tvrd-enje

(3.9). Dakle, na osnovu matematičke indukcije, važi da je(
∀x∈

(
0,
√
(n+3)(n+4)

)) (
Tn(x)> Tn+4(x)> Tn+8(x)> Tn+12(x)> ... > sinx

)
.

Nejednakosti (3.6), (3.7) i (3.8) se slično dokazuju. Tvrd-enje (iii) sledi iz (i) i (ii). ■

Napomena 3.1 Za zadati interval (0,b)⊂R+ može se odrediti najmanje n = 4k+1, k∈N0 , tako da
(3.5) važi na tom intervalu. Iz b <

√
(4k+4)(4k+5), dobijamo da za

k ≥ max

(⌈√
4b2 +1−9

8

⌉
, 0

)
,

tj. da za

n ≥ 4 · max

(⌈√
4b2 +1−9

8

⌉
, 0

)
+1 ,

važi (3.5) na intervalu (0,b).

Na sličan način se može odrediti najmanje n za koje formule (3.6), (3.7) i (3.8) važe na intervalu
(0,b).

Ovakvo odred-ivanje stepena n rad-eno je i u [24].

Slika 3.1: Neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.1 za sinusnu funkciju
■
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

U sledećoj teoremi dajemo proširenje intervala na kom važe navišne i nanižne polinomske aproksi-
macije kosinusne funkcije iz Leme 1.2.

Teorema 3.4 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

Tn(x) =
n/2

∑
i=0

(−1)i

(2i)!
x2i

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k, k∈N , tada je

(∀x∈R) Tn(x)≥ cosx ,

pri čemu jednakost Tn(x) = cosx važi samo u tački x = 0.

(ii) Ukoliko je n = 4k+2, k∈N0 , tada je

(∀x∈R) Tn(x)≤ cosx ,

pri čemu jednakost Tn(x) = cosx važi samo u tački x = 0.

Dokaz.

(i) Precizirajmo: oznaka Tn(x) je zamena za T cos,0
n (x). Takod-e, u dokazu ćemo koristiti i oznaku

T sin,0
n (x).

Uočimo funkciju
Fn(x) = T cos,0

n (x)− cosx : R−→ R .

Za ovu funkciju važi da je

F(2 j)
n (x) = (−1) j

(
T cos,0

n−2 j (x)− cosx
)

za j ≤ n
2 i

F(2 j+1)
n (x) = (−1) j+1

(
T sin,0

n−2 j−1(x)− sinx
)

za j ≤ n−1
2 , gde j∈N0.

Važi da je
F(4k−1)

4k (x) = x− sinx

za svako k∈N. Evidentno je F(4k−1)
4k (x) > 0 na intervalu (0,+∞). Dakle, sledi da je funkcija

F(4k−2)
4k (x) rastuća na intervalu (0,+∞). Kako je F(4k−2)

4k (0) = 0, važi da je F(4k−2)
4k (x) > 0 na

intervalu (0,+∞). Nastavljajući ovaj postupak, s obzirom na to da je F(2 j)
n (0)= 0 i F(2 j+1)

n (0)=
0, zaključujemo da je i F4k(x)> 0 na intervalu (0,+∞), tj. da je

(∀x∈(0,+∞)) T cos,0
4k (x)> cosx .

Slučaj kada x∈(−∞,0) sledi na osnovu činjenice da je funkcija Fn(x) parna.

(ii) Dokaz je analogan dokazu dela (i), pri čemu se razmatra funkcija

F(4k+1)
4k+2 (x) =−x+ sinx ,

gde k∈N0, koja je evidentno opadajuća i negativna na intervalu (0,+∞). ■
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

U sledeće dve teoreme preciziramo poredak Tejlorovih razvoja kosinusne funkcije iz Leme 1.2.

Teorema 3.5 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

Tn(x) =
n/2

∑
i=0

(−1)i

(2i)!
x2i

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−
√

(n+3)(n+4), 0
)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))
Tn(x)> Tn+4(x)

i (
∀x∈

(
−∞,−

√
(n+3)(n+4)

)
∪
(√

(n+3)(n+4),+∞
))

Tn(x)< Tn+4(x) .

Za x = 0 ili x =±
√
(n+3)(n+4) važi da je Tn(x) = Tn+4(x).

(ii) Ukoliko je n = 4k+2, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−
√

(n+3)(n+4), 0
)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))
Tn(x)< Tn+4(x)

i (
∀x∈

(
−∞,−

√
(n+3)(n+4)

)
∪
(√

(n+3)(n+4),+∞
))

Tn(x)> Tn+4(x) .

Za x = 0 ili x =±
√
(n+3)(n+4) važi da je Tn(x) = Tn+4(x).

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.2 ■

Teorema 3.6 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

Tn(x) =
n/2

∑
i=0

(−1)i

(2i)!
x2i

važi:

(i) Ukoliko je n = 4k, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−
√
(n+3)(n+4), 0

)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))(
Tn(x)>Tn+4(x)>Tn+8(x)>...>cosx

)
.

(ii) Ukoliko je n = 4k+2, k∈N0 , tada je(
∀x∈

(
−
√
(n+3)(n+4), 0

)
∪
(
0,
√
(n+3)(n+4)

))(
Tn(x)<Tn+4(x)<Tn+8(x)<...<cosx

)
.

(iii) Za x∈(0,
√

12) = (0, 3.464...) i k∈N0 važi da je

T2(x)< T6(x)< ... < T4k+2(x)< ... < cosx < ... < T4k(x)< ... < T4(x)< T0(x) = 1 .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.3. ■
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

Slika 3.2: Neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.4 za kosinusnu funkciju

3.1.2 Dokazivanje nekih uopštenja MTP nejednakosti
Za odred-ivanje nanižnih i navišnih polinomskih aproksimacija za funkcije cos(τ x) i sin(τ x), gde
τ ∈R, mogu se, prema [125], koristiti Lema 1.1 i Lema 1.2, tj. Teorema 3.1 i Teorema 3.4.

Neka je
φτ(x) = φ(τ x) ,

gde je φ : R−→ R i τ ∈R. Za svaki τ ∈R važi da je

T φτ ,0
n (x) =

n

∑
i=1

φ
(i)
τ (x)

i!
xi =

n

∑
i=1

φ (i)(x)τ i

i!
xi = T φ ,0

n (τ x) .

Jednakost
T φτ ,0

n (x) = T φ ,0
n (τ x) (3.10)

za τ ∈R, za izbor φ = cos ili φ = sin, omogućava nam odred-ivanje navišnih i nanižnih polinomskih
aproksimacija za funkcije cos(τ x) i sin(τ x) korišćenjem Teoreme 3.1 i Teoreme 3.4.

Dakle, na isti način kao što se dokazuju MTP nejednakosti, može se dokazivati i jedno uopštenje
MTP nejednakosti oblika

n

∑
i=1

αixpi cosqi(τi x)sinri(τi x)> 0 (3.11)

za x∈ (0,b)⊂R+, gde je n∈N, αi ∈R\{0}, τi ∈R i pi,qi,ri ∈N0. Ne-nula funkciju sa desne strane
nejednakosti (3.11) nazivamo uopštenom MTP funkcijom. Pri tome, ako je τi ∈Q, uopštena MTP
funkcija se odgovarajućom smenom može svesti na MTP funkciju. ■

Metod za dokazivanje MTP nejednakosti moguće je primeniti i na uopštenja MTP funkcija koja sadrže
sabirke oblika

α xp
m

∏
j=1

cosq j(µ j x+a j)sinr j(ν j x+b j) , (3.12)

gde je α ∈R\{0}, m∈N, µ j,ν j,a j,b j ∈R i p,q j,r j ∈N0, jer se primenom dobro poznatih formula
za proizvod trigonometrijskih funkcija i adicionih formula sabirci oblika (3.12) mogu svesti na zapis
preko trigonometrijskih funkcija „višestrukih” uglova.
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

3.1.3 Dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom konačnom intervalu
U ovoj sekciji uopštavamo metod za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 tako da se
mogu dokazati MTP nejednakosti

f (x)> 0

ne samo na intervalu (0,b)⊂R+ već i na proizvoljnom konačnom intervalu (a,b)⊂R+. Na sličan
način bi se moglo razmotriti i dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom konačnom intervalu (a,b)⊂
R, kao i dokazivanje uopštenja MTP nejednakosti koja su razmatrana u prethodnoj sekciji.

Primetimo da su MTP funkcije definisane za svako x∈R, a samim tim i u tačkama a i b.

Prvo razmatramo slučaj kada je f (b) > 0. U okviru ovog slučaja analiziraćemo podslučajeve a = 0,
a > 0, f (a) = 0 i f (a)> 0.

Metod za dokazivanje MTP nejednakosti svod-enjem na polinomsku nejednakost moguće je direktno
primeniti, prema teorijskim rezultatima iz Potpoglavlja 1.3, u sledeća tri slučaja:

Slučaj 1.1. a = 0, f (a) = 0 i f (b)> 0

Slučaj 1.2. a = 0, f (a)> 0 i f (b)> 0

Slučaj 1.3.1 a > 0, f (a)> 0 i f (b)> 0

Slika 3.3: Primeri nekih funkcija na koje se može primeniti metod za dokazivanje MTP nejednakosti
iz Potpoglavlja 1.3

U sledećem primeru pokazujemo da u slučaju kada je a > 0, f (a) = 0 i f (b)> 0 primenom metoda za
dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijamo nanižne polinomske aproksimacije koje
nisu pozitivne na intervalu (a,b).

Primer 3.1 Za funkciju f (x) = sinx i za x∈(a,b) =
(
2π, 5π

2

)
važi da je a > 0, f (a) = 0 i f (b)> 0.

Nanižne polinomske aproksimacije za funkciju f (x) na intervalu
(
2π, 5π

2

)
su

Pℓ(x) = T sin,0
4ℓ+3 (x) ,

gde ℓ∈N0. Na osnovu Teoreme 3.1, važi da je

Pℓ (a)< f (a) = sin2π = 0

za svako ℓ∈N0 i zato ne postoji vrednost indeksa ℓ takva da je Pℓ(x)> 0 u desnoj okolini tačke a= 2π ,
što pokazuje da se primenom metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijaju
nanižne polinomske aproksimacije koje nisu pozitivne na posmatranom intervalu (a,b). □

1 Odred-ivanjem nanižnih polinomskih aproksimacija na širem intervalu (0,b) ujedno odred-ujemo i nanižne polinom-
ske aproksimacije na intervalu (a,b).
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

U opštem slučaju, za proizvoljnu MTP funkciju f (x), u slučaju kada je a> 0, f (a) = 0 i f (b)> 0, pri-
menom metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3 dobijaju se nanižne polinomske
aproksimacije koje nisu pozitivne na intervalu (a,b).

Razmotrimo na kraju:

Slučaj 1.4. a > 0, f (a) = 0 i f (b)> 0

Uvod-enjem smene x = t + a vrši se translacija funkcije f u kooordinatni početak. Na taj na-
čin formiramo funkciju g(t) = f (t + a), čime se nejednakost f (x) > 0 za x∈ (a,b) svodi na
nejednakost

g(t)> 0, za t∈(0,b−a).

Funkcija g(t) se, primenom adicionih formula, može transformisati u MTP funkciju, čime se
prethodna nejednakost svodi na slučaj 1.1.

Prehodno opisani pristup za dokazivanje nejednakosti zvaćemo Dokazivanje translacijom.

Slika 3.4: Primer funkcije na koju se primenjuje Dokazivanje translacijom

U sledećem primeru, primenom pristupa Dokazivanje translacijom, dokazujemo nejednakost iz pret-
hodnog primera.

Primer 3.2 Nejednakost
f (x) = sinx > 0

za x∈
(
2π, 5π

2

)
se uvod-enjem smene x = t +2π svodi na nejednakost

g(t) = f (t +2π) = sin(t +2π) = sin t > 0

za t∈
(
0, π

2

)
. Jedna nanižna polinomska aproksimacija za funkciju g(t) na intervalu

(
0, π

2

)
je

P(t) = T g,0
3 (t) =− t3

3!
+ t.

Važi da je P(t) > 0 na intervalu
(
0, π

2

)
, odakle je g(t) > 0 na intervalu

(
0, π

2

)
, čime je dokazana i

nejednakost f (x)> 0 na intervalu
(
2π, 5π

2

)
. □
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

Primetimo da se u slučaju kada je a > 0, f (a) > 0 i f (b) > 0 može primeniti metod za dokazivanje
MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3, a takod-e i pristup Dokazivanje translacijom, što ilustrujemo u
sledećem primeru.

Primer 3.3 Dokažimo da je
f (x) = sinx > 0

za x∈(a,b)⊂R+ za sledeće izbore intervala:

(i) (a,b) =
(1

2 ,
π

2

)
,

(ii) (a,b) = (20,21).

Dokaz:

(i) (a,b) =
(1

2 ,
π

2

)
Primena metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Jedna nanižna polinom-
ska aproksimacija za funkciju f (x) na intervalu

(1
2 ,

π

2

)
je

P(x) = T f ,0
3 (x) =−x3

3!
+ x.

Važi da je P(x)> 0 na intervalu
(1

2 ,
π

2

)
, odakle je i f (x)> 0 na intervalu

(1
2 ,

π

2

)
.

Dokazivanje translacijom. Uvod-enjem smene x = t + 1
2 , nejednakost f (x) > 0 za x∈

(1
2 ,

π

2

)
se

svodi na nejednakost

g(t) = f
(

t +
1
2

)
= sin

(
t +

1
2

)
= cos

1
2

sin t + sin
1
2

cos t > 0, za t∈
(

0,
π −1

2

)
.

Jedna nanižna polinomska aproksimacija za funkciju g(t) na intervalu
(
0, π−1

2

)
je

P(t) = cos 1
2 T sin,0

3 (t)+ sin 1
2 T cos,0

2 (t) =

= cos 1
2

(
t − t3

3!

)
+ sin 1

2

(
1− t2

2!

)
=−

cos 1
2

3!
t3 −

sin 1
2

2!
t2 + cos 1

2 t + sin 1
2 .

Primenom Šturmove teoreme se može dokazati da je P(t) > 0 na intervalu
(
0, π−1

2

)
, odakle je

g(t)> 0 na intervalu
(
0, π−1

2

)
, čime je dokazana i nejednakost f (x)> 0 na intervalu

(1
2 ,

π

2

)
.

(ii) (a,b) = (20,21)

Primena metoda za dokazivanje MTP nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Jedna nanižna polinom-
ska aproksimacija za funkciju f (x) na intervalu (20,21) je

P(x) = T f ,0
55 (x) =

27

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1.

Primenom Šturmove teoreme se može dokazati da je P(x) > 0 na intervalu (20,21), odakle
je i f (x) > 0 na intervalu (20,21). Napomenimo da je stepen2 55 Tejlorovog razvoja T f ,0

55 (x)
najmanji mogući stepen za koji je P(x)> 0 na intervalu (20,21).

2 O poretku Tejlorovih razvoja biće reči u Sekciji 4.1.3.
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3.1 Neke dopune metoda za dokazivanje MTP nejednakosti

Slika 3.5: Funkcija f i polinomska aproksimacija P

Dokazivanje translacijom. Uvod-enjem smene x = t + 20, nejednakost f (x) > 0 za x∈ (20,21)
se svodi na nejednakost

g(t) = f (t +20) = sin(t +20) = cos20 sin t + sin20 cos t > 0, za t∈(0,1) .

Jedna nanižna polinomska aproksimacija za funkciju g(t) na intervalu (0,1) je

P(t) = cos20 T sin,0
3 (t)+ sin20 T cos,0

2 (t) =

= cos20
(

t − t3

3!

)
+ sin20

(
1− t2

2!

)
=−cos20

3!
t3 − sin20

2!
t2 + cos20 t + sin20 .

Primenom Šturmove teoreme se može dokazati da je P(t) > 0 na intervalu (0,1), odakle je
g(t)> 0 na intervalu (0,1), čime je dokazana i nejednakost f (x)> 0 na intervalu (20,21).

Slika 3.6: Funkcije f i g i polinomska aproksimacija P
□
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

U nastavku razmatramo dokazivanje nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (a,b) u slučaju kada je f (b) =
0. U okviru ovog slučaja razmotrićemo podslučajeve f (a)> 0 i f (a) = 0:

Slučaj 2.1. f (a)> 0 i f (b) = 0

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3, formiramo funkciju g(t) = f (b− t), koja
je simetrična funkciji f u odnosu na pravu x = b

2 . Na taj način se nejednakost f (x) > 0, za
x∈(a,b), svodi na nejednakost

g(t)> 0, za t∈(0,b−a).

Funkcija g(t) se, primenom adicionih formula, može transformisati u MTP funkciju, čime se
prethodna nejednakost svodi na ranije opisani slučaj 1.1 (g(0) = 0 i g(b−a)> 0).

Prehodno opisani pristup za dokazivanje nejednakosti zvaćemo Dokazivanje simetrijom.

Slika 3.7: Primer funkcije na koju se primenjuje Dokazivanje simetrijom

Slučaj 2.2. f (a) = 0 i f (b) = 0

Ako je f
(a+b

2

)
≤ 0, nejednakost f (x)> 0 ne važi na intervalu (a,b). Stoga u nastavku smatramo

da je f
(a+b

2

)
> 0.

Dokazivanje nejednakosti f (x) > 0 na intervalu
(
a, a+b

2

)
i na intervalu

(a+b
2 ,b

)
svodi se na

prethodno opisane slučajeve.

Ovaj pristup za dokazivanje nejednakosti zvaćemo Dokazivanje deljenjem intervala.

3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejed-
nakosti

U ovom potpoglavlju, prema [121], dajemo jedan metod za dokazivanje miksovano eksponencijal-
no polinomskih (MEP) nejednakosti, koji je analogan metodu za dokazivanje MTP nejednakosti iz
Potpoglavlja 1.3.
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3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

Definicija 3.1
(i) Eksponencijalni polinomi su konačne linearne kombinacije izraza oblika xneax, gde je n∈N0 i

a∈C.

(ii) Miksovano eksponencijalno polinomska funkcija (MEP funkcija) je funkcija oblika

f (x) =
n

∑
i=1

αixpi(e−x)qi,

gde je n∈N, αi∈R\{0} i pi,qi∈N0, koja je definisana za x∈R.

(iii) Miksovano eksponencijalno polinomska nejednakost (MEP nejednakost) je nejednakost oblika

f (x)> 0

za x∈S, S⊆ R, gde je f (x) MEP funkcija.

3.2.1 Neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije za eksponencijalnu
funkciju

Sledeća teorema daje neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije za funkciju e−x, koje koristi-
mo za formiranje nanižne polinomske aproksimacije za datu MEP funkciju.

Teorema 3.7 Za Tejlorov razvoj funkcije e−x dat sa

Tn(x) =
n

∑
i=0

(−1)i

i!
xi

važi:

(i) Ukoliko je n = 2k, k∈N0 , tada je

(∀x ∈ (0,+∞)) Tn(x)> e−x .

(ii) Ukoliko je n = 2k+1, k∈N0 , tada je

(∀x ∈ (0,+∞)) Tn(x)< e−x .

Dokaz.
(i) Uočimo funkciju

Fn(x) = Tn(x)− e−x : R−→ R .

Za ovu funkciju važi da je

F( j)
n (x) = (−1) j (Tn− j(x)− e−x) ,

gde je j ≤ n, j∈N0.

Važi da je
F(2k)

2k (x) = 1− e−x

za svako k ∈N0. Evidentno F(2k)
2k (x) > 0 na intervalu (0,+∞). Dakle, sledi da je funkcija

F(2k−1)
2k (x) rastuća na intervalu (0,+∞). Kako je F(2k−1)

2k (0) = 0, važi da je F(2k−1)
2k (x) > 0 na

intervalu (0,+∞). Nastavljajući ovaj postupak, s obzirom na to da je F( j)
n (0) = 0, zaključujemo

da je F2k(x)> 0 na intervalu (0,+∞), tj. da je

(∀x∈(0,+∞)) T2k(x)> e−x .

(ii) Analogno dokazu dela (i). ■
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3 Neka poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na . . .

Sledeće dve teoreme daju poredak Tejlorovih razvoja funkcije e−x.

Teorema 3.8 Za Tejlorov razvoj funkcije e−x dat sa

Tn(x) =
n

∑
i=0

(−1)i

i!
xi

važi:

(i) Za svaki Maklorenov polinom T2k+1(x), gde k∈N0, neparnog stepena postoji tačno jedan koren
c2k+1 na intervalu (0,+∞). Pri tome je c1 = 1 < c3 < ... .

(ii) Ukoliko je n = 2k, k∈N0 , tada je

(∀x∈(0, n+2)) Tn(x)> Tn+2(x)

i
(∀x∈(n+2,+∞)) Tn(x)< Tn+2(x) .

Za x = 0 ili x = n+2 važi da je Tn(x) = Tn+2(x).

(iii) Ukoliko je n = 2k+1, k∈N0 , tada je

(∀x∈(0, n+2)) Tn(x)< Tn+2(x)

i
(∀x∈(n+2,+∞)) Tn(x)> Tn+2(x) .

Za x = 0 ili x = n+2 važi da je Tn(x) = Tn+2(x).

Dokaz. Poznato je da svaki Maklorenov polinom neparnog stepena ima bar jedan koren. Dokažimo
da za Maklorenov polinom T2k+1(x), za k∈N0, postoji tačno jedan koren c2k+1 na intervalu (0,+∞).
Ispitajmo monotonost funkcije T2k+1(x) na intervalu (0,+∞). Prvi izvod funkcije T2k+1(x) je

T ′
2k+1(x) =−1+ x− 1

2!
x2 + ...− 1

(2k)!
x2k =−T2k(x).

Kako na osnovu Teoreme 3.7 važi da je T2k(x) > e−x > 0 na intervalu (0,+∞), zaključujemo da je
T ′

2k+1(x)< 0, odnosno da je T2k+1(x) opadajuća funkcija na intervalu (0,+∞).

Primetimo da za polinom

T2k+1(x) =− 1
(2k+1)!

x2k+1 + ...+
1
2!

x2 − x+1

važi da je
T2k+1(0) = 1 i lim

x→+∞
T2k+1(x) =−∞.

Kako je polinomska funkcija T2k+1(x) neprekidna i opadajuća na intervalu (0,+∞), zaključujemo da
postoji tačno jedan koren c2k+1 funkcije T2k+1(x) na intervalu (0,+∞).

Jasno je da je c1 = 1. Dokažimo da važi poredak c1 = 1 < c3 < ... . Primetimo da je

T2k−1(x)< T2k+1(x)⇐⇒ 0 < x < 2k+1

za k∈N. Pri tome važi da je

T2k+1(2k+1) = (1− (2k+1))︸ ︷︷ ︸
(<0)

+

(
(2k+1)2

2!
− (2k+1)3

3!

)
︸ ︷︷ ︸

(<0)

+...+

(
(2k+1)2k

2k!
− (2k+1)2k+1

(2k+1)!

)
︸ ︷︷ ︸

(<0)

< 0 .

76



3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

Stoga, možemo zaključiti da je
c2k−1 < c2k+1

za svako k∈N, čime je dokazano tvrd-enje (i). Tvrd-enja (ii) i (iii) se dokazuju slično kao Teorema
3.2. ■

Teorema 3.9 Za Tejlorov razvoj funkcije e−x dat sa

Tn(x) =
n

∑
i=0

(−1)i

i!
xi

važi:

(i) Ukoliko je n = 2k, k∈N0 , tada je

(∀x ∈ (0, n+2))
(
Tn(x)> Tn+2(x)> Tn+4(x)> ... > e−x) .

(ii) Ukoliko je n = 2k+1, k∈N0 , tada je

(∀x ∈ (0, n+2))
(
Tn(x)< Tn+2(x)< Tn+4(x)< ... < e−x) .

(iii) Za x∈(0, 2) i k∈N0 važi da je

T1(x)< T3(x)< ... < T2k+1(x)< ... < e−x < ... < T2k(x)< ... < T2(x)< T0(x) = 1 .

Dokaz.

(i) Dokažimo tvrd-enje indukcijom. Na osnovu Teoreme 3.7 i Teoreme 3.8, važi da je

(∀x∈(0, n+2))
(
Tn(x)> Tn+2(x)> e−x) .

Pretpostavimo da tvrd-enje važi za ℓ∈N, tj. da važi da je

(∀x∈(0, n+2)) (Tn(x)> Tn+2(x)> Tn+4(x)> ... > Tn+2ℓ(x)︸ ︷︷ ︸
(ℓ+1)

> e−x).

Dokažimo induktivni korak, tj. da za ℓ+1 važi da je

(∀x∈(0, n+2)) (Tn(x)≥ Tn+2(x)> Tn+3(x)> ... > Tn+2ℓ(x)> Tn+2ℓ+2(x)︸ ︷︷ ︸
(ℓ+2)

> e−x). (3.13)

Na osnovu Teoreme 3.7 i Teoreme 3.8, važi da je

(∀x∈(0, n+2ℓ+2))
(
Tn+2ℓ(x)> Tn+2ℓ+2(x)> e−x) .

S obzirom na to da je n+2ℓ+2> n+2, zaključujemo da važi tvrd-enje (3.13). Dakle, na osnovu
matematičke indukcije, važi da je

(∀x∈(0, n+2ℓ+2))
(
Tn(x)> Tn+2(x)> Tn+4(x)> Tn+6(x)> ... > e−x) .

(ii) Analogno dokazu dela (i).

(iii) Sledi iz (i) i (ii). ■
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Slika 3.8: Neke navišne i nanižne polinomske aproksimacije iz Teoreme 3.7 za funkciju e−x

3.2.2 Odred-ivanje nanižne polinomske aproksimacije i neka uopštenja MEP
funkcija

U ovoj sekciji dajemo opis metoda za dokazivanje MEP nejednakosti

f (x)> 0

na konačnom intervalu (0,b)⊂R+.

Uvedimo oznaku exp−(x) = e−x. Neka je T exp−,c
n (x) Tejlorov razvoj stepena n funkcije exp− u okolini

tačke c∈R.

Pretpostavimo da je f (b−)> 0.

Za svaki sabirak αixpi(e−x)qi MEP funkcije f , funkciju (e−x)qi , u nekoj desnoj okolini tačke 0, aprok-
simiramo na sledeći način:

(1) Ukoliko je αi > 0, funkciju (e−x)qi aproksimiramo polinomom T exp−,0
2ℓi+1 (qix), gde ℓi ∈N0, jer

važi da je

(e−x)qi > T exp−,0
2ℓi+1 (qix).

(2) Ukoliko je αi < 0, funkciju (e−x)qi aproksimiramo polinomom T exp−,0
2ℓi

(qix), gde ℓi ∈N0, jer
važi da je

(e−x)qi < T exp−,0
2ℓi

(qix).

Na osnovu (1) i (2), svaka funkcija (e−x)qi se aproksimira odgovarajućim Tejlorovim polinomom i
tako se formira polinom

P(x) = Pℓ1,ℓ2,...,ℓn(x) =
n

∑
i=1

αixpiT exp−,0
ϑi

(qix) ,
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3.2 Dokazivanje miksovano eksponencijalno polinomskih nejednakosti

gde je

ϑi = ϑi(ℓi) =

{
2ℓi +1, ako je αi > 0 ,
2ℓi, ako je αi < 0 .

Broj ℓi nazivamo indeksom Tejlorovog razvoja T exp−,0
ϑi

(qix), a niz ℓ1, ℓ2, ..., ℓn nazivamo nizom
indeksa Tejlorovih razvoja za polinom Pℓ1,ℓ2,...,ℓn(x) (videti Definiciju 1.7).

Prema načinu formiranja polinoma P(x) važi da je

f (x)> P(x)

na intervalu (0,b). Ako se prema pravilima (1) i (2) izaberu vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓn takve da je

P(x)> 0

za x∈(0,b), tada je dokazana nejednakost

f (x)> 0

na intervalu (0,b).

Dokazivanje nejednakosti f (x)> 0 na intervalima oblika [0,b), (0,b] ili [0,b] je analogno.

Slučaj kada je f (b−) = 0 razmatra se na isti način kao u Potpoglavlju 1.3, gde je f jedna MTP
funkcija.

Dokazivanje nejednakosti na proizvoljnom konačnom intervalu. Dokazivanje MEP nejednakosti
f (x)> 0 na konačnom intervalu (a,b)⊂R+ razmatra se slično kao u Sekciji 3.1.3. ■

Jedno poboljšanje metoda. Prethodno opisani metod može se poboljšati u nekim slučajevima. Ako
u MEP funkciji f postoji više sabiraka koji sadrže istu eksponencijalnu funkciju (e−x)qi , tada se zbir
takvih sabiraka predstavlja sabirkom oblika h(x) · (e−x)qi , gde je h(x) polinom. Ukoliko je polinom
h(x) stalnog znaka na intervalu (0,b), tada se funkcija (e−x)qi u sabirku h(x) · (e−x)qi aproksimira
prema pravilima:

(1’) Ukoliko je h(x) > 0, funkciju (e−x)qi aproksimiramo polinomom T exp−,0
2ℓi+1 (qix), gde ℓi∈N0, jer

važi da je
(e−x)qi > T exp−,0

2ℓi+1 (qix).

(2’) Ukoliko je h(x) < 0, funkciju (e−x)qi aproksimiramo polinomom T exp−,0
2ℓi

(qix), gde ℓi∈N0, jer
važi da je

(e−x)qi < T exp−,0
2ℓi

(qix).

Ukoliko polinom h(x) nije stalnog znaka na intervalu (0,b), tada ga razdvajamo na zbir dva polinoma:
h+(x), koji sadrži sve pozitivne sabirke polinoma, i h−(x), koji sadrži sve negativne sabirke polinoma.
U tom slučaju, funkciju (e−x)qi u sabircima h+(x) · (e−x)qi i h−(x) · (e−x)qi aproksimiramo prema
pravilima (1’) i (2’) i tako formiramo polinom P(x). ■

Za odred-ivanje nanižnih i navišnih polinomskih aproksimacija za funkciju (e−x)τ , gde τ ∈R+, može
se, na osnovu jednakosti (3.10) za izbor φ = exp−, takod-e koristiti Teorema 3.7. Dakle, na isti način
kao što se dokazuju MEP nejednakosti, može se dokazivati i jedno uopštenje MEP nejednakosti
oblika

n

∑
i=1

αixpi(e−x)τi > 0 (3.14)

za x∈S⊂R+, gde je n∈N, αi∈R\{0} i pi∈N0 i τi∈R+
0 . Desna strana nejednakosti (3.14) odred-uje

uopštenu MEP funkciju. ■
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Metod za dokazivanje MEP nejednakosti je moguće primeniti i na realne eksponencijalno polinomske
funkcije koje sadrže sabirke oblika

αi xpi(e−x)µi ,

gde je αi ∈R\{0}, pi ∈N0 i µi ∈R−. Množenjem takve funkcije sa eM·x, gde je M = min{µi}, ta
funkcija se svodi na uopštenu MEP funkciju. ■

Na osnovu razmatranja iz prethodnih sekcija, uvodimo M-klasu funkcija, koja se sastoji od:

(1) MTP funkcija i uopštenih MTP funkcija iz Sekcije 3.1.2,

(2) MEP funkcija i uopštenih MEP funkcija iz ove sekcije,

(3) funkcija koje se dobijaju konačnim sabiranjem funkcija odred-enih sa (1) i (2).

Dokazivanje nejednakosti oblika f (x) > 0, za f ∈M i x∈S⊂R+, može se, analogno prethodnim
razmatranjima, svesti na dokazivanje polinomske nejednakosti.

3.2.3 Primena u dokazivanju MHTP nejednakosti i nekih uopštenja MHTP
nejednakosti

Na osnovu rezultata iz prethodne sekcije, u ovoj sekciji dajemo jedan metod za dokazivanje MHTP
nejednakosti

f (x)> 0

na konačnom intervalu (a,b)⊂R+.

MHTP funkcija f (x) se, primenom smena iz Teoreme 2.5 iz [107], može zapisati u obliku

f (x) =
m

∑
i=1

βi xsi trighi(ti x), (3.15)

gde je m∈N, βi∈R\{0}, si, ti∈N0 i trighi = cosh ili trighi = sinh.

Na osnovu formula

coshx =
ex + e−x

2
i sinhx =

ex − e−x

2
,

funkcija f (x) se svodi na realnu eksponencijalno polinomsku funkciju.

U prethodnoj sekciji je opisano kako se metod za dokazivanje MEP nejednakosti može primeniti i na
realne eksponencijalno polinomske funkcije. ■

Napomenimo da se analogno može dokazivati i jedno uopštenje MHTP nejednakosti oblika
n

∑
i=1

αixpi coshqi(τi x)sinhri(τi x)> 0 (3.16)

za x∈ S⊂R+, gde je n∈N, αi ∈R\{0}, τi ∈R i pi,qi,ri ∈N0. Ne-nula funkciju sa desne strane
nejednakosti (3.16) nazivamo uopštenom MHTP funkcijom. ■

Takod-e, metod je analogno moguće primeniti i na uopštenja MHTP funkcija koja sadrže sabirke
oblika

α xp
m

∏
j=1

coshq j(µ j x+a j)sinhr j(ν j x+b j) ,

gde je α ∈R\{0}, m∈N, µ j,ν j,a j,b j ∈R i p,q j,r j ∈N0, jer se primenom formula za proizvod
hiberboličkih funkcija i adicionih formula za hiberboličke funkcije ovo uopštenje MHTP funkcije
može svesti na zapis oblika (3.15).
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3.3 Izolovanje nula i izolovanje ekstremuma realnih funkcija

3.3 Izolovanje nula i izolovanje ekstremuma realnih funkcija
U ovom potpoglavlju dajemo, prema [124], metod za izolovanje nula i metod za izolovanje ekstremu-
ma proizvoljne funkcije f : (a,b)−→ R.

3.3.1 Metod za izolovanje nula funkcija
Važi tvrd-enje:

Teorema 3.10 (Metod za izolovanje nula) Neka je f : (a,b) −→ R funkcija koja je diferencijabilna
na intervalu (a,b). Ako postoje tačke a0 , b0∈(a,b), a0 < b0, takve da važi:

(1) f (a0) · f (b0)< 0 ,

(2) f je stalnog znaka na intervalima (a,a0] i [b0,b) ,

(3) f ′ je stalnog znaka na segmentu [a0,b0] ,

tada funkcija f ima tačno jednu nulu na intervalu (a,b), tj. preciznije – na podintervalu (a0,b0).

Ukoliko je u prethodnoj teoremi funkcija f iz klase M , tada se uslovi (2) i (3) mogu proveriti prime-
nom ranije opisanih metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na polinomsku nejednakost.

Prethodna teorema se ne može primeniti za izolovanje nula parnog reda. Med-utim, s obzirom na to
da su ove nule ujedno i lokalni ekstremumi funkcija, moguće ih je izolovati primenom metoda za
izolovanje ekstremuma koji je dat u Sekciji 3.3.2.

Funkcije iz klase M su realno analitičke funkcije, što znači da ne-nula funkcija iz klase M na konač-
nom intervalu ima konačno mnogo nula [96]. Stoga je za funkcije iz klase M , primenom Teoreme
3.10, moguće izolovati sve nule na konačnim intervalima.

Prethodno opisani metod je primenjen u [27, 122, 124] za izolovanje nula MTP funkcija.

3.3.2 Metod za izolovanje ekstremuma funkcija
Važi tvrd-enje:

Teorema 3.11 (Metod za izolovanje ekstremuma) Neka je f : (a,b)−→ R funkcija koja je dva puta
diferencijabilna na intervalu (a,b). Ako postoje tačke a0 , b0∈(a,b), a0 < b0, takve da važi:

(1) f ′(a0) · f ′(b0)< 0 ,

(2) f ′ je stalnog znaka na intervalima (a,a0] i [b0,b) ,

(3) f ′′ je stalnog znaka na segmentu [a0,b0] ,

tada funkcija f ima tačno jedan ekstremum na intervalu (a,b), tj. preciznije – na podintervalu (a0,b0).

Ukoliko je u prethodnoj teoremi funkcija f iz klase M , tada se uslovi (2) i (3) mogu proveriti prime-
nom ranije opisanih metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na polinomsku nejednakost.

Ukoliko je f ′′ stalnog znaka na intervalu (a,b), tada je za dokazivanje postojanja tačno jednog ekstre-
muma i izolovanje podintervala (a0,b0) na kom se taj ekstremum nalazi dovoljno dokazati da postoje
tačke a0 , b0∈(a,b) takve da je a0 < b0 i f ′(a0) · f ′(b0)< 0.

Funkcija iz klase M koja nije konstanta na konačnom intervalu ima konačno mnogo ekstremuma.
Stoga je za funkcije iz klase M , primenom Teoreme 3.11, moguće izolovati sve ekstremume na
konačnim intervalima.
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Poglavlje 4

Jedan sistem za automatsko dokazivanje
nekih analitičkih nejednakosti

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3 i 1.4 i iz Poglavlja 3, razvijen je jedan novi sistem
za automatsko dokazivanje nekih nejednakosti oblika

f1(x)> f2(x) (tj. f1(x)< f2(x))

na intervalu I, gde je I otvoren, poluotvoren ili zatvoren konačan nenegativan realan interval, i gde su
f1 i f2 ne-nula funkcije oblika

m1

∑
i=1

αixpie−τix +
m2

∑
i=m1+1

αixpi cosqi(τi x)sinri(τi x) , (4.1)

gde je m1 ≤ m2, m1,m2, pi,qi,ri∈N0, αi∈R\{0} i τi∈R+
0 , definisane za svako x∈R. Funkcije oblika

(4.1) su u klasi M .

4.1 Neke strategije za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih
razvoja u nanižnim polinomskim aproksimacijama

Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.3, funkcija f ∈M oblika (4.1) može se transformisati
u ekvivalentan oblik

m1

∑
i=1

αixpiexp−(τix)+
m

∑
i=m1+1

βixsitrigi(ti x) ,

gde je m1 ≤ m, m1,m, pi,si∈N0, αi,βi∈R\{0}, τi, ti∈R+
0 i trigi = sin ili trigi = cos, odnosno u oblik

m

∑
i=1

βixsiφi(ti x) , (4.2)

gde je φi = exp− ili φi = trigi.

Primenom metoda iz Potpoglavlja 1.3 i 3.2, jedna nanižna polinomska aproksimacija za funkciju (4.2)
na intervalu (0,b)⊂R+ je data sa

P(x) = Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) =
m

∑
i=1

βixsiT φi,0
ϑi

(ti x) , (4.3)
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gde je m,si∈N0, βi∈R\{0}, ti∈R+
0 , φi = exp− ili φi = sin ili φi = cos i

ϑi = ϑi(ℓi) =



2ℓi +1 , ako je φi = exp− i βi > 0,
2ℓi , ako je φi = exp− i βi < 0,

4ℓi +3 , ako je φi = sin i βi > 0,
4ℓi +1 , ako je φi = sin i βi < 0,
4ℓi +2 , ako je φi = cos i βi > 0,

4ℓi , ako je φi = cos i βi < 0,

(4.4)

gde ℓi∈N0.

U ovom potpoglavlju dajemo neke strategije za odred-ivanje, ukoliko postoje, vrednosti indeksa
ℓ1, ℓ2, ..., ℓm takvih da je P(x)> 0 na intervalu (0,b).

U strategijama koje dajemo koristimo oznaku dgi za stepen sabirka βi xsi T φi,0
ϑi

(ti x) u polinomskoj
aproksimaciji (4.3), za i∈{1,2,3, ...,m}.

4.1.1 O polinomskoj nejednakosti P(x) > 0
Ispitivanje znaka polinoma primenom Šturmove teoreme može biti složeno i vremenski zahtevno.
Stoga, u ovoj disertaciji, pozitivnost polinoma P(x) na intervalu (a,b)⊂R ispitujemo u sledeće dve
faze:

(a) Proveravamo znak polinoma P(x) na nekom unapred izabranom skupu diskretnih tačaka S⊂
(a,b). Ako (∃x0 ∈S) P(x) ≤ 0, tada polinom P(x) nije pozitivan na intervalu (a,b) i nije po-
trebno primenjivati fazu (b).

(b) Ako je P(x)> 0 za svako x∈S, tada primenjujemo Šturmovu teoremu, na osnovu koje zaklju-
čujemo da li polinom P(x) jeste ili nije pozitivan na intervalu (a,b).

U primenama se često odgovor o nepozitivnosti polinoma P(x) na intervalu (a,b) dobija u fazi (a), što
znači da u slučaju kada polinom P(x) nije pozitivan na intervalu (a,b) često nije potrebno primenjivati
Šturmovu teoremu.

4.1.2 Strategija za redukovanje broja indeksa grupisanjem sabiraka polazne
funkcije

Primenom metoda iz Potpoglavlja 1.3 i Sekcije 3.2.2, može se redukovati broj indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm
nanižne polinomske aproksimacije (4.3) date funkcije f .

• Ako u funkciji (4.2) postoji više sabiraka koji sadrže istu funkciju φi(ti x), zbir svih takvih
sabiraka predstavljamo sabirkom h(x) ·φi(tix), gde je h(x) odgovarajući polinom.

• Ako polinom h(x) menja znak na intervalu (0,b), tada grupisanjem svih pozitivnih sabiraka
polinoma h(x) formiramo polinom h+(x) i grupisanjem svih negativnih sabiraka polinoma h(x)
formiramo polinom h−(x).

Na taj način se funkcija (4.2) predstavlja u sred-enom obliku

k

∑
i=1

hi(x)φi(ti x) , (4.5)

gde k ∈N, ti ∈R+
0 , φi = exp− ili φi = sin ili φi = cos i polinomi hi(x) su stalnog znaka na

intervalu (0,b).
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• U svakom sabirku hi(x) · φi(ti x) iz (4.5) funkciju φi(ti x) aproksimiramo prema pravilima
(1’)−(4’) iz Potpoglavlja 1.3 ili pravilima (1’) i (2’) iz Sekcije 3.2.2.

Tako dobijamo nanižnu polinomsku aproksimaciju za funkciju f na intervalu (0,b) datu sa

P(x) = Pℓ1,ℓ2,...,ℓk(x) =
k

∑
i=1

hi(x)T
φi,0

ϑi
(ti x) , (4.6)

gde je k ≤ m (k∈N), ti∈R+
0 , φi = exp− ili φi = sin ili φi = cos, hi(x) polinom i

ϑi = ϑi(li) =



2ℓi +1 , ako je φi = exp− i hi(x)> 0,
2ℓi , ako je φi = exp− i hi(x)< 0,

4ℓi +3 , ako je φi = sin i hi(x)> 0,
4ℓi +1 , ako je φi = sin i hi(x)< 0,
4ℓi +2 , ako je φi = cos i hi(x)> 0,

4ℓi , ako je φi = cos i hi(x)< 0,

(4.7)

gde ℓi∈N0.

Ova strategija redukuje broj indeksa: očigledno je da smo u polinomskoj aproksimaciji (4.3) imali m
indeksa, a u polinomskoj aproksimaciji (4.6) imamo k ≤ m indeksa.

Primer 4.1 Za funkciju

f (x) = 8x5 sinx−3x2 sinx−45xsinx+
45
4

x3 cosx+90x2 cosx− 45
4

xcosx+
45
4

cos3x+2x

jedna nanižna polinomska aproksimacija na intervalu
(
0, π

2

)
je oblika

Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5,ℓ6,ℓ7(x) = 8x5 T sin,0
4ℓ1+3 (x)−3x2 T sin,0

4ℓ2+1 (x)−45xT sin,0
4ℓ3+1 (x)+

45
4 x3 T cos,0

4ℓ4+2 (x)+

+90x2 T cos,0
4ℓ5+2 (x)−

45
4 xT cos,0

4ℓ6
(x)+ 45

4 T cos,0
4ℓ7+2 (3x)+2x ,

gde ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6, ℓ7∈N0.

Na osnovu sabiraka koji sadrže funkciju sinx, formiramo polinom h1(x) = 8x5 − 3x2 − 45x koji je
negativan na intervalu

(
0, π

2

)
.

Na osnovu sabiraka koji sadrže funkciju cosx, formiramo polinom h2(x) = 45
4 x3 + 90x2 − 45

4 x koji
menja znak na intervalu

(
0, π

2

)
. Grupisanjem svih pozitivnih sabiraka polinoma h2(x) formiramo po-

linom h+2 (x)=
45
4 x3+90x2 i grupisanjem svih negativnih sabiraka polinoma h2(x) formiramo polinom

h−2 (x) =−45
4 x.

Dakle, primenom prethodno opisane strategije, polaznu funkciju svodimo na

f (x) =
(

8x5 −3x2 −45x
)

︸ ︷︷ ︸
h1(x)

sinx+
45
4
(
x3 +8x2)︸ ︷︷ ︸
h+2 (x)

cosx−45
4

x︸ ︷︷ ︸
h−2 (x)

cosx+
45
4

cos3x+2x

i tako dobijamo nanižnu polinomsku aproksimaciju oblika

Pl1,l2,l3,l4(x)=
(
8x5−3x2−45x

)
︸ ︷︷ ︸

h1(x)<0

T sin,0
4l1+1 (x)+

45
4

(
x3+8x2)︸ ︷︷ ︸
h+2 (x)

T cos,0
4l2+2 (x)−

45
4 x︸ ︷︷ ︸

h−2 (x)

T cos,0
4l3

(x)+ 45
4 T cos,0

4l4+2 (3x)+2x ,

gde l1, l2, l3, l4∈N0. □

85
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4.1.3 Još neki teorijski rezultati o poretku Tejlorovih razvoja trigonometrij-
skih i eksponencijalnih funkcija

U ovoj sekciji dajemo neke nove teorijske rezultate koji predstavljaju matematičku osnovu strategija
(datih u narednim sekcijama) za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih aproksimacija.

Definicija 4.1 Neka su date funkcije P1,P2, f : (a,b)−→ R, (a,b)⊆R . Funkcija P2 je bolja aproksi-
macija funkcije f na intervalu (a,b) od funkcije P1 ako je

(∀x∈(a,b)) (P1(x)> P2(x)> f (x)) ili (∀x∈(a,b)) (P1(x)< P2(x)< f (x)) .

Neka su P1(x) i P2(x) nanižne polinomske aproksimacije funkcije f ∈M na intervalu (a,b)⊂R+

takve da je
(∀x∈(a,b)) (P1(x)< P2(x)< f (x)) .

Tada važi:

(i) Ako polinom P2(x) nije pozitivan na intervalu (a,b), tada ni polinom P1(x) nije pozitivan na
intervalu (a,b).

(ii) Ako je P1(x)> 0 na intervalu (a,b), tada je i P2(x)> 0 na intervalu (a,b). ■

U ovoj disertaciji formiramo nanižne polinomske aproksimacije koje su nastale od Tejlorovih razvoja
funkcija sinx, cosx i e−x i od interesa je da razmotrimo poredak Tejlorovih razvoja tih funkcija.

Na Slici 4.1 su prikazane neke navišne Tejlorove aproksimacije T4L+1(x), L∈N0, funkcije sinx. U
Teoremi 4.1 pokazaćemo da za polinom T4L+1(x)−T1(x) postoji najmanja pozitivna nula d1,4L+1.

Konkretno, na intervalu (0,d1,9), Tejlorov razvoj T9(x) je bolja aproksimacija sinusne funkcije od
Tejlorovih razvoja T1(x) i T5(x), a van tog intervala poredak se ne zadržava. Ovu činjenicu uopštavamo
u Teoremi 4.1.

Slika 4.1: Neke navišne aproksimacije sinusne funkcije
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Lema 4.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

i za svaki prirodan broj k važi(
∀x∈

(√
4k(4k+1),+∞

))
T4k+1(x)> T1(x).

Dokaz. Dokažimo tvrd-enje indukcijom. Za k = 1, na osnovu Teoreme 3.2, važi da je(
∀x∈

(√
20,+∞

))
T5(x)> T1(x).

Pretpostavimo da tvrd-enje važi za neko k∈N. Dokažimo induktivni korak, tj. da za k+1 važi da je(
∀x∈

(√
(4k+4)(4k+5),+∞

))
T4k+5(x)> T1(x). (4.8)

Na osnovu Teoreme 3.2, važi da je(
∀x∈

(√
(4k+4)(4k+5),+∞

))
T4k+5(x)> T4k+1(x).

Kako je na osnovu induktivne pretpostavke(
∀x∈

(√
4k(4k+1),+∞

))
T4k+1(x)> T1(x),

i s obzirom na to da je
(√

(4k+4)(4k+5),+∞
)
⊂
(√

4k(4k+1),+∞
)
, zaključujemo da važi (4.8). ■

Teorema 4.1 Za Tejlorov razvoj sinusne funkcije

Tn(x) =
(n−1)/2

∑
i=0

(−1)i

(2i+1)!
x2i+1

i za svaki prirodan broj L važi:

(i) Polinom T4L+1(x) − T1(x) ima najmanju pozitivnu nulu d1,4L+1 ∈
[√

20,
√

4L(4L+1)
]
=[

4.472... ,
√

4L(4L+1)
]
.

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0,d1,4L+1)) (T4k+1(x)> T4L+1(x)> sinx) . (4.9)

(ii) Polinom T4L+3(x)−T3(x) ima najmanju pozitivnu nulu d3,4L+3∈
[√

42,
√

(4L+2)(4L+3)
]
=[

6.480... ,
√

(4L+2)(4L+3)
]
.

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0,d3,4L+3)) (sinx > T4L+3(x)> T4k+3(x)) .

Dokaz.

(i) Na osnovu Teoreme 3.3, važi da je(
∀x∈

(
0,
√

20
))

T4L+1(x)< T1(x)

⇐⇒
(
∀x∈

(
0,
√

20
))

T4L+1(x)−T1(x)< 0 ,
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dok na osnovu Leme 4.1, važi da je(
∀x∈

(√
4L(4L+1),+∞

))
T4L+1(x)> T1(x)

⇐⇒
(
∀x∈

(√
4L(4L+1),+∞

))
T4L+1(x)−T1(x)> 0 .

Dakle, zaključujemo da polinom T4L+1(x)− T1(x) mora imati bar jednu nulu na segmentu[√
20,
√

4L(4L+1)
]
.

S obzirom na to da je polinom T4L+1(x)− T1(x) realno analitička funkcija, a koreni realno
analitičkih ne-nula funkcija nemaju tačke nagomilavanja ([96], Poglavlje 4; [43], Lema 2.1.),
postoji najmanja pozitivna nula d1,4L+1 tog polinoma.

Dokažimo sada formulu (4.9) za k∈{0,1,2, ... ,L−1}.

Na osnovu Teoreme 3.3, važi da je(
∀x∈

(
0,
√

(4k+4)(4k+5)
)) (

T4k+1(x)> T4k+5(x)> T4k+9(x)> ... > sinx
)
,

odakle je (
∀x∈

(
0,
√

(4k+4)(4k+5)
)) (

T4k+1(x)> T4L+1(x)> sinx
)
. (4.10)

Razmotrimo sledeća dva slučaja:

Slučaj 1. Ako d1,4L+1∈
(
0,
√
(4k+4)(4k+5)

)
, formula (4.9) sledi na osnovu (4.10).

Slučaj 2. Neka je d1,4L+1 ∈
[√

(4k+4)(4k+5),+∞
)
. Na osnovu (4.10), za dokaz formule

(4.9), dovoljno je dokazati da je(
∀x∈

[√
(4k+4)(4k+5), d1,4L+1

)) (
T4k+1(x)> T4L+1(x)> sinx

)
.

Na osnovu Leme 4.1, za k∈{1,2,3, ... ,L−1}, imamo(
∀x∈

(√
4k(4k+1),+∞

))
T4k+1(x)> T1(x) ,

odakle je (
∀x∈

[√
(4k+4)(4k+5), d1,4L+1

))
T4k+1(x)> T1(x) . (4.11)

Na osnovu Teoreme 3.1, važi da je

(∀x∈(0, d1,4L+1))
(
T1(x)> T4L+1(x)> sinx

)
. (4.12)

Dakle, kako je
[√

(4k+4)(4k+5), d1,4L+1
)
⊂ (0, d1,4L+1), iz (4.11) i (4.12), za

k∈{1,2,3, ... ,L−1} važi(
∀x∈

[√
(4k+4)(4k+5), d1,4L+1

)) (
T4k+1(x)> T1(x)> T4L+1(x)> sinx

)
.

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} prethodna formula se može zapisati i u obliku(
∀x∈

[√
(4k+4)(4k+5), d1,4L+1

)) (
T4k+1(x)> T4L+1(x)> sinx

)
,

čime je dokazana formula (4.9) u ovom slučaju.

(ii) Analogno dokazu dela (i). ■
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Primer 4.2 Primenom prethodne teoreme, za sinusnu funkciju dobijamo:

(i) Za L = 1 polinom T4L+1(x)−T1(x) ima jedinstvenu pozitivnu nulu x = d1,5 =
√

20. Na osnovu
Teoreme 4.1, važi da je (

∀x∈
(
0,d1,5

)) (
T1(x)> T5(x) > sinx

)
,

što znači da je na intervalu
(
0,d1,5

)
polinom T5(x) bolja aproksimacija sinusne funkcije od

polinoma T1(x).

(ii) Za L = 2 polinom

T4L+1(x)−T1(x) =
x9

9!
− x7

7!
+

x5

5!
− x3

3!
= x3

(
x6

9!
− x4

7!
+

x2

5!
− 1

3!

)
ima jedinstvenu pozitivnu nulu1

x = d1,9 =

√
6

3
√

36+12
√

21−6
3
√
−36+12

√
21+24 = 5.91429... .

Na osnovu Teoreme 4.1, važi da je

(∀x∈(0,d1,9))
(
T1(x)> T9(x) > sinx

)
i

(∀x∈(0,d1,9))
(
T5(x)> T9(x) > sinx

)
,

što znači da je na intervalu (0,d1,9) polinom T9(x) bolja aproksimacija sinusne funkcije i od
polinoma T1(x) i od polinoma T5(x).

Primetimo da važi (
∀x∈

(
0,d1,5

)) (
T1(x)> T5(x) > sinx

)
i (

∀x∈
(
d1,5,d1,9

)) (
T5(x)> T1(x) > sinx

)
. □

Za kosinusnu i eksponencijalnu funkciju važe sledeće analogne teoreme.

Teorema 4.2 Za Tejlorov razvoj kosinusne funkcije

Tn(x) =
n/2

∑
i=0

(−1)i

(2i)!
x2i

i za svaki prirodan broj L važi:

(i) Polinom T4L(x)−T0(x) ima najmanju pozitivnu nulu d0,4L∈
[√

12, 2π
)
=
[
3.464... , 6.283...

)
.

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0, d0,4L)) (T4k(x)> T4L(x)> cosx) .
1 Ova nula je simbolički odred-ena primenom apleta [132].
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(ii) Ako je L> 1, polinom T4L(x)−T4(x) ima najmanju pozitivnu nulu d4,4L∈
[√

56,
√

(4L−1)4L
]
=[

7.483... ,
√

(4L−1)4L
]
.

Za k∈{1,2,3, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0, d4,4L)) (T4k(x)> T4L(x)> cosx) .

(iii) Polinom T4L+2(x)−T2(x) ima najmanju pozitivnu nulu d2,4L+2∈
[√

30,
√

(4L+1)(4L+2)
]
=[

5.477... ,
√

(4L+1)(4L+2)
]
.

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0, d2,4L+2)) (cosx > T4L+2(x)> T4k+2(x)) .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 4.1. ■

Primer 4.3 Na Slici 4.2 prikazane su neke navišne Tejlorove aproksimacije T4L(x), L∈N0, funkcije
cosx. Oznaka dp,q, gde p,q∈N0, predstavlja najmanju pozitivnu nulu polinoma Tq(x)−Tp(x).

Važi da je T0(x) = cosx = 1 za svako x = 2sπ , s∈Z. Dakle, u tačkama x = 2sπ Tejlorov razvoj T0 je
najbolja aproksimacija kosinusne funkcije.

Takod-e, lako je pokazati (na primer, primenom Teoreme 3.4) da je d0,4L < 2π za svako L > 0.

Slika 4.2: Neke navišne aproksimacije kosinusne funkcije □

Teorema 4.3 Za Tejlorov razvoj funkcije e−x dat sa

Tn(x) =
n

∑
i=0

(−1)i

i!
xi

i za svaki prirodan broj L važi:

(i) Polinom T2L(x)−T0(x) ima najmanju pozitivnu nulu d0,2L∈ [2, 2L].

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0,d0,2L))
(
T2k(x)> T2L(x)> e−x) .
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(ii) Polinom T2L+1(x)−T1(x) ima najmanju pozitivnu nulu d1,2L+1∈ [3, 2L+1].

Za k∈{0,1,2, ... ,L−1} važi da je

(∀x∈(0,d1,2L+1))
(
e−x > T2L+1(x)> T2k+1(x)

)
.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 4.1. ■

Primer 4.4 Za funkciju
f (x) =−sin3x+ x cos4x+2 (4.13)

jedna nanižna polinomska aproksimacija na intervalu
(
0, π

2

)
je oblika

Pℓ1,ℓ2(x) =−T sin,0
4ℓ1+1 (3x)+ xT cos,0

4ℓ2+2 (4x)+2 , (4.14)

gde ℓ1, ℓ2∈N0.

Za ℓ1 = ℓ2 = 2 dobija se polinom

P2,2(x) =− 4096
14175

x11 +
63349
40320

x9 − 5297
1008

x7 +
1037
120

x5 − 7
2

x3 −2x+2 ,

koji ima prvu pozitivnu nulu u tački x = 1.45994... < π

2 . Može se pokazati da je P2,2(x) > 0 na
intervalu (0,1.45994...) i da je P2,2(x) < 0 na intervalu

(
1.45994... , π

2

)
. Dakle, nanižna polinomska

aproksimacija P2,2(x) nije pozitivna na intervalu
(
0, π

2

)
.

Primenom Teoreme 4.1, pokazaćemo da nijedna polinomska aproksimacija Pℓ1,ℓ2(x), za ℓ1, ℓ2∈{0,1,2}
i (ℓ1, ℓ2) ̸= (2,2), nije pozitivna na intervalu

(
0, π

2

)
.

Na primer, za polinomsku aproksimaciju P1,2(x), dokazaćemo da je P1,2(x) < P2,2(x) na intervalu(
0, π

2

)
, a na sličan način se može dokazati i da je Pℓ1,ℓ2(x) < P2,2(x) na intervalu

(
0, π

2

)
za bilo koji

polinom Pℓ1,ℓ2(x)∈{P0,0(x),P0,1(x),P1,0(x),P1,1(x),P0,2(x),P2,0(x),P2,1(x)}.

Na osnovu Teoreme 4.1, važi da je

sin t < T sin,0
9 (t)< T sin,0

5 (t) i sin t < T sin,0
9 (t)< T sin,0

1 (t)

za t∈(0,d1,9), gde je d1,9 = 5.91429... (videti Primer 4.2).

Za t = 3x, gde x∈
(
0, π

2

)
, važi da je

sin(3x)< T sin,0
9 (3x)< T sin,0

5 (3x) i sin(3x)< T sin,0
9 (3x)< T sin,0

1 (3x)

jer je d1,9 > 3π

2 .

Dakle, na intervalu
(
0, π

2

)
važi da je

P1,2(x) =−T sin,0
5 (3x)+ xT cos,0

10 (4x)+2 <−T sin,0
9 (3x)+ xT cos,0

10 (4x)+2 = P2,2(x),

odnosno
P1,2(x)< P2,2(x)< f (x),

što znači da ni polinomska aproksimacija P1,2(x) nije pozitivna na intervalu
(
0, π

2

)
.

Na osnovu prethodnog razmatranja i činjenice da polinom P2,2(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
,

možemo zaključiti da nije potrebno proveravati ni pozitivnost polinoma P0,0(x),P0,1(x),P1,0(x),
P1,1(x),P0,2(x),P2,0(x),P1,2(x) i P2,1(x) na intervalu

(
0, π

2

)
.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Posmatrajmo sada polinomsku aproksimaciju

P2,3(x) =− 131072
42567525

x15 +
16384

467775
x13 − 4096

14175
x11 +

63349
40320

x9 − 5297
1008

x7 +
1037
120

x5 − 7
2

x3 −2x+2.

Može se dokazati (primenom Šturmove teoreme) da je P2,3(x) > 0 na intervalu
(
0, π

2

)
. Dodatno, na

osnovu Teoreme 3.3 i Teoreme 3.6, može se zaključiti da za ℓ1 ∈{2,3,4, ...} i ℓ2 ∈{3,4,5, ...} na
intervalu

(
0, π

2

)
važi da je

0 < P2,3(x)≤ Pℓ1,ℓ2(x)< f (x).

Slika 4.3: Funkcija f definisana sa (4.13) i neke nanižne polinomske aproksimacije za funkciju f
definisane sa (4.14) □

Razmotrimo polinomsku aproksimaciju

P(x) = Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) =
m

∑
i=1

βixsiT φi,0
ϑi

(ti x) , (4.15)

gde je m,si∈N0, βi∈R\{0}, ti∈R+
0 , φi = exp− ili φi = sin ili φi = cos i

ϑi = ϑi(ℓi) =



2ℓi +1 , ako je φi = exp− i βi > 0,
2ℓi , ako je φi = exp− i βi < 0,

4ℓi +3 , ako je φi = sin i βi > 0,
4ℓi +1 , ako je φi = sin i βi < 0,
4ℓi +2 , ako je φi = cos i βi > 0,
4ℓi +4 , ako je φi = cos i βi < 0,

(4.16)

gde ℓi∈N0, na intervalu (0,b)⊂R+. Stepeni Tejlorovih razvoja (4.16) razlikuju se od stepena Tejlo-
rovih razvoja (4.4) samo za φi = cos i βi < 0.

Podsetimo se da je dpi,qi , gde pi,qi∈N0, najmanja pozitivna nula polinoma T φi,0
qi (x)−T φi,0

pi (x).
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4.1 Neke strategije za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u nanižnim . . .

Za niz indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm iz (4.15) izaberimo vrednosti (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (L1,L2, ...,Lm)∈Nm
0 .

Posmatrajmo sabirak βixsiT φi,0
ϑi(Li)

(ti x) polinomske aproksimacije (4.15).

Prema Teoremi 4.1, Teoremi 4.2 (slučajevi (ii) i (iii)) i Teoremi 4.3, za x∈
(

0,
dϑi(0),ϑi(Li)

ti

)
, Tejlorov

razvoj T φi,0
ϑi(Li)

(ti x) je bolja aproksimacija funkcije φi (ti x) od Tejlorovih razvoja T φi,0
ϑi(ℓi)

(ti x) za ℓi < Li,
tj. (

∀x∈
(

0,
dϑi(0),ϑi(Li)

ti

))(
∀ ℓi < Li

) ∣∣∣T φi,0
ϑi(Li)

(ti x)−φi (ti x)
∣∣∣< ∣∣∣T φi,0

ϑi(ℓi)
(ti x)−φi (ti x)

∣∣∣ .
Neka je dmin = min

{
dϑ1(0),ϑ1(L1)

t1
,
dϑ2(0),ϑ2(L2)

t2
,
dϑ3(0),ϑ3(L3)

t3
, ... ,

dϑm(0),ϑm(Lm)

tm

}
.

Tada, na intervalu (0,dmin), za svako ℓ1 ≤ L1, ℓ2 ≤ L2, ..., ℓm ≤ Lm važi da je

Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)≤ PL1,L2,...,Lm(x)≤ f (x) . (4.17)

Pri tome, ako postoji bar jedno ℓi ̸= Li, važi da je Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)< PL1,L2,...,Lm(x).

U ovoj disertaciji analiziraćemo slučaj kada su izabrane vrednosti Li takve da je (0,b)⊆(0,dmin).

Ako polinom PL1,L2,...,Lm(x) nije pozitivan na intervalu (0,b)⊆(0,dmin), tada, na osnovu (4.17), nije-
dan polinom Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x), za ℓ1 ≤ L1, ℓ2 ≤ L2, ..., ℓm ≤ Lm, nije pozitivan na intervalu (0,b), što znači
da nije ni potrebno proveravati znak tih polinoma.

Ako je PL1,L2,...,Lm(x)> 0 na intervalu (0,b)⊆(0,dmin), tada je izbor vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm)=
(L1,L2, ...,Lm) dovoljan za dokaz nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (0,b), tj. polinomska aproksi-
macija PL1,L2,...,Lm(x) je dovoljna za dokaz nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (0,b).

Takod-e, primenom teorema 3.3, 3.6 i 3.9, na intervalu (0,b)⊆ (0,dmin), za svako ℓ1 ≥ L1, ℓ2 ≥
L2, ..., ℓm ≥ Lm može se zaključiti da je

PL1,L2,...,Lm(x)≤ Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)≤ f (x). ■

Napomena o Tejlorovom razvoju za kosinusnu funkciju. Uočimo da se polinomska aproksimacija
(4.3) razlikuje od polinomske aproksimacije (4.15) jedino po tome što (4.15) ne sadrži Tejlorov
razvoj oblika T cos,0

0 (ti x).

Razlog zbog kog smo razmatrali polinomsku aproksimaciju (4.15) umesto polinomske aproksimacije
(4.3) jeste taj što sa (4.3), na intervalu (0,b), za b ≥ 2π

ti
, ne važi poredak (4.17) jer je T cos,0

0 (x) = 1

bolja aproksimacija funkcije cosx u tačkama x = 2sπ (s∈Z) od T cos,0
4ℓ (x) za ℓ∈{1,2,3, ...} (videti

Primer 4.3).

Nezavisno od analiziranja poretka (4.17), za dokazivanje nejednakosti f (x) > 0 na intervalu (0,b),
može se koristiti i polinomska aproksimacija (4.3).
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

4.1.4 Strategija simultanog uvećavanja vrednosti indeksa
Za polinomsku aproksimaciju Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) datu sa (4.3) dajemo strategiju za odred-ivanje vrednosti,
ukoliko postoje, indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (L1,L2, ...,Lm)∈Nm

0 koje su dovoljne za dokaz nejednakosti
f (x)> 0 na intervalu (0,b).

Ako funkcija f nije pozitivna na intervalu (0,b), tada ne postoje vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm takve
da je Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) > 0 na intervalu (0,b). Ukoliko bi se povećavale vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm
za 1, tada se sa takvim uvećavanjima ne bi ostvarila pozitivnost polinoma Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) na intervalu
(0,b) i stoga je potrebno uvesti neki uslov zaustavljanja pri odred-ivanju vrednosti indeksa. Na primer,
jedan uslov zaustavljanja može biti (∃ i) ℓi ≥ M, gde je M neki unapred izabran prirodan broj. Drugi
uslov zaustavljanja može biti dostizanje unapred fiksiranog broja iteracija pri odred-ivanju vrednosti
indeksa. ■

Strategija simultanog uvećavanja vrednosti indeksa sastoji se od sledećih koraka:

• Postaviti (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (0,0, ...,0).

• Dok nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja, ponavljati sledeće:

◦ Ako je (∀x∈(0,b))Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)> 0:
završiti rad sa tekućim izborom vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm);

inače:
uvećati vrednost svih indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm za 1.

Primer 4.5 Primenom prethodne strategije na polinomsku aproksimaciju

Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x) =−45xT sin,0
4ℓ1+1 (x)+8x5T sin,0

4ℓ2+3 (x)−
45
4

T cos,0
4ℓ3

(x)+90x2T cos,0
4ℓ4+2 (x)+

45
4

T cos,0
4ℓ5+2 (3x)

koja odgovara MTP nejednakosti

−45xsinx+8x5 sinx− 45
4

cosx+90x2 cosx+
45
4

cos3x > 0,

za x∈
(
0, π

2

)
, iz Primera 1.7, dobijamo sledeće:

1. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (0,0,0,0,0) može se pokazati da polinom

P0,0,0,0,0(x) =−4
3

x8 +8x6 −45x4 − 45
8

x2

nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
.

2. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (1,1,1,1,1) može se pokazati da polinom

P1,1,1,1,1(x) =− 1
630

x12 +
1

15
x10 − 35

24
x8 − 1

64
x6

nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
.

3. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (2,2,2,2,2) može se dokazati, pomoću Šturmove teoreme, da je polinom

P2,2,2,2,2(x) =− 1
4989600

x16 +
1

45360
x14 − 13

8064
x12 − 7373

64512
x10 +

8
21

x8

pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
, čime smo odredili vrednosti indeksa dovoljne za dokaz zadate

nejednakosti. □
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4.1 Neke strategije za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u nanižnim . . .

4.1.5 Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije
Pri odred-ivanju vrednosti, ukoliko postoje, indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm iz (4.3) koje su dovoljne za do-
kaz nejednakosti f (x) > 0 na intervalu (0,b), od značaja je da dobijena polinomska aproksimacija
Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) bude što nižeg stepena, jer pozitivnost polinoma Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) dokazujemo primenom
Šturmove teoreme, a za polinome nižeg stepena Šturmov niz se sastoji od manjeg broja polinoma.

U prethodnoj sekciji je data jedna strategija za odred-ivanje vrednosti, ukoliko postoje, indeksa ℓ1, ℓ2,
..., ℓm iz (4.3) koje su dovoljne za dokaz nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (0,b).

Primetimo da se primenom te strategije često dobija viši stepen polinomske aproksimacije Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)
nego što je neophodno.

Stoga, dajemo strategiju za smanjenje, ukoliko je moguće, nekih vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm (koji
su odred-eni kao dovoljni za dokaz zadate nejednakosti) tako da za takve smanjene vrednosti indeksa
stepen polinomske aproksimacije Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) bude niži i da pri tome takve vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2,
..., ℓm i dalje budu dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

Pretpostavimo da su, primenom Strategije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa, vrednosti
(ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (L1,L2, ...,Lm)∈Nm

0 odred-ene kao dovoljne za dokaz nejednakosti f (x)> 0 na inter-
valu (0,b).

Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije sastoji se od sledećih koraka:

(1) Odrediti vrednost D = max{dg1,dg2, ... ,dgm}.

(2) Dodeliti (preth_ℓ1,preth_ℓ2, ..., preth_ℓm) = (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm).

(3) Za svaki ℓi za koji važi da je dgi = D uraditi sledeće:

◦ Ako je ℓi > 0:
umanjiti ℓi za 1;

inače:
završiti rad sa izborom vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (preth_ℓ1,preth_ℓ2, ...,
preth_ℓm).

(4) Ako je (∀x∈(0,b))Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)> 0:

vratiti se na korak (1);
inače:

završiti rad sa izborom vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm)=(preth_ℓ1,preth_ℓ2, ...,preth_ℓm).

Primer 4.6 Primenom Strategije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa na polinomsku aproksi-
maciju

P(x)=Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x)=−45xT sin,0
4ℓ1+1(x)+8x5T sin,0

4ℓ2+3(x)−
45
4

T cos,0
4ℓ3

(x)+90x2T cos,0
4ℓ4+2(x)+

45
4

T cos,0
4ℓ5+2(3x) ,

dobili smo da su vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (L1,L2,L3,L4,L5) = (2,2,2,2,2) dovoljne za
dokaz nejednakosti

−45xsinx+8x5 sinx− 45
4

cosx+90x2 cosx+
45
4

cos3x > 0,

za x∈
(
0, π

2

)
, iz Primera 1.7 (videti Primer 4.5).
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Primenom Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije, mogu se smanjiti vrednosti
nekih indeksa (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (2,2,2,2,2) na sledeći način:

1. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (2,2,2,2,2) odgovarajući stepeni sabiraka polinoma Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x) su
(dg1,dg2,dg3,dg4,dg5) = (10,16,8,12,10).

Prema koraku (1), odred-ujemo D = max{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg2 = 16.

Prema koraku (2), dodeljujemo (preth_ℓ1,preth_ℓ2,preth_ℓ3,preth_ℓ4,preth_ℓ5)= (2,2,2,2,2).

Prema koraku (3), umanjujemo vrednost indeksa ℓ2 za 1, čime dobijamo (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) =
(2,1,2,2,2).

Važi da je P2,1,2,2,2(x)> 0 na intervalu
(
0, π

2

)
, što znači da se vraćamo na korak (1) strategije.

2. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (2,1,2,2,2) važi da je (dg1,dg2,dg3,dg4,dg5) = (10,12,8,12,10).

Prema koraku (1), odred-ujemo D = max{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg2 = dg4 = 12.

Prema koraku (2), dodeljujemo (preth_ℓ1,preth_ℓ2,preth_ℓ3,preth_ℓ4,preth_ℓ5)= (2,1,2,2,2).

Prema koraku (3) umanjujemo vrednosti indeksa ℓ2 i ℓ4 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4,
ℓ5) = (2,0,2,1,2).

Može se pokazati da polinom P2,0,2,1,2(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
. Dakle, za izbor

(ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (preth_ℓ1,preth_ℓ2,preth_ℓ3,preth_ℓ4,preth_ℓ5) = (2,1,2,2,2), dobijamo
polinomsku aproksimaciju

P2,1,2,2,2(x) =− 13
8064

x12 − 7373
64512

x10 +
8

21
x8,

koja je dovoljna za dokaz zadate nejednakosti.

Prethodno odred-ivanje vrednosti indeksa možemo predstaviti sledećom tabelom.

Tabela 4.1: Odred-ivanje vrednosti indeksa za polinom Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x) primenom Strategije za
smanjenje stepena polinomske aproksimacije

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4 ℓ5 dg1 dg2 dg3 dg4 dg5 dg P(x) P(x)> 0 ?

2 2 2 2 2 10 16 8 12 10 16 Da

2 1 2 2 2 10 12 8 12 10 12 Da
2 0 2 1 2 10 8 8 8 10 10 Ne □

4.1.6 Strategija postepenog uvećavanja vrednosti indeksa
U ovom potpoglavlju dajemo još jednu strategiju za odred-ivanje vrednosti, ukoliko postoje, indeksa
ℓ1, ℓ2, ..., ℓm polinomske aproksimacije Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) koje su dovoljne za dokaz nejednakosti f (x)> 0
na intervalu (0,b). S obzirom na to da takve vrednosti indeksa ℓ1, ℓ2, ..., ℓm ne moraju da postoje,
biramo uslov zaustavljanja slično2 kao u Strategiji simultanog uvećavanja vrednosti indeksa.

Budući da je od značaja da dobijena polinomska aproksimacija Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x) bude što nižeg stepena,
u strategiji koju ćemo predstaviti nastojimo da uvećavamo vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja kod
onih sabiraka koji su najnižeg stepena.

2 Jedan uslov zaustavljanja može biti (∃ i) ℓi ≥ M, gde je M neki unapred izabran prirodan broj. Drugi uslov zausta-
vljanja može biti dostizanje unapred fiksiranog broja iteracija pri odred-ivanju vrednosti indeksa.
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4.1 Neke strategije za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja u nanižnim . . .

Strategija postepenog uvećavanja vrednosti indeksa sastoji se od sledećih koraka:

(1) Postaviti (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm) = (0,0, ...,0).

(2) Dok nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja, ponavljati sledeće:

(2.1) Ako je (∀x∈(0,b))Pℓ1,ℓ2,...,ℓm(x)> 0:
završiti rad sa tekućim izborom vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ..., ℓm).

(2.2) Odrediti vrednost D = min{dg1,dg2, ... ,dgm}.

(2.3) Uvećati za 1 vrednost svakog indeksa ℓi za koji važi da je dgi = D.

Primer 4.7 Primenom opisane strategije na polinomsku aproksimaciju

P(x)=Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x)=−45xT sin,0
4ℓ1+1(x)+8x5T sin,0

4ℓ2+3(x)−
45
4

T cos,0
4ℓ3

(x)+90x2T cos,0
4ℓ4+2(x)+

45
4

T cos,0
4ℓ5+2(3x)

iz Primera 4.5, koja odgovara MTP nejednakosti

−45xsinx+8x5 sinx− 45
4

cosx+90x2 cosx+
45
4

cos3x > 0,

za x∈
(
0, π

2

)
, iz Primera 1.7, dobijamo sledeće:

1. Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (0,0,0,0,0) može se pokazati da polinom P0,0,0,0,0(x) nije pozitivan na
intervalu

(
0, π

2

)
i odgovarajući stepeni sabiraka polinoma Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x) su (dg1,dg2,dg3,dg4,

dg5) = (2,8,0,4,2).

Prema koraku (2.2), odred-ujemo D = min{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg3 = 0.

Prema koraku (2.3), uvećavamo vrednost indeksa ℓ3 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5)=
(0,0,1,0,0).

2. Može se pokazati da polinom P0,0,1,0,0(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
i važi da je (dg1,dg2,

dg3,dg4,dg5) = (2,8,4,4,2).

Prema koraku (2.2), odred-ujemo D = min{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg1 = dg5 = 2.

Prema koraku (2.3), uvećavamo vrednosti indeksa ℓ1 i ℓ5 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4,
ℓ5) = (1,0,1,0,1).

3. Može se pokazati da polinom P1,0,1,0,1(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
i važi da je (dg1,dg2,

dg3,dg4,dg5) = (6,8,4,4,6).

Prema koraku (2.2), odred-ujemo D = min{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg3 = dg4 = 4.

Prema koraku (2.3), uvećavamo vrednosti indeksa ℓ3 i ℓ4 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4,
ℓ5) = (1,0,2,1,1).

4. Može se pokazati da polinom P1,0,2,1,1(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
i važi da je (dg1,dg2,

dg3,dg4,dg5) = (6,8,8,8,6).

Prema koraku (2.2), odred-ujemo D = min{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg1 = dg5 = 6.

Prema koraku (2.3), uvećavamo vrednosti indeksa ℓ1 i ℓ5 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4,
ℓ5) = (2,0,2,1,2).
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

5. Može se pokazati da polinom P2,0,2,1,2(x) nije pozitivan na intervalu
(
0, π

2

)
i važi da je (dg1,dg2,

dg3,dg4,dg5) = (10,8,8,8,10).

Prema koraku (2.2), odred-ujemo D = min{dg1,dg2, ... ,dg5}= dg2 = dg3 = dg4 = 8.

Prema koraku (2.3), uvećavamo vrednosti indeksa ℓ2, ℓ3 i ℓ4 za 1, čime dobijamo da je (ℓ1, ℓ2, ℓ3,
ℓ4, ℓ5) = (2,1,3,2,2).

6. Polinom
P2,1,3,2,2(x) =− 68641

42577920
x12 − 4

35
x10 +

8
21

x8

pozitivan je na intervalu
(
0, π

2

)
(može se dokazati pomoću Šturmove teoreme), što znači da su

vrednosti indeksa (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (2,1,3,2,2) dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

Prethodne iteracije odred-ivanja vrednosti indeksa možemo predstaviti sledećom tabelom.

Tabela 4.2: Odred-ivanje vrednosti indeksa za polinom Pℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4,ℓ5(x) primenom Strategije
postepenog uvećavanja vrednosti indeksa

iteracija ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4 ℓ5 dg1 dg2 dg3 dg4 dg5 dg P(x) P(x)> 0 ?

1. 0 0 0 0 0 2 8 0 4 2 8 Ne
2. 0 0 1 0 0 2 8 4 4 2 8 Ne
3. 1 0 1 0 1 6 8 4 4 6 8 Ne
4. 1 0 2 1 1 6 8 8 8 6 8 Ne
5. 2 0 2 1 2 10 8 8 8 10 10 Ne
6. 2 1 3 2 2 10 12 12 12 10 12 Da □

4.1.7 Diskusija i neka poboljšanja razmatranih strategija
Leksikografska strategija. Ako indeksi u (4.3) dobijaju redom vrednosti prema leksikografskom po-
retku, često je potreban veliki broj iteracija odred-ivanja vrednosti indeksa dok se ne pronad-u, ukoliko
postoje, takve vrednosti koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti (videti Primer 1.7). Takod-e,
u ovoj strategiji, broj iteracija odred-ivanja vrednosti indeksa može zavisiti i od redosleda zapisivanja
sabiraka u (4.3), što nije slučaj u strategijama predloženim u ovom potpoglavlju.

Prema [24], primenom Leksikografske strategije, potrebno je 212 iteracija odred-ivanja vrednosti in-
deksa da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7, na kojoj su, u prethodnim sekcijama, testirane i
strategije predložene u ovom potpoglavlju. ■

Neleksikografske strategije. Primenom predloženih strategija se, u odnosu na Leksikografsku stra-
tegiju, često znatno brže dolazi do vrednosti indeksa koje dovode do rešenja, tj. do vrednosti indeksa
koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti.

Strategije iz ovog potpoglavlja zasnivaju se na teorijskim rezultatima iz Poglavlja 3, Potpoglavlja 1.3
i Sekcije 4.1.3, što znači da predložene strategije imaju svojstvo saglasnosti3.

Takod-e, sve predložene strategije završavaju rad u konačnom vremenu. U Strategiji simultanog uve-
ćavanja vrednosti indeksa i Strategiji postepenog uvećavanja vrednosti indeksa, uvedeni su uslovi

3 Prema [87], saglasnost je svojstvo algoritma koje kaže da ako algoritam tvrdi da je neko tvrd-enje tačno, onda ono
jeste tačno.
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zaustavljanja. Strategija za smanjenje stepena polinomske aproksimacije se primenjuje samo kada su
(primenom Strategije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa) već odred-ene vrednosti indeksa koje
dovode do rešenja i ova strategija završava rad ili sa tim vrednostima ili sa nekim nižim pozitivnim
vrednostima indeksa.

Strategija za redukovanje broja indeksa ne odred-uje vrednosti indeksa, već samo smanjuje njihov broj.
Ostale razvijene strategije odred-uju vrednosti indeksa i mogu se primeniti neposredno posle primene
Strategije za redukovanje broja indeksa ili nezavisno od nje.

Primenom Strategije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa često se u malom broju iteracija dolazi
do rešenja. Med-utim, vrednosti indeksa odred-ene ovom strategijom neretko dovode do višeg stepena
polinomske aproksimacije (4.3) nego što je neophodno. Na primer, potrebno je 3 iteracije odred-ivanja
vrednosti indeksa da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7 i dobija se polinomska aproksimacija
stepena 16 (videti Primer 4.5).

U Strategiji za smanjenje stepena polinomske aproksimacije i Strategiji postepenog uvećavanja vred-
nosti indeksa od značaja je i da dobijena polinomska aproksimacija bude što nižeg stepena. Primenom
obe strategije se, prilikom dokazivanja nejednakosti iz Primera 1.7, dobila polinomska aproksimacija
stepena 12 (videti Primer 4.6 i Primer 4.7).

Primenom Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije (uključujući i primenu Strate-
gije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa), potrebno je 5 iteracija odred-ivanja vrednosti indeksa
da bi se dokazala nejednakost iz Primera 1.7, dok je primenom Strategije postepenog uvećavanja
vrednosti indeksa potrebno 6. Med-utim, primetimo da to ne mora da znači da će algoritam koji ko-
risti Strategiju za smanjenje stepena polinomske aproksimacije imati bolje performanse. Primenom
Strategije za smanjenje stepena polinomske aproksimacije, pet puta se primenjuje faza (a) ispitivanja
pozitivnosti dobijenih polinomskih aproksimacija i dva puta faza (b), dok se primenom Strategije po-
stepenog uvećavanja vrednosti indeksa faza (a) primenjuje šest puta, a faza (b) samo jednom (videti
Sekciju 4.1.1). Iteracije odred-ivanja vrednosti indeksa koje uključuju fazu (b) mogu biti znatno spo-
rije od iteracija koje uključuju samo fazu (a).

Strategija postepenog uvećavanja vrednosti indeksa daje samo jednu polinomsku aproksimaciju, uko-
liko postoji, koja je pozitivna na posmatranom intervalu. Strategija za smanjenje stepena polinomske
aproksimacije zahteva prethodnu primenu Strategije simultanog uvećavanja vrednosti indeksa i može
dati više pozitivnih polinomskih aproksimacija.

Strategijom simultanog uvećavanja vrednosti indeksa brže se dolazi do većih vrednosti indeksa u
odnosu na Strategiju postepenog uvećavanja vrednosti indeksa. U Strategiji simultanog uvećavanja
vrednosti indeksa stepen dobijene polinomske aproksimacije se u svakoj iteraciji povećava za 4 uko-
liko polazna funkcija sadrži trigonometrijsku funkciju, a ukoliko polazna funkcija sadrži samo ek-
sponencijalne funkcije, tada se stepen dobijene polinomske aproksimacije u svakoj iteraciji povećava
za 2.

Primetimo da u Strategiji simultanog uvećavanja vrednosti indeksa možemo da uvećavamo sve vred-
nosti indeksa za 2 (ili za neko k∈N) umesto za 1. Zatim, ako se dod-e do rešenja, možemo umanjiti
sve vrednosti indeksa za 1 i proveriti da li se i sa tim vrednostima indeksa dolazi do rešenja. Na sličan
način se mogu razmotriti i neka poboljšanja Strategije postepenog uvećavanja vrednosti indeksa.

Na osnovu prethodne diskusije i na osnovu analize većeg broja analitičkih nejednakosti koje se
javljaju u radovima, u implementaciji dokazivača koristićemo Strategiju za redukovanje broja indeksa
i Strategiju postepenog uvećavanja vrednosti indeksa.
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4.2 Rad sistema – Menadžer i ostali algoritmi
U ovom potpoglavlju, na osnovu teorijskih rezultata iz Poglavlja 3 i Potpoglavlja 1.3, 1.4 i 4.1, pred-
stavljamo algoritam rada sistema za dokazivanje nekih nejednakosti oblika

f (x)> 0

na konačnom intervalu (a,b)⊂R+, gde je f ∈M ne-nula funkcija oblika (4.1) data sa

f (x) =
m1

∑
i=1

αixpie−τix +
m2

∑
i=m1+1

αixpi cosqi(τi x)sinri(τi x) ,

gde je m1 ≤ m2, m1,m2, pi,qi,ri∈N0, αi∈R\{0} i τi∈R+
0 .

Dokazivanje nejednakosti oblika
f (x)< 0

analogno je, pri čemu se umesto nanižne pozitivne, odred-uje, ukoliko postoji, navišna negativna poli-
nomska aproksimacija za funkciju f (x) na intervalu (a,b).

Nejednakosti na poluotvorenim ili zatvorenim nenegativnim konačnim intervalima dokazuju se ana-
logno.

Rad sistema – algoritam Menadžer. Sistem prvo testira, u okviru Algoritma 1 (Kontraprimer), da
li je nejednakost f (x)> 0 tačna za neke diskretne tačke iz intervala (a,b). Ako se pronad-e tačka x0∈
(a,b) u kojoj zadata nejednakost ne važi, korisnik dobija obaveštenje da je pronad-en kontraprimer x0.

Ukoliko se ne pronad-e kontraprimer, sistem, u okviru Algoritama 2–5, pokušava da dokaže zadatu
nejednakost:

• U Algoritmu 2 (Transformacija) vrši se transformacija funkcije f u zapis preko višestrukih
uglova i u zavisnosti od toga da li je f (a) ̸= 0, f (a) = 0, f (b) ̸= 0 ili f (b) = 0, poziva se
Algoritam 3 za ispitivanje pozitivnosti odgovarajuće funkcije na odgovarajućem intervalu.

• U Algoritmu 3 (Aproksimacija) odred-uju se nanižne polinomske aproksimacije zadate funk-
cije na zadatom intervalu, pri čemu se pozitivnost dobijenih aproksimacija ispituje primenom
Algoritma 4.

• U Algoritmu 4 (Racionalizacija) se, ukoliko zadati polinom ima iracionalne koeficijente, odre-
d-uje nanižna polinomska aproksimacija sa racionalnim koeficijentima tog polinoma i poziva se
Algoritam 5.

• U Algoritmu 5 (Šturm) se proverava pozitivnost zadatog polinoma na zadatom intervalu prime-
nom Šturmove teoreme.

U slučaju da sistem ne uspe da pronad-e kontraprimer, a ni da dokaže zadatu nejednakost, korisnik do-
bija poruku da prema zadatim postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3) nejednakost nije dokazana.
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Sledećom šemom je predstavljen algoritam Menadžer.

f (x), (a,b)

Algoritam 1
Kontraprimer

Pronad-en
kontraprimer

Kontraprimer

Algoritam 2
Transformacija

Algoritam 3
Aproksimacija

Algoritam 4
Racionalizacija

Algoritam 5
Šturm

Dokazano da je
f (x)> 0 za x∈(a,b)

Dokaz
nejednakosti

Nije pronad-en
ni kontraprimer ni dokaz

Da

Ne

Da

Ne

Napomenimo da je u implementaciji Menadžera dodatno implementiran i algoritam za memorisanje
činjenica koje su do tog trenutka dokazane i koje smo smatrali bitnim za razumevanje dokaza u
slučaju da se isti pronad-e. Na osnovu memorisanih činjenica formira se odgovarajući tekst dokaza u
stilu koji je blizak ljudskom načinu pisanja dokaza. Primeri ispisa koje generiše sistem mogu se videti
u Potpoglavlju 4.4.

4.2.1 Algoritam 1: Kontraprimer
Algoritam ispituje vrednost funkcije f u odred-enim tačkama intervala (a,b). Prvo se ispituje vrednost
funkcije f u tački x1, koja je na polovini intervala (a,b). Ako x1 nije kontraprimer, ispituje se vrednost
funkcije f u tačkama x2 i x3, koje su na polovini intervala (a,x1) i (x1,b), respektivno. Ukoliko nije
pronad-en kontraprimer, dalje se ispituju vrednosti funkcije f u tačkama koje su na polovini intervala
(a,x2), (x2,x1), (x1,x3) i (x3,b). Ovaj postupak se zatim ponavlja, pri čemu se za sve nove tačke u
kojima se ispituje vrednost funkcije f primenjuje isti princip polovljenja intervala.

U slučaju da je f (x)> 0 za x∈(a,b), ne može se naći kontraprimer. Zbog toga je potrebno uvesti neki
uslov zaustavljanja ovog algoritma. Na primer, jedan uslov zaustavljanja može biti da se pretraga
zaustavi kada širina dobijenih intervala u nekoj iteraciji postane manja od neke zadate vrednosti.
Drugi uslov zaustavljanja može biti da se pretraga zaustavi kada se dostigne unapred odred-eni broj
iteracija polovljenja intervala.

Prednost prvog uslova zaustavljanja algoritma jeste u tome što se garantuje maksimalan razmak
izmed-u testiranih tačaka. Prednost drugog uslova zaustavljanja jeste u tome što se izbegavaju veli-
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ke oscilacije u vremenu izvršavanja algoritma za različite širine unetih intervala s obzirom na to da se
uvek testira isti broj tačaka.

U implementaciji ovog algoritma korišćen je drugi uslov zaustavljanja.

Algoritam 1 Kontraprimer

Ulaz: funkcija f (x) oblika (4.1),
interval (a,b) (gde a,b∈R+

0 i a < b)
Izlaz: KONTRAPRIMER x0∈(a,b) (ukoliko se pronad-e)

1: iteracija := 1;
2: Dok god nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja ponavljati:
3: širina_intervala := b−a

2iteracija−1 ;
4: x0 := a+ širina_intervala

2 ;
5: Dok god je x0 < b ponavljati:
6: Ako je f (x0)≤ 0 onda
7: Vratiti KONTRAPRIMER x0 i završiti rad;
8: x0 := x0 + širina_intervala;
9: iteracija := iteracija+1;

10: Obavestiti da nije pronad-en kontraprimer i završiti rad;

Primer 4.8 Primenom Algoritma 1 na MTP funkciju f (x) = 3xsinx cosx + xsinx za x∈ (a,b) =
(0,π), dobijamo sledeće:

1. Za iteracija = 1 imamo da je širina_intervala = π i x0 =
π

2 . Važi

f (x0) =
π

2
> 0,

što znači da prelazimo na sledeću iteraciju algoritma.

2. Za iteracija = 2 imamo da je širina_intervala = π

2 i x0 =
π

4 . Važi

f (x0) =
π(3+

√
2)

8
> 0.

Zatim je x0 =
π

4 +
π

2 = 3π

4 . Važi

f (x0) =−3π(3−
√

2)
8

< 0 .

Algoritam 1 završava rad i vraća kontraprimer x0 =
3π

4 .

Slika 4.4: Grafik funkcije f □
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4.2.2 Algoritam 2: Transformacija
U pokušaju dokazivanja nejednakosti f (x) > 0 na intervalu (a,b), na osnovu teorijskih razmatranja
iz Sekcije 3.1.3, Algoritam 2 razlikuje slučajeve f (a) ̸= 0, f (a) = 0, f (b) ̸= 0, f (b) = 0 i poziva
Algoritam 3, koji treba da dokaže odgovarajuću nejednakost.

Algoritam 2 Transformacija

Ulaz: funkcija f (x) oblika (4.1),
interval (a,b) (gde a,b∈R+

0 i a < b)
Izlaz: tačno (ako je dokazano da je f (x)> 0 za x∈(a,b))

ili netačno (ako se ne pronad-e dokaz da je f (x)> 0 za x∈(a,b))

1: Funkciju f transformisati u oblik (4.2); /∗ primenom smena iz Tabele 1.1 na sabirke oblika ∗/
/∗ αixpi cosqi(τi x)sinri(τi x) ∗/

2: Ako je f (b) ̸= 0 onda

3: Ako je a = 0 ili je f (a) ̸= 0 onda
4: Vratiti Algoritam 3( f (x), (a,b))i završiti rad;
5: inače /∗ a > 0 i f (a) = 0 ∗/

/∗ Dokazivanje translacijom ∗/
6: Uvesti funkciju g(t) = f (t +a);
7: Funkciju g transformisati u oblik (4.2); /∗ primenom adicionih formula ∗/
8: Vratiti Algoritam 3(g(t), (0,b−a))i završiti rad;

9: inače /∗ f (b) = 0 ∗/
10: Ako je f (a) ̸= 0 onda

/∗ Dokazivanje simetrijom ∗/
11: Uvesti funkciju g(t) = f (b− t);
12: Funkciju g transformisati u oblik (4.2); /∗ primenom adicionih formula ∗/
13: Vratiti Algoritam 3(g(t), (0,b−a))i završiti rad;

14: inače /∗ f (a) = 0 i f (b) = 0 ∗/
/∗ Dokazivanje deljenjem intervala (a,b) na dva podintervala ∗/

15: Uvesti funkciju g1(t) = f (t +a);
16: Ako je a > 0 onda

/∗ Dokazivanje translacijom ∗/
17: Funkciju g1 transformisati u oblik (4.2); /∗ primenom adicionih formula ∗/
18: Ako je g1

(b−a
2

)
> 0 i Algoritam 3(g1(t),

(
0, b−a

2

)
)=tačno onda

/∗ Dokazivanje simetrijom ∗/
19: Uvesti funkciju g2(t) = f (b− t);
20: Funkciju g2 transformisati u oblik (4.2); /∗ primenom adicionih formula ∗/
21: Vratiti Algoritam 3(g2(t),

(
0, b−a

2

)
)i završiti rad;

22: inače /∗ g1
(b−a

2

)
≤ 0 ili Algoritam 3(g1(t),

(
0, b−a

2

)
)=netačno ∗/

23: Vratiti netačno i završiti rad; /∗ dokaz nejednakosti f (x)> 0 na ∗/
/∗ intervalu (a,b) nije pronad-en ∗/
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4.2.3 Algoritam 3: Aproksimacija
Na osnovu Strategije za redukovanje broja indeksa i Strategije postepenog uvećavanja vrednosti in-
deksa, Algoritam 3 pokušava da odredi, ako postoji, nanižnu polinomsku aproksimaciju koja je do-
voljna za dokaz nejednakosti koja je data na ulazu algoritma.

Algoritam 3 Aproksimacija

Ulaz: funkcija f (x) oblika (4.2),
interval (a,b) (gde a,b∈R+

0 , a < b i f (b) ̸= 0)
Izlaz: tačno ili netačno

1: Funkciju f transformisati u oblik (4.5); /∗ tj. u oblik f (x) = ∑
k
i=1 hi(x)φi(ti x) ∗/

/∗ primenom Strategije za redukovanje broja indeksa ∗/
2: Odrediti, na osnovu (4.7), vrednosti stepena (ϑ1,ϑ2, ... ,ϑk) za (ℓ1, ℓ2, ..., ℓk) = (0,0, ... ,0);
3: P(x) := ∑

k
i=1 hi(x)T

φi,0
ϑi

(ti x);
4: Dok god nije ispunjen izabran uslov zaustavljanja ponavljati:
5: Ako je P(b)≥ 0 i Algoritam 4(P(x),(a,b))=tačno onda
6: Vratiti tačno i završiti rad; /∗ f (x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/
7: inače

8: D := min
{
dg
(
h1(x)T φ1,0

ϑ1
(t1 x)

)
,dg

(
h2(x)T φ2,0

ϑ2
(t2 x)

)
, ... ,dg

(
hk(x)T φk,0

ϑk
(tk x)

)}
;

9: Za svaki sabirak hi(x)T φi,0
ϑi

(ti x) za koji važi da je dg
(
hi(x)T φi,0

ϑi
(ti x)

)
= D raditi:

10: Ako je φi = exp− onda
11: ϑi := ϑi +2;

12: P(x) := P(x)+hi(x) ·
(
(−1)ϑi−1 (ti x)ϑi−1

(ϑi −1)!
+(−1)ϑi (ti x)ϑi

ϑi!

)
︸ ︷︷ ︸(

= T φi,0
ϑi

(ti x)−T φi,0
ϑi−2(ti x)

) ;

13: inače /∗ ako je φi = sin ili φi = cos ∗/
14: ϑi := ϑi +4;

15: P(x) := P(x)+hi(x) ·
(
(−1)

⌊
ϑi−2

2

⌋
(ti x)ϑi−2

(ϑi −2)!
+(−1)

⌊
ϑi
2

⌋
(ti x)ϑi

ϑi!

)
︸ ︷︷ ︸(

= T φi,0
ϑi

(ti x)−T φi,0
ϑi−4(ti x)

) ;

16: Vratiti netačno i završiti rad; /∗ dokaz nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/
/∗ nije pronad-en ∗/

Primetimo da je za ma koji redosled unosa sabiraka funkcije f (x) rezultat rada prethodnog algoritma
isti.
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4.2.4 Algoritam 4: Racionalizacija
Na osnovu teorijskih rezultata iz Potpoglavlja 1.4, Algoritam 4 ispituje pozitivnost polinoma P(x) na
intervalu (a,b)⊂R+ pozivanjem Algoritma 5 (Šturmova teorema).

Algoritam 4 Racionalizacija

Ulaz: polinom P(x), /∗ P(x) = ∑
n
i=1 ai xpi (gde n∈N,ai∈R, pi∈N0) ∗/

interval (a,b) (gde a,b∈R+
0 i a < b)

Izlaz: tačno ili netačno

1: Ako je P(x) polinom sa racionalnim koeficijentima onda
2: Vratiti Algoritam 5(P(x), (a,b))i završiti rad;
3: inače
4: k := 1; /∗ početni broj značajnih cifara, odnosno decimala na koji zaokružujemo ∗/

/∗ iracionalne koeficijente polinoma P(x) pri formiranju polinoma Q(x) ∗/
5: Dok god je4 k < MAX_BROJ_CIFARA ponavljati:

6: Q(x) := 0;
7: Za svaki sabirak ai xpi polinoma P(x) raditi:
8: Ako je koeficijent ai iracionalan broj onda
9: Ako je −1 < ai < 1 onda

10: Odbaciti sve decimale broja ai nakon k-te značajne cifre;
11: inače /∗ ai <−1 ili ai > 1 ∗/
12: Odbaciti sve decimale broja ai nakon k-te decimale;
13: Ako je ai < 0 onda
14: Uvećati poslednju decimalu broja ai za 1;

15: Q(x) := Q(x)+ai xpi;

16: Ako je Algoritam 5(Q(x), (a,b))=tačno onda
17: Vratiti tačno i završiti rad; /∗ P(x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/
18: k := k+1;

19: Vratiti netačno i završiti rad; /∗ dokaz nejednakosti P(x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/
/∗ nije pronad-en ∗/

4.2.5 Algoritam 5: Šturm
Primenom Šturmove teoreme (Teorema 1.5), može se odrediti broj nula polinoma P(x) na segmentu
[a,b] ako polinom P(x) nema nule u rubnim tačkama a i b. Ukoliko polinom P(x) ima nulu u tački a
i/ili u tački b, tada odred-ujemo polinom P(x) ̸= P(x) takav da je

P(x) = (x−a)i(b− x) jP(x),

gde i, j∈N0, i da je P(a) ̸= 0 i P(b) ̸= 0 i primenjujemo Šturmovu teoremu na polinom P(x).

Ako se primenom Šturmove teoreme dobije da polinom P(x) nema nulu na segmentu [a,b], za odred-i-
vanje znaka ovog polinoma dovoljno je ispitati vrednost ovog polinoma u bilo kojoj tački segmenta
[a,b].

4 MAX_BROJ_CIFARA je unapred definisana vrednost.
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Algoritam 5 Šturm

Ulaz: polinom P(x),
interval (a,b) (gde a,b∈R+

0 , a < b)
Izlaz: tačno ili netačno

1: Transformisati polinom P(x) u zapis oblika P(x) = (x−a)i(b− x) jP(x), gde i, j∈N0, tako da je
P(a) ̸= 0 i P(b) ̸= 0;

2: Formirati Šturmov niz polinoma P0, P1, ... , Pr, gde r∈N, za polinom P(x); /∗ primenom ∗/
/∗ Teoreme 1.5 ∗/

3: Neka je Va broj promena znakova u nizu realnih brojeva P0(a), P1(a), ... , Pr(a);
4: Neka je Vb broj promena znakova u nizu realnih brojeva P0(b), P1(b), ... , Pr(b);
5: Ako je Va =Vb i P

(a+b
2

)
> 0 onda

6: Vratiti tačno i završiti rad; /∗ P(x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/
7: Vratiti netačno i završiti rad; /∗ nije P(x)> 0 na intervalu (a,b) ∗/

4.2.6 Primer rada sistema
Rad Algoritma Menadžer ilustrujemo za funkciju

f (x) =
π

2
sin

x
4
− xsin

x
4
− sin2 x cosx+

1
2

sin2x

i za izbore intervala:

(i) (a,b) =
(
0, π

2

)
,

(ii) (a,b) =
(
0, π

4

)
,

(iii) (a,b) = (4π,5π),

(iv) (a,b) =
(

π

4 ,
π

2

)
.

Algoritam 1 u sva četiri slučaja vraća obaveštenje da nije pronad-en kontraprimer.

Poziva se Algoritam 2( f (x), (a,b)):

(i) Algoritam 2( f (x),
(
0, π

2

)
):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiše u oblik

f (x) =
π

2
sin

x
4
− xsin

x
4
+

1
2

sin2x− 1
4

cosx+
1
4

cos3x .

Važi da je
f (b) = f

(
π

2

)
= 0 .

Kako je
f (a) = f (0) = 0 ,

uvodi se funkcija g1(t) = f (t) za t∈
(
0, b−a

2

)
=
(
0, π

4

)
.

S obzirom na to da je

g1

(
π

4

)
=

π

4
sin

π

16
−

√
2

4
+

1
2
= 0.29967... > 0 ,
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poziva se, u liniji 18, Algoritam 3(g1(t),
(
0, π

4

)
):

Funkcija g1(t) se zapisuje u obliku

g1(t) =
(

π

2
− t
)

︸ ︷︷ ︸
(>0)

sin
t
4
+

1
2

sin2 t − 1
4

cos t +
1
4

cos3 t.

Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4) = (0,0,0,0) dobija se (ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4) = (3,3,0,2), tj.

P(t) = P0,0,0,0(t) =
(

π

2
− t
)

T sin,0
ϑ1

( t
4

)
+

1
2

T sin,0
ϑ2

(2 t)−1
4

T cos,0
ϑ3

(t)+
1
4

T cos,0
ϑ4

(3 t) =

=
1

384
t4 +

(
−2

3
− π

768

)
t3 − 11

8
t2 +

(
π

8
+1
)

t .

Kako je

P
(

π

4

)
=−0.078318... < 0 ,

odred-uje se

D = min
{
dg
((

π

2 − t
)

T sin,0
ϑ1

( t
4

))
,dg

(
1
2T sin,0

ϑ2
(2 t)

)
,dg

(
−1

4T cos,0
ϑ3

(t)
)
,dg

(
1
4T cos,0

ϑ4
(3 t)

)}
= min{4,3,0,2}= 0 .

S obzirom na to da je dg
(
−1

4T cos,0
ϑ3

(t)
)
= D, uvećava se vrednost stepena ϑ3 za 4.

Za (ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4) = (3,3,4,2) dobija se

P(t) = P0,0,1,0(t) = P0,0,0,0(t)−
1
4

(
− t2

2!
+

t4

4!

)
=

= − 1
128

t4 +

(
−2

3
− π

768

)
t3 − 5

4
t2 +

(
π

8
+1
)

t .

Kako je

P
(

π

4

)
=−0.0051760... < 0 ,

odred-uje se

D = min
{
dg
((

π

2 − t
)

T sin,0
ϑ1

( t
4

))
,dg

(
1
2T sin,0

ϑ2
(2 t)

)
,dg

(
−1

4T cos,0
ϑ3

(t)
)
,dg

(
1
4T cos,0

ϑ4
(3 t)

)}
= min{4,3,4,2}= 2 .

S obzirom na to da je dg
(

1
4T cos,0

ϑ4
(3t)
)
= D, uvećava se vrednost stepena ϑ4 za 4.

Za (ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4) = (3,3,4,6) dobija se

P(t) = P0,0,1,1(t) = P0,0,1,0(t)+
1
4

(
(3t)4

4!
− (3t)6

6!

)
=

= − 81
320

t6 +
107
128

t4 +

(
−2

3
− π

768

)
t3 − 5

4
t2 +

(
π

8
+1
)

t .
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Slika 4.5: Polinomske aproksimacije P0,0,0,0, P0,0,1,0 i P0,0,1,1 za funkciju g1

Kako je
P
(

π

4

)
= 0.25646... > 0 ,

poziva se Algoritam 4(P(t),
(
0, π

4

)
):

S obzirom na to da polinom

P(t) = − 81
320t6 + 107

128t4 −
(2

3 +
π

768

)
t3 − 5

4t2 +
(

π

8 +1
)

t =

= − 81
320t6 + 107

128t4 −0.67... t3 − 5
4t2 +1.39... t

ima iracionalne koeficijente, odred-uje se, za ovaj polinom, nanižna polinomska aprok-
simacija sa racionalnim koeficijentima Q(t).

Za k = 1 dobija se

Q(t) = − 81
320

t6 +
107
128

t4 −0.7 t3 − 5
4

t2 +1.3t =

= − 81
320

t6 +
107
128

t4 − 7
10

t3 − 5
4

t2 +
13
10

t.

Slika 4.6: Polinom P i polinomska aproksimacija Q
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Poziva se Algoritam 5(Q(t),
(
0, π

4

)
):

Važi da je
Q(t) = t P(t),

gde je

P(t) =− 81
320

t5 +
107
128

t3 − 7
10

t2 − 5
4

t +
13
10

i pri tome je P(0) ̸= 0 i P
(

π

4

)
̸= 0.

Šturmov niz polinoma je5:

P0(t) = −t5 + 535
162t3 − 224

81 t2 − 400
81 t + 416

81

P1(t) = −t4 + 107
54 t2 − 448

405t − 80
81

P2(t) = −t3 + 672
535t2 + 320

107t − 416
107

P3(t) = t2 + 45200320
119950383t − 180641120

119950383

P4(t) = −t + 6003834918325
3653210792747

P5(t) = −1 .

U nizu brojeva

P0 (0) = 416
81 , P1 (0) =−80

81 , P2 (0) =−416
107 ,

P3 (0) = −180641120
119950383 , P4 (0) = 6003834918325

3653210792747 i P5 (0) =−1

postoji V0 = 3 promene znaka.

U nizu brojeva

P0
(

π

4

)
= 0.85254... , P1

(
π

4

)
=−1.01466... , P2

(
π

4

)
=−1.24865... ,

P3
(

π

4

)
= −0.59315... , P4

(
π

4

)
= 0.85804... i P5

(
π

4

)
=−1

postoji Vπ

4
= 3 promene znaka.

Kako je
V0 =Vπ

4
i Q

(
π

8

)
= 0.29430... > 0 ,

Algoritam 5 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je Q(t) > 0 na intervalu(

0, π

4

))
.

Algoritam 4 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je P(t)> 0 na intervalu

(
0, π

4

))
.

Algoritam 3 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je g1(t)> 0 na intervalu

(
0, π

4

))
.

Algoritam 2 nastavlja rad na sledeći način.

Uvodi se funkcija

g2(t) = f
(

π

2
− t
)
= t cos

(
3π

8
+

t
4

)
− 1

4
sin t +

1
2

sin2 t − 1
4

sin3 t (4.18)

5 Za više detalja videti Primere 1.5 i 1.6.
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za t∈
(
0, b−a

2

)
=
(
0, π

4

)
. Funkcija g2(t) se, primenom adicionih formula, transformiše u oblik

g2(t) =−t sin
3π

8
sin

t
4
+ t cos

3π

8
cos

t
4
− 1

4
sin t +

1
2

sin2 t − 1
4

sin3 t (4.19)

i poziva se, u liniji 21, Algoritam 3(g2(t),
(
0, π

4

)
):

Funkcija g2(t) je već zapisana u obliku (4.5).

Za (ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5) = (0,0,0,0,0) dobija se (ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4,ϑ5) = (1,2,1,3,1), tj.

P(t) = P0,0,0,0,0(t) = −t sin
(

3π

8

)
T sin,0

ϑ1

( t
4

)
+ t cos

(
3π

8

)
T cos,0

ϑ2

( t
4

)
− 1

4
T sin,0

ϑ3
(t)+

+
1
2

T sin,0
ϑ4

(2 t)− 1
4

T sin,0
ϑ5

(3 t) =

=

(
−2

3
−

cos 3π

8
32

)
t3 −

sin 3π

8
4

t2 + cos
(

3π

8

)
t

Kako je
P
(

π

4

)
=−0.17069... < 0 ,

odred-uje se

D = min
{
dg
(
−t sin

(3π

8

)
T sin,0

ϑ1

( t
4

))
,dg

(
t cos

(3π

8

)
T cos,0

ϑ2

( t
4

))
,dg

(
−1

4T sin,0
ϑ3

(t)
)
,

dg
(

1
2T sin,0

ϑ4
(2 t)

)
,dg

(
−1

4T sin,0
ϑ5

(3 t)
)}

= min{2,3,1,3,1}= 1 .

S obzirom na to da je dg
(
−1

4T sin,0
ϑ3

(t)
)
=dg

(
−1

4T sin,0
ϑ5

(3 t)
)
=D, uvećavaju se vrednosti

stepena ϑ3 i ϑ5 za 4.

Za (ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4,ϑ5) = (1,2,5,3,5) dobija se

P(t) = P0,0,1,0,1(t) = P0,0,0,0,0(t)−
1
4

(
− t3

3!
+

t5

5!

)
−1

4

(
−(3t)3

3!
+

(3t)5

5!

)
=

= − 61
120

t5 +

(
1
2
−

cos 3π

8
32

)
t3 −

sin 3π

8
4

t2 + cos
(

3π

8

)
t .

Slika 4.7: Polinomske aproksimacije P0,0,0,0,0 i P0,0,1,0,1 za funkciju g2
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4.2 Rad sistema – Menadžer i ostali algoritmi

Kako je
P
(

π

4

)
= 0.24261... > 0 ,

poziva se Algoritam 4(P(t),
(
0, π

4

)
):

S obzirom na to da polinom

P(t) = − 61
120t5 +

(
1
2 −

cos 3π

8
32

)
t3 − sin 3π

8
4 t2 + cos

(3π

8

)
t =

= − 61
120t5 +0.48... t3 −0.23... t2 +0.38... t

ima iracionalne koeficijente, odred-uje se, za ovaj polinom, nanižna polinomska aprok-
simacija sa racionalnim koeficijentima Q(t).

Za k = 1 dobija se

Q(t) = − 61
120

t5 +0.4t3 −0.3t2 +0.3t =

= − 61
120

t5 +
2
5

t3 − 3
10

t2 +
3

10
t.

Slika 4.8: Polinom P i polinomska aproksimacija Q

Poziva se Algoritam 5(Q(t),
(
0, π

4

)
):

Važi da je
Q(t) = t P(t),

gde je

P(t) =− 61
120

t4 +
2
5

t2 − 3
10

t +
3

10

i pri tome je P(0) ̸= 0 i P
(

π

4

)
̸= 0.

Šturmov niz polinoma je:

P0(t) = −t4 + 48
61t2 − 36

61t + 36
61

P1(t) = −t3 + 24
61t − 9

61
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P2(t) = −t2 + 9
8t − 3

2

P3(t) = −t − 2004
817

P4(t) = 1 .

U nizu brojeva

P0 (0) = 36
61 , P1 (0) =− 9

61 , P2 (0) =−3
2 , P3 (0) =−2004

817 i P4 (0) = 1

postoje V0 = 2 promene znaka.

U nizu brojeva

P0
(

π

4

)
= 0.231 . . . , P1

(
π

4

)
=−0.323 . . . , P2

(
π

4

)
=−1.233 . . . ,

P3
(

π

4

)
= −3.238 . . . i P4

(
π

4

)
= 1

postoje Vπ

4
= 2 promene znaka.

Kako je

V0 =Vπ

4
i Q

(
π

8

)
= 0.091022... > 0 ,

Algoritam 5 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je Q(t) > 0 na intervalu(

0, π

4

))
.

Algoritam 4 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je P(t)> 0 na intervalu

(
0, π

4

))
.

Algoritam 3 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je g2(t)> 0 na intervalu

(
0, π

4

))
.

Algoritam 2 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je f (x)> 0 na intervalu

(
0, π

2

))
.

Algoritam Menadžer generiše tekst dokaza za korisnika, koji je u ovom slučaju prikazan u
Podsekciji 4.4.2.3.

(ii) Algoritam 2( f (x),
(
0, π

4

)
):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiše u oblik

f (x) =
π

2
sin

x
4
− xsin

x
4
+

1
2

sin2x− 1
4

cosx+
1
4

cos3x .

Važi da je

f (b) = f
(

π

4

)
=

π

4
sin

π

16
−

√
2

4
+

1
2
= 0.29967... > 0 .

Kako je i a = 0, u liniji 4 se poziva Algoritam 3( f (x),
(
0, π

4

)
), koji, kao i u slučaju (i), vraća

tačno.

Dakle, i Algoritam 2 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je f (x)> 0 na intervalu

(
0, π

4

))
.
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4.2 Rad sistema – Menadžer i ostali algoritmi

(iii) Algoritam 2( f (x), (4π,5π)):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiše u oblik

f (x) =
π

2
sin

x
4
− xsin

x
4
+

1
2

sin2x− 1
4

cosx+
1
4

cos3x .

Važi da je

f (b) = f (5π) =
9π

√
2

4
= 9.99648... > 0 .

Kako je
a = 4π > 0 i f (a) = f (4π) = 0 ,

uvodi se funkcija

g(t) = f (t +4π) =−π

2
sin

t
4
+(t +4π)sin

t
4
+

1
2

sin2 t − 1
4

cos t +
1
4

cos3 t

i poziva se, u liniji 8, Algoritam 3(g(t), (0,π)), koji vraća tačno.

Dakle, i Algoritam 2 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je f (x) > 0 na intervalu

(4π,5π)
)
.

(iv) Algoritam 2( f (x),
(

π

4 ,
π

2

)
):

Funkcija f se, primenom smena iz Tabele 1.1, transformiše u oblik

f (x) =
π

2
sin

x
4
− xsin

x
4
+

1
2

sin2x− 1
4

cosx+
1
4

cos3x .

Važi da je

f (b) = f
(

π

2

)
= 0 .

Kako je

f (a) = f
(

π

4

)
> 0 ,

uvodi se funkcija

g(t) = f
(

π

2
− t
)
= t cos

(
3π

8
+

t
4

)
− 1

4
sin t +

1
2

sin2 t − 1
4

sin3 t

za t ∈ (0,b−a) =
(
0, π

4

)
, data sa (4.18). Funkcija g(t) se, primenom adicionih formula, trans-

formiše u oblik

g(t) =−t sin
3π

8
sin

t
4
+ t cos

3π

8
cos

t
4
− 1

4
sin t +

1
2

sin2 t − 1
4

sin3 t

dat sa (4.19).

Zatim se, u liniji 13, poziva Algoritam 3(g(t),
(
0, π

4

)
), koji, kao i u slučaju (i), vraća tačno.

Dakle, i Algoritam 2 vraća tačno i završava rad
(
što znači da je f (x)> 0 na intervalu

(
π

4 ,
π

2

))
.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

4.3 Korišćene tehnologije
Sistem je implementiran u vidu internet aplikacije kako bi korisnicima bilo omogućeno jednostavno
korišćenje bez potrebe za instalacijom softvera.

Klijentska strana aplikacije (engl. „front-end”) implementirana je korišćenjem radnog okvira An-
gular [74]. Kod je napisan u HTML, SCSS i TypeScript jeziku. Za kreiranje nekih delova stranica
korišćen je Bootstrap [153]. Unos nejednakosti i intervala u LaTeX formatu urad-en je korišće-
njem biblioteke MathQuill [79]. Ispis dokaza nejednakosti u LaTeX sintaksi urad-en je pomoću
biblioteke Katex [94]. Za iscrtavanje grafika korišćena je biblioteka Desmos [68].

Serverska strana aplikacije (engl. „back-end”) implementirana je u programskom jeziku Python na
osnovu algoritma koji je dat u Potpoglavlju 4.2. U implementaciji serverske strane aplikacije ko-
rišćena je biblioteka SymPy [131], koja omogućava simbolička izračunavanja i izvod-enje brojnih
matematičkih operacija. Za transformisanje nejednakosti i intervala koje je korisnik uneo iz LaTeX
zapisa u simbolički izraz, korišćena je biblioteka latex2sympy2 [98].

Serverska strana aplikacije realizovana je korišćenjem radnog okvira Flask [76] kako bi se omogućile
serverske komponente. Zahtevi koje klijentska strana šalje serverskoj i odgovori koje serverska strana
vraća klijentskoj su u JSON formatu.

Zahtev koji klijentska strana aplikacije šalje serverskoj sa ciljem dokazivanja nejednakosti sadrži
sledeće podatke:

(1) nejednakost u LaTeX sintaksi,

(2) interval u LaTeX sintaksi,

(3) informacije o postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3).

Na serverskoj strani aplikacije proverava se ispravnost unetih podataka. Serverska strana aplikacije
može vratiti poruku o neispravnosti nekog podatka, kontraprimer, dokaz nejednakosti, kao i poruku
da sa zadatim postavkama sistema nije pronad-en ni kontraprimer niti je dokazana nejednakost.

4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema
Sistem se sastoji od tri stranice. U okviru stranice „O sistemu” date su osnovne informacije o razvije-
nom sistemu. Uputstvo za citiranje se nalazi na stranici „Kako citirati”. Glavni deo sistema predstavlja
stranica „Dokazivač”, koja je prikazana na sledećoj slici.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

Slika 4.9: Korisnički interfejs dokazivača

U okviru stranice „Dokazivač” dat je kratak opis dokazivača. Takod-e, u okviru ove stranice se nalazi
i forma za unošenje nejednakosti i intervala.

Slika 4.10: Forma za unošenje nejednakosti i intervala

Nejednakost i interval je moguće uneti putem tastature ili putem simboličkog menija. Simbolički meni
se sastoji od dve stranice koje su prikazane na sledećoj slici.

(a) (b)

Slika 4.11: (a) Prvi deo simboličkog menija
(b) Drugi deo simboličkog menija
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Deo stranice u kojem se nalaze forma za unošenje nejednakosti i intervala i kalkulator moguće je
podešavati po širini, a moguće ga je i u potpunosti ukloniti kako bi se preko celog ekrana prikazao
dokaz nejednakosti. Dugme „Kopiraj LaTeX kod”, koje se nalazi u donjem desnom uglu ekrana,
omogućava korisniku da preuzme dokaz u LaTeX sintaksi.

U nastavku dajemo primere rada sistema na nekim klasama analitičkih nejednakosti. Ukoliko zadata
nejednakost sadrži trigonometrijske i/ili eksponencijalne funkcije i ako je sistem dokaže, ispisuju se
svi koraci svod-enja dokaza na dokaz polinomske nejednakosti bez ispisivanja dokaza odgovarajućih
polinomskih nejednakosti. Ukoliko korisnik unese polinomsku nejednakost i ako je sistem dokaže,
tada se ispisuje kompletan dokaz zadate polinomske nejednakosti (zasnovan na Šturmovoj teoremi).

4.4.1 Pronalaženje kontraprimera

Na Slici 4.12 ilustrovan je rad dokazivača u slučaju kada zadata nejednakost ne važi i kada je sistem
pronašao kontraprimer. Broj tačaka u kojima se traži kontraprimer na otvorenim intervalima je 2n−1,
gde je n ∈N0 postavljeno na 5 i može da se menja u postavkama sistema (videti Sekciju 4.4.3).
Traženje kontraprimera za ovu nejednakost razmatrano je i u Primeru 4.8.

Slika 4.12: Pronalaženje kontraprimera

4.4.2 Dokazivanje raznih klasa nejednakosti

4.4.2.1 Dokazivanje polinomskih nejednakosti

Dokazivanje polinomske nejednakosti sa racionalnim koeficijentima ilustrujemo na primeru nejedna-
kosti

− 68641
42577920

x12 − 4
35

x10 +
8

21
x8 > 0, za x∈

(
0,

π

2

)
,

iz Primera 4.7.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

Slika 4.13: Dokazivanje polinomske nejednakosti sa racionalnim koeficijentima iz Primera 4.7

Dokazivanje polinomske nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima ilustrujemo na primeru nejed-
nakosti

− 81
320

x5 +
107
128

x3 −
(

2
3
+

π

768

)
x2 − 5

4
x+

π

8
+1 > 0, za x∈

(
0,

π

4

)
,

iz Potpoglavlja 1.4.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Slika 4.14: Dokazivanje polinomske nejednakosti sa iracionalnim koeficijentima iz Sekcije 4.2.6
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

4.4.2.2 Dokazivanje MTP nejednakosti

Dokazivanje MTP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti (1.12) date sa

8x5 sinx+90x2 cosx−45xsinx−45cosxsin2 x > 0, za x∈
(

0,
π

2

)
,

na kojoj su, u Potpoglavlju 1.5, testirani i neki postojeći sistemi za automatsko dokazivanje nejedna-
kosti.

Slika 4.15: Dokazivanje nejednakosti (1.12)
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

4.4.2.3 Dokazivanje uopštenih MTP nejednakosti

Dokazivanje uopštene MTP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti(
π

2
− x
)

sin
x
4
− sin2 x cosx+

1
2

sin2x > 0, za x∈
(

0,
π

2

)
,

iz Sekcije 4.2.6, na kojoj je prikazan rad predloženog algoritma za dokazivanje nejednakosti.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

Slika 4.16: Dokazivanje nejednakosti iz Sekcije 4.2.6
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

4.4.2.4 Dokazivanje MEP nejednakosti

Dokazivanje MEP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti

−x3e−x − x3e−2x +2−6e−x +6e−2x −2e−3x > 0, za x∈(0,1) , (4.20)

iz [121].

Slika 4.17: Dokazivanje MEP nejednakosti (4.20)
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

4.4.2.5 Dokazivanje uopštenih MEP nejednakosti

Dokazivanje uopštenih MEP nejednakosti ilustrujemo na primeru nejednakosti

−x3e−
√

2x − x3e−x +2−6e−x +6e−2x −2e−3x < 0, za x∈(0,1) . (4.21)

Slika 4.18: Dokazivanje uopštene MEP nejednakosti (4.21)
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

4.4.2.6 Dokazivanje nejednakosti koje sadrže i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije

Dokazivanje nejednakosti koje sadrže i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije ilustrujemo na
primeru nejednakosti6

10−5x100 sin7 x < x3e−
√

2x +103xcos
x
2
, za x∈(0,1) . (4.22)

Slika 4.19: Dokazivanje nejednakosti (4.22) koja sadrži i trigonometrijske i eksponencijalne funkcije

6 Ovu nejednakost je tokom analize dokazivača zadao prof. Bojan Banjac.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

4.4.3 Postavke sistema
U okviru algoritma Menadžer uvedeni su sledeći uslovi zaustavljanja:

(1) linija 2 Algoritma 1 (Kontraprimer) – maksimalni broj polovljenja intervala u procesu traženja
kontraprimera,

(2) linija 4 Algoritma 3 (Aproksimacija) – maksimalni broj polinomskih aproksimacija u procesu
traženja dokaza,

(3) linija 5 Algoritma 4 (Racionalizacija) – maksimalni broj značajnih cifara/decimala na koji za-
okružujemo iracionalne koeficijente (pri formiranju polinomske aproksimacije sa racionalnim
koeficijentima u Šturmovom algoritmu).

Ukoliko se ne dobije ni kontraprimer ni dokaz nejednakosti, javlja se poruka da sa zadatim postavka-
ma sistema nije dobijen ni kontraprimer ni dokaz, pa korisnik može da izmeni postavke sistema.

Dokazivač je implementiran tako da se uslovi zaustavljanja mogu podešavati u okviru forme sa sle-
deće slike.

Slika 4.20: Forma za menjanje postavki sistema

U nastavku ilustrujemo kako promena u postavkama sistema može da utiče na odgovor koji sistem
daje. Na primer7, posmatrajmo funkciju

f (x) = 3x4 sin3x+5x3 cosx−5sin3 x (4.23)

na intervalu (0,1.01507).

7 Ovu funkciju i interval je tokom analize dokazivača zadala prof. Bojana Mihailović.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Slika 4.21: Grafik funkcije (4.23)

Nejednakost
f (x)> 0

ne važi za x∈ (0,1.01507). Ukoliko korisnik izabere da je maksimalni broj polovljenja intervala u
procesu traženja kontraprimera 5, za razmatranu nejednakost se ne bi pronašao kontraprimer i dobila
bi se sledeća poruka:

Slika 4.22: Slučaj kada nije pronad-en ni kontraprimer ni dokaz nejednakosti

Poruka sa prethodne slike se dobija i ukoliko za razmatranu nejednakost korisnik izabere da je mak-
simalni broj polovljenja intervala u procesu traženja kontraprimera manji od 19.

Za razmatranu nejednakost sistem bi pronašao kontraprimer ukoliko korisnik izabere da maksimalni
broj polovljenja intervala u procesu traženja kontraprimera bude bar8 19.

8 Ako je maksimalni broj polovljenja intervala u procesu traženja kontraprimera 19, vrednost funkcije f (x) testira se
u najviše 219 −1 = 524287 tačaka.
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

Slika 4.23: Razmatranje nejednakosti f (x)> 0 na intervalu (0,1.01507)

4.4.4 Primena sistema u izolovanju nula i izolovanju ekstremuma funkcija
U ovoj sekciji, primenom razvijenog dokazivača i Teoreme 3.10, dokazujemo da funkcija

g(x) =
(1− cosx)2

5x4 (2+ cosx)2

iz [122] ima tačno jedan ekstremum na intervalu (0,π], koji je maksimum i koji se dostiže u tački
x1 = 2.54595... (numerički odred-enoj).

Važi da je

g′(x) =
2(1− cosx)

5x5 (2+ cosx)3 ·h(x) ,

gde je
h(x) = 3xsinx+2cos2 x+2cosx−4.

Primenimo Teoremu 3.10 za9 a0 = 2.54 i b0 = 2.55:

(1) Na Slici 4.24 (slika ekrana) je dat dokaz da je h(x)> 0 na intervalu (0,a0].

(2) Na Slici 4.25 je dat dokaz da je h(x)< 0 na intervalu [b0,π].

(3) Na Slici 4.26 je dat dokaz da je

h′(x) = 3xcosx−4sinxcosx+ sinx < 0

na intervalu [a0,b0].

Stoga, na osnovu Teoreme 3.10, funkcija h(x) ima tačno jednu nulu na intervalu (0,π] u tački x1 =
2.54595... . Pri tome je h(x)> 0 na intervalu (0,x1) i h(x)< 0 na intervalu (x1,π]. Odavde zaključu-
jemo da je funkcija g(x) rastuća na intervalu (0,x1) i opadajuća na intervalu (x1,π], tj. da ima tačno
jedan lokalni maksimum u tački x1.

Na sličan način se može primeniti Teorema 3.11 za izolovanje intervala na kojima se nalaze ekstre-
mumi funkcija.

9 a0 i b0 su nanižna i navišna racionalna aproksimacija korena x1.
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Slika 4.24: Dokazivanje nejednakosti h(x)> 0 na intervalu (0,a0]
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4.4 Funkcionalnosti i korisnički interfejs sistema

Slika 4.25: Dokazivanje nejednakosti h(x)< 0 na intervalu [b0,π]
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

Slika 4.26: Dokazivanje nejednakosti h′(x)< 0 na intervalu [a0,b0]

4.5 O korektnosti rada sistema
Prilikom implementacije sistema autor je standardno naišao na ograničenja koja svi računarski sistemi
danas imaju. Sama korektnost implementacije zavisi od implementacionih detalja poput preciznosti
evaluacije u sistemu, količine računarskih resursa i realnog računskog vremena koje je moguće posve-
titi u proceni pojedinačnih vrednosti. Usled toga, korektnost rada sistema zavisi od svih ovih detalja.
Takod-e, u implementaciji sistema su korišćene i neke biblioteke, tako da korektnost dobijenih rezul-
tata, pored korektnosti implementacije algoritama, zavisi i od korektnosti rada korišćenih biblioteka.

Primetimo da se u Algoritmu 1 u liniji 6 radi evaluacija vrednosti funkcije u nekoj tački, što u siste-
mima računarske algebre nosi odred-enu numeričku grešku. Napomenimo da u situacijama u kojima
nam je to neprihvatljivo možemo odabrati, u postavkama sistema, da se Algoritam 1 ne izvršava jer
njegovo uklanjanje neće sprečiti dalju potragu za dokazom.

4.6 Diskusija i pored-enje sa nekim postojećim sistemima
Za zadatu nejednakost koju treba da dokažemo, sistem u konačnom vremenu vraća odgovor jer svi
algoritmi (Potpoglavlje 4.2) koji su implementirani u sistemu završavaju rad u konačnom vremenu.
Kako bi se to ostvarilo, u nekim algoritmima su uvedeni uslovi zaustavljanja. U zavisnosti od oda-
branih uslova zaustavljanja algoritama, u nekim slučajevima se neće dobiti ni kontraprimer ni dokaz
nejednakosti, ali će sistem dati obaveštenje da navedeno nije uspeo pri zadatim postavkama sistema.

S obzirom na to da je algoritam rada sistema, koji je dat u Potpoglavlju 4.2, zasnovan na teorijskim
rezultatima iz Poglavlja 3 i iz Potpoglavlja 1.3 i 4.1, jedan od ciljeva daljeg istraživanja je formalno
dokazivanje saglasnosti korišćenih algoritama.

U implementaciji sistema, algoritmi iz Potpoglavlja 4.2 su prošireni tako da se mogu tražiti dokazi
nejednakosti i na poluotvorenim i na zatvorenim konačnim intervalima, kao i dokazi nejednakosti
oblika f (x)< 0 (odred-ivanjem navišne negativne polinomske aproksimacije za funkciju f ∈M).
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4.6 Diskusija i pored-enje sa nekim postojećim sistemima

Sistem je testiran na većem broju nejednakosti iz radova koji su uglavnom objavljeni u časopisima sa
JCR liste i svaku nejednakost na kojoj je testiran sistem je dokazao10.

Dokazi dobijeni primenom razvijenog dokazivača oponašaju ljudski način dokazivanja nejednakosti.
Svaki korak u dokazu proističe jasno iz prethodno izvedenih zaključaka, tj. koraka, i jasno je kako
se iz jednog koraka dokaza dolazi do sledećeg. Takod-e, dobijeni dokazi su proverljivi, tj. mogu se
verifikovati, na primer, korišćenjem nekog sistema računarske algebre. ■

Pored-enje razvijenog sistema sa nekim postojećim sistemima. U ovom delu, izvršićemo pored-enje
razvijenog sistema sa postojećim sistemima koji su analizirani u Potpoglavlju 1.5: (1) MetiTarski
[160], (2) SimTheP [24], (3) RootOfMTP [43], (4) neki drugi sistemi bazirani na veštačkoj inteligen-
ciji.

(1) Sistem MetiTarski podržava dokazivanje nejednakosti koje sadrže širu klasu funkcija od klase
M. Med-utim, MetiTarski daje rezolucijske dokaze koji su teški za praćenje, a često se sastoje
od više desetina linija koda. Kako ne postoji grafički korisnički interfejs, već samo konzolno
okruženje, upotreba ovog sistema može biti zahtevna. MetiTarski vrši numeričke aproksimacije
iracionalnih brojeva koji se javljaju u nejednakosti koja se proverava [9, 24, 36].

(2) Dokazivač razvijen u ovoj disertaciji koristi isti metod dokazivanja kao dokazivač SimTheP, s
tim što je u ovoj disertaciji taj metod poboljšan i proširen. SimTheP dokazuje MTP nejednakosti
na intervalima oblika (0,b), b∈R+, dok razvijeni dokazivač dokazuje i nejednakosti iz nekoliko
drugih klasa na nenegativnim konačnim intervalima. Takod-e, u sistemu SimTheP su za vred-
nosti koeficijenata podržani samo brojevi iz polja Q(π). Razvijeni dokazivač se razlikuje od
sistema SimTheP i po strategijama11 za odred-ivanje vrednosti indeksa Tejlorovih razvoja koje
su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti. Primenom Strategije za redukovanje broja indeksa,
dobija se manji ili jednak broj indeksa u odnosu na broj indeksa koji bi dobio SimTheP. Prime-
nom Strategije postepenog uvećavanja vrednosti indeksa, broj iteracija za odred-ivanje vrednosti
indeksa, koje su dovoljne za dokaz polazne nejednakosti, invarijantan je u odnosu na redosled
sabiraka u polaznoj nejednakosti, a često i manji, kao što ilustrujemo u sledećoj tabeli12.

Tabela 4.3: Broj iteracija odred-ivanja vrednosti indeksa koje su dovoljne za dokaz zadate nejednakosti
u dokazivaču SimTheP i u razvijenom dokazivaču

MTP nejednakost interval SimTheP
razvijeni

dokazivač

sin2 xcosx+ xsinx−2x2 cosx > 0
(
0, π

2

)
44 4

x(2+ cosx)−3sinx > 0 (0,1) 4 3

−2π2x+π3 sinx− x(π2 −4x2)> 0 (0,1) 1 1

π3x−4πx3 +8x3 −π3 sinx > 0 (0,1) 4 2

(2+π)sinx− x(π −2cosx)> 0
(
0, π

2

)
4 2

2sinx− x− xcosx > 0
(
0, π

2

)
2 2

10 Dobijeni dokazi su verifikovani korišćenjem sistema računarske algebre Maple.
11 Za više detalja o pored-enju strategija videti Sekciju 4.1.7.
12 Broj iteracija za odred-ivanje vrednosti indeksa u dokazivaču SimTheP preuzet je iz Tabele 5.1 iz [24].
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4 Jedan sistem za automatsko dokazivanje nekih analitičkih nejednakosti

8x5 sinx−45cosxsin2 x−45xsinx+90x2 cosx > 0
(
0, π

2

)
212 6

x− sinx > 0
(
0, π

2

)
2 2

π − x2 −π cosx > 0
(
0, π

2

)
2 2

2x+ xcosx−3sinx > 0
(
0, π

2

)
4 3

(π2 −3x2)sinx+(−π2x+ x3)cosx > 0
(
0, π

2

)
3 2

(π2x2 −2π2 +2x2)sinx+ x(2π2 −2x2)cosx > 0
(
0, π

2

)
13 2

((−π2 +6)x2 −6π2)sinx−6x3 +6xπ2 > 0
(
0, π

2

)
2 2

(π2 + x2)sinx− xπ2 + x3 > 0
(
0, π

2

)
2 2

2x− xcosx+3sinx > 0
(
0, π

2

)
4 1

(3) Maple biblioteka RootOfMTP izoluje sve intervale na kojima se nalaze nule razmatrane MTP
funkcije, ali ne ispisuje korake kojima se dolazi do tih rezultata. Kako bi se dokazale nejed-
nakosti primenom ove biblioteke, potrebno je analizirati sve te intervale (videti Primer 1.8).
Razvijeni dokazivač se, na osnovu metoda iz Potpoglavlja 3.3, može koristiti i za izolovanje
intervala koji sadrže nule i ekstremume MTP funkcija, kao i ostalih funkcija iz klase M (videti
Sekciju 4.4.4).

(4) Razvijeni dokazivač daje dokaze koji su napisani u stilu koji je blizak ljudskom načinu dokazi-
vanja. Ovaj nivo čitljivosti imaju i neki razmatrani sistemi veštačke inteligencije, ali za razliku
od razvijenog dokazivača, trenutno mogu biti nepouzdani i praviti greške pri dokazivanju ne-
jednakosti.
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Poglavlje 5

Primene

U ovom poglavlju, primenom dobijenih rezultata, dajemo poboljšanja nekih analitičkih nejednakosti.

5.1 Cusa-Huygens nejednakosti
Teorema 5.1 (Cusa-Huygens nejednakost1) Za x∈

(
0, π

2

)
važi da je

x >
3sin x

2+ cos x
.

Na osnovu Cusa-Huygens nejednakosti, može se uvesti aproksimacija

x ≈ 3sin x
2+ cos x

,

za x∈
(
0, π

2

)
, [25, 62, 73, 122, 123, 189, 190, 194].

Uvod-enjem smene x = arcsin t, za t ∈ (0,1), na osnovu prethodne aproksimacije, dobija se aproksi-
macija

arcsin t ≈ 3t

2+
√

1− t2
,

koja se koristila za tabeliranje vrednosti funkcije arcsin.

5.1.1 Neka poboljšanja Cusa-Huygens nejednakosti na segmentu
[
0, π

2

]
Na osnovu Cusa-Huygens nejednakosti, može se uvesti familija funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = x− (p+1)sinx
p+ cosx

, (5.1)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R\[−1,0], [124, 127].

Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, prema [124], važi tvrd-enje:

Lema 5.1 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P jeste

(i) rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru p∈P1 = (0,+∞),

(ii) rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru p∈P2 = (−∞,−1).

1 Ovu nejednakost je postavio Nicolaus de Cusa (1401–1464), a dokazao ju je Christiaan Huygens (1629–1695) [178,
190].
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Primetimo da familija funkcija {ϕp(x)}p∈P nije rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈P= P1∪P2 jer za x∈
(
0, π

2

]
, p1∈P1 i p2∈P2, važi:

p1 > p2 i ϕp1(x)< ϕp2(x).

Slika 5.1: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.1)

U narednim podsekcijama, 5.1.1.1–5.1.1.4, na familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P primenjujemo strategije
iz Poglavlja 2.7:

• Strategiju za odred-ivanje najboljih konstanti u nejednakostima,

• Strategiju za dokazivanje nejednakosti zasnovanu na Parametarskom metodu,

• Strategiju za odred-ivanje minimaks aproksimanta primenom Nike teorema,

• Strategiju za dokazivanje nejednakosti i odred-ivanje minimaks aproksimanta zasnovanu na No-
vom parametarskom metodu.

5.1.1.1 Primena Strategije za odred-ivanje najboljih konstanti

Sledeća teorema, u kojoj se odred-uju najbolje konstante za Cusa-Huygens nejednakost, može se do-
kazati primenom Strategije za odred-ivanje najboljih konstanti (Sekcija 2.7.1).

Teorema 5.2 Neka je

A =
2

π −2
= 1.75193... i B = 2 .

Tada važi:

(i) Za p∈(B,+∞) važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
x >

(B+1)sinx
B+ cosx

>
(p+1)sinx

p+ cosx

)
i konstanta B je najbolja moguća.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

(ii) Za p∈(0,A) važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((p+1)sinx
p+ cosx

>
(A+1)sinx

A+ cosx
> x
)

i konstanta A je najbolja moguća.

Dokaz. Za familiju {ϕp(x)}p∈P, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] =
[
0, π

2

]
važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj ϕp(x) u okolini tačke a je

ϕp(x) =
p−2

6(p+1)
x3 +

−p2 +13p−16

120(p+1)2 x5 +o
(

x5
)

(5.2)

i Tejlorov razvoj ϕp(x) u okolini tačke b je

ϕp(x) =
(π −2)p−2

2 p
+

p2 − p−1
p2

(
x− π

2

)
+ o

(
x− π

2

)
. (5.3)

Prema Strategiji za odred-ivanje najboljih konstanti dobijamo:

• Za skup P1 = (0,+∞)⊆ P je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je, na osnovu Leme 5.1, rastuće raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P1,

◦ glavni koeficijent cϕp,a
3 = p−2

6(p+1) Tejlorovog razvoja (5.2) je monotona funkcija za p∈P1

i ima jedinstvenu nulu pa = B∈P1;

glavni koeficijent cϕp,b
0 = (π−2)p−2

2p Tejlorovog razvoja (5.3) je monotona funkcija za p∈
P1 i ima jedinstvenu nulu pb = A∈P1.

• Za x∈(a,b) važi ekvivalencija

ϕpa(x)> 0 ⇐⇒ x(cosx+2)−3sinx > 0 .

Desna MTP nejednakost se primenom razvijenog dokazivača dokazuje na sledeći način:
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Slika 5.2: Dokaz nejednakosti ϕp0(x)> 0 na intervalu
(
0, π

2

)
Dakle, konstanta pa je najbolja moguća za nejednakost ϕp(x)> 0 na intervalu (a,b) za p∈P1.

Dodatno:

◦ s obzirom na to da je familija rastuće raslojena, slede nejednakosti iz dela (i).

• Za x∈(a,b) važi ekvivalencija

ϕpb(x)< 0 ⇐⇒ x
(

2
π −2

+ cosx
)
− π

π −2
sinx < 0 .

Desna MTP nejednakost može se dokazati primenom razvijenog dokazivača.

Dakle, konstanta pb je najbolja moguća za nejednakost ϕp(x)< 0 na intervalu (a,b) za p∈P1.

Dodatno:

◦ s obzirom na to da je familija rastuće raslojena, slede nejednakosti iz dela (ii). ■

Napomenimo da je konstanta 2
π −2

iz prethodne teoreme odred-ena u [108].

5.1.1.2 Primena Strategije zasnovane na Parametarskom metodu

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [124], uz neke izmene.

Sledeća teorema može se dokazati primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu (Sekcija
2.7.2).

Teorema 5.3 Neka je

A =
2

π −2
= 1.75193... i B = 2 .

Tada važi:

(i) Za p∈(0,A) važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((p+1)sinx
p+ cosx

>
(A+1)sinx

A+ cosx
> x
)

i konstanta A je najbolja moguća.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

(ii) Za p∈(A,B) jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) (p+1)sinx
p+ cosx

> x

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
x >

(p+1)sinx
p+ cosx

.

(iii) Za p∈(B,+∞) važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
x >

(B+1)sinx
B+ cosx

>
(p+1)sinx

p+ cosx

)
i konstanta B je najbolja moguća.

Dokaz. Polazimo od familije {ϕp(x)}p∈P koja je definisana sa (5.1). Prema Strategiji zasnovanoj na
Parametarskom metodu, dobijamo:

• Za skup P1 = (0,+∞)⊆ P važi:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je, na osnovu Leme 5.1, rastuće raslojena na intervalu (a,b) po para-
metru p∈P1,

◦ postoji neprekidna funkcija g : (a,b)−→ P1 takva da je

ϕp(x) = x− (p+1)sinx
p+ cosx

= 0 ⇐⇒ p = g(x) =
xcosx− sinx

sinx− x
. (5.4)

Slika 5.3: Funkcija g definisana sa (5.4)

• lim
x→a+

g(x) = B, lim
x→b−

g(x) = A, inf
x∈(a,b)

g(x) = A i sup
x∈(a,b)

g(x) = B.

• Važi da je

g′(x) =
f (x)

(sinx− x)2 ,

gde je
f (x) = x2 sinx+ xcosx− x+ sinxcosx− sinx .
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Na sledećoj slici je, primenom razvijenog dokazivača, dokazana nejednakost

f (x)< 0 (5.5)

na intervalu (a,b).

Slika 5.4: Dokaz nejednakosti (5.5)

Dakle, g′(x)< 0 na intervalu (a,b), tj. funkcija g(x) je opadajuća na intervalu (a,b). Primenom
Teoreme 2.12, dobijaju se nejednakosti navedene u iskazu teoreme. ■
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Primetimo da se u Teoremi 5.3, primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu, dobija
deo (ii) koji se ne može dobiti primenom Strategije za odred-ivanje najboljih konstanti.

Napomena 5.1 Nezavisno od Strategije zasnovane na Parametarskom metodu, može se, na osnovu
analize funkcije g(x), odrediti i znak funkcija ϕp(x) za p∈P2 = (−∞,−1), što pokazujemo u nastavku.

Kako funkcija g(x) definisana sa (5.4) ima samo vrednosti iz skupa
( 2

π−2 ,2
)
, zaključujemo da su

funkcije ϕp(x), za p∈(−∞,−1), stalnog znaka na intervalu
(
0, π

2

)
. Važi da je

ϕp

(
π

2

)
=

π

2
− p+1

p
> 0

za p∈ (−∞,−1). Dakle, zaključujemo da su funkcije ϕp(x), za p∈ (−∞,−1), pozitivne na intervalu(
0, π

2

)
, tj. da za p∈(−∞,−1) važi da je(

∀x∈
(

0,
π

2

))
x >

(p+1)sinx
p+ cosx

.

5.1.1.3 Primena Strategije zasnovane na Nike teoremi

Sledeća teorema može se dokazati primenom Strategije zasnovane na Nike teoremi (Sekcija 2.7.3).
Dokaz ove teoreme navodimo prema [127].

Teorema 5.4 Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈P na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) = x− (p0 +1)sinx
p0 + cosx

,

gde je
p0 = 1.78114... .

jedinstveno numerički odred-eno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B) =

( 2
π−2 ,2

)
, pri čemu je t(p) stacionarna tačka po argumentu x funkcije ϕp(x)

na intervalu
(
0, π

2

)
.

Dokaz. Za familiju {ϕp(x)}p∈P, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] =
[
0, π

2

]
, važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj ϕp(x) u okolini tačke a je

ϕp(x) =
p−2

6(p+1)
x3 +

−p2 +13p−16

120(p+1)2 x5 +o
(

x5
)

(5.6)

i Tejlorov razvoj ϕp(x) u okolini tačke b je

ϕp(x) =
(π −2)p−2

2 p
+

p2 − p−1
p2

(
x− π

2

)
+

(p+1)(p2 −2)
2 p3

(
x− π

2

)2
+

+
(p+1)(2p2 −3)

3 p4

(
x− π

2

)3
+ o
((

x− π

2

)3
)
.

(5.7)
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Prema Strategiji zasnovanoj na Nike teoremi, dobijamo:

• Za skup P0 = [A,B] =
[ 2

π−2 ,2
]

je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i, na osnovu Leme 5.1, rastuće raslojena
na intervalu (a,b] po parametru p∈P0,

◦ funkcije ϕA(x) i ϕB(x) su, na osnovu Teoreme 5.2 i Teoreme 5.3, stalnog znaka na intervalu
(a,b), pri čemu je jedna funkcija pozitivna, a druga negativna,

◦ funkcije ϕp(x), za p∈(A,B), na osnovu Teoreme 5.3, menjaju znak na intervalu (a,b).

• U [127] je dokazano da je m = 4 najmanji prirodan broj takav da je

(∀p∈P0)(∀x∈(a,b)) ϕ
(m)
p (x)> 0 .

• Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.6), funkcije ϕp(x), ϕ ′
p(x), ϕ ′′

p(x) i ϕ ′′′
p (x), za p∈(A,B), nega-

tivne su u nekoj desnoj okolini tačke a.

• Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.7), važi:

ϕp(x)> 0 , za p > 2
π−2 = 1.75...

ϕ ′
p(x)> 0 , za p > 1+

√
5

2 = 1.61...

ϕ ′′
p(x)> 0 , za p >

√
2 = 1.41...

ϕ ′′′
p (x)> 0 , za p >

√
6

2 = 1.22... .

Samim tim su funkcije ϕp(x), ϕ ′
p(x), ϕ ′′

p(x) i ϕ ′′′
p (x), za p∈ (A,B), pozitivne u nekoj desnoj

okolini tačke b.

• Sistem2

−ϕp (x) = ϕp(b)

∂ϕp(x)
∂x

= 0

za p∈(A,B) i x∈(a,b) ima jedinstveno rešenje koje se može numerički odrediti sa

p0 = 1.78114... ,

x0 = 1.16871... .

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P0 na intervalu (a,b).■

Posledica Teoreme 5.4 Na osnovu minimaks aproksimanta ϕp0(x), dobijamo minimaks aproksimaciju

x ≈ 2.78114... sinx
1.78114... + cosx

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈P

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0093601... .

2 Navedeni sistem je ekvivalentan jednačini
∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp (b) za p∈(A,B) i x∈(a,b).
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

5.1.1.4 Primena Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu

Rezultate u ovoj sekciji navodimo prema [135].

Sledeća teorema može se dokazati primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu
(Sekcija 2.7.2).

Teorema 5.5 Neka je

A =
1+

√
5

2
= 1.61803... , B =

2
π −2

= 1.75193... i C = 2 .

Tada važi:

(i) Ako p∈(0,B), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((p+1)sinx
p+ cosx

>
(B+1)sinx

B+ cosx
> x
)

i konstanta B je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,C), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) (p+1)sinx
p+ cosx

> x

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
x >

(p+1)sinx
p+ cosx

.

(iii) Ako p∈(C,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
x >

(C+1)sinx
C+ cosx

>
(p+1)sinx

p+ cosx

)
i konstanta C je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,C), ima tačno jednu stacionarnu tačku po argumentu x na
intervalu

(
0, π

2

)
. Pri tome, za p∈(B,C), funkcije ϕp(x) imaju tačno jednu ekstremnu vrednost,

koja je lokalni minimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(B,C), numerički odred-eno sa

p0 = 1.78114... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈P na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) = x− 2.78114... sinx
1.78114...+ cosx

,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

x ≈ 2.78114... sinx
1.78114...+ cosx

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R+

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0093601... .
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Dokaz. Za familiju {ϕp(x)}p∈P, datu sa (5.1), koja je definisana na segmentu [a,b] =
[
0, π

2

]
, važi:

(1) sve funkcije ϕp(x) su diferencijabilne odgovarajući broj puta po argumentu x i bar jednom po
parametru p,

(2) Tejlorov razvoj ϕp(x) u okolini tačke a je

ϕp(x) =
p−2

6(p+1)
x3 +o

(
x3) . (5.8)

Prema Strategiji zasnovanoj na Novom parametarskom metodu, dobijamo:

• Za skup P1 = (0,+∞)⊆ P je ispunjeno:

◦ familija {ϕp(x)}p∈P je kompresovana u tački a i, na osnovu Leme 5.1, rastuće raslojena
na intervalu (a,b] po parametru p∈P1,

◦ postoji neprekidna funkcija g1 : (a,b)−→ P1 takva da je

∂ϕp(x)
∂x

= 1− (p+1)(1+ pcosx)
(p+ cosx)2 = 0 ⇐⇒ p = g1(x) =

1
2

(
1+

√
5+4cosx

)
. (5.9)

Slika 5.5: Funkcija g1 definisana sa (5.9)

• Funkcija g1(x) je monotono opadajuća na intervalu (a,b) i važi da je

sup
x∈(a,b)

g1(x) =C i inf
x∈(a,b)

g1(x) = A .

• Postoji jedinstvena vrednost parametra

p = B∈(A,C)

takva da je

ϕp (b) =
π

2
− p+1

p
= 0 .

• Na osnovu glavnog koeficijenta Tejlorovog razvoja (5.8), važi da je ϕp(x) < 0 za svako p∈
(A,C) u nekoj desnoj okolini tačke a.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

• Primenom Teoreme 2.17, dobijaju se nejednakosti navedene u iskazu teoreme.

Sistem
−ϕp (x) = ϕp(b)

∂ϕp(x)
∂x

= 0

za p∈(B,C) i x∈(a,b) ima jedinstveno rešenje koje se može numerički odrediti sa

p0 = 1.78114... ,

x0 = 1.16871... .

Funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P1 na intervalu (a,b).■

Primetimo da se u Teoremi 5.5, primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu,
dobijaju svi rezultati svih prethodno primenjenih strategija.

Napomena 5.2 Nezavisno od Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu, može se, na
osnovu analize funkcije g1(x), odrediti i znak funkcija ϕp(x) za p∈P2 = (−∞,−1), što pokazujemo u
nastavku.

Kako funkcija g1(x) ima samo vrednosti iz skupa
(

1+
√

5
2 ,2

)
, zaključujemo da su funkcije ϕp(x),

za p∈ (−∞,−1), monotone na intervalu
(
0, π

2

)
. Na osnovu Tejlorovog razvoja (5.8), postoji desna

okolina tačke 0 takva da je ϕ ′
p(x) > 0 za p∈ (−∞,−1). Dakle, funkcije ϕp(x), za p∈ (−∞,−1), su

rastuće na intervalu
(
0, π

2

)
. Kako je familija kompresovana u tački 0, zaključujemo da su funkcije

ϕp(x), za p∈(−∞,−1), pozitivne na intervalu
(
0, π

2

)
, tj. da za p∈(−∞,−1) važi da je(

∀x∈
(

0,
π

2

))
x >

(p+1)sinx
p+ cosx

.

5.1.2 Proširenje Cusa-Huygens nejednakosti na beskonačni interval
U ovoj sekciji, prema [122], dajemo proširenje Cusa-Huygens nejednakosti sa intervala

(
0, π

2

)
na

beskonačni interval (−∞,+∞).

Teorema 5.6

(i) Za x∈(−∞,0) važi da je
3sin x

2+ cos x
> x .

(ii) Za x∈(0,+∞) važi da je

x >
3sin x

2+ cos x
.

Dokaz. Uvedimo funkciju

f (x) = x− 3sinx
2+ cosx

.

Važi da je

f ′(x) =
(cosx−1)2

(cosx+2)2 ≥ 0

za svako x∈R. Dakle, funkcija f (x) je monotono rastuća na intervalu (−∞,+∞). S obzirom na to da
je f (0) = 0, sledi da je f (x)> 0 za x > 0 i da je f (x)< 0 za x < 0. ■
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5.1.3 Poboljšanja nekih tipova Cusa-Huygens nejednakosti
Proširenja i poboljšanja Cusa-Huygens nejednakosti su razmatrana u mnogim radovima [15, 16,
18–20, 25, 30, 34, 48, 49, 53, 56, 59, 69, 82, 88, 95, 129, 141, 143, 148, 151, 173, 177, 179, 184, 185, 187,
191, 196, 204–206, 212, 217, 218, 220, 221, 224]. U [129, 218] dato je sledeće tvrd-enje.

Teorema 5.7 Za x∈(0,π] važi da je

1
180

x5 < x− 3sinx
2+ cosx

<
1

m1
x5 =

1
92.96406...

x5. (5.10)

Za M1 =
1

m1
= 0.010756... se dostiže maksimalna vrednost funkcije g(t) =

(
t − 3sin t

2+cos t

)
t5 na intervalu

(0,π).

U [224] su date sledeće dve teoreme.

Teorema 5.8 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

sinx
x

− 2+ cosx
3

<− 1
180

x4
(

sinx
x

)2/7

(5.11)

i konstanta 1
180 je najbolja moguća.

Napomena 5.3 Na osnovu nejednakosti (5.11), uvedimo dvoparametarsku familiju funkcija
{ϕp,q(x)}p,q∈P, gde je

ϕp,q(x) =


−sinx

x
+

2+ cosx
3

− px4
(

sinx
x

)q

, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p,q∈P=R. Tejlorov razvoj ϕp,q(x) u okolini

tačke 0 je

ϕp,q(x) =
(

1
180

− p
)

x4 +

(
1
6

pq− 1
3780

)
x6 +

(
p
(
− 1

72
q2 +

1
180

q
)
+

1
181440

)
x8 +o

(
x8) .

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

cϕp,q,0
4 =

1
180

− p = 0

cϕp,q,0
6 =

1
6

pq− 1
3780

= 0

dobijamo konstante p= 1
180 i q= 2

7 za koje je ϕp,q(x)> 0 u nekoj desnoj okolini tačke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.11).

Teorema 5.9 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

sinx
x

− 2+ cosx
3

<−
(

2
3
− 2

π

)
(sinx− xcosx)(π

2−12)/(3π2−π3) (5.12)

i konstanta
(2

3 −
2
π

)
je najbolja moguća.
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Napomena 5.4 Na osnovu nejednakosti (5.12), uvedimo dvoparametarsku familiju funkcija
{ϕp,q(x)}p,q∈P, gde je

ϕp,q(x) =


−sinx

x
+

2+ cosx
3

− p(sinx− xcosx)q , x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p,q∈P=R. Tejlorov razvoj ϕp,q(x) u okolini

tačke π

2 je

ϕp,q(x) =
(

2
3
− 2

π
− p
)
+

(
4

π2 −
1
3
− π

2
pq
)(

x− π

2

)
+

+

(
π2 −8

π3 − p
(

1
8

π2q2 − 1
8

π2q+
1
2

q
))(

x− π

2

)2
+o
((

x− π

2

)2
)
.

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

c
ϕp,q,

π

2
0 =

2
3
− 2

π
− p = 0

c
ϕp,q,

π

2
1 =

4
π2 −

1
3
− π

2
pq = 0

dobijamo konstante p = 2
3 −

2
π

i q = π2−12
3π2−π3 za koje je ϕp,q(x)> 0 u nekoj levoj okolini tačke π

2 . Ove
vrednosti konstanti se nalaze u nejednakosti (5.12).

Dokaz Teoreme 5.9 iz [224] se svodio na dokaz MTP nejednakosti

2
(
12−π2)x3 sinx+

((
2π2 −π3 +12

)
x2 −18π2 +6π3)x sinx cosx+

+
(
9π2 −3π3)x2 +

((
4π3 −9π2 −36

)
x2 +9π2 −3π3)sin2 x > 0

(5.13)

na intervalu
(
0, π

2

)
primenom stepenih redova i osobina Bernulijevih brojeva. Dokaz ove nejednakosti

može se dobiti primenom razvijenog dokazivača, što je prikazano na sledećoj slici ekrana.
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5.1 Cusa-Huygens nejednakosti

Slika 5.6: Dokaz nejednakosti (5.13)

U nastavku, primenom koncepta raslojenosti, dajemo neka poboljšanja nejednakosti iz Teorema 5.7,
5.8 i 5.9.
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5.1.3.1 Poboljšanje Teoreme 5.7

Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [122], uz izvesna poboljšanja postojećih dokaza.

Na osnovu nejednakosti (5.10), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = x− 3sinx
2+ cosx

− px5 , (5.14)

koja je definisana za x∈ [0,π] i za vrednosti parametra p∈P= R. Ovako definisana familija funkcija
uvedena je u [114], gde je, primenom Nike teoreme, analizirana za x∈

(
0, π

2

)
i p∈R+.

Lema 5.2 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu (0,π] po parametru
p∈R.

U nastavku ispitujemo znak funkcija iz familije {ϕp(x)}p∈R primenom Parametarskog metoda, tj.
primenom Teoreme 2.15.

Za x∈(0,π) i p∈R važi sledeća ekvivalencija

ϕp(x) = x− 3sinx
2+ cosx

− px5 = 0 ⇐⇒ p = g(x) =
xcosx−3 sinx+2x

x5 (2+ cosx)
. (5.15)

Lema 5.3 Funkcija g(x) ima tačno jedan ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (0,π) u tački
koja je numerički odred-ena sa x0 = 2.83982... .

Dokaz. Važi da je

g′(x) =
f (x)

x6 (2+ cosx)2 ,

gde je
f (x) =−4xcos2 x+15 sinxcosx−22xcosx+30 sinx−19x

jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

(i) f (x)> 0 na segmentu [0,2.83],

(ii) f (x)< 0 na segmentu [2.84,π],

(iii) f ′(x)< 0 na segmentu [2.83,2.84],

odakle, na osnovu metoda za izolovanje nula (Teorema 3.10), funkcija f (x) ima tačno jednu nulu
na intervalu (0,π), tj. preciznije na intervalu [2.83,2.84]. Ova nula se može numerički odrediti sa
x0 = 2.83982... . U tački x0 funkcija g(x) ima maksimum. ■

Primetimo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.15.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕp(x)}p∈R, na osnovu Leme 5.2, opadajuće raslojena
na intervalu (0,π) po parametru p∈R.

Uslov (2) je ispunjen jer, na osnovu Leme 5.3, postoji neprekidna funkcija g : (0,π) −→ R koja
ispunjava g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0 i pri tome je funkcija g(x) rastuća na (0,x0) i opadajuća na (x0,π).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

A = lim
x→0+

g(x) =
1

180
= 0.005̄ i B = lim

x→π−
g(x) =

1
π4 = 0.010265...

i pri tome se za x0 = 2.83982... dostiže maksimum funkcije g(x), koji iznosi

C = g(x0) = 0.010756... .

Napomenimo da jednačina g(x)=B, za x∈(0,π), ima jedinstveno rešenje, koje je numerički odred-eno
sa

x′0 = 2.50057... .
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Samim tim se, primenom Teoreme 2.15, dobija sledeće poboljšanje Teoreme 5.7.

Teorema 5.10 Neka je

A =
1

180
= 0.005 , B =

1
π4 = 0.010265... i C = 0.010756... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(∀x∈(0,π))
(

px5 < Ax5 < x− 3sinx
2+ cosx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B], jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
x− 3sinx

2+ cosx
< px5

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,π
))

px5 < x− 3sinx
2+ cosx

.

(iii) Ako p∈(B,C), jednačina ϕp(x) = 0 ima dva rešenja x(p)
0 i x(p)

1

(
x(p)

0 < x(p)
1

)
i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)
∪
(

x(p)
1 ,π

))
x− 3sinx

2+ cosx
< px5

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,x(p)
1

))
px5 < x− 3sinx

2+ cosx
.

(iv) Ako p∈(C,+∞), važi da je

(∀x∈(0,π))
(

x− 3sinx
2+ cosx

≤C x5 < px5
)

i konstanta C je najbolja moguća.

Dokaz Teoreme 5.10 primenom Novog parametarskog metoda. Pokazaćemo da su ispunjeni uslovi
(1)–(5) Teoreme 2.22 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕp(x)}p∈R, na osnovu Leme 5.2, opadajuće raslojena
na intervalu (0,π) po parametru p∈R.

Uslov (2) je ispunjen jer funkcija g1 : (0,π)−→ R definisana sa

∂ϕp(x)
∂x

=
(1− cosx)2

(2+ cosx)2 −5 px4 = 0 ⇐⇒ p = g1(x) =
(1− cosx)2

5x4 (2+ cosx)2 (5.16)

ima tačno jedan lokalni ekstremum, koji je maksimum, na intervalu (0,π) u tački koja je numerički
odred-ena sa x1 = 2.54595... , što je dokazano u Sekciji 4.4.4 primenom razvijenog dokazivača.

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

lim
x→0+

g1(x) =
1

180
= 0.005 = A i B1 = lim

x→π−
g1(x) =

4
5π4 = 0.0082127...

i pri tome se za x1 = 2.54595... dostiže maksimum funkcije g1(x), koji iznosi

C1 = g1(x1) = 0.011573... .

Napomenimo da jednačina g1(x) = B1, za x∈(0,π), ima jedinstveno rešenje

x′1 =
π

2
.
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Uslov (4) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Primenom razvijenog dokazivača i metoda za izolovanje nula i ekstremuma funkcija, kao što je
urad-eno u Sekciji 4.4.4, može se dokazati da funkcija

h(x) = ϕg1(x)(x) =
4xcos2 x+22xcosx−15cosxsinx−30sinx+19x

5(2+ cos2 x)2 ,

za x∈(0,π) ima jedinstveni minimum

C2 = h(x1) =−0.12789...

u tački x1 = 2.54595... i jedinstvenu nulu x0 = 2.83982... (u tački u kojoj funkcija g(x) ima lokalni
minimum).

Važi da je
g1(x0) = 0.010756...=C.

Jednačina
ϕp (π) = 0

ima jedinstveno rešenje po parametru p∈(B1,C), odred-eno sa

p =
1

π4 = 0.010265...= B.

Dakle, uslov (4) je ispunjen.

Uslov (5) je ispunjen jer postoji desna okolina tačke 0 u kojoj važi da je ϕp(x)< 0 za p∈(A,C1), što
se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

ϕp(x) =
(

1
180

− p
)

x5 +o
(

x5
)
.

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.22, na osnovu koje sledi Teorema 5.10. ■

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈ [0,π] i za neke vrednosti parametra
p, uz odgovarajuće funkcije g i g1.

(a)
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(b) (c)

Slika 5.7: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.14)
(b) funkcija g definisana sa (5.15)
(c) funkcija g1 definisana sa (5.16)

U tekstu koji sledi, analizom funkcija g1(x) i h(x), odred-ujemo minimaks aproksimant familije
{ϕp(x)}p∈R.

S obzirom na to da su ispunjeni svi uslovi Teoreme 2.22, važi i sledeće tvrd-enje.

Teorema 5.11 Za svako p∈(B,C) funkcija ϕp(x) ima tačno jedan minimum i tačno jedan maksimum

na intervalu (0,π) u tačkama
(

t(p)
1 ,ϕp

(
t(p)
1

))
i
(

t(p)
2 ,ϕp

(
t(p)
2

))
, respektivno.

Teorema 5.12 Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
1

)∣∣∣= ϕp

(
t(p)
2

)
po parametru p∈(B,C), numerički odred-eno sa

p0 = 0.010451... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu (0,π) je

ϕp0(x) = x− 3sinx
2+ cosx

−0.010451... x5 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

x− 3sinx
2+ cosx

≈ 0.010451... x5

na intervalu (0,π) sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈(0,π)

|ϕp(x)|=−ϕp0

(
t(p0)
1

)
= ϕp0

(
t(p0)
2

)
= 0.058888... .
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Dokaz. Rešavanjem jednačine h(x) = ϕC(x) po x∈(0,π), dobija se da funkcija ϕC(x) ima stacionarnu
tačku

x2 = 2.18506... .

Funkcija h1(x) = h(x) : [0,x2]−→ [ϕC(x2),0] je neprekidna monotono opadajuća bijekcija.

Slično, funkcija h2(x) = h(x) : [x0,π] −→
[
0, π

5

] (
h(π) = π

5

)
je neprekidna monotono rastuća bijek-

cija.

Primetimo da vrednosti funkcija h1(x) i h2(x) odgovaraju stacionarnim tačkama funkcija ϕp(x) nad
odgovarajućim domenima.

Stoga, može se pokazati da postoje tačno dve vrednosti t(p)
1 ∈(0,x2) i t(p)

2 ∈(x0,π) takve da je

−h
(

t(p)
1

)
= h

(
t(p)
2

)
,

gde su t(p)
1 i t(p)

2 stacionarne tačke funkcije ϕp(x).

Rešavanjem prethodne jednačine primenom sistema računarske algebre Maple dobijamo numeričke
vrednosti

p = p0 = 0.010451... ,

t(p0)
1 = 2.10829... ,

t(p0)
2 = 2.88858... .

Pri tome, važi da je
−ϕp0

(
t(p0)
1

)
= ϕp0

(
t(p0)
2

)
= 0.058888... .

Označimo prethodnu vrednost sa
δ = 0.058888... .

Na osnovu Teoreme 5.11, funkcija ϕp(x), za p∈(B,C), ima redom tačno jedan minimum i tačno jedan
maksimum na intervalu (0,π). Dakle, funkcija ϕp0(x) ima tačno jedan minimum u tački t(p0)

1 i tačno
jedan maksimum u tački t(p0)

2 .

Važi da je |ϕp0(π)|= |−0.056851...|< δ . Dakle,

sup
x∈[0,π]

|ϕp0(x)|= δ .

Na osnovu raslojenosti, zaključujemo da za p1 > p0 (p1∈R) važi da je

sup
x∈[0,π]

|ϕp1(x)| ≥
∣∣∣ϕp1

(
t(p0)
1

)∣∣∣> ∣∣∣ϕp0

(
t(p0)
1

)∣∣∣= sup
x∈[0,π]

|ϕp0(x)|,

dok za p1 < p0 važi da je

sup
x∈[0,π]

|ϕp1(x)| ≥ ϕp1

(
t(p0)
2

)
> ϕp0

(
t(p0)
2

)
= sup

x∈[0,π]
|ϕp0(x)|.

Dakle, za svako p1 ̸= p0 važi da je

sup
x∈[0,π]

|ϕp1(x)|> sup
x∈[0,π]

|ϕp0(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)
1

)∣∣∣= ϕp0

(
t(p0)
2

)
= δ ,

odakle je inf
p∈R

sup
x∈[0,π]

|ϕp(x)| = sup
x∈[0,π]

∣∣ϕp0(x)
∣∣, tj. funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije

{ϕp(x)}p∈R na intervalu (0,π). ■
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Kao posledica prethodne analize, razmatranjem funkcija g(x) i g1(x) na intervalu
(
0, π

2

)
dobija se i

sledeće tvrd-enje, koje proširuje rezultate iz [114].

Teorema 5.13 Neka je

A =
1

180
= 0.005 i B =

16(π −3)
π5 = 0.0074030... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
px5 < Ax5 < x− 3sinx

2+ cosx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0, za x∈
(
0, π

2

)
, ima jedinstveno rešenje x(p)

0 i važi da je(
∀x∈

(
0,x(p)

0

))
x− 3sinx

2+ cosx
< px5

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
px5 < x− 3sinx

2+ cosx
.

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
x− 3sinx

2+ cosx
< Bx5 < px5

)
i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.0072274... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) = x− 3sinx
2+ cosx

−0.0072274... x5 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

x− 3sinx
2+ cosx

≈ 0.0072274... x5

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0016797... .
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5.1.3.2 Poboljšanje Teoreme 5.8

Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [123].

Na osnovu nejednakosti (5.11), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


−sinx

x
+

2+ cosx
3

− px4
(

sinx
x

)2/7

, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.17)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.4 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

Primenom Novog parametarskog metoda, može se dobiti sledeće poboljšanje Teoreme 5.8.

Teorema 5.14 Neka je

A =
1

180
= 0.005 i B =

16(π −3)25/7

3π33/7 = 0.0056150... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (sinx
x

− 2+ cosx
3

<−Ax4
(

sinx
x

)2/7

<−px4
(

sinx
x

)2/7
)

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

))
− px4

(
sinx

x

)2/7

<
sinx

x
− 2+ cosx

3

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) sinx
x

− 2+ cosx
3

<−px4
(

sinx
x

)2/7

.

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
−px4

(
sinx

x

)2/7

<−Bx4
(

sinx
x

)2/7

<
sinx

x
− 2+ cosx

3

)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.
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(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.0056039... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =−sinx
x

+
2+ cosx

3
−0.0056039... x4

(
sinx

x

)2/7

,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

− 2+ cosx
3

≈−0.0056039... x4
(

sinx
x

)2/7

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 5.9487...10−5 .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.8: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.17)
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5.1.3.3 Poboljšanje Teoreme 5.9

Rezultate u ovoj podsekciji navodimo prema [123].

Na osnovu nejednakosti (5.12), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


−sinx

x
+

2+ cosx
3

− p(sinx− xcosx)(π
2−12)/(3π2−π3), x∈

(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.18)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.5 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U nastavku ispitujemo znak funkcija iz familije {ϕp(x)}p∈R primenom Parametarskog metoda, tj.
primenom Teoreme 2.12.

Za x∈
(
0, π

2

)
i p∈R važi sledeća ekvivalencija

ϕp(x) = 0 ⇐⇒ p = g(x) =
xcosx−3sinx+2x

3x(sinx− xcosx)(π2−12)/(3π2−π3)
. (5.19)

Lema 5.6 Funkcija g(x) je opadajuća na intervalu
(
0, π

2

)
.

Dokaz. Važi da je

g′(x) =
1

3π3 −9π2 ·
(sinx− xcosx)(π

3−4π2+12)/(3π2−π3)

x2 f (x),

gde je

f (x) =
((

π3 −2π2 −12
)

x2 −6π3 +18π2
)

xsinxcosx+2
(
π2 −12

)
x3 sinx+

+
((

4π3 −9π2 −36
)

x2 −3π3 +9π2
)

cos2 x+
(
−π3 +36

)
x2 +3π3 −9π2

jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

f (x)< 0

na intervalu
(
0, π

2

)
, odakle je

g′(x)< 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. ■

Primetimo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.12.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕp(x)}p∈R, na osnovu Leme 5.5, opadajuće raslojena
na intervalu

(
0, π

2

)
po parametru p∈R.

Uslov (2) je ispunjen jer, na osnovu Leme 5.6, postoji neprekidna monotono opadajuća funkcija
g :
(
0, π

2

)
−→ R koja ispunjava g(x) = p ⇐⇒ ϕp(x) = 0.

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

A = lim
x→ π

2 −
g(x) =

2π −6
3π

= 0.030046... i B = lim
x→0+

g(x) = +∞ .
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Samim tim se, primenom Teoreme 2.12, dobija sledeće poboljšanje Teoreme 5.9.

Teorema 5.15 Neka je

A =
2π −6

3π
= 0.030046... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (sinx
x

− 2+ cosx
3

<−A(sinx− xcosx)(π
2−12)/(3π2−π3)

<−p(sinx− xcosx)(π
2−12)/(3π2−π3)

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,+∞), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) sinx
x

− 2+ cosx
3

<−p(sinx− xcosx)(π
2−12)/(3π2−π3)

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
− p(sinx− xcosx)(π

2−12)/(3π2−π3) <
sinx

x
− 2+ cosx

3
.

U nastavku odred-ujemo minimaks aproksimant familije {ϕp(x)}p∈R.

Ispitajmo monotonost funkcija iz posmatrane familije. Važi da je

∂ϕp(x)
∂x

=
−x2 sinx−3x cosx+3sinx

3x2 + p
(π2 −12)x sinx(sinx− xcosx)(π

2−12)/(3π2−π3)

(3π2 −π3)(sinx− xcosx)
.

Za x∈
(
0, π

2

)
i p∈R važi sledeća ekvivalencija

∂ϕp(x)
∂x

= 0 ⇐⇒ p = g1(x) =
(3π2 −π3)(x2 sinx+3x cosx−3sinx)(sinx− xcosx)

3(π2 −12)x3 sinx(sinx− xcosx)(π
2−12)/(3π2−π3)

. (5.20)

Lema 5.7 Funkcija g1(x) ima tačno jedan ekstremum, koji je minimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

koja je numerički odred-ena sa c = 1.29610... .

Dokaz. Važi da je

g′1(x) =− 1
3(π2 −12)

· (sinx− xcosx)(π
2−12)/(π3−3π2)

x4 sin2 x
f1(x)

gde je

f1(x) =
((

π3 −2π2 −12
)

x4 +
(
−10π3 +27π2 +36

)
x2 +9π3 −27π2)sinxcos2 x+

+
((
−π3 +2π2 +12

)
x4 +

(
7π3 −18π2 −36

)
x2 −9π3 +27π2)sinx+

+
((

4π3 −9π2 −36
)

x2 −15π3 +45π2)xcos3 x+

+
((
−7π3 +18π2 +36

)
x2 +15π3 −45π2)xcosx

jedna MTP funkcija.
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Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

(i) f1(x)< 0 na segmentu [0,1.29],

(ii) f1(x)> 0 na segmentu
[
1.23, π

2

]
,

(iii) f ′1(x)> 0 na segmentu [1.29,1.3],

odakle, na osnovu metoda za izolovanje nula (Teorema 3.10), funkcija f1(x) ima tačno jednu nulu
na intervalu

(
0, π

2

)
, tj. preciznije na intervalu [1.29,1.3]. Ova nula se može numerički odrediti sa

c = 1.29610... . U tački c funkcija g1(x) ima minimum. ■

Primetimo da je
lim

x→ π

2 −
g1(x) = A i lim

x→0+
g1(x) = B =+∞ .

Minumum funkcije g1(x) se dostiže u tački c = 1.29610... i iznosi

C = g1(c) = 0.029171... < A .

Važi sledeće tvrd-enje.

Lema 5.8 Za xA = 1.02795... ∈ (0,c), gde je xA stacionarna tačka funkcije ϕA(x), funkcija
g1 : (0,xA)−→ (A,+∞) je bijekcija.

Dokaz. Funkcija g1(x) je monotono opadajuća i neprekidna na intervalu (0,c) i pri tome je
lim

x→0+
g1(x) = +∞ i g1(c) =C = 0.029171... < A = 2π−6

3π
= 0.030046... . Stoga funkcija g1(x) i prava

y = 2π−6
3π

imaju presek u tačno jednoj tački xA = 1.02795... . ■

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parametra

p, uz odgovarajuće funkcije g i g1.

(a)
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(b) (c)

Slika 5.9: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.18)
(b) funkcija g definisana sa (5.19)
(c) funkcija g1 definisana sa (5.20)

Teorema 5.16 Za svako p∈ (A,+∞) funkcija ϕp(x) ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lo-
kalni maksimum, na intervalu

(
0, π

2

)
, tj. preciznije, na intervalu (0,xA), u tački

(
g−1

1 (p),ϕp
(
g−1

1 (p)
))

.

Dokaz. Za p ∈ (A,+∞), važi:

(i) ϕp(0) = 0,

(ii) ϕp
(

π

2

)
< 0

(
na osnovu raslojenosti i činjenice da je ϕA

(
π

2

)
= 0
)
,

(iii) funkcija ϕp(x) ima tačno jednu nulu na intervalu
(
0, π

2

) (
jer je funkcija g(x) monotona na

intervalu
(
0, π

2

))
,

(iv) funkcija ϕp(x) ima tačno jednu stacionarnu tačku po argumentu x na intervalu
(
0, π

2

) (
jer je

funkcija g1(x) monotona na intervalu (0,xA) i pri tome je g1(x)< A za x∈
(
xA,

π

2

))
,

odakle sledi tvrd-enje teoreme. ■

Na osnovu prethodne teoreme, za p∈ [A,+∞) važi da je

max
x∈[0, π

2 ]
|ϕp(x)|=

∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣ ili max

x∈[0, π

2 ]
|ϕp(x)|=

∣∣∣ϕp

(
π

2

)∣∣∣ ,
gde je t(p) tačka u kojoj se dostiže lokalni maksimum funkcije ϕp(x).

Za p∈(−∞,A), na osnovu raslojenosti i činjenice da je ϕA(x)> 0 na intervalu
(
0, π

2

)
, važi da je

max
x∈[0, π

2 ]
|ϕp(x)|> max

x∈[0, π

2 ]
|ϕA(x)|.

Dakle, važi da je
inf
p∈R

sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp(x)|= inf
p∈ [A,+∞)

max
x∈
[
0, π

2

] |ϕp(x)| .

U cilju odred-ivanja minimaks aproksimanta, u daljem tekstu ćemo uvesti i razmatrati dve funkcije.
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Za p∈(A,+∞) važi da je ϕp

(
t(p)
)
= ϕg1(t(p))

(
t(p)
)

i odatle, na osnovu Teoreme 5.16, funkcija

h1(x) = ϕg1(x)(x) : (0,xA)−→ R

odred-uje skup tačaka u kojima funkcije ϕp(x), za p∈(A,+∞), dostižu maksimum.

Lema 5.9 Funkcija

h1(x) =
(
((4π3−9π2−36)x2−3π3+9π2)cos2 x+((π3−2π2−12)x3+(−6π3+18π2)x)sinxcosx+

+(2π2−24)x3 sinx+(−π3 +36)x2+3π3−9π2
)
/
(

3
(
π2−12

)
x3 sinx

)
je monotono rastuća za x∈(0,xA).

Dokaz. Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

h′1(x)> 0

na intervalu (0,1.03)⊃(0,xA). ■

Za p∈ (A,+∞) postoji x∈ (0,xA) tako da funkcija ϕp(x) dostiže maksimum u tački x i prema tome
važi da je p = g1(x). Jasno je da je ϕp

(
π

2

)
= ϕg1(x)

(
π

2

)
. Uvedimo funkciju

H1(x) = ϕg1(x)

(
π

2

)
: (0,xA)−→ R.

Lema 5.10 Funkcija

H1(x) = − 2
π
+

2
3
−π

2
(
((π−3)x2−3π+9)sin2 x+((−π+3)x3+(6π−18)x)cosxsinx

+(−3π+9)x2 cos2 x
)
/
(

3(π2−12)x3 sinx(sinx−xcosx)
− π2−12

π2(π−3)
)

je monotono rastuća za x∈(0,xA).

Dokaz. Važi da je

H ′
1(x) =

1
3(π2 −12)

· (sinx− xcosx)
π2−12

π2(π−3)

x4 sin2 x
f (x) ,

gde je

f (x) =
((

4π3 −9π2 −36
)

x3 +
(
−15π3 +45π2)x

)
cos3 x+

+
((

π3 −2π2 −12
)

x4 +
(
−10π3 +27π2 +36

)
x2 +9π3 −27π2

)
sinxcos2 x+

+
((

−7π3 +18π2 +36
)

x3 +
(
15π3 −45π2)x

)
cosx+

+
((

−π3 +2π2 +12
)

x4 +
(
7π3 −18π2 −36

)
x2 −9π3 +27π2

)
sinx

jedna MTP funkcija. Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

f (x)< 0

na intervalu (0,1.03)⊃(0,xA), odakle je

H ′
1(x)> 0

na intervalu (0,xA). ■
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Na sledećoj slici su prikazani grafici funkcija h1(x) i |H1(x)|.

Slika 5.10: Grafik funkcija h1(x) i |H1(x)|

Teorema 5.17 Jednačina
h1(x) = |H1(x)|

ima jedinstveno rešenje x0∈(0,xA), koje se može numerički odrediti sa

x0 = 0.97411... .

Za vrednost parametra
p0 = g1(x0) = 0.030456...

važi da je
ϕp0

(
t(p0)

)
=
∣∣∣ϕp0

(
π

2

)∣∣∣ .
Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu

(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =−sinx
x

+
2+ cosx

3
−0.030456... (sinx− xcosx)(π

2−12)/(3π2−π3) ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju
sinx

x
− 2+ cosx

3
≈ 0.030456... (sinx− xcosx)(π

2−12)/(3π2−π3)

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|= ϕp0

(
t(p0)

)
=
∣∣∣ϕp0

(
π

2

)∣∣∣= 4.10100...10−4 .

Dokaz. Na osnovu Leme 5.9, Leme 5.10 i činjenice da je

lim
x→0+

h1(x) = 0 ,

lim
x→0+

H1(x) =−∞ ,

H1(xA) = 0 ,

zaključujemo da jednačina h1(x) = |H1(x)| ima jedinstveno rešenje x0∈ (0,xA), koje se može nume-
rički odrediti sa x0 = 0.97411... .

161



5 Primene

Na osnovu raslojenosti, zaključujemo da za p1 > p0 (p1∈R) važi da je

sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp1(x)|=
∣∣∣ϕp1

(
π

2

)∣∣∣> ∣∣∣ϕp0

(
π

2

)∣∣∣= sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp0(x)|,

dok za p1 < p0 važi da je

sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp1(x)| ≥ ϕp1

(
t(p0)

)
> ϕp0

(
t(p0)

)
= sup

x∈
[
0, π

2

] |ϕp0(x)|.

Dakle, za svako p1 ̸= p0 važi da je

sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp1(x)|> sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp0(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
π

2

)∣∣∣= ϕp0

(
t(p0)

)
,

odakle je inf
p∈R

sup
x∈
[
0, π

2

] |ϕp(x)| = sup
x∈
[
0, π

2

]
∣∣ϕp0(x)

∣∣, tj. funkcija ϕp0(x) je minimaks aproksimant familije

{ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
. ■

5.2 Dokaz Huygens-ove nejednakosti

U Primeru 1.4 je dokazana jedna Huygens-ova nejednakost. U ovom potpoglavlju dokazujemo slede-
ću Huygens-ovu nejednakost

x > sinx+
10
(
4sin2 x

2 − sin2 x
)

12sin x
2 +9sinx+8

(
2sin x

2 − sinx
)2

12sin x
2 +9sinx

(5.21)

za x∈ (0,π), koju je, prema [190], Huygens koristio u [86] za odred-ivanje racionalnih aproksimacija
broja π . Prema [190], prvi dokaz ove nejednakosti je nedavno dao I. Pinelis [162].

Pokažimo kako se nejednakost (5.21) može svesti na uopštenu MTP nejednakost.

Nejednakost (5.21) je ekvivalentna sa

(x− sinx)

(
12sin x

2 +9sinx+8

(
2sin x

2 − sinx
)2

12sin x
2 +9sinx

)
>10

(
4sin2 x

2 − sin2 x
)

⇐⇒ (x− sinx)
(
(12sin x

2 +9sinx)2 +8
(
2sin x

2 − sinx
)2
)
>10

(
4sin2 x

2 − sin2 x
)(

12sin x
2 +9sinx

)
⇐⇒ 176xsin2 x

2 +89xsin2 x+92xcos x
2 −92xcos 3x

2 −480sin3 x
2−

−32sin x
2 + sin3 x−268sinx−16sin 3x

2 +134sin2x+16sin 5x
2 > 0 .

(5.22)

Napomenimo da je u prethodnom nizu ekvivalencija u svakom množenju nejednakosti sa odgovara-
jućim izrazom (u cilju sred-ivanja i dovod-enja nejednakosti do uopštene MTP nejednakosti) taj izraz
pozitivan i stoga se smer nejednakosti ne menja.

Primenom razvijenog dokazivača, na sledećoj slici ekrana dajemo dokaz prethodne uopštene MTP
nejednakosti, čime je dokazana i polazna nejednakost (5.21).
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5.2 Dokaz Huygens-ove nejednakosti

Slika 5.11: Dokaz nejednakosti (5.22)
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5.3 Uopštenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti
U [193], J. B. Wilker je postavio sledeće otvorene probleme:

(1) Dokazati da za x∈
(
0, π

2

)
važi da je (

sinx
x

)2

+
tanx

x
> 2 . (5.23)

(2) Naći najveće c∈R tako da za x∈
(
0, π

2

)
važi da je(

sinx
x

)2

+
tanx

x
> 2+ cx3 tanx . (5.24)

Ovi otvoreni problemi su rešeni u [78,183], gde je dobijeno i dodatno proširenje nejednakosti (5.24).
Naime, za x∈

(
0, π

2

)
važi da je

8
45

x3 tanx >
(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2 >

(
2
π

)4

x3 tanx (5.25)

i konstante 8
45 i 16

π4 su najbolje moguće.

Nejednakosti (5.23) i (5.25) mogu da se svedu na MTP nejednakosti, koje je moguće dokazati pri-
menom razvijenog dokazivača.

Proširenja i poboljšanja nejednakosti (5.23) i (5.25), tj. Wilker-ovih nejednakosti, razmatrana su u
mnogim radovima [30–32, 41, 48–50, 53, 55–58, 81, 88, 90, 95, 119, 141–143, 147, 148, 151, 171, 181,
184, 186, 191, 198–201, 206, 209, 216, 217, 222, 225, 226, 229]. U [222] dat je sledeći tip Wilker-ove
nejednakosti, koja je dokazana i u [181].

Teorema 5.18 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2 >

8
45

x4
(

tanx
x

)6/7

(5.26)

i konstanta 8
45 je najbolja moguća.

U ovom potpoglavlju, prema [124], primenom Parametarskog metoda (Teoreme 2.13), dajemo jed-
nostavniji dokaz i poboljšanje prethodne teoreme.

Na osnovu nejednakosti (5.26), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2− px4

(
tanx

x

)6/7

, x∈
(
0, π

2

)
,

0, x = 0 ,

(5.27)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

)
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Pokazaćemo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.13.

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕp(x)}p∈R opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po

parametru p∈R.
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5.3 Uopštenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Za x∈
(
0, π

2

)
i p∈R važi sledeća ekvivalencija

ϕp(x) = 0 ⇐⇒ p = g(x) =
sin2 xcosx−2x2 cosx+ xsinx

x6
(

tanx
x

)6/7

cosx

. (5.28)

Važi da je

g′(x) =
f (x)

7
(

tanx
x

)6/7

x7 cos2 xsinx

,

gde je f (x) MTP funkcija data sa

f (x) = −14xcos5 x+36cos4 xsinx+49xcos3 x+44x2 cos2 xsinx−

−36cos2 xsinx+12x3 cosx−35xcosx+ x2 sinx .

Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

f (x)> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. Samim tim je funkcija g(x) rastuća na intervalu

(
0, π

2

)
, čime je dokazana ispunje-

nost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

A = lim
x→0+

g(x) =
8

45
i B = lim

x→ π

2 −
g(x) = +∞ .

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.13, na osnovu koje se dobija sledeće poboljšanje
Teoreme 5.18.

Teorema 5.19 Neka je
8

45
= 0.17 .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((sinx
x

)2

+
tanx

x
−2 > Ax4

(
tanx

x

)6/7

> px4
(

tanx
x

)6/7
)

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,+∞), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

))
px4
(

tanx
x

)6/7

>

(
sinx

x

)2

+
tanx

x
−2

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) (sinx
x

)2

+
tanx

x
−2 > px4

(
tanx

x

)6/7

.
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Primetimo da familija {ϕp(x)}p∈R nije definisana u tački π

2 i da ne postoji Tejlorov razvoj ϕp(x) u toj
tački. Med-utim, postoji Loranov razvoj ϕp(x) u tački π

2 , koji je dat sa

ϕp(x) = − 2
π

(
x− π

2

)−1
− p

(
π

2

)4
(
− 2

π

)6/7(
x− π

2

)−6/7
+

+
8

π2 −2− 11π3 p
28

(
− 2

π

)6/7(
x− π

2

)1/7
+ O

(
x− π

2

)
.

(5.29)

Na osnovu ovog razvoja se može zaključiti da postoji leva okolina tačke π

2 u kojoj je ϕp(x) > 0 za
p∈R. ■

Dokaz Teoreme 5.19 primenom Novog parametarskog metoda. Pokazaćemo da su ispunjeni uslovi
(1)–(4) Teoreme 2.21 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕp(x)}p∈R kompresovana u tački 0 i opadajuće raslojena
na intervalu

(
0, π

2

)
po parametru p∈R.

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Za x∈
(
0, π

2

)
i p∈R važi sledeća ekvivalencija

∂ϕp(x)
∂x

=
x2+2xsinxcos3x−xsinxcosx+2cos4x−2cos2x

x3 cos2 x
−p

x2(6x+22sinxcosx)

7
(

tanx
x

)1/7

cos2 x

=0

⇐⇒ p=g1(x)=
7
(
2xsinxcos3 x−2sin2 xcos2 x+x2 sin2 x+x2 cos2 x−xsinxcosx

)
2x5
(

tanx
x

)−1/7 (
3xcos2 x+3xsin2 x+11sinxcosx

) .

(5.30)

Važi da je

g′1(x) =
h1(x)
h2(x)

(
tanx

x

)−6/7

,

gde je
h1(x) = 3x4 +

(
168 sinxcos5 x−316 sinxcos3 x+19 sinxcosx

)
x3+

+
(
−308 cos8 x+978 cos6 x−603 cos4 x−67 cos2 x

)
x2+

+
(
946 sinxcos7 x−1655 sinxcos5 x+709 sinxcos3 x

)
x+

+792 cos8 x−1584 cos6 x+792 cos4 x
i

h2(x) = 18x9 cos2 x+132x8 sinxcos3 x−242
(

cos6 x− cos4 x
)

x7 .

Primenom razvijenog dokazivača, mogu se dokazati MTP nejednakosti h1(x) > 0 i h2(x) > 0 na
intervalu

(
0, π

2

)
. Samim tim je funkcija g1(x) rastuća na intervalu

(
0, π

2

)
, čime je dokazana ispunjenost

uslova (2).
Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

lim
x→0+

g1(x) =
8

45
= A i lim

x→ π

2 −
g1(x) = +∞ = B .

Uslov (4) je ispunjen jer, na osnovu Tejlorovog razvoja

ϕp(x) =
(

8
45

− p
)

x4 +o
(
x4) ,
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5.3 Uopštenje jednog tipa Wilker-ove nejednakosti

postoji desna okolina tačke 0 u kojoj je ϕp(x)< 0 za p∈(A,B) i, na osnovu Loranovog razvoja (5.29),
postoji leva okolina tačke π

2 u kojoj je ϕp(x)> 0 za p∈R. Šta više, važi da je

lim
x→ π

2 −
ϕp(x) = +∞

za svako p∈R.

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.21, odakle sledi Teorema 5.19. ■

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

)
i za neke vrednosti parametra

p, uz odgovarajuće funkcije g(x) i g1(x).

(a)

(b) (c)

Slika 5.12: (a) Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.27)
(b) funkcija g definisana sa (5.28)
(c) funkcija g1 definisana sa (5.30)

167



5 Primene

Napomena 5.5 Na osnovu nejednakosti (5.26), može se uvesti i dvoparametarska familija funkcija
{ϕp,q(x)}p,q∈P, gde je

ϕp,q(x) =


(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2− px4

(
tanx

x

)q

, x∈
(
0, π

2

)
,

0, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

)
i za vrednosti parametra p,q∈P=R. Tejlorov razvoj ϕp,q(x) u okolini

tačke 0 je

ϕp,q(x) =
(

8
45

− p
)

x4 +

(
16

315
− 1

3
pq
)

x6 +

(
104

4725
− p

(
1

18
q2 +

7
90

q
))

x8 +o
(
x8) .

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

cϕp,q,0
4 =

8
45

− p = 0

cϕp,q,0
6 =

16
315

− 1
3

pq = 0

dobijamo konstante p = 8
45 i q = 6

7 za koje je ϕp,q(x)> 0 u nekoj desnoj okolini tačke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.26).

5.4 Wilker-Cusa-Huygens nejednakosti
Rezultate u ovom potpoglavlju navodimo prema [27].

U [141] date su i dokazane sledeće teoreme.

Teorema 5.20 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

− 1
15

x4 < cosx−
(

sinx
x

)3

<− 1
15

x4 +
23

1890
x6 . (5.31)

Teorema 5.21 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

− 1
180

x4 <
sinx

x
− cosx+2

3
<− 1

180
x4 +

1
3780

x6 . (5.32)

Teorema 5.22 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

3+
(

3
20

x4 − 3
140

x6
)

1
cosx

< 2
sinx

x
+

tanx
x

< 3+
3

20cosx
x4 . (5.33)

Teorema 5.23 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

2+
(

8
45

x4 − 4
105

x6
)

1
cosx

<

(
sinx

x

)2

+
tanx

x
< 2+

8
45cosx

x4 . (5.34)

Teorema 5.24 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je( x

sinx

)2
+

x
tanx

> 2+
2

45
x4 . (5.35)

Teorema 5.25 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

3
x

sinx
+ cosx > 4+

1
10

x4 +
1

210
x6 . (5.36)
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Nejednakosti iz prethodnih teorema su u [27] poboljšane primenom koncepta raslojenosti. Pri tome,
dobijeni minimaks aproksimanti su odred-eni primenom Nike teoreme za one familije za koje je bilo
moguće primeniti ovu teoremu.

U narednim sekcijama navodimo dobijene rezultate iz [27] bez dokaza, uz neke dopune (za negativne
vrednosti parametra).

5.4.1 Poboljšanje Teoreme 5.20
Na osnovu nejednakosti (5.31), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


−cosx +

(
sinx

x

)3

− 1
15

x4 + px6, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.37)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.11 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.20.

Teorema 5.26 Neka je

A =
4π7 −7680

15π9 = 0.0098430... i B =
23

1890
= 0.012169... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
− 1

15
x4 + px6 <− 1

15
x4 +Ax6 < cosx−

(
sinx

x

)3
)

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
− 1

15
x4 + px6 < cosx−

(
sinx

x

)3

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
cosx−

(
sinx

x

)3

<− 1
15

x4 + px6 .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
cosx−

(
sinx

x

)3

<− 1
15

x4 +Bx6 <− 1
15

x4 + px6

)
i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.
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(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.010004... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =−cosx+
(

sinx
x

)3

− 1
15

x4 +0.010004... x6 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

cosx−
(

sinx
x

)3

≈− 1
15

x4 +0.010004... x6

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0024209... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.13: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.37)

5.4.2 Poboljšanje Teoreme 5.21
Na osnovu nejednakosti (5.32), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


−sinx

x
+

cosx+2
3

− 1
180

x4 + px6, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.38)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.
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Lema 5.12 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.21.

Teorema 5.27 Neka je

A =
π5−1920π+5760

45π7 = 0.00025135... i B =
1

3780
= 0.00026455... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
− 1

180
x4 + px6 <− 1

180
x4 +Ax6 <

sinx
x

− cosx+2
3

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
− 1

180
x4 + px6 <

sinx
x

− cosx+2
3

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) sinx
x

− cosx+2
3

<− 1
180

x4 + px6 .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (sinx
x

− cosx+2
3

<− 1
180

x4 +Bx6 <− 1
180

x4 + px6
)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.00025234... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =−sinx
x

+
cosx+2

3
− 1

180
x4 +0.00025234... x6 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

− cosx+2
3

≈− 1
180

x4 +0.00025234... x6

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.000014887... .
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Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.14: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.38)

5.4.3 Poboljšanje Teoreme 5.22

Na osnovu nejednakosti (5.33), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


2

sinx
x

+
tanx

x
−3− 3

20
x4 1

cosx
+ px6 1

cosx
, x∈

(
0, π

2

)
,

0, x = 0 ,

(5.39)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

)
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.13 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po parametru

p∈R.

Napomena 5.6 Neka je

A =
3π5 −640

5π7 = 0.018412... .

Tada važi da je

ϕp

(
π

2
−
)
=


+∞, p > A,

−3π5 −240π2 +320π +2240
80π2 =−0.052502... , p = A,

−∞, p < A.
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U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.22.

Teorema 5.28 Neka je

A =
3π5 −640

5π7 = 0.018412... i B =
3

140
= 0.021428... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
2

sinx
x

+
tanx

x
< 3+

3
20

x4 1
cosx

−Ax6 1
cosx

< 3+
3
20

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

))
2

sinx
x

+
tanx

x
< 3+

3
20

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
3+

3
20

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

< 2
sinx

x
+

tanx
x

.

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
3+

3
20

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

< 3+
3

20
x4 1

cosx
−Bx6 1

cosx
< 2

sinx
x

+
tanx

x

)
i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕA(x) = 2
sinx

x
+

tanx
x

−3− 3
20

x4 1
cosx

+
3π5 −640

5π7 x6 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

2
sinx

x
+

tanx
x

≈ 3+
3

20
x4 1

cosx
− 3π5 −640

5π7 x6

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕA

(
π

2
−
)∣∣∣= −3π5 −240π2 +320π +2240

80π2 =−0.052502... .

Napomena 5.7 Minimaks aproksimant u prethodnoj teoremi odred-en je na osnovu Napomene 5.6.
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Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

)
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.15: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.39)

5.4.4 Poboljšanje Teoreme 5.23

Na osnovu nejednakosti (5.34), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2− 8

45
x4 1

cosx
+ px6 1

cosx
, x∈

(
0, π

2

)
,

0, x = 0 ,

(5.40)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

)
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.14 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po parametru

p∈R.

Napomena 5.8 Neka je

A =
32π5 −5760

45π7 = 0.029670... .

Tada važi da je

ϕp

(
π

2
−
)
=


+∞, p > A,

−2π5 −90π2 +1440
45π2 =−0.13577... , p = A,

−∞, p < A.
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U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.23.

Teorema 5.29 Neka je

A =
32π5 −5760

45π7 = 0.029670... i B =
4

105
= 0.038095... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((sinx
x

)2

+
tanx

x
< 2+

8
45

x4 1
cosx

−Ax6 1
cosx

< 2+
8

45
x4 1

cosx
− px6 1

cosx

)

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

)) (sinx
x

)2

+
tanx

x
< 2+

8
45

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
2+

8
45

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

<

(
sinx

x

)2

+
tanx

x
.

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
2+

8
45

x4 1
cosx

− px6 1
cosx

< 2+
8

45
x4 1

cosx
−Bx6 1

cosx
<

(
sinx

x

)2

+
tanx

x

)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕA(x) =
(

sinx
x

)2

+
tanx

x
−2− 8

45
x4 1

cosx
+

32π5 −5760
45π7 x6 1

cosx
,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju(
sinx

x

)2

+
tanx

x
≈ 2+

8
45

x4 1
cosx

− 32π5 −5760
45π7 x6 1

cosx

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕA

(
π

2
−
)∣∣∣= −2π5 −90π2 +1440

45π2 =−0.13577... .

Napomena 5.9 Minimaks aproksimant prethodnoj teoremi odred-en je na osnovu Napomene 5.8.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

)
i za neke vrednosti parame-

tra p.
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Slika 5.16: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.40)

5.4.5 Poboljšanje Teoreme 5.24
Na osnovu nejednakosti (5.35), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


( x

sinx

)2
+

x
tanx

−2− px4, x∈
(
0, π

2

)
,

0, x = 0 ,

(5.41)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

)
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.15 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.24.

Teorema 5.30 Neka je

A =
2

45
= 0.044444... i B =

4π2 −32
π4 = 0.076773... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
2+ px4 < 2+Ax4 <

( x
sinx

)2
+

x
tanx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) ( x
sinx

)2
+

x
tanx

< 2+ px4

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
2+ px4 <

( x
sinx

)2
+

x
tanx

.
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(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (( x
sinx

)2
+

x
tanx

< 2+Bx4 < 2+ px4
)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2
−
)

po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.072425... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =
( x

sinx

)2
+

x
tanx

−2−0.072425... x4 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju( x
sinx

)2
+

x
tanx

≈ 2+0.072425... x4

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2
−
)
= 0.026471... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

)
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.17: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.41)
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5.4.6 Poboljšanje Teoreme 5.25
Na osnovu nejednakosti (5.36), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


3

x
sinx

+ cosx − 4 − 1
10

x4 − px6, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.42)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.16 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.25.

Teorema 5.31 Neka je

A =
1

210
= 0.0047619... i B =

480π−2π4−1280
5π6 = 0.0068954... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
4+

1
10

x4 + px6 < 4+
1

10
x4 +Ax6 < 3

x
sinx

+ cosx
)

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
3

x
sinx

+ cosx < 4+
1

10
x4 + px6

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
4+

1
10

x4 + px6 < 3
x

sinx
+ cosx .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
3

x
sinx

+ cosx < 4+
1

10
x4 +Bx6 < 4+

1
10

x4 + px6
)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.0066982... .
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Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) = 3
x

sinx
+ cosx−4− 1

10
x4 −0.0066982... x6 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

3
x

sinx
+ cosx ≈ 4+

1
10

x4 +0.0066982... x6

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0029637... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.18: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.42)

Napomena 5.10 Teoreme 5.26, 5.27, 5.30 i 5.31 mogu se dokazati i primenom Novog parametarskog
metoda.

5.5 Neke eksponencijalno polinomske nejednakosti
Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [121], uz izvesna poboljšanja.

U [202] data je i dokazana nejednakost iz sledeće teoreme.

Teorema 5.32 Za x∈(0,1) važi da je

1
x2 −

1
12

<
e−x

(1− e−x)2 (5.43)

i konstanta 1
12 je najbolja moguća.

Prethodna nejednakost može se svesti na MEP nejednakost i dokazati primenom razvijenog dokazi-
vača.
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U [52] data je i dokazana nejednakost iz sledeće teoreme.

Teorema 5.33 Za x∈ [0,1] i a∈R važi da je

sign(a)eax ≤ sign(a)
(
ax(1− x)+ x2(ea −1)+1

)
, (5.44)

gde je sign(a) =−1 ako je a < 0, sign(a) = 0 ako je a = 0 i sign(a) = 1 ako je a > 0.

U [52] su date i primene nejednakosti (5.44) u odred-ivanju granica za funkciju verovatnoće.

U narednim sekcijama dajemo neka poboljšanja nejednakosti iz prethodnih teorema primenom kon-
cepta raslojenosti.

5.5.1 Poboljšanje Teoreme 5.32

Na osnovu nejednakosti (5.43), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


1
x2 −

e−x

(1− e−x)2 − p, x∈(0,1] ,

1
12

− p, x = 0 ,

(5.45)

koja je definisana za x∈ [0,1] i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.17 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu [0,1] po parametru
p∈R.

Prvi izvod ϕp(x) po x je

∂ϕp(x)
∂x

=


f (x)

x3(e−x −1)3 , x∈(0,1] ,

0, x = 0 ,

gde je
f (x) =−x3e−x − x3e−2x +2−6e−x +6e−2x −2e−3x .

Primetimo da za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈R ne postoji funkcija g1(x) za koju važi da je g1(x) =

p ⇐⇒ ∂ϕp(x)
∂x

= 0 jer se parametar p ne javlja u
∂ϕp(x)

∂x
.

U Sekciji 4.4.2.4 dokazano je, primenom razvijenog dokazivača, da je f (x) > 0 na intervalu (0,1).
Dakle,

∂ϕp(x)
∂x

< 0

na intervalu (0,1), odnosno sve funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈R su monotono opadajuće na intervalu
(0,1).

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈ [0,1] i za neke vrednosti parame-
tra p.
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Slika 5.19: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.45)

Jednačina

ϕp(0) =
1

12
− p = 0

ima jedinstveno rešenje po parametru p∈R odred-eno sa

p =
1
12

.

Kako je ϕ1/12(0) = 0 i funkcija ϕ1/12(x) opadajuća, važi da je ϕ1/12(x)< 0 na intervalu (0,1).

Jednačina

ϕp(1) =
e2 −3e+1
e2 −2e+1

− p = 0

ima jedinstveno rešenje po parametru p∈R odred-eno sa

p = p1 =
e2 −3e+1
e2 −2e+1

.

Kako je ϕp1(1) = 0 i funkcija ϕp1(x) opadajuća, važi da je ϕp1(x)> 0 na intervalu (0,1).

Minimaks aproksimant familije {ϕp(x)}p∈R na intervalu (0,1) dobija se rešavanjem jednačine

ϕp(0) =−ϕp(1)

po parametru p∈R s obzirom na to da su sve funkcije iz familije {ϕp(x)}p∈R opadajuće na intervalu
(0,1). Prethodna jednačina ima jedinstveno rešenje

p =
13e2 −38e+13
24e2 −48e+24

.
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Na osnovu prethodne analize i raslojenosti, važi sledeće poboljšanje Teoreme 5.32.

Teorema 5.34 Neka je

A =
e2 −3e+1
e2 −2e+1

= 0.079326... i B =
1

12
= 0.083333... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( e−x

(1− e−x)2 <
1
x2 −A <

1
x2 − p

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) e−x

(1− e−x)2 <
1
x2 − p

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) 1
x2 − p <

e−x

(1− e−x)2 .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( 1
x2 − p <

1
x2 −B <

e−x

(1− e−x)2

)
i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Postoji tačno jedno rešenje jednačine

ϕp (0) =
∣∣ϕp (1)

∣∣
po parametru p∈(A,B), odred-eno sa

p0 =
13e2 −38e+13
24e2 −48e+24

= 0.081329... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu (0,1) je

ϕp0(x) =
1
x2 −

e−x

(1− e−x)2 −
13e2 −38e+13
24e2 −48e+24

,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

e−x

(1− e−x)2 ≈ 1
x2 −

13e2 −38e+13
24e2 −48e+24

na intervalu (0,1) sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈(0,1)

|ϕp(x)|= ϕp0 (0) =
∣∣ϕp0 (1)

∣∣= −11e2 +34e−11
24e2 −48e+24

= 0.0020034... .
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5.5.2 Poboljšanje Teoreme 5.33
Nejednakost (5.44) se razmatra u sledećim slučajevima:

(i) Za a∈(−∞,0) u obliku

(∀x∈ [0,1])
(
ax(1− x)+ x2(ea −1)+1 ≤ eax) . (5.46)

(ii) Za a∈(0,+∞) u obliku

(∀x∈ [0,1])
(
eax ≤ ax(1− x)+ x2(ea −1)+1

)
. (5.47)

(iii) Za a = 0 nejednakost se svodi na 0 ≤ 0, što je tačno.

Na osnovu nejednakosti (5.46) i (5.47), uvedimo familiju funkcija {ϕa(x)}a∈A, gde je

ϕa(x) = eax −ax(1− x)− x2(ea −1)−1 , (5.48)

koja je definisana za x∈R i za vrednosti parametra a∈A=R. Ova familija je kompresovana i u tački
0 i u tački 1.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕa(x)}a∈R za neke vrednosti parametra a.

Slika 5.20: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.48)

Lema 5.18 Familija funkcija {ϕa(x)}a∈R jeste

(i) opadajuće raslojena na (−∞,0)∪ (0,1) po parametru a∈R ,

(ii) rastuće raslojena na intervalu (1,+∞) po parametru a∈R .

Dokaz. Razmotrimo deo (i) za x∈(−∞,0)∪ (0,1) i a∈R−. Važi da je

∂ϕa(x)
∂a

= xeax − x(1− x)− x2ea

i da je
∂ 2ϕa(x)

∂a2 = x2(eax − ea) .
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Primetimo da je
∂ 2ϕa(x)

∂a2 > 0

za x∈(−∞,0)∪(0,1) i a∈R−. Stoga je familija funkcija
{

∂ϕa(x)
∂a

}
a∈R−

rastuće raslojena na (−∞,0)∪
(0,1) po parametru a ∈ R−. Član te familije je xeax − x(1 − x) − x2ea i pri tome je
lim

a→0−
(xeax−x(1−x)−x2ea) = 0 za x ∈ (−∞,0) ∪ (0,1). Odavde, s obzirom na to da je familija{

∂ϕa(x)
∂a

}
a∈R−

rastuće raslojena na (−∞,0)∪ (0,1) za negativne vrednosti parametra a, zaključujemo

da je ∂ϕa(x)
∂a

< lim
a→0−

∂ϕa(x)
∂a

= 0. Dakle, važi da je

∂ϕa(x)
∂a

< 0 (5.49)

za x∈(−∞,0)∪ (0,1) i a∈R−.

Na osnovu (5.49), polazna familija {ϕa(x)}a∈R je opadajuće raslojena na (−∞,0)∪ (0,1) po parame-
tru a∈R−.

Ostali slučajevi se analogno dokazuju. ■

Na osnovu prethodne leme i s obzirom na to da je ϕa(x) = 0 za a = 0, slede nejednakosti (5.46) i
(5.47), tj. nejednakost (5.44). Takod-e, dobija se i sledeće poboljšanje Teoreme 5.33.

Teorema 5.35 Neka a∈R.

(i) Za x∈(−∞,1] važi da je

sign(a)eax ≤ sign(a)
(
ax(1− x)+ x2(ea −1)+1

)
.

(ii) Za x∈(1,+∞) važi da je

sign(a)
(
ax(1− x)+ x2(ea −1)+1

)
≤ sign(a)eax.

5.6 Neki tipovi Mitrinović-Adamović nejednakosti
Teorema 5.36 (Mitrinović-Adamović nejednakost [139]) Za x∈

(
0, π

2

)
važi da je(

sinx
x

)3

> cosx .

Proširenja i poboljšanja Mitrinović-Adamović nejednakosti su razmatrana u mnogim radovima [23,
48,53,56,58,89,95,151,168,175,184,191,195,198,201,204,205,212,219,220,223,228,230]. U [230]
su data sledeća dva tvrd-enja.

Teorema 5.37 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

0.06593...x3 sinx <
(

sinx
x

)3

− cosx <
1

15
x3 sinx (5.50)

i konstante 0.06593... i 1
15 su najbolje moguće.

Teorema 5.38 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

1
15

x4
(

sinx
x

)23/21

<

(
sinx

x

)3

− cosx <
(

2
π

)124/21

x4
(

sinx
x

)23/21

(5.51)

i konstante 1
15 i

( 2
π

)124/21
su najbolje moguće.
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Napomena 5.11 Na osnovu nejednakosti (5.51), može se uvesti dvoparametarska familija funkcija
{ϕp,q(x)}p,q∈P, gde je

ϕp,q(x) =


(

sinx
x

)3

− cosx− px4
(

sinx
x

)q

, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p,q∈P=R. Tejlorov razvoj ϕp,q(x) u okolini

tačke 0 je

ϕp,q(x) =
(

1
15

− p
)

x4 +

(
1
6

pq− 23
1890

)
x6 +

(
41

37800
− p

(
1

72
q2 − 1

180
q
))

x8 +o
(
x8) .

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

cϕp,q,0
4 =

1
15

− p = 0

cϕp,q,0
6 =

1
6

pq− 23
1890

= 0

dobijamo konstante p= 1
15 i q= 23

21 za koje je ϕp,q(x)> 0 u nekoj desnoj okolini tačke 0. Ove vrednosti
konstanti se nalaze u nejednakosti (5.51).

Konstanta
( 2

π

)124/21
, koja se takod-e javlja u nejednakosti (5.51), može se dobiti na sličan način

(primenom Teoreme 2.2) na osnovu Tejlorovog razvoja ϕp,23/21(x) u okolini tačke π

2 .

Tejlorov razvoj ϕp,q(x) u okolini tačke π

2 je

ϕp,q(x) =
(

8
π3 −

π4

16

(
2
π

)q

p
)
+

(
1− 48

π4 +
π3

2

(
2
π

)q

p
(

1
4

q−1
))(

x− π

2

)
+

+

(
192−12π2

π5 +π2
(

2
π

)q

p
(

1
32

q
(
π2 −4q−4

)
+q− 3

2

))(
x− π

2

)2
+o
((

x− π

2

)2
)
.

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

c
ϕp,q,

π

2
0 =

8
π3 −

π4

16

(
2
π

)q

p = 0

c
ϕp,q,

π

2
1 = 1− 48

π4 +
π3

2

(
2
π

)q

p
(

1
4

q−1
)
= 0

dobijamo konstante p =
( 2

π

) π4
16 i q = −π4

16 + 7 za koje je ϕp,q(x) > 0 u nekoj levoj okolini tačke π

2 .
Primenom Teoreme 2.2, na osnovu Tejlorovog razvoja ϕp,−π4/16+7(x) u okolini tačke 0, dobijamo
konstantu p = 1

15 . Nejednakost

(
2
π

) π4
16

x4
(

sinx
x

)− π4
16 +7

<

(
sinx

x

)3

− cosx <
1

15
x4
(

sinx
x

)− π4
16 +7

za x∈
(
0, π

2

)
dokazana je i uopštena u [136] primenom Parametarskog metoda.
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U [89] je dato sledeće proširenje.

Teorema 5.39 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

1−
(

1
2
+

π3 −16
π4 xsinx

)
sin2 x <

(
sinx

x

)3

< 1−
(

1
2
+

7
120

xsinx
)

sin2 x (5.52)

i konstante π3−16
π4 i 7

120 su najbolje moguće.

Nejednakosti (5.50) i (5.51) su u [124] poboljšane primenom Parametarskog metoda, a nejednakost
(5.52) je u [135] poboljšana primenom Novog parametarskog metoda. U narednim sekcijama navo-
dimo dobijene rezultate iz [124] i [135] bez dokaza.

5.6.1 Poboljšanje Teoreme 5.37
Na osnovu nejednakosti (5.50), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


(

sinx
x

)3

− cosx− px3 sinx, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.53)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.19 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.37.

Teorema 5.40 Neka je

A = 0.065931... , B =
64
π6 = 0.066570... i C =

1
15

= 0.06 ,

gde je vrednost 0.06593... jedinstveni lokalni minimum funkcije g(x) = sin3 x−x3 cosx
x6 sinx na intervalu(

0, π

2

)
.

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
px3 sinx < Ax3 sinx ≤

(
sinx

x

)3

− cosx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima dva rešenja x(p)
0 i x(p)

1

(
x(p)

0 < x(p)
1

)
i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

)
∪
(

x(p)
1 ,

π

2

))
px3 sinx <

(
sinx

x

)3

− cosx

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,x(p)
1

)) (sinx
x

)3

− cosx < px3 sinx .
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(iii) Ako p∈ [B,C), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
px3 sinx <

(
sinx

x

)3

− cosx

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) (sinx
x

)3

− cosx < px3 sinx .

(iv) Ako p∈(C,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((sinx
x

)3

− cosx <Cx3 sinx < px3 sinx

)
i konstanta C je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.21: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.53)

5.6.2 Poboljšanje Teoreme 5.38
Na osnovu nejednakosti (5.51), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


(

sinx
x

)3

− cosx− px4
(

sinx
x

)23/21

, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.54)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.20 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.
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U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.38.

Teorema 5.41 Neka je

A =
1
15

= 0.06 i B =

(
2
π

)124/21

= 0.069495... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
px4
(

sinx
x

)23/21

< Ax4
(

sinx
x

)23/21

<

(
sinx

x

)3

− cosx

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) (sinx
x

)3

− cosx < px4
(

sinx
x

)23/21

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
px4
(

sinx
x

)23/21

<

(
sinx

x

)3

− cosx .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((sinx
x

)3

− cosx < Bx4
(

sinx
x

)23/21

< px4
(

sinx
x

)23/21
)

i konstanta B je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.22: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.54)
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5.6.3 Poboljšanje Teoreme 5.39
Na osnovu nejednakosti (5.52), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


(

sinx
x

)3

−1+
(

1
2
+ pxsinx

)
sin2 x, x∈

(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.55)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.21 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.39.

Teorema 5.42 Neka je

A =
7

120
= 0.0583 i B =

π3 −16
π4 = 0.15405... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ((sinx
x

)3

< 1−
(

1
2
+Axsinx

)
sin2 x < 1−

(
1
2
+ pxsinx

)
sin2 x

)
i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
1−
(

1
2
+ pxsinx

)
sin2 x <

(
sinx

x

)3

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) (sinx
x

)3

< 1−
(

1
2
+ pxsinx

)
sin2 x .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
1−
(

1
2
+ pxsinx

)
sin2 x < 1−

(
1
2
+Bxsinx

)
sin2 x <

(
sinx

x

)3
)

i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈(A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni maksi-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine

ϕp

(
t(p)
)
=
∣∣∣ϕp

(
π

2

)∣∣∣
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.13306... .
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Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =
(

sinx
x

)3

−1+
(

1
2
+0.13306... xsinx

)
sin2 x ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju(
sinx

x

)3

≈ 1−
(

1
2
+0.13306... xsinx

)
sin2 x

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|= ϕp0

(
t(p0)

)
=
∣∣∣ϕp0

(
π

2

)∣∣∣= 0.032963... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.23: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.55)

5.7 D’Aurizio-Sándor nejednakosti
Shafer-Fink nejednakost3 za funkciju arctanx je data sa

3x

1+2
√

1+ x2
< arctanx <

πx

1+2
√

1+ x2

za x∈R+ [63, 180]. Dokazujući jedno poboljšanje prethodne nejednakosti, J. D’Aurizio je dokazao i
nejednakost iz sledeće teoreme [63, 174].

Teorema 5.43 Za x∈
[
0, π

2

]
važi da je

cosx
cos x

2
≥ 1− 4

π2 x2 .

3 Postoji i analogna Shafer-Fink nejednakost za funkciju arcsinx [71, 77, 108, 138]. Shafer-Fink nejednakosti i tipovi
ove nejednakosti imaju primene u inženjerstvu [2, 3, 170].
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J. Sándor je zatim u [174] dao sledeće gornje ograničenje funkcije
cosx
cos x

2
.

Teorema 5.44 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

3
8
<

1− cosx
cos x

2
x2 <

4
π2 . (5.56)

U istom radu J. Sándor je takod-e dao i sledeće analogno tvrd-enje sa sinusnim funkcijama.

Teorema 5.45 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

4
π2

(
2−

√
2
)
<

2− sinx
sin x

2
x2 <

1
4
. (5.57)

Nejednakosti iz prethodnih teorema su u [128] poboljšane primenom koncepta raslojenosti. Pri tome,
dobijeni minimaks aproksimanti su odred-eni primenom Nike teoreme.

U sledeće dve sekcije dopunjeni su rezultati iz [128] (za negativne vrednosti parametra). Ti rezultati
se dobijaju upotrebom Parametarskog metoda i Novog parametarskog metoda.

U Sekciji 5.7.3, prema [125], dajemo poboljšanje jednog tipa D’Aurizio-Sándor nejednakosti iz [83,
176].

5.7.1 Poboljšanje Teoreme 5.44
Nejednakost (5.56) je ekvivalentna sa

1− 4
π2 x2 <

cosx

cos
x
2

< 1− 3
8

x2

za x∈
(
0, π

2

)
. Na osnovu prethodne nejednakosti, uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = 1− cosx

cos
x
2

− px2 , (5.58)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.22 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.44.

Teorema 5.46 Neka je

A =
3
8
= 0.375 i B =

4
π2 = 0.40528... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

))  cosx

cos
x
2

< 1−Ax2 < 1− px2


i konstanta A je najbolja moguća.
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(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

))
1− px2 <

cosx

cos
x
2

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) cosx

cos
x
2

< 1− px2 .

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) 1− px2 < 1−Bx2 <
cosx

cos
x
2


i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.39916... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) = 1− cosx

cos
x
2

−0.39916... x2 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

cosx

cos
x
2

≈ 1−0.39916... x2

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.015109... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.
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Slika 5.24: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.58)

5.7.2 Poboljšanje Teoreme 5.45
Nejednakost (5.57) je ekvivalentna sa

2− 1
4

x2 <
sinx

sin
x
2

< 2− 4(2−
√

2)
π2 x2

za x∈
(
0, π

2

)
. Na osnovu prethodne nejednakosti, uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


−2+

sinx

sin
x
2

+ px2, x∈
(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.59)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.23 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.45.

Teorema 5.47 Neka je

A =
8−4

√
2

π2 = 0.23741... i B =
1
4
= 0.25 .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

))  sinx

sin
x
2

< 2−Ax2 < 2− px2


i konstanta A je najbolja moguća.
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(ii) Ako p∈(A,B), jednačina ϕp(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je

(
∀x∈

(
0,x(p)

0

)) sinx

sin
x
2

< 2− px2

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

))
2− px2 <

sinx

sin
x
2

.

(iii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) 2− px2 < 2−Bx2 <
sinx

sin
x
2


i konstanta B je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp(x), za p∈ (A,B), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni mini-

mum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕp

(
t(p)
)∣∣∣= ϕp

(
π

2

)
po parametru p∈(A,B), numerički odred-eno sa

p0 = 0.23955... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0(x) =−2+
sinx

sin
x
2

+0.23955... x2 ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx

sin
x
2

≈ 2−0.23955... x2

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp(x)|=
∣∣∣ϕp0

(
t(p0)

)∣∣∣= ϕp0

(
π

2

)
= 0.0052842... .

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.
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Slika 5.25: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.59)

5.7.3 Poboljšanje jednog tipa D’Aurizio-Sándor nejednakosti
J. Sándor je u [176] dao sledeće uopštenje nejednakosti (5.56) uvod-enjem parametra koji je prirodan
broj.

Teorema 5.48 Za x∈
(
0, π

2

)
i bilo koji pozitivan prirodan broj n ≥ 3 važi da je

4
π2 <

1− cosx
cos x

n
x2 <

n2 −1
2n2 . (5.60)

U [83] autori su dali dodatno uopštenje D’Aurizio-Sándor nejednakosti, koje navodimo u sledećoj
teoremi.

Teorema 5.49 Za x∈
(
0, π

2

)
i p = 3,4,5, ... , važi da je

4
π2 <

1− cosx
cos x

p

x2 <
p2 −1
2p2 (5.61)

i

4
π2

(
p− csc

(
π

2p

))
<

p− sinx
sin x

p

x2 <
p2 −1

6p
. (5.62)

Dodatno, za p = 2 nejednakost (5.62) je tačna, dok nejednakost (5.61) važi sa suprotnim smerom
nejednakosti.

Nejednakost (5.60), tj. (5.61), uopštena je u [125] primenom Strategije za odred-ivanje najboljih kon-
stanti u nejednakostima. U narednim podsekcijama navodimo dobijene rezultate iz [125].
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5.7.3.1 Uopštenje leve strane nejednakosti (5.61)

Na osnovu leve strane nejednakosti (5.61), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =



1− cosx
cos x

p

x2 − 4
π2 , x∈

(
0, π

2

]
,

1
2
− 1

2p2 −
4

π2 , x = 0 ,

(5.63)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R\[−1,1].

Lema 5.24 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru p∈

P= (1,+∞).

U sledećoj teoremi dajemo uopštenje leve strane nejednakosti (5.61).

Teorema 5.50 Neka je

A =
π√

π2 −8
= 2.29760... i B =

π

2arccos π

4
= 2.35340... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(1,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) 
1− cosx

cos x
p

x2 <

1− cosx
cos x

A
x2 <

4
π2


i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

))  4
π2 <

1− cosx
cos x

B
x2 <

1− cosx
cos x

p

x2


i konstanta B je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈(1,+∞) za x ∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti

parametra p.
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Slika 5.26: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.63)

5.7.3.2 Uopštenje desne strane nejednakosti (5.61)

Na osnovu desne strane nejednakosti (5.61), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) =


1− cosx

cos x
p

x2 − p2 −1
2p2 , x∈

(
0, π

2

]
,

0, x = 0 ,

(5.64)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R\[−1,1].

Lema 5.25 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈P je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈P=
[√

15
3 ,+∞

)
.

Familija funkcija {ϕp(x)}p∈(1,+∞) nije raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru p∈P =

(
1,

√
15
3

)
jer važi sledeće tvrd-enje.

Lema 5.26 Za familiju funkcija {ϕp(x)}p∈(1,+∞), x∈
[
0, π

2

]
i p∈

(
1,

√
15
3

)
, važi da je

∂ϕp(x)
∂ p

> 0

u nekoj desnoj okolini tačke 0 i da je
∂ϕp(x)

∂ p
< 0

u nekoj levoj okolini tačke π

2 .
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U sledećoj teoremi dajemo uopštenje desne strane nejednakosti (5.61).

Teorema 5.51 Neka je

C =

√
15
3

= 1.29099... , A =
√

5 = 2.23606... i B =
π√

π2 −8
= 2.29760... .

Tada važi:

(i) Ako p∈ [C,A), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) 0 <

1− cosx
cos x

A
x2 − A2 −1

2A2 <

1− cosx
cos x

p

x2 − p2 −1
2p2


i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,+∞), važi da je

(
∀x∈

(
0,

π

2

)) 
1− cosx

cos x
p

x2 − p2 −1
2p2 <

1− cosx
cos x

B
x2 − B2 −1

2B2 < 0


i konstanta B je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈[
√

15/3,+∞) za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti

parametra p.

Slika 5.27: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.64)
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5.8 Neka ograničenja sinc funkcije preko kosinusnih funkcija

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈(1,+∞) za x ∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti

parametra p za koje ova familija nije raslojena.

(a)

(b)

Slika 5.28: (a) Funkcije ϕ1.04(x), ϕ1.11(x) i ϕ1.29(x) na intervalu
[
0, π

2

]
(b) Neraslojen deo familije funkcija koja je definisana sa (5.64)

5.8 Neka ograničenja sinc funkcije preko kosinusnih funkcija

Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [126].

Funkcija

sincx =


sinx

x
, x ̸= 0 ,

1, x = 0 ,

ima primene u matematici, prirodnim naukama i inženjerstvu. Stoga su odred-ivanje gornjih i donjih
ograničenja i aproksimacija ove funkcije predmet mnogih radova u teoriji analitičkih nejednakosti.
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Osnovna ograničenja funkcije sinc data su sa Jordan-ovom nejednakošću, koju navodimo u Potpo-
glavlju 5.9. Wilker-ove nejednakosti uvode dva donja ograničenja funkcije sinc2x, dok Mitrinović-
-Adamović nejednakost uvodi jedno donje ograničenje funkcije sinc3x.

U [85] su data sledeća ograničenja funkcije sincx preko kosinusne funkcije.

Teorema 5.52 Za x∈
(
0, π

2

)
važi da je

4
9
+

5
9

cos
(√

15
5

x
)

≥ cos
x
2

(
4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
))

≥ sinx
x

≥ cos
x
2

(
1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
))

≥ 11
27

+
16
27

cos
(

3
4

x
)
.

Napomenimo da su u istom radu autori takod-e dali i analogno tvrd-enje za hiperboličke funkcije.

Na osnovu Teoreme 5.52, u [126] su razmatrane sledeće nejednakosti:

cos
x
2

(
4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
))

≥ sincx (5.65)

sincx ≥ cos
x
2

(
1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
))

(5.66)

sincx ≥ 11
27

+
16
27

cos
(

3
4

x
)
, (5.67)

za x∈
[
0, π

2

]
.

Prethodne nejednakosti su u [126] uopštene i poboljšanje primenom Strategije za odred-ivanje najbo-
ljih konstanti u nejednakostima. Dobijene rezultate navodimo u narednim sekcijama.

5.8.1 Poboljšanje nejednakosti (5.65)
Na osnovu nejednakosti (5.65), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = cos
x
2

(
p+(1− p)cos

(√
15

10
x
))

− sincx , (5.68)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.27 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

Uopštenje nejednakosti (5.65) dajemo u sledećoj teoremi.

Teorema 5.53 Neka je

A =
2π cos

√
15π

20 −4
√

2

2π

(
cos

√
15π

20 −1
) = 0.44440... i B =

4
9
= 0.4 .
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Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,A), donja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

))(
sincx>cos

x
2

(
A+(1−A)cos

(√
15

10
x
))

>cos
x
2

(
p+(1− p)cos

(√
15

10
x
)))

i konstanta A je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(B,+∞), gornja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

))(
cos

x
2

(
p+(1− p)cos

(√
15

10
x
))

>cos
x
2

(
B+(1−B)cos

(√
15

10
x
))

>sincx
)

i konstanta B je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.29: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.68)

5.8.2 Poboljšanje nejednakosti (5.66)
Na osnovu nejednakosti (5.66), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = sincx− cos
x
2

(
pcos

x
2
+(1− p)cos

(√
5

10
x
))

, (5.69)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.

Lema 5.28 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je rastuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.
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Uopštenje nejednakosti (5.66) dajemo u sledećoj teoremi.

Teorema 5.54 Neka je

C =
π
√

2 cos
√

5π

20 −4

π

(√
2 cos

√
5π

20 −1
) = 0.16662... i D =

1
6
= 0.16 .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,C), gornja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

))(
cos

x
2

(
pcos

x
2
+(1−p)cos

(√
5

10
x
))

>cos
x
2

(
C cos

x
2
+(1−C)cos

(√
5

10
x
))

>sincx
)

i konstanta C je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(D,+∞), donja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

))(
sincx>cos

x
2

(
Dcos

x
2
+(1−D)cos

(√
5

10
x
))

>cos
x
2

(
pcos

x
2
+(1−p)cos

(√
5

10
x
)))

i konstanta D je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.30: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.69)

5.8.3 Poboljšanje nejednakosti (5.67)
Na osnovu nejednakosti (5.67), uvedimo familiju funkcija {ϕp(x)}p∈P, gde je

ϕp(x) = sincx− p− (1− p)cos
(

3
4

x
)
, (5.70)

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P= R.
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Lema 5.29 Familija funkcija {ϕp(x)}p∈R je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

]
po parametru

p∈R.

Uopštenje nejednakosti (5.67) dajemo u sledećoj teoremi.

Teorema 5.55 Neka je

E =
11
27

= 0.40740... i D =
π cos 3π

8 −2

π
(
cos 3π

8 −1
) = 0.41135... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞,E), donja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
sincx > E +(1−E)cos

(
3
4

x
)
> p+(1− p)cos

(
3
4

x
))

i konstanta E je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(F,+∞), gornja ograničenja funkcije sinc su data sa(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (
p+(1− p)cos

(
3
4

x
)
> F +(1−F)cos

(
3
4

x
)
> sincx

)
i konstanta F je najbolja moguća.

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕp(x)}p∈R za x∈
[
0, π

2

]
i za neke vrednosti parame-

tra p.

Slika 5.31: Neke funkcije iz raslojene familije definisane sa (5.70)
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5.8.4 Poboljšanja Teoreme 5.52
U ovoj sekciji, na osnovu rezultata iz prethodnih sekcija, navodimo neka poboljšanja Teoreme 5.52,
tj. Teoreme 1.1 iz [85].

Na osnovu Teorema 5.53 i 5.54, važi sledeća teorema.

Teorema 5.56 Za x∈
(
0, π

2

)
važi:

(i) Ako p1∈
[4

9 ,+∞
)

i p2∈
[1

6 ,+∞
)
, važi da je

cos
x
2

(
p1+(1−p1)cos

(√
15

10
x
))

> sincx > cos
x
2

(
p2 cos

x
2
+(1−p2)cos

(√
5

10
x
))

.

(ii) Ako p1∈

(
−∞,

2π cos
√

15π

20 −4
√

2

2π

(
cos

√
15π

20 −1
)
]

i p2∈

(
−∞,

π
√

2 cos
√

5π

20 −4

π

(√
2 cos

√
5π

20 −1
)
]

, važi da je

cos
x
2

(
p2 cos

x
2
+(1−p2)cos

(√
5

10
x
))

> sincx > cos
x
2

(
p1+(1−p1)cos

(√
15

10
x
))

.

Na osnovu Teorema 5.53, 5.54 i 5.55, važi sledeća teorema.

Teorema 5.57 Za x∈
(
0, π

2

]
i

A =
2π cos

√
15π

20 −4
√

2

2π

(
cos

√
15π

20 −1
) = 0.44440... , C =

π
√

2 cos
√

5π

20 −4

π

(√
2 cos

√
5π

20 −1
) = 0.16662...

i F =
π cos 3π

8 −2

π
(
cos 3π

8 −1
) = 0.41135...

važi da je

F +(1−F)cos
(

3
4

x
)

≥ min
{

cos
x
2

(
C cos

x
2
+(1−C)cos

(√
5

10
x
))

, cos
x
2

(
4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
))}

≥ sincx

≥ max
{

cos
x
2

(
A+(1−A)cos

(√
15

10
x
))

, cos
x
2

(
1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
))}

≥ 11
27

+
16
27

cos
(

3
4

x
)
,

gde je

min
{

cos
x
2

(
C cos

x
2
+(1−C)cos

(√
5

10
x
))

, cos
x
2

(
4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
))}

=


cos

x
2

(
4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
))

, za x∈(0,x1);

cos
x
2

(
C cos

x
2
+(1−C)cos

(√
5

10
x
))

, za x∈
[
x1,

π

2

)
,
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pri čemu je x1 = 1.36898... jedinstveno rešenje jednačine

4
9
+

5
9

cos
(√

15
10

x
)
=C cos

x
2
+(1−C)cos

(√
5

10
x
)

za x∈
(
0, π

2

)
i

max
{

cos
x
2

(
A+(1−A)cos

(√
15

10
x
))

, cos
x
2

(
1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
))}

=


cos

x
2

(
1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
))

, za x∈(0,x2);

cos
x
2

(
A+(1−A)cos

(√
15

10
x
))

, za x∈
[
x2,

π

2

)
,

pri čemu je x2 = 1.27247... jedinstveno rešenje jednačine

1
6

cos
x
2
+

5
6

cos
(√

5
10

x
)
= A+(1−A)cos

(√
15

10
x
)

za x∈
(
0, π

2

)
.

5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti
Rezultate u ovom potpoglavlju dajemo prema [133, 135], uz neka poboljšanja.

Teorema 5.58 (Jordan-ova nejednakost [138]) Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
≤ sinx

x
< 1.

Proširenja i poboljšanja Jordan-ove nejednakosti razmatrali su mnogi autori [4, 12, 28, 39, 66, 91, 93,
99,102,150,155,164–167,205,208,210,211,213–215]. Neka od tih poboljšanja navodimo u nastavku.

Teorema 5.59 [166] Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
+

2
π2 (π −2x)≥ sinx

x
≥ 2

π
+

π −2
π2 (π −2x). (5.71)

Teorema 5.60 [165] Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
+

1
π3 (π

2 −4x2)≤ sinx
x

≤ 2
π
+

π −2
π3 (π2 −4x2). (5.72)

Teorema 5.61 [66] Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
+

2
3π4 (π

3 −8x3)≤ sinx
x

≤ 2
π
+

π −2
π4 (π3 −8x3). (5.73)

Teorema 5.62 [91] Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
+

1
2π5 (π

4 −16x4)≤ sinx
x

≤ 2
π
+

π −2
π5 (π4 −16x4). (5.74)
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U [102] je dato sledeće tvrd-enje kojim se uopštavaju prethodne nejednakosti, koje su date sa
(5.71)–(5.74), i uvodi se familija nejednakosti.

Teorema 5.63 Za x∈
(
0, π

2

]
važi da je

2
π
+

π −2
π2 (π −2x)≤ sinx

x
≤ 2

π
+

2
π2 (π −2x) (5.75)

i
2
π
+

2
nπn+1 (π

n − (2x)n)≤ sinx
x

≤ 2
π
+

π −2
πn+1 (πn − (2x)n) (za n ≥ 2,n∈N), (5.76)

pri čemu jednakosti važe ako i samo ako je x = π

2 . Pri tome, konstante π−2
π2 i 2

π2 iz (5.75) i konstante
2

nπn+1 i π−2
πn+1 iz (5.76) su najbolje moguće.

U narednim sekcijama dajemo neka poboljšanja prethodnih teorema primenom koncepta raslojenosti.
Za dokazivanje nejednakosti, takod-e ćemo koristiti i Lopitalovo pravilo za monotonost [161].

Lema 5.30 (Teorema B [197], Lopitalovo pravilo za monotonost) Neka su funkcije f (x) i g(x) dife-
rencijabilne na intervalu (a,b). Pretpostavimo da je g′(x) > 0 na intervalu (a,b) ili da je g′(x) < 0
na intervalu (a,b). Takod-e, pretpostavimo da je f (a+) = g(a+) = 0 ili f (b−) = g(b−) = 0. Ukoliko

je funkcija
f ′(x)
g′(x)

rastuća (tj. opadajuća) na intervalu (a,b), tada je i funkcija
f (x)
g(x)

takod-e rastuća (tj.

opadajuća) na intervalu (a,b).

5.9.1 Poboljšanje Teoreme 5.63

Na osnovu nejednakosti (5.76), uvedimo dvoparametarsku familiju funkcija {ϕp,q(x)}p∈R,q∈R+ , gde
je

ϕp,q(x) =


sinx

x
− 2

π
− p(πq − (2x)q) , x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
− pπq, x = 0 .

(5.77)

Lema 5.31 Dvoparametarska familija funkcija {ϕp,q(x)}p∈R,q∈R+ jeste

(i) opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru p∈R za fiksirano q∈R+,

(ii) opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru q∈R+ za fiksirano p∈R+,

(iii) rastuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru q∈R+ za fiksirano p∈R−.

Dokaz.

(i) Važi da je

∂ϕp,q(x)
∂ p

=

{
(2x)q −πq, x∈

(
0, π

2

]
,

−πq, x = 0 .

Za x∈
[
0, π

2

)
i q∈R+ evidentno je ∂ϕp,q(x)

∂ p < 0.
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(ii), (iii) Važi da je
∂ϕp,q(x)

∂q
=

{
p((2x)q ln(2x)−πq ln(π)) , x∈

(
0, π

2

]
,

−pπq ln(π), x = 0 .

Za x∈
[
0, π

2

)
i p,q∈R+ evidentno je ∂ϕp,q(x)

∂q < 0.

Za x∈
[
0, π

2

)
, q∈R+ i p∈R− evidentno je ∂ϕp,q(x)

∂q > 0. ■

Lema 5.32 Neka je

A(q) =
π −2
πq+1 i B(q) =

2
qπq+1 .

Tada važi:

(i) Familija funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R+ je opadajuće raslojena na intervalu
(
0, π

2

)
po parametru

q∈R+.

(ii) Familija funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R+ je rastuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru q∈

R+.

Dokaz.

(i) Za A(q) =
π −2
πq+1 dobija se jednoparametarska familija funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R+ koja je defini-

sana sa

ϕA(q),q(x) =


sinx

x
−1+

(
2x
π

)q(
1− 2

π

)
, x∈

(
0, π

2

]
,

0, x = 0 .

Važi da je
∂ϕA(q),q(x)

∂q
=

(
1− 2

π

)(
2x
π

)q

ln
2x
π

< 0

na intervalu
(
0, π

2

)
za q∈R+.

(ii) Za B(q) =
2

qπq+1 dobija se jednoparametarska familija funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R+ koja je defi-

nisana sa

ϕB(q),q(x) =


sinx

x
− 2

π
− 2

qπ
+

2q+1xq

qπq+1 , x∈
(
0, π

2

]
,

1− 2
π
− 2

qπ
, x = 0 .

Ispitajmo znak

∂ϕB(q),q(x)
∂q

=
2

q2π
+

2q+1xq (q ln 2+q ln x−q ln π −1)
q2πq+1

=
2

q2π

(
2x
π

)q(
ln
(

2x
π

)q

+
(

π

2x

)q
−1
)

na intervalu
(
0, π

2

)
za q∈R+. Neka je t =

(2x
π

)q
. Formirajmo funkciju

g(t) = ln(t)+
1
t
−1 : (0,1)−→ R .

Važi da je

g′(t) =
1
t
− 1

t2 < 0
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za t ∈ (0,1). Dakle, funkcija g(t) je opadajuća na intervalu (0,1). S obzirom na to da je g(t)
opadajuća funkcija i da je g(1) = 0, zaključujemo da je

g(t)> 0

za t∈(0,1). Dakle, važi da je
∂ϕB(q),q(x)

∂q
> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
za q∈R+.

Takod-e, za x = 0 i q∈R+ evidentno je
(

∂ϕB(q),q

∂q

)
(x)
∣∣∣
x=0

=
2

q2π
> 0 . ■

Na osnovu analize familije {ϕA(q),q(x)}q∈R+ na intervalu (0, π

2 ), dobija se sledeća teorema.

Teorema 5.64 Neka je

q1 =
2

π −2
= 1.75193... i q2 = 2 .

Tada važi:

(i) Ako q∈(0,q1), tada su donja ograničenja funkcije sinx
x data sa(

∀x∈
(

0,
π

2

)) ( 2
π
+A(q)(πq − (2x)q)<

2
π
+A(q1)(π

q1 − (2x)q1)<
sinx

x

)
i konstanta q1 je najbolja moguća.

(ii) Ako q∈(q1,q2), jednačina ϕA(q),q(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(q)0 i važi da je(
∀x∈

(
0,x(q)0

)) 2
π
+A(q)(πq − (2x)q)<

sinx
x

i (
∀x∈

(
x(q)0 ,

π

2

)) sinx
x

<
2
π
+A(q)(πq − (2x)q) .

(iii) Ako q∈(q2,+∞), tada su gornja ograničenja funkcije sinx
x data sa(

∀x∈
(

0,
π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+A(q2)(π

q2 − (2x)q2)<
2
π
+A(q)(πq − (2x)q)

)
i konstanta q2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕA(q),q(x), za q ∈ (q1,q2), ima tačno jedan lokalni maksimum i tačno jedan

lokalni minimum na intervalu
(
0, π

2

)
u tačkama

(
t(q)1 ,ϕA(q),q

(
t(q)1

))
i
(

t(q)2 ,ϕA(q),q

(
t(q)2

))
,

respektivno. Pri tome je t(q)1 < t(q)2 .

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣∣ϕA(q),q

(
t(q)1

)∣∣∣= ∣∣∣ϕA(q),q

(
t(q)2

)∣∣∣
po parametru q∈(q1,q2), numerički odred-eno sa

q0 = 1.84823... .
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Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R+ na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕA(q0),q0(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.043803...

(
π

1.84823...− (2x)1.84823...
)
,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.043803...

(
π

1.84823...− (2x)1.84823...
)

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
q∈R+

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕA(q),q(x)|=
∣∣∣ϕA(q0),q0

(
t(q0)
1

)∣∣∣= ∣∣∣ϕA(q0),q0

(
t(q0)
2

)∣∣∣= 0.0026604... .

Dokaz.

(i), (ii), (iii) Pokazaćemo da su ispunjeni uslovi (1), (2) i (3) Teoreme 2.12 (Parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R+ , na osnovu Leme 5.32, opadajuće
raslojena na intervalu

(
0, π

2

)
po parametru q∈R+.

Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Za x∈
(
0, π

2

)
i q∈R+ važi sledeća ekvivalencija

ϕA(q),q(x) = 0 ⇐⇒ q = g(x) =
ln

x(π −2)
π(x− sinx)

ln
π

2x

. (5.78)

U nastavku, primenom Lopitalovog pravila za monotonost, dokazujemo da je funkcija g(x)
monotono opadajuća na intervalu

(
0, π

2

)
.

Primetimo da je

g(x) =
f1(x)
f2(x)

za

f1(x) = ln
x(π −2)

π(x− sinx)
i f2(x) = ln

π

2x

i pri tome je f1
(

π

2−
)
= 0 i f2

(
π

2−
)
= 0. Dalje, formiramo funkciju

h(x) =
f ′1(x)
f ′2(x)

=
−xcosx+ sinx

x− sinx

i dokazujemo da je ona opadajuća na intervalu
(
0, π

2

)
. Važi da je

h′(x) =
xcosx+ cosxsinx+ x2 sinx− sinx− x

(x− sinx)2 .

Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

xcosx+ cosxsinx+ x2 sinx− sinx− x < 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. Samim tim je

h′(x)< 0
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na posmatranom intervalu, tj. h(x) = f ′1(x)
f ′2(x)

je opadajuća funkcija na intervalu
(
0, π

2

)
. Na osnovu

Lopitalovog pravila za monotonost (Leme 5.30), zaključujemo da je i funkcija g(x) = f1(x)
f2(x)

opadajuća na intervalu
(
0, π

2

)
, čime je dokazana ispunjenost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

lim
x→0+

g(x) = 2 i lim
x→ π

2 −
g(x) =

2
π −2

= 1.75193... .

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.12, odakle slede tvrd-enja (i), (ii) i (iii).

(iv), (v) Ispitajmo monotonost funkcija ϕA(q),q(x), za q∈ (q1,q2), na intervalu (0, π

2 ). Četvrti izvod
ϕA(q),q(x) po x je

∂ 4ϕA(q),q(x)
∂x4 =

xq+1 f4(q)+h4(x)
x5 ,

gde je
f4(q) = π

−q−12qq(q−1)(q−2)(q−3)(π −2)

i
h4(x) = 4x

(
x2 −6

)
cosx+

(
x4 −12x2 +24

)
sinx .

Evidentno je
f4(q)> 0

za q∈(q1,q2). Važi da je
h′4(x) = x4 cosx > 0

za x∈ (0, π

2 ). Dakle, funkcija h4(x) je rastuća na intervalu (0, π

2 ). Kako je h4(0+) = 0, važi da
je

h4(x)> 0

na intervalu (0, π

2 ). Stoga je
∂ 4ϕA(q),q(x)

∂x4 > 0 (5.79)

na intervalu (0, π

2 ) za q∈ (q1,q2). Dakle, svaka funkcija
∂ 3ϕA(q),q(x)

∂x3 , za q∈ (q1,q2), rastuća je
na intervalu (0, π

2 ). Treći izvod ϕA(q),q(x) po x je

∂ 3ϕA(q),q(x)
∂x3 =

xq+1 f3(q)+h3(x)
x4 ,

gde je

f3(q) = π
−q−12qq(q−1)(q−2)(π −2) i h3(x) =

(
−x3 +6x

)
cosx+

(
3x2 −6

)
sinx .

Evidentno je
f3(q)< 0

za q∈(q1,q2). Važi da je

lim
x→0+

f3(q)
x3−q =−∞ (za q∈(q1,q2)) i lim

x→0+

h3(x)
x4 = lim

x→0+

h′3(x)
(x4)′

= lim
x→0+

x3 sinx
4x3 = 0 .

Stoga je

lim
x→0+

∂ 3ϕA(q),q(x)
∂x3 =−∞ (5.80)
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za q∈(q1,q2). Važi da je

lim
x→ π

2 −

∂ 3ϕA(q),q(x)
∂x3 =

(8π −16)q3 +(48−24π)q2 +(16π −32)q+12π2 −96
π4 := k3(q) .

S obzirom na to da je k′3(q) =
8

π4 (3q2 − 6q+ 2)(π − 2) > 0 za q∈ (q1,q2), važi da je k3(q)

rastuća funkcija za q∈ (q1,q2). Kako je k3(q) rastuća funkcija i k3(q1) =
12π3−48π2−16π+160

π3(π−2)2 =

0.19968... > 0, može se zaključiti da je

lim
x→ π

2 −

∂ 3ϕA(q),q(x)
∂x3 > 0 (5.81)

za q∈ (q1,q2). Na osnovu (5.79)–(5.81), svaka funkcija
∂ 2ϕA(q),q(x)

∂x2 , za q∈ (q1,q2), ima tačno
jedan minimum na intervalu (0, π

2 ). Drugi izvod ϕA(q),q(x) po x je

∂ 2ϕA(q),q(x)
∂x2 =

xq+1 f2(q)+h2(x)
x3 ,

gde je

f2(q) = π
−q−12qq(q−1)(π −2) i h2(x) =−2xcosx−

(
x2 −2

)
sinx .

Evidentno je
f2(q)> 0

za q∈(q1,q2). Važi da je

lim
x→0+

f2(q)
x2−q =+∞ (za q∈(q1,q2)) i lim

x→0+

h2(x)
x3 = lim

x→0+

h′2(x)
(x3)′

= lim
x→0+

−x2 cosx
3x2 =−1

3
.

Stoga je

lim
x→0+

∂ 2ϕA(q),q(x)
∂x2 =+∞ (5.82)

za q∈(q1,q2). Važi da je

lim
x→ π

2 −

∂ 2ϕA(q),q(x)
∂x2 =

(4π −8)q2 +(−4π +8)q−2π2 +16
π3 := k2(q) .

S obzirom na to da je k′2(q) =
4

π3 (2q− 1)(π − 2) > 0 za q∈ (q1,q2), važi da je k2(q) rastuća

funkcija za q∈(q1,q2). Kako je k2(q) rastuća funkcija i k2(q1) =
−2π2+4π+8

π2(π−2) = 0.073414... > 0,
može se zaključiti da je

lim
x→ π

2 −

∂ 2ϕA(q),q(x)
∂x2 > 0 (5.83)

za q∈ (q1,q2). Dokazali smo da svaka funkcija
∂ 2ϕA(q),q(x)

∂x2 , za q∈ (q1,q2), ima tačno jedan

minimum na intervalu (0, π

2 ). Stoga, na osnovu (5.82) i (5.83), za funkcije
∂ϕA(q),q(x)

∂x
, za
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q∈ (q1,q2), postoje dve mogućnosti: ili su rastuće ili imaju tačno jedan maksimum i tačno
jedan minimum na intervalu (0, π

2 ) respektivno. Dokazaćemo da je

lim
x→0+

∂ϕA(q),q(x)
∂x

= 0 , lim
x→ π

2 −

∂ϕA(q),q(x)
∂x

> 0 i
(

∂ϕA(q),q

∂x

)
(x)
∣∣∣
x= π

4

< 0 (∗)

za q∈(q1,q2), odakle sledi da funkcije
∂ϕA(q),q(x)

∂x
, za q∈(q1,q2), imaju tačno jedan maksimum

i tačno jedan minimum na intervalu (0, π

2 ) respektivno. Prvi izvod ϕA(q),q(x) po x je

∂ϕA(q),q(x)
∂x

=
xq+1 f1(q)+h1(x)

x2 ,

gde je
f1(q) = π

−q−12qq(π −2) i h1(x) = xcosx− sinx .

Važi da je

lim
x→0+

f1(q)
x1−q = 0 (za q∈(q1,q2)) i lim

x→0+

h1(x)
x2 = 0 .

Stoga je

lim
x→0+

∂ϕA(q),q(x)
∂x

= 0 (5.84)

za q∈(q1,q2). Lako je pokazati da je

lim
x→ π

2 −

∂ϕA(q),q(x)
∂x

=
2(q(π −2)−2)

π2 > 0 (5.85)

za q∈(q1,q2). Ispitajmo znak funkcija ϕA(q),q(x), za q∈(q1,q2), u tački x = π

4 . Važi da je(
∂ϕA(q),q

∂x

)
(x)
∣∣∣
x= π

4

=
2−qq(4π −8)+2

√
2(π −4)

π2 := k1(q) .

S obzirom na to da je k′1(q) =
−4 ·2−q(π −2)(q ln2−1)

π2 < 0 za q∈ (q1,q2), važi da je k1(q)

opadajuća funkcija. Kako je k1(q) opadajuća funkcija i k1(q1)=
2

3π−8
π−2 π−2

4π−10
π−2 +(2π2−12π+16)

√
2

(π−2)π2 =

−0.0053418... < 0, može se zaključiti da je(
∂ϕA(q),q

∂x

)
(x)
∣∣∣
x= π

4

< 0 (5.86)

za q∈ (q1,q2). Stoga svaka funkcija
∂ϕA(q),q(x)

∂x
, za q∈ (q1,q2), ima tačno jedan maksimum i

tačno jedan minimum na intervalu (0, π

2 ) respektivno. Napomenimo da (∗) označava konjukciju

(5.84) i (5.85) i (5.86). Dodatno, na osnovu monotonosti funkcija
∂ϕA(q),q(x)

∂x
za q∈ (q1,q2) i

(∗), možemo zaključiti i da svaka funkcija ϕA(q),q(x), za q∈(q1,q2), ima tačno jedan maksimum
i tačno jedan minimum na intervalu (0, π

2 ), respektivno.

Analizom monotonosti funkcija
∂ 4ϕA(q),q(x)

∂x4 ,
∂ 3ϕA(q),q(x)

∂x3 ,
∂ 2ϕA(q),q(x)

∂x2 ,
∂ϕA(q),q(x)

∂x
, i ϕA(q),q(x)

za q = q1 i za q = q2, na sličan način, može se zaključiti da funkcija ϕA(q),q(x), za q = q1, ima
tačno jedan maksimum na intervalu (0, π

2 ), dok funkcija ϕA(q),q(x), za q = q2, ima tačno jedan
minimum na intervalu (0, π

2 ).
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

Primetimo da infimum greške d(q) = sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕA(q),q(x)|, za q∈(q1,q2), postoji i dostiže se kada

je ∣∣∣ϕA(q),q

(
t(q)1

)∣∣∣= ∣∣∣ϕA(q),q

(
t(q)2

)∣∣∣ .
Rešavanjem prethodne jednačine po parametru q∈ (q1,q2) dobija se minimaks aproksimant
familije {ϕA(q),q(x)}q∈R. ■

Razmatranje ϕA(q),q(x) u slučaju q ≤ 0. Za q < 0 važi da je

lim
x→0+

ϕA(q),q(x) = lim
x→0+

(
sinx

x
−1+

(
2x
π

)q(
1− 2

π

))
=+∞ .

Analogno dokazu Leme 5.32, može se pokazati i da je familija funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R opadajuće
raslojena na intervalu

(
0, π

2

)
po parametru q∈R. Na osnovu te činjenice i dela (i) prethodne teoreme,

za q ≤ 0 važi da je ϕA(q),q(x)> 0 na intervalu (0, π

2 ).

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕA(q),q(x)}q∈R za x∈(0, π

2 ) i za neke vrednosti para-
metra q, uz odgovarajuću funkciju g(x).

(a) (b)

Slika 5.32: (a) Neke funkcije iz raslojene familije {ϕA(q),q(x)}q∈R na intervalu (0, π

2 )
(b) funkcija g definisana sa (5.78) ■

Na osnovu analize familije {ϕB(q),q(x)}q∈R+ na segmentu [0, π

2 ], dobija se sledeća teorema.

Teorema 5.65 Neka je

q1 =
π2

4
−1 = 1.46740... i q2 =

2
π −2

= 1.75193... .
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Tada važi:

(i) Ako q∈(0,q1), tada su gornja ograničenja funkcije sinx
x data sa(

∀x∈
(

0,
π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+B(q1)(π

q1 − (2x)q1)<
2
π
+B(q)(πq − (2x)q)

)
i konstanta q1 je najbolja moguća.

(ii) Ako q∈(q1,q2), jednačina ϕB(q),q(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(q)0 i važi da je(
∀x∈

(
0,x(q)0

)) sinx
x

<
2
π
+B(q)(πq − (2x)q)

i (
∀x∈

(
x(q)0 ,

π

2

)) 2
π
+B(q)(πq − (2x)q)<

sinx
x

.

(iii) Ako q∈(q2,+∞), tada su donja ograničenja funkcije sinx
x data sa(

∀x∈
(

0,
π

2

)) ( 2
π
+B(q)(πq − (2x)q)<

2
π
+B(q2)(π

q2 − (2x)q2)<
sinx

x

)
i konstanta q2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕB(q),q(x), za q∈ (q1,q2), ima tačno jednu lokalnu ekstremnu vrednost, koja je

maksimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(q),ϕB(q),q

(
t(q)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣ϕB(q),q (0+)
∣∣= ϕB(q),q

(
t(q)
)

po parametru q∈(q1,q2), numerički odred-eno sa

q0 = 1.72287... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R+ na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕB(q0),q0(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.051415...

(
π

1.72287...− (2x)1.72287...
)
,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.051415...

(
π

1.72287...− (2x)1.72287...
)

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
q∈R+

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕB(q),q(x)|=
∣∣ϕB(q0),q0 (0+)

∣∣= ϕB(q0),q0

(
t(q0)

)
= 0.0061296... .

Dokaz. Pokazaćemo da su ispunjeni uslovi (1)–(5) Teoreme 2.19 (Novi parametarski metod).

Uslov (1) je ispunjen jer je familija funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R+ kompresovana u tački π

2 i, na osnovu
Leme 5.32, rastuće raslojena na intervalu

[
0, π

2

)
po parametru q∈R+.
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Uslov (2) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Za x∈
(
0, π

2

)
i q∈R+ važi sledeća ekvivalencija

∂ϕB(q),q(x)
∂x

=

xcosx− sinx+
(

2x
π

)q+1

x2 = 0 ⇐⇒ q = g1(x) =
ln

2x
π(−xcosx+ sinx)

ln
π

2x

. (5.87)

U nastavku, primenom Lopitalovog pravila za monotonost, dokazujemo da je funkcija g(x) monotono
opadajuća na intervalu

(
0, π

2

)
.

Primetimo da je

g1(x) =
f1(x)
f2(x)

za
f1(x) = ln

2x
π(−xcosx+ sinx)

i f2(x) = ln
π

2x

i pri tome je f1
(

π

2−
)
= 0 i f2

(
π

2−
)
= 0. Dalje, formiramo funkciju

h(x) =
f ′1(x)
f ′2(x)

=
xcosx+ x2 sinx− sinx

−xcosx+ sinx

i dokazujemo da je ona opadajuća na intervalu
(
0, π

2

)
. Važi da je

h′(x) =
−x(xcosxsinx−2sin2 x+ x2)

(−xcosx+ sinx)2 .

Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

xcosxsinx−2sin2 x+ x2 > 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. Samim tim je

h′(x)< 0

na posmatranom intervalu, tj. h(x) = f ′1(x)
f ′2(x)

je opadajuća funkcija na intervalu
(
0, π

2

)
. Na osnovu Lopi-

talovog pravila za monotonost (Leme 5.30), zaključujemo da je i funkcija g1(x) =
f1(x)
f2(x)

opadajuća na
intervalu

(
0, π

2

)
, čime je dokazana ispunjenost uslova (2).

Uslov (3) je ispunjen jer postoje granične vrednosti

lim
x→0+

g1(x) = 2 i lim
x→ π

2 −
g1(x) =

π2

4
−1 = 1.46740... .

Uslov (4) je ispunjen jer postoji jedinstveno rešenje jednačine

ϕB(q),q (0) =
(π −2)q−2

π q
= 0

po parametru q∈
(

π2

4 −1,2
)

, odred-eno sa

q =
2

π −2
.
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Uslov (5) je ispunjen jer postoji leva okolina tačke π

2 u kojoj je ϕB(q),q(x)> 0 za q∈
(

π2

4 −1,2
)

, što
se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

ϕB(q),q(x) =
4q−π2 +4

π3

(
x− π

2

)2
+o
((

x− π

2

)2
)
.

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.19, odakle sledi navedeno tvrd-enje. ■

Razmatranje ϕB(q),q(x) u slučaju q < 0. Za q < 0 važi da je

lim
x→0+

ϕB(q),q(x) = lim
x→0+

(
sinx

x
− 2

π
− 2

qπ
+

2q+1xq

qπq+1

)
=−∞ .

Analogno dokazu Leme 5.32, može se pokazati i da je familija funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R\{0} rastuće
raslojena na intervalu

(
0, π

2

)
po parametru q∈R\{0}. Na osnovu te činjenice i dela (i) prethodne

teoreme, za q < 0 važi da je ϕB(q),q(x)< 0 na intervalu (0, π

2 ).

Na sledećoj slici je prikazana familija funkcija {ϕB(q),q(x)}q∈R\{0} za x∈ (0, π

2 ) i za neke vrednosti
parametra q, uz odgovarajuću funkciju g1(x).

(a) (b)

Slika 5.33: (a) Neke funkcije iz raslojene familije {ϕB(q),q(x)}q∈R\{0} na intervalu (0, π

2 )
(b) funkcija g1 definisana sa (5.87) ■

Napomena 5.12

(i) Važi da je
∂ϕA(q),q(x)

∂x
=

cosx
x

− sinx
x2 +

(π −2)2qxq

πq+1x
q .

Jednačina
∂ϕA(q),q(x)

∂x
= 0

ne može se simbolički rešiti po q bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lamber-
tove funkcije). Zbog toga u dokazu Teoreme 5.64 nismo koristili Novi parametarski metod nego
Parametarski metod.
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(ii) U Teoremi 5.65 je prema [133, 135] primenjen Novi parametarski metod na familiju funkcija
{ϕB(q),q(x)}q∈R+ za x∈ [0, π

2 ]. Na ovu familiju nismo primenjivali Parametarski metod jer se
jednačina

ϕB(q),q(x) =
sinx

x
− 2

π
− 2

qπ
+

2q+1xq

qπq+1 = 0

ne može simbolički rešiti po q bez upotrebe neke od specijalnih funkcija (na primer, Lambertove
funkcije).

Na osnovu prethodne analize, dajemo sledeće poboljšanje Teoreme 5.63.

Teorema 5.66 Za x∈
(
−∞, π

2

]
važi:

(i) Ako q1∈
(
−∞, 2

π−2

]
= (−∞,1.75193...] i q2∈(−∞,0)∪

(
0, π2

4 −1
]
= (−∞,0)∪(0,1.46740...],

važi da je
2
π
+

π −2
πq1+1 (π

q1 − (2x)q1)≤ sinx
x

≤ 2
π
− 2

q2πq2+1 (π
q2 − (2x)q2) ,

pri čemu jednakosti važe za x = π

2 .

(ii) Ako q1∈
[ 2

π−2 ,+∞
)
= [1.75193...,+∞) i q2∈ [2,+∞), važi da je

2
π
− 2

q1πq1+1 (π
q1 − (2x)q1)≤ sinx

x
≤ 2

π
+

π −2
πq2+1 (π

q2 − (2x)q2) ,

pri čemu jednakosti važe za x = π

2 .

Napomena 5.13 Posmatrajmo dvoparametarsku familiju funkcija {ϕp,q(x)}p∈R,q∈R+ , gde je

ϕp,q(x) =


sinx

x
− 2

π
− p(πq − (2x)q) , x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
− pπq, x = 0 .

Tejlorov razvoj {ϕp,q(x)}p,q∈R u okolini tačke π

2 je

ϕp,q(x) =
(
− 4

π2 +
2
π

πq pq
)(

x− π

2

)
+

(
8−π2

π3 +
2

π2 πq pq(q−1)
)(

x− π

2

)2
+

+

(
2(π2 −8)

π4 +
4

3π3 πq pq(q2 −3q+2)
)(

x− π

2

)3
+o
((

x− π

2

)3
)
.

Prema Teoremi 2.4, rešavanjem sistema

c
ϕp,q,

π

2
1 = − 4

π2 +
2
π

πq pq = 0

c
ϕp,q,

π

2
2 =

8−π2

π3 +
2

π2 πq pq(q−1) = 0

dobijamo konstante p = 8
π(π2−4)π

− π2
4 +1 i q = π2

4 − 1 za koje je ϕp,q(x) < 0 u nekoj levoj okolini
tačke π

2 .
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Na osnovu Teoreme 5.66, za p = 8
π(π2−4)π

− π2
4 +1 i q = π2

4 − 1, važi da je ϕp,q(x) < 0 na intervalu(
0, π

2

)
, tj. važi nejednakost

sinx
x

<
2
π
+

8
π(π2 −4)

1−
(

2x
π

) π2
4 −1


za x∈

(
0, π

2

)
.

5.9.2 Poboljšanje teorema 5.59–5.62
Sa ciljem poboljšanja nejednakosti (5.71), analizirajmo familiju funkcija {ϕp,1(x)}p∈P, gde je

ϕp,1(x) =


sinx

x
− 2

π
− p(π −2x), x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
−π p, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P=R. Familija {ϕp,1(x)}p∈R je, na osnovu

Leme 5.31, opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru p∈R.

Primenom rezultata iz prethodne sekcije i Ogledalske Nike teoreme (Teoreme 2.6), dajemo sledeće
poboljšanje Teoreme 5.59.

Teorema 5.67 Neka je

p1 =
π −2

π2 = 0.11566... i p2 =
2

π2 = 0.20264... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞, p1), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( 2
π
+ p(π −2x)<

2
π
+ p1(π −2x)<

sinx
x

)
i konstanta p1 je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(p1, p2), jednačina ϕp,1(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) sinx
x

<
2
π
+ p(π −2x)

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) 2
π
+ p(π −2x)<

sinx
x

.

(iii) Ako p∈(p2,+∞), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+ p2(π −2x)<

2
π
+ p(π −2x)

)
i konstanta p2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp,1(x), za p∈ (p1, p2), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni

maksimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp,1

(
t(p)
))

.

218



5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine∣∣ϕp,1 (0+)
∣∣= ϕp,1

(
t(p)
)

po parametru p∈(p1, p2), numerički odred-eno sa

p0 = 0.13323... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp,1(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0,1(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.13323...(π −2x) ,

kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.13323...(π −2x)

na intervalu
(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp,1(x)|=
∣∣ϕp0,1 (0+)

∣∣= ϕp0,1

(
t(p0)

)
= 0.055187... .

Dokaz. U ovom dokazu ćemo koristiti teoreme 5.64, 5.65, 2.6 i 2.9.

(i) Sledi na osnovu Teoreme 5.64 i raslojenosti jer je A(q) =
π −2
πq+1 = p1 za q = 1.

(iii) Sledi na osnovu Teoreme 5.65 i raslojenosti jer je B(q) =
2

qπq+1 = p2 za q = 1.

(ii), (iv) Uvedimo familiju funkcija {ψp(x)}p∈R definisanu sa ψp(x) = −ϕp,1(x). Pokazaćemo da
su za funkcije ψp(x), za p∈(p1, p2), ispunjeni svi uslovi za primenu Ogledalske Nike teoreme
(Teoreme 2.6).

Uslov (a) je ispunjen na osnovu razmatranja koje sledi.

Važi da je
∂ 2ψp(x)

∂x2 =
f (x)
x3 ,

gde je f (x) MTP funkcija data sa

f (x) = 2xcosx+ x2 sinx−2sinx .

Primenom razvijenog dokazivača, može se dokazati da je

f (x)> 0

na intervalu
(
0, π

2

)
. Samim tim je

∂ 2ψp(x)
∂x2 > 0

na intervalu
(
0, π

2

)
, čime je dokazana ispunjenost uslova (a).

Uslov (b) je ispunjen jer postoji desna okolina tačke 0 u kojoj važi da je

ψp(x)> 0 i
∂ψp(x)

∂x
< 0

za p∈(p1, p2), što se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

ψp(x) =
(
−1+

2
π
+ pπ

)
−2px+o(x) .
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Uslov (c) je ispunjen jer postoji leva okolina tačke π

2 u kojoj važi da je

ψp(x)< 0 i
∂ψp(x)

∂x
> 0

za p∈(p1, p2), što se dobija na osnovu Tejlorovog razvoja

ψp(x) =
(

4
π2 −2p

)(
x− π

2

)
+o
(

x− π

2

)
.

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Ogledalske Nike teoreme (Teoreme 2.6), odakle
zaključujemo da funkcije ψp(x), za p∈(p1, p2), imaju tačno jedan minimum na intervalu

(
0, π

2

)
.

Stoga, funkcije ϕp,1(x), za p∈(p1, p2), imaju tačno jedan maksimum na intervalu
(
0, π

2

)
, čime

smo dokazali tvrd-enje (iv). Takod-e, s obzirom na to da za p∈ (p1, p2) važi da je ϕp,1(x) < 0 u
nekoj desnoj okolini tačke 0 i da je ϕp,1(x) > 0 u nekoj levoj okolini tačke π

2 , dokazali smo i
tvrd-enje (ii).

(v) Pokazaćemo da su za familiju {ψp(x)}p∈[p1,p2] ispunjeni svi uslovi za primenu Teoreme 2.9
(Ogledalska verzija Teoreme o postojanju i odred-ivanju minimaks aproksimanta – Teorema 2.8).

Uslov (a) je ispunjen jer je ψp2(x)> 0 i ψp1(x)< 0 za svako x∈
(
0, π

2

)
i ψp1 (0) = 0.

Uslov (b) je ispunjen jer su funkcije ψp(x) neprekidne po p∈(p1, p2) za svako x∈
[
0, π

2

)
.

Uslov (c) je ispunjen jer za svako p∈ (p1, p2) postoji leva okolina tačke π

2 u kojoj važi da je
ψp(x)< 0 (videti dokaz delova (ii) i (iv)).
Uslov (d) je ispunjen jer za svako p∈ (p1, p2) funkcija ψp(x) ima tačno jedan ekstremum na
intervalu

(
0, π

2

)
, koji je minimum (videti dokaz delova (ii) i (iv)).

Dakle, ispunjeni su svi uslovi za primenu Teoreme 2.9, odakle se dobija minimaks aproksi-
mant familije {ψp(x)}p∈R. Kako je ψp(x) =−ϕp,1(x), za istu vrednost parametra p se dobija i
minimaks aproksimant familije {ϕp,1(x)}p∈R. ■

Sa ciljem poboljšanja nejednakosti (5.72), analizirajmo familiju funkcija {ϕp,2(x)}p∈P, gde je

ϕp,2(x) =


sinx

x
− 2

π
− p

(
π2 −4x2) , x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
−π2 p, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P=R. Familija {ϕp,2(x)}p∈R je, na osnovu

Leme 5.31, opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.60.

Teorema 5.68 Neka je

p1 =
1

π3 = 0.032251... i p2 =
π −2

π3 = 0.036818... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞, p1), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( 2
π
+ p

(
π

2 −4x2)< 2
π
+ p1

(
π

2 −4x2)< sinx
x

)
i konstanta p1 je najbolja moguća.
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

(ii) Ako p∈(p1, p2), jednačina ϕp,2(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) 2
π
+ p

(
π

2 −4x2)< sinx
x

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) sinx
x

<
2
π
+ p

(
π

2 −4x2) .
(iii) Ako p∈(p2,+∞), važi da je(

∀x∈
(

0,
π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+ p2

(
π

2 −4x2)< 2
π
+ p

(
π

2 −4x2))
i konstanta p2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp,2(x), za p∈ (p1, p2), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni

minimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp,2

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine

ϕp,2 (0+) =
∣∣∣ϕp,2

(
t(p)
)∣∣∣

po parametru p∈(p1, p2), numerički odred-eno sa

p0 = 0.036014... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp,2(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0,2(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.036014...

(
π

2 −4x2) ,
kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.036014...

(
π

2 −4x2)
na intervalu

(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp,2(x)|= ϕp0,2 (0+) =
∣∣∣ϕp0,2

(
t(p0)

)∣∣∣= 0.0079283... .

Dokaz. Na osnovu geometrije razmatrane familije, dokaz je analogan dokazu Teoreme 5.67. ■

Sa ciljem poboljšanja nejednakosti (5.73), analizirajmo familiju funkcija {ϕp,3(x)}p∈P, gde je

ϕp,3(x) =


sinx

x
− 2

π
− p

(
π3 −8x3) , x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
−π3 p, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P=R. Familija {ϕp,3(x)}p∈R je, na osnovu

Leme 5.31, opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru p∈R.
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U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.61.

Teorema 5.69 Neka je

p1 =
2

3π4 = 0.0068439... i p2 =
π −2

π4 = 0.011719... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞, p1), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( 2
π
+ p

(
π

3 −8x3)< 2
π
+ p1

(
π

3 −8x3)< sinx
x

)
i konstanta p1 je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(p1, p2), jednačina ϕp,3(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) 2
π
+ p

(
π

3 −8x3)< sinx
x

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) sinx
x

<
2
π
+ p

(
π

3 −8x3) .
(iii) Ako p∈(p2,+∞), važi da je(

∀x∈
(

0,
π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+ p2

(
π

3 −8x3)< 2
π
+ p

(
π

3 −8x3))
i konstanta p2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp,3(x), za p∈ (p1, p2), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni

minimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp,3

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine

ϕp,3 (0+) =
∣∣∣ϕp,3

(
t(p)
)∣∣∣

po parametru p∈(p1, p2), numerički odred-eno sa

p0 = 0.010441... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp,3(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0,3(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.010441...

(
π

3 −8x3) ,
kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.010441...

(
π

3 −8x3)
na intervalu

(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp,3(x)|= ϕp0,3 (0+) =
∣∣∣ϕp0,3

(
t(p0)

)∣∣∣= 0.039635... .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 5.68. ■
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

Sa ciljem poboljšanja nejednakosti (5.74), analizirajmo familiju funkcija {ϕp,4(x)}p∈P, gde je

ϕp,4(x) =


sinx

x
− 2

π
− p

(
π4 −16x4) , x∈

(
0, π

2

]
,

1− 2
π
−π4 p, x = 0 ,

koja je definisana za x∈
[
0, π

2

]
i za vrednosti parametra p∈P=R. Familija {ϕp,4(x)}p∈R je, na osnovu

Leme 5.31, opadajuće raslojena na intervalu
[
0, π

2

)
po parametru p∈R.

U sledećoj teoremi dajemo poboljšanje Teoreme 5.62.

Teorema 5.70 Neka je

p1 =
1

2π5 = 0.0016338... i p2 =
π −2

π5 = 0.0037304... .

Tada važi:

(i) Ako p∈(−∞, p1), važi da je(
∀x∈

(
0,

π

2

)) ( 2
π
+ p

(
π

4 −16x4)< 2
π
+ p1

(
π

4 −16x4)< sinx
x

)
i konstanta p1 je najbolja moguća.

(ii) Ako p∈(p1, p2), jednačina ϕp,4(x) = 0 ima jedinstveno rešenje x(p)
0 i važi da je(

∀x∈
(

0,x(p)
0

)) 2
π
+ p

(
π

4 −16x4)< sinx
x

i (
∀x∈

(
x(p)

0 ,
π

2

)) sinx
x

<
2
π
+ p

(
π

4 −16x4) .
(iii) Ako p∈(p2,+∞), važi da je(

∀x∈
(

0,
π

2

)) (sinx
x

<
2
π
+ p2

(
π

4 −16x4)< 2
π
+ p

(
π

4 −16x4))
i konstanta p2 je najbolja moguća.

(iv) Svaka funkcija ϕp,4(x), za p∈ (p1, p2), ima tačno jednu ekstremnu vrednost, koja je lokalni

minimum, na intervalu
(
0, π

2

)
u tački

(
t(p),ϕp,4

(
t(p)
))

.

(v) Postoji tačno jedno rešenje jednačine

ϕp,4 (0+) =
∣∣∣ϕp,4

(
t(p)
)∣∣∣

po parametru p∈(p1, p2), numerički odred-eno sa

p0 = 0.0031146... .

Minimaks aproksimant familije funkcija {ϕp,4(x)}p∈R na intervalu
(
0, π

2

)
je

ϕp0,4(x) =
sinx

x
− 2

π
−0.0031146...

(
π

4 −16x4) ,
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kojim odred-ujemo odgovarajuću minimaks aproksimaciju

sinx
x

≈ 2
π
+0.0031146...

(
π

4 −16x4)
na intervalu

(
0, π

2

)
sa greškom

d0 = inf
p∈R

sup
x∈
(
0, π

2

) |ϕp,4(x)|= ϕp0,4 (0+) =
∣∣∣ϕp0,4

(
t(p0)

)∣∣∣= 0.059981... .

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 5.68. ■

Na sledećoj slici su prikazane familije funkcija {ϕp,1(x)}p∈R, {ϕp,2(x)}p∈R, {ϕp,3(x)}p∈R i {ϕp,4(x)}p∈R
za x∈ [0, π

2 ] i za neke vrednosti parametra p.

(a) (b)

(c) (d)

Slika 5.34: Neke funkcije iz raslojenih familija (a) {ϕp,1(x)}p∈R, (b) {ϕp,2(x)}p∈R, (c) {ϕp,3(x)}p∈R,
(d) {ϕp,4(x)}p∈R

Primetimo da ukoliko je q1,q2∈N u Teoremi 5.66, dobija se Teorema 5.63.
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5.9 Neki tipovi Jordan-ove nejednakosti

5.9.3 Neka ograničenja i aproksimacije funkcije sinc

U ovoj sekciji, na osnovu Teorema 5.64, 5.65 i 5.67–5.70, dajemo neke aproksimacije funkcije sinc i
analiziramo maksimalne greške navedenih aproksimacija.

Gornja i donja ograničenja funkcije sinc se mogu koristiti za dobijanje aproksimacija ove funkcije.

Primetimo da je gornje ograničenje funkcije sinc iz Teoreme 5.60 (najbolje gornje ograničenje iz
Teoreme 5.68) isto kao i najbolje gornje ograničenje iz Teoreme 5.64.

Tabela 5.1: Gornja ograničenja funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
Gornje ograničenje Najveće odstupanje od

funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
funkcije sincx na intervalu

(
0, π

2

)
sinx

x
<

2
π
+

2
π2 (π −2x)

π −4
π

= 0.27323...

sinx
x

<
2
π
+

π −2
π3

(
π2 −4x2) 0.011612...

sinx
x

<
2
π
+

π −2
π4

(
π3 −8x3) 0.065358...

sinx
x

<
2
π
+

π −2
π5

(
π4 −16x4) 0.10245...

sinx
x

<
2
π
+

2(
π2

4 −1
)

π
π2
4

(
π

π2
4 −1 − (2x)

π2
4 −1

)
−π2 +2π +4

π2 −4
= 0.070461...

Najbolje donje ograničenje funkcije sinc iz Teoreme 5.64 je isto kao i najbolje donje ograničenje iz
Teoreme 5.65.

Tabela 5.2: Donja ograničenja funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
Donje ograničenje Najveće odstupanje od

funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
funkcije sincx na intervalu

(
0, π

2

)
2
π
+

π −2
π2 (π −2x)<

sinx
x

0.082395...

2
π
+

1
π3

(
π2 −4x2)< sinx

x
π −3

π
= 0.045070...

2
π
+

2
3π4

(
π3 −8x3)< sinx

x
3π −8

3π
= 0.15117...

2
π
+

1
2π5

(
π4 −16x4)< sinx

x
2π −5

2π
= 0.20422...

2
π
+

π −2

π
2

π−2+1

(
π

2
π−2 − (2x)

2
π−2

)
<

sinx
x

0.0085153...
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Optimalnije aproksimacije funkcije sincx dobijene su odred-ivanjem minimaks aproksimanata odgo-
varajućih familija funkcija.

Tabela 5.3: Minimaks aproksimacije funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
Minimaks aproksimacija Najveće odstupanje od

funkcije sincx na intervalu
(
0, π

2

)
funkcije sincx na intervalu

(
0, π

2

)
sinx

x
≈ 2

π
+0.13323...(π −2x) 0.055187...

sinx
x

≈ 2
π
+0.036014...

(
π2 −4x2) 0.0079283...

sinx
x

≈ 2
π
+0.010441...

(
π3 −8x3) 0.039635...

sinx
x

≈ 2
π
+0.0031146...

(
π4 −16x4) 0.059981...

sinx
x

≈ 2
π
+0.043803...

(
π1.84823...− (2x)1.84823...

)
0.0026604...

sinx
x

≈ 2
π
+0.051415...

(
π1.72287...− (2x)1.72287...

)
0.0061296...

226



Zaključak i pravci budućeg istraživanja

Istraživanje u ovoj disertaciji ima nekoliko teorijskih matematičkih doprinosa, kao i neke doprinose
računarske prirode.

Poseban značaj ove disertacije ogleda se u doprinosima razvoju teorije raslojenih familija funkcija.
Uopšten je pojam raslojenosti i monotone raslojenosti familije funkcija nad nekim realnim skupom.
Takod-e, definisan je pojam najboljih konstanti u nejednakostima, razmatrane su neke osobine najbo-
ljih konstanti u nejednakostima i date su teoreme koje omogućavaju odred-ivanje najboljih konstanti u
nejednakostima. Data je teorema koja omogućava odred-ivanje vrednosti parametara za koje su funk-
cije iz višeparametarske familije stalnog znaka na posmatranom intervalu. Na osnovu Nike teoreme,
dokazana je Ogledalska Nike teorema. Date su lema i teorema o jedinstvenosti minimaks aproksiman-
ta za datu raslojenu familiju funkcija, kao i poboljšanja teoreme o postojanju i odred-ivanju minimaks
aproksimanta. Na osnovu osobina raslojenih familija funkcija, razvijen je Parametarski metod za do-
kazivanje nekih analitičkih nejednakosti. Po analogiji sa parametarskim metodom, razvijen je Novi
parametarski metod za dokazivanje nekih nejednakosti i odred-ivanje minimaks aproksimanata. Oba
razvijena metoda omogućavaju odred-ivanje najboljih konstanti u razmatranoj nejednakosti.

Na osnovu teorijskih doprinosa u vezi sa raslojenim familijama funkcija, razvijene su odgovarajuće
strategije za primenu raslojenih familija funkcija u teoriji analitičkih nejednakosti. Primenom Strate-
gije za odred-ivanje najboljih konstanti, dobijaju se najbolje konstante za odgovarajuće nejednakosti i
mogu se izdvojiti sve funkcije iz familije koje su stalnog znaka na posmatranom intervalu. Strategija
zasnovana na Nike teoremi omogućava odred-ivanje vrednosti parametra za koju se dobija minimaks
aproksimant familije. Primenom Strategije zasnovane na Parametarskom metodu i Strategije zasno-
vane na Novom parametarskom metodu, odred-uje se znak funkcija za sve vrednosti parametra za koje
je familija raslojena. Pri tome, primenom Strategije zasnovane na Novom parametarskom metodu,
dobija se i minimaks aproksimant familije. Navedene strategije se mogu primeniti na velikom broju
nejednakosti, kao što je pokazano u Poglavlju 5.

Značajan doprinos disertacije predstavljaju i poboljšanja i uopštenja metoda za dokazivanje MTP
nejednakosti iz Potpoglavlja 1.3. Intervali na kojima važe navišne i nanižne Tejlorove polinomske
aproksimacije sinusne i kosinusne funkcije su prošireni sa konačnih na beskonačne i dokazane su
neke teoreme o poretku ovih Tejlorovih polinoma. Metod je proširen tako da se nejednakosti mogu
dokazati ne samo na intervalu (0,b), b∈R+, već i na proizvoljnom konačnom intervalu. Zbog toga su
predložena tri načina dokazivanja: Dokazivanje translacijom, Dokazivanje simetrijom i Dokazivanje
deljenjem intervala. Takod-e, metod je proširen tako da se može primeniti i na neke novouvedene
klase nejednakosti: MEP nejednakosti, kao i neka uopštenja MTP i MEP nejednakosti. Na osnovu
ovog metoda, razvijen je i novi metod za dokazivanje MHTP nejednakosti i nekih uvedenih uopštenja
MHTP nejednakosti. Takod-e, dati su i metodi za izolovanje nula i ekstremuma funkcija iz razmatranih
klasa.

Na osnovu metoda za dokazivanje nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti, razvijen je i
implementiran sistem za automatsko dokazivanje nejednakosti sa funkcijama iz klase M, koja uklju-
čuje MTP funkcije, MEP funkcije, kao i neka uopštenja i konačne zbirove ovih funkcija.
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Jedan od problema prilikom razvoja dokazivača bio je formulisanje algoritma za aproksimaciju real-
nih funkcija koje se javljaju u polaznoj nejednakosti odgovarajućim Tejlorovim polinomima tako da
se, ako postoji, odredi polinomska aproksimacija koja je dovoljna za dokaz zadate nejednakosti. Sa
ciljem rešavanja ovog problema, analiziran je poredak Tejlorovih razvoja razmatarnih realnih funkci-
ja i dato je nekoliko strategija: Strategija za redukovanje broja indeksa grupisanjem sabiraka polazne
funkcije, Strategija simultanog uvećavanja vrednosti indeksa, Strategija za smanjenje stepena poli-
nomske aproksimacije i Strategija postepenog uvećavanja vrednosti indeksa.

Sistem je implementiran na osnovu Algoritama 1–5. U Algoritmu 1 traži se potencijalni kontrapri-
mer. U Algoritmu 2 vrši se transformacija posmatrane funkcije u zapis preko višestrukih uglova, kao
i primena metoda Dokazivanje translacijom, Dokazivanje simetrijom i Dokazivanje deljenjem inter-
vala, uz pozivanje Algoritma 3. U Algoritmu 3 se, primenom Strategije za redukovanje broja indeksa
i Strategije postepenog uvećavanja vrednosti indeksa, odred-uju nanižne polinomske aproksimacije
zadate funkcije na zadatom intervalu, pri čemu se pozitivnost dobijenih aproksimacija ispituje pri-
menom Algoritma 4. U Algoritmu 4 se odred-uje nanižna polinomska aproksimacija sa racionalnim
koeficijentima za zadati polinom ako taj polinom ima iracionalne koeficijente i poziva se Algoritam 5.
U Algoritmu 5 se, primenom Šturmove teoreme, proverava pozitivnost zadatog polinoma na zadatom
intervalu.

Razvijeni sistem može u prihvatljivom vremenu da dokaže nejednakosti iz klase M koje bi čovek
zbog obima posla sporo i/ili veoma teško dokazivao. Pri tome, dokazi koje sistem generiše prika-
zuju se na ekranu u stilu koji je razumljiv i blizak ljudskom načinu pisanja dokaza, što olakšava i
razumevanje i verifikaciju dokaza.

Sistem je uspešno dokazao veći broj nejednakosti iz radova koji su objavljeni u časopisima sa JCR
liste, a testiran je i na nejednakostima koje nisu tačne, za koje je nalazio kontraprimer. Ako sistem
ne uspe ni da generiše dokaz ni da pronad-e kontraprimer, korisnik se o tome obaveštava i pruža mu
se mogućnost da promeni postavke sistema i započne ceo ciklus traženja dokaza/kontraprimera iz
početka.

Pored dokazivanja nejednakosti, implementirani sistem se može koristiti i za izolovanje intervala koji
sadrže nule ili ekstremume funkcija iz klase M.

Primenom koncepta raslojenosti i razvijenog dokazivača, poboljšane su nejednakosti iz [52, 63, 66,
83, 85, 89, 91, 102, 129, 141, 165, 166, 174, 176, 202, 218, 222, 224, 230] i dobijene su nove nejedna-
kosti i aproksimacije. Na sličan način se mogu poboljšati i mnoge druge nejednakosti u teoriji anali-
tičkih nejednakosti. Razvijeni dokazivač može se koristiti za rešavanje otvorenih problema koji su
rešeni u [24] primenom sistema SimTheP, kao i za dokazivanje brojnih analitičkih nejednakosti
[10, 13–20, 22, 23, 25–27, 29–31, 33–35, 37, 38, 40, 41, 44–47, 49–51, 53–56, 58, 64, 69, 78, 80, 81, 85,
89–91,100–103,106,110,112,114,115,119–129,133–138,140–142,146–148,155,167,169,174,175,
177, 179, 181, 196, 198, 202, 208–210, 213, 214, 218, 221–224, 226, 227, 229, 230].

Analiza raslojenih familija funkcija se pokazala kao dobra tehnika za dokazivanje, uopštavanje i for-
miranje novih analitičkih nejednakosti i odred-ivanje optimalnih (minimaks) aproksimacija. Automa-
tizacija procesa dokazivanja nejednakosti sa funkcijama iz klase M jedan je doprinos teoriji anali-
tičkih nejednakosti, a takod-e i doprinos primeni teorije raslojenih familija funkcija u matematici i
inženjerstvu.

Pravci budućeg istraživanja. Jedan od pravaca budućeg istraživanja biće dalji razvoj teorije i pri-
mene raslojenih familija funkcija. Posebno se očekuje dalje razmatranje višeparametarskih familija
funkcija i dokazivanje novih nejednakosti i aproksimacija.

Drugi pravac budućeg rada biće proširenje metoda i sistema za dokazivanje nejednakosti svod-enjem
na polinomske nejednakosti tako da se omogući i dokazivanje novih klasa nejednakosti koje, pored
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sinusne, kosinusne i eksponencijalne, sadrže još neke realne funkcije. Nanižne i navišne polinomske
aproksimacije takvih funkcija odred-ivaćemo primenom Tejlorovih razvoja, duplih Tejlorovih razvoja
[21, 117, 118, 130] i razvoja koji su dostupni u raznim matematičkim enciklopedijama [1, 75].

U planu je da se, putem interneta, omogući javna dostupnost razvijenog sistema. Očekuje se i formal-
no dokazivanje saglasnosti razvijenog sistema, kao i dokazivanje potpunosti metoda za dokazivanje
nejednakosti svod-enjem na polinomske nejednakosti za funkcije iz klase M na konačnim intervalima.
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[40] C.-P. CHEN, N. ELEZOVIĆ, Sharp Redheffer-type and Becker-Stark-type inequalities with an
application, Mathematical Inequalities & Applications 21:4 (2018), 1059–1078.

[41] S. CHEN, X. GE, A solution to an open problem for Wilker-type inequalities, Journal of Mathe-
matical Inequalities 15:1 (2021), 59–65.

[42] S. CHEN, X. GE, Square-free factorization of mixed trigonometric-polynomials, Journal of
Classical Analysis 22:1 (2023), 45–53.

[43] R. CHEN, H. LI, B. XIA, T. ZHAO, T. ZHENG, Isolating all the real roots of a mixed
trigonometric-polynomial, Journal of Symbolic Computation 121 (2024), 102250.

[44] S. CHEN, Z. LIU, Automated proving of trigonometric function inequalities using Taylor
expansion, Journal of Systems Science and Mathematical Sciences 36:8 (2016), 1339–1348.
(in Chinese)

[45] S. CHEN, Z. LIU, Automated proof of mixed trigonometric-polynomial inequalities, Journal of
Symbolic Computation 101 (2020), 318–329.
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(1965), 149, 23–34.

[140] S. R. MONDAL, K. S. NISAR, T. ABDELJAWAD, On the Study of Trigonometric Polynomials
Using Strum Sequence, Journal of Mathematics 2020 (2020), Article ID 7068176, pp. 8.

[141] C. MORTICI, The natural approach of Wilker-Cusa-Huygens inequalities, Mathematical Ine-
qualities & Applications 14:3 (2011), 535–541.

[142] C. MORTICI, A subtly analysis of Wilker inequality, Applied Mathematics and Computation
231 (2014), 516–520.

[143] K. NANTOMAH, Cusa-Huygens, Wilker and Huygens Type Inequalities for Generalized Hyper-
bolic Functions, Earthline Journal of Mathematical Sciences 5:2 (2021), 277–289.

[144] R. NARAYANAN, B. AKBARPOUR, M. H. ZAKI, S. TAHAR, L. C. PAULSON, Formal verifi-
cation of analog circuits in the presence of noise and process variation, 2010 Design, Automa-
tion & Test in Europe Conference & Exhibition (DATE 2010), Dresden, Germany, 8–12 March
2010, 1309–1312.

[145] R. B. NELSEN, Elementary Proofs of the Trigonometric Inequalities of Huygens, Cusa, and
Wilker, Mathematics Magazine 93:4 (2020), 276–283.
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//nardus.mpn.gov.rs
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