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Sazetak

Naslov: Ekstremalne crne rupe u lokalnoj Poenkareovoj teoriji: struktura u blizini horizonta i entropija

Sazetak: U ovoj disertaciji, proucava se entropija ekstremalnih crnih rupa u formalizmu lokalne Poenkare-
ove teorije. Analiza se vrsi primenom kanonskog formalizma na geometrijama u blizini horizonta, koris-
te¢i dualnost geometrija u blizini horizonta sa konformnom teorijom polja na granici prostorvremena.

U slucaju ekstremalne Kerove crne rupe, izraCunata je entropija u slu¢aju Rimanovog resenja, i
reSenja teleparalelnog ekvivalenta opSte relativnosti. Rezultat je uporeden sa neekstremalnim rezultatom
poznatim iz ranije analize. Utvrdeno je poklapanje entropije, motivi§uci dalju primenu kanonske metode
na komplikovanije modele.

U sluc€aju prostorno razvucenih crnih rupa u trodimenzionalnoj gravitaciji, izraCunata je entropija,
medutim rezultat je ukazao na blago odstupanje u odnosu na ocekivani rezultat koji potice od analize
neekstremalnog slucaja. Ova razlika je komentarisana u kontekstu asimptotskih simetrija razmatranog
prostorvremena.

Na kraju, razmatrani su generalni uslovi postojanja geometrije u blizini horizonta ekstremalnih crnih
rupa sa torzijom. Izvedeni su uslovi postojanja ove geometrije koje torzija mora da zadovolji da bi model
bio dobro definisan. Takode, predstavljen je nov model crne rupe u kojem su ovi Uslovi zadovoljeni u
ekstremalnom slucaju.

Kljucne reci: crne rupe, entropija crnih rupa, AdS/CFT, lokalna Poenkareova teorija, geometrija u blizini
horizonta

Naucna oblast: Fizika

UzZa naucna oblast: Gravitaciona fizika



Abstract

Title: Extremal black holes in Poincaré gauge theory: near-horizon structure and entropy

Abstract: In this thesis, we investigate the entropy of extremal black holes in the formalism of Poincaré
gauge theory. Analysis is done using canonical formalism on near-horizon geometries, using the duality
between near-horizon geometries and conformal field theories at the boundary of spacetime.

In the case of extremal Kerr black hole, the entropy is calculated in the case of Riemannian solution,
and solution in teleparallel equivalent of general relativity. The result is compared with the non-extremal
result that is known from previous analysis. A matching of entropy is confirmed between these two cases,
motivating further application of the canonical method on more complicated models.

In the case of spacelike-stretched black holes in three dimensional gravity, the entropy is calculated,
however, the result is found to have a mild discrepancy compared to the expected result that was obtained
in the analysis of the non-extremal case. This discrepancy is commented on in the context of asymptotic
symmetries present in the solution.

Finally, the general condition of existence of near-horizon geometry of extremal black holes in pres-
ence of torsion were investigated. The conditions of existence of this geometry which torsion has to
satisfy, in order for the model to be well defined, were derived. Moreover, a new black hole model in
which these conditions are satisfied in the extremal case is presented.

Keywords: black holes, black hole entropy, AdS/CFT, Poincaré gauge theory, near-horizon geometry

Scientific field: Physics

Scientific subfield: Gravitational physics
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Uvod

Otkrice da se termodinamicke osobine mogu dodeliti crnim rupama pokrenulo je u drugoj polovini 20og
veka oblast poznatu kao termodinamika crnih rupa. Ova oblast dala je duboke uvide u fundamentalnoj
fizici, 1 istraZivanje posledica ove ideje traje 1 danas. Ispostavlja se da veza dinamike crnih rupa sa ter-
modinamikom daje uvid u vezu teorije gravitacije u kojoj su opisane crne rupe sa kvantnom teorijom. U
programu istraZivanja kvantne gravitacije, Ciji se cilj ujedinjenje teorije gravitacije sa kvantnom teorijom
polja, Centralna veli¢ina u proraCunima vezanim za termodinamiku crnih rupa je entropija crnih rupa,
prvo definisana od strane BekenStajna [1]. Od trenutka definicije tokom 70ih godina proslog veka, en-
tropija je racunata u razli¢itim modelima kvantne i klasi¢ne gravitacije, gde je BekenStajnov popravljan
ili potvrdivan u skladu sa pretpostavkama teorije u kojoj se radi proracun.

Cilj naSe teze je postavljanje metoda za proracun entropije u lokalnoj Poenkareovoj teoriji, koja je
minimalno produzenje AjnStajnove opste teorije relativnosti, u specijalnom slucaju crnih rupa, poznatih
kao ekstremalne crne rupe. Metod i sam proracun koji je primenjen na odredene modele u formalizmu
lokalne Poenkareove teorije u nasoj tezi, oslanja se na rezultate klasiCne teorije gravitacije, kanonskog
formalizma sa vezama 1 konformne teorije. U skladu s tim, u pisanju teze, teZili smo da zauzmemo
blago pedagoski pristup, pa se teza moze podeliti na dva dela. U prvom delu, koji se sastoji od prva tri
poglavlja, predstavljamo postavke i metode koje smo koristili u naSim rezultatima. Druga tri poglavljaju
predstavljaju objavljene radove u kojima su dati rezultati naseg istrazivanja.

Detaljnije, teza je organizovana na sledeéi nacin. Prva glava se bavi samom postavkom klasicne ter-
modinamike crnih rupa. U tom smislu, ovo poglavlje vrsi pregled rezultata od istorijskog znacaja na
kojima je zasnovana oblast, i sluZi upoznavanju sa osnovnim rezultatima i pojmovima. Druga glava se
bavi generalizacijom prorauna entropije na lokalnu Poenkareovu teoriju. U ovom poglavlju predstavl-
jene su osnove lokalne Poenkareove teorije i metod na osnovu kojeg je raCunata entropija crnih rupa
u ovoj teoriji u neekstremalnom slucaju. Treca glava predstavlja primenu rezultata iz druge glave na
ekstremalni slucaj. Ovde su predstavljeni osnovni rezultati konformne teorije polja, koji, zajedno sa gen-
eralnim kanonskim metodama datim u drugoj glavi, omogucavaju proracun entropije ekstremalnih crnih
rupa. Osobine ekstremalnih crnih rupa od zna¢aja za nasu analizu su takode predstavljene. Cetvrta i peta
glava se odnose na racun entropije u konkretnim modelima ekstremalnih crnih rupa u formalizmu lokalne
Poenkareove teorije, i poredenju ovih rezultata sa rezultatima uspostavljenim u standardnoj teoriji opSte
relativnosti. Sesta, poslednja glava, odnosi se na definiciju strukture u blizini horizonta kod ekstremalnih
crnih rupa. Ispostavlja se da je ova struktura u lokalnoj Poenkareovoj teoriji netrivijalna, i u ovoj glavi su
postavljene osnove pristupa koje omogucéavaju uopsteno razmatranje ekstremalnih crnih rupa u lokalnoj
Poenkareovoj teoriji.

Konvencije koje koristimo u tezi su sledece. Metrika prostora Minkovskog je uzeta sa signaturom
n = diag(+, —, —, —). Koordinate na prostorvremenu obeleZene su slovima grékog alfabeta (u, v, p,...),
lokalne Lorencove komponente obeleZene su slovima latinskog alfabeta (i, j, k, ... ), dok su koordinate na
hiperpovr§ima razmatranim u analizi obeleZene pocetnim slovima grckog ili latinskog alfabeta. Totalno
antisimetri¢ni Levi-Civita simbol je definisan konvencijom €923 = 1.



1 Uvod u termodinamiku crnih rupa

U ovom poglavlju uveS¢emo osnovne pojmove klasi¢ne termodinamike crnih rupa. Termodinamika crnih
rupa se kao oblast pojavila tokom 70-ih godina proSlog veka ukrStanjem teorije crnih rupa u opstoj
relativnosti i klasi¢nih zakona termodinamike. Kulminacija ovog procesa bilo je formiranje analogije
izmedu zakona termodinamike i zakona mehanike crnih rupa od strane Hokinga i njegovih saradnika [2]
1 Bekenstajnova definicija entropije crnih rupa [1]. Pojava Plankove konstante u Bekenstajnovoj formuli
za entropiju crnih rupa ukazivala je da se moguce poreklo ove heuristi¢ke formule krije u povezanom raz-
matranju kvantne teorije i AjnStajnove teorije gravitacije, Sto je dovelo do velikog interesovanja i daljeg
razvoja ove oblasti, koja traje i danas. Smisao ove glave je u razjasnjavanju klasi¢nih pojmova u ter-
modinamici crnih rupa, kako bi metode koje se koriste u nastavku teze bile konceptualno jasne, pa stoga,
1ako ovde predstavljamo rezultate pre svega od istorijskog znacaja, smatramo da je njihovo razumevanje
potrebno kako bi se dobro razumeli proracuni proracuni koji su rezultati nase teze.

1.1 Motivacija: Penrouzov proces i Hokingova teorema o povrSini

1.1.1 Penrouzov proces

Znacaj Penrouzovog procesa proistice iz Cinjenice da je to bio jedan od prvih mehanizama koji opisuju
mogucnost razmene energije crnih rupa sa njihovom okolinom. Tvrdenja o njihovom nastanku iz kolapsa
masivnih objekata, ili mogucim spajanjem dve crne rupe u jednu, bio je prihvaden u nau¢nom svetu,
medutim, jednom kada nastanu, Cinilo se da ovi objekti ne mogu ni na koji nacin da emituju energiju, pa
su tako termonidamicka pitanja smatrana neprikladnim za njih. Ovo se promenilo predlogom Penrouza
[3] o moguénosti ekstrakcije energije iz rotirajuée crne rupe. Proces nije komplikovan, i opisacemo glavni
mehanizam koji je analiziran u originalnom radu.
Rotirajuca crna rupa je data Kerovom metrikom [4] u Bojer-Lindkvistovim koordinatama kao:
2 .2
ds> = 2 (dr — asin® 6dg)* - Pear —prae® - sin” 9

; G (P +adde)’ (1L

gde su pomoc¢ne funkcije date preko:
A=r*—2mr+d* p2:r2~|—a2c0s29

a parametri m 1 a su, redom, masa i specificni moment impulsa crne rupe.

Lako je videti da ova metrika poseduje dva Kilingova vektora d; i dy, koji generisu vremenske translacije
i rotacije oko ose crne rupe. Ovi Kilingovi vektori se mogu iskoristiti za definiciju energije i momenta
impulsa Cestice, mereno iz asimptotske beskonacnosti. Naime, neka je data probna Cestica sa Cetvoro-
impulsom p,. U beskonacnosti, nulta komponenta ovog Cetvoro-impulsa je tatno masa-energija Cestice,

2



posto je prostorvreme asimptoski ravno. Ova komponenta se moze zapisati kao skalarni proizvod p - dy
Cetvoro-impulsa sa Kilingovim vektorom d,. Poznata osobina Kilingovih vektora je da duz geodezika,
njihov proizvod sa tangentom na geodeziku je odrZan, Sto znaci da je proizvod Cetvoro-brzine Cestice i
Kilingovog vektora odrZan. S obzirom na to da je ¢etvoro-impuls Cestice proporcionalan ¢etvoro-brzini,
vidimo da je energija definisana preko ovog skalarnog proizvoda odrZana na putanji Cestice u slobodnom
padu, odnosno geodezici, i predstavlja energiju merenu od strane posmatraca u beskonacnosti. Isto vazi
i za moment impulsa kada se na isti nacin razmatra Kilingov vektor koji generiSe rotacije oko ose crne
rupe.

U slucaju vektora d;, Kerovo prostorvreme ima narocitu hiperpovr$ na kojoj ovaj vektor postaje norme
nula(nul-vektor), koja se zove granica stacionarnosti. Oblast izmedu horizonta dogadaja i granice sta-
cionarnosti je poznata kao ergosfera, i ima osobinu da je svaki objekat u ovoj oblasti primoran da korotira
sa crnom rupom. Unutar ergosfere, d; je prostornog tipa, $to znac¢i da je moguce da energija Cestice pg
bude negativna, bez obzira na to §to je Cetvoro-impuls Cestice vremenskog tipa i usmeren ka buduénosti,
kao Sto 1 mora biti definisan za realnu Cesticu. Energija definisana na ovaj nacin za koju tvrdimo da
moZe biti negativna, je energija merena od strane posmatraca u beskonacnosti. Lokalni posmatrac¢ unutar
ergosfere bi i dalje izmerio pozitivnu energiju Cestice.

Penrouzov proces se onda moZe formulisati na slede¢i naCin. Neka je probna Cestica A, koja je na svet-
skoj liniji koja dolazi iz beskonacnosti i prolazi kroz ergosferu. Ova Cestica se zatim raspada unutar
ergosfere na dve Cestice, B i C. Za Cesticu B, imamo:

pE<o (1.1.2)

Ova Cestica postane apsorbovana od strane crne rupe(prede horizont dogadaja), dok Cestica C pobegne u
beskonacnost. Na osnovu odrzanja energije-impulsa, imamo:

pit=pf+pt (1.1.3)

odakle dobijamo:
pf > p (1.1.4)

Dakle, nalazimo da Cestica koja je pobegla do posmatraca u beskonacnosti nosi viSe energije nego orig-
inalna Cestica A. U meduvremenu, Cestica B, koja nosi negativnu energiju(merenu iz beskonacnosti) je
apsorbovana od strane crne rupe. Zaklju¢ujemo da je neka energija na ovaj nacin izvucena iz crne rupe.
Opisa¢emo ovaj proces malo detaljnije za fizicke Cestice. Radi jednostavnosti, ograni¢iéemo se na
geodezike u ekvatorijalnoj ravni(6 = %). S obzirom na narusenje sferne simetrije, opste geodezike u
Kerovom prostorvremenu ne moraju biti ogranicene na kretanje u ravni, medutim, aksijalna simetrija
obezbeduje postojanje geodezika potpuno ograni¢enih na ekvatorijalnu ravan.

Koordinata horizonta dogadaja i granice stacionarnosti mogu se izvesti iz Kerove metrike reSavanjem
jednacina A =01 gy = 0, redom. Dobijamo za koordinatu horizonta dogadaja:

ri =m+vVm?—a? (1.1.5)
i za koordinatu granice stacionarnosti:

re =m+\V/m?—a*cos? 0 (1.1.6)



Prema tome, ergosfera je data kao oblast: ry < r < r;.
U ekvatorijalnoj ravni, ove jednacine se svode na:

re=m+vm?—a? rg=2m (1.1.7)
DefiniSemo energiju i moment impulsa Cestica,redom, kao Sto je prethodno opisano:
p: = p-0; = E = const. Po = P-dyp = —L = const. (1.1.8)

Onda, koristeci uslov da Cetvoro-impuls Cestice ne moZe biti prostornog tipa i mora biti usmeren ka
buduénosti, imamo:

pupt =p* pp* >0 (1.1.9)

gde je 1 masa Cestice, a v vektorsko polje vremenskog tipa koje je svuda van horizonta usmereno ka
buducnosti.
Biramo takozvano kanonsko vektorsko polje [5] Kerovog prostorvremena:

vy = (r* +a*)d, +ady (1.1.10)
za koje se moze pokazati da vazi:
oy =Ap* >0 za r>ry

Prva relacija iz (1.1.9), ograniCena na ekvatorijalnu ravan, daje nakon pravolinijskog racuna vezu:

A
(pr)? —rAu> =0 (1.1.11)

(r(r* +d®) +2ma*)E?* — 4maEL — (r —2m)L* — —
r

Ograni¢enje na ekvatorijalnu ravan je impliciralo da vazi p® = pg = 0.
ReSavanjem po energiji, dobijamo:
1
r(r? +a?) +2ma?

lzmaL + \/FZAL2 + (r(r* +a?) +2ma?) (%(pr)2 + rAu2>]

E—

(1.1.12)

Zelimo da &estica jedini¢ne mase, koja se nalazi u mirovanju u beskonacnosti(to implicira p, =0, L =0,
r — o0) da ima jedini¢nu energiju, Sto dalje namece izbor pozitivnhog predznaka u gornjoj jednacini. Sa
ovim izborom, zakljuujemo da ako Zelimo da Cestica ima negativnhu energiju merenu u beskonacnosti,
moramo imati:

A )2
L<0 r—2m<-—— (ruz—l—m) (1.1.13)
L r

MozZemo dalje ograniciti drugu relaciju pretpostavkom da radijalna komponenta ¢etvoro-impulsa ne do-
prinosi energiji(nametanjem 7 = 0 u tacki raspada), poSto dozvoljava manju energiju Cestice koja se
apsorbuje u crnu rupu. Dobijamo:

rA
L<0 r—2m<—ﬁ,u2 (1.1.14)



Jednacina koja obezbeduje da je Cetvoro-impuls bude usmeren ka buduénosti(druga jednacina u (1.1.9))
daje grani¢nu relaciju izmedu energije i momenta impulsa Cestice:

E> L (1.1.15)

r2+a?
Koeficijent ispred momenta impulsa mozZe se interpretirati kao ugaona brzina posmatraca na konstantnoj
radijalnoj udaljenosti r. Zapravo, moZe se izracunati da postoji raspon ugaonih brzina takvog posmatraca,
koji postaje sve viSe ogranicen kako se prilazi horizontu, dok se na kraju ne zaustavi na ugaonoj brzini

horizonta Qy = = ia2' MoZemo onda postaviti najviSu granicu ekstrakovane energije na ovu vrednost:
+

a a
E>

= L 1.1.16
ri—i—az 2mr ( )

gde smo u poslednjoj jednakosti koristili relaciju A(ry) = 0.

Iz prethodne analize vidimo da samo Cestice koje rotiraju u suprotnom smeru od crne rupe mogu imati
negativnu energiju, i da stoga crna rupa gubi i masu i moment impulsa absorbovanjem jedne od Cestica,
dok druga bezi u beskonacnost. Dakle, proces izvlaci energiju na raun rotacionog dela energije crne
rupe. Penrouz je dalje analizirao partikularni slucaj ovog procesa, pretpostavljajuéi neke realisti¢ne vred-
nosti za crnu rupu, i naSao da je efikasnost ovog procesa jako mala. Ipak, sama Cinjenica da je moguce
da crne rupe emituju energiju u okolinu na ovaj nacin otvara vrata za termodinamicka pitanja u kontekstu
crnih rupa. Za viSe detalja o ovom procesu, sa opstijim proratunima i granicama efikasnosti Penrouzovog
procesa, konsultovati [6].

1.1.2 Hokingova teorema o povrsini horizonta

Godine 1971. Hoking je izraCunao rezultat koji je pokrenuo razvoj oblasti termodinamike crnih rupa, poz-
nat kao Teorema o povrSini [7, 8]. Najjednostavnije objasnjen, ovaj rezultat garantuje da pod odredenim
uslovima, povrS$ina horizonta crne rupe ne moze da se smanji u fizickim procesima. U originalnom radu,
Hoking je razmatrao proces spajanja dve crne rupe. Od tada, brojni dokazi Teoreme o povrSini su us-
postavljeni.

Prvo ¢emo pokazati da prethodno opisani Penrouzovi procesi ne narusavaju Teoremu o povrSini za
Kerove crne rupe, koriste¢i ovo kao motivaciju, pre nego §to predemo na formalniji dokaz.

PovrSina horizonta Kerove crne rupe se dobija jednostavno, povlacenjem metrike na povrSinu horizonta(t =
const., ¥ =ry):

A= /\/Edecup = /(ri +a*)sin0d0de = 4x(r2 +a*) = 8wmr,. (1.1.17)

gde je h determinanta indukovane metrike na povrsini.
Zamenom vrednosti za r iz (1.1.7), 1 variranjem u odnosu na masu 1 moment impulsa J = ma Kerove
+

crne rupe, dobijamo:
¥4

dA = ——(2mridm — ad(ma)) (1.1.18)
2 — a2
Ali onda na osnovu grani¢ne nejednakosti (1.1.16) za Penrouzov proces, uzimanjem dm = E i d(ma) = L,
sledi dA > 0.
Rigorozan dokaz Teoreme o povrSini prevazilazi potrebe nase teze gde ovaj iskaz razmatramo radi
motivacije i istorijskog konteksta koji su pozadina istraZivanja prezentovanog u daljim poglavljima. Stoga
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¢emo se ograniciti na to da ukratko pokaZzemo ideju iza ove teoreme. Za detaljniji pregled, konsultovati
[9, 10, 11].
Iskaz teoreme predstavljamo u obliku koji je datu [11]:

Teorema 1. Za predvidivu crnu rupu koja zadovoljava nul energetski uslov, Tyyk"k¥ > 0,, za sve vektore
k" nulte norme, povrsina buduceg horizonta dogadaja 7, nikad ne opada u vremenu.

Pojam predvidivosti crne rupe moZe se opisati na sledeéi nacin. Neka je (M, g) dato prostorvreme koje
je asimptotski ravno reSenje AjnStajnovih jednacina, koje sadrZi asimptotski ravnu hiperpovr§ prostornog
tipa X, sa kompaktnom oblasti B unutar . Takode pretpostavljamo da M sadrzi maksimalnu KoSijevu
evoluciju poCetnih uslova zadatih na X. Neka ovakvo prostorvreme sadrZzi crnu rupu % sa buducéim
horizontom dogadaja /¢ = d %, inekaje B= ZNLiH = 2 NX. Domen zavisnosti £, D(¥), predstavlja
skup svih tacaka koje su povezane sa ¥ kauzalnom krivom. Dakle, domen zavisnosti u sebi sadrZi sve
tatke u buducnosti od ¥ koje su vidljive iz beskona¢ne buducnosti. Medutim, ako je B oblast crne
rupe, onda D(X) generi¢no ne sadrZi evoluciju tacaka na horizontu H koji po definiciji horizonta nisu
vidljivi iz beskonacne buducnosti. Ako zahtevamo da je # C D(X), onda je se kaZe da je crna rupa
predvidiva. Dakle, pojam predvidivosti pretpostavlja postojanje globalno hiperboli¢ne oblasti unutar
prostorvremena M koja sadrZi i horizont dogadaja, i spoljaSnjost crne rupe. Drugim re¢ima, ovim pojmom
su pretpostavljeni globalni uslovi potrebni da bi se evolucija horizonta mogla razmatrati.

Horizont dogadaja je hiperpovrs svetlosnog tipa, odakle sledi da je generisan geodezikama svetlosnog
tipa. Njegova povrsina A u odredenom trenutku, je povrSina njegovog preseka H sa posmatranom Kosi-
jevom hiperpovrsi X, i evolucija ove povrSine karakterisana je ponasanjem njegovih generatora. Analizu
ponasSanja generatora ovde ¢emo predstaviti bez dokaza. Za izvodenje i detaljnije definicije sledecih
izraza, konsultovati [12].

Geodezike koje generiSu horizont, zadate su tangentnim vektorskim poljem nulte norme k", i ako pos-
matramo kongruenciju generatora k", veli¢ina koja opisuje Sirenje, odnosno skupljanje, snopa geodezika
je skalar ekspanzije, definisan kao:

6 =V kH (1.1.19)
Skalar ekspanzije je vezan sa evolucijom povrSine preseka snopa geodezika preko:
1 dA
= —— 1.1.20
AdA ( )

gde je A afini parametar geodezika po kojem posmatramo evoluciju. Takode, moZe se pokazati da je
evolucija skalara ekspanzije zadata Rej¢audurijevom jednacinom:

% = —%ez—oﬂvcuv+wﬂkuv—R,wk“kv (1.1.21)
gde su oy tenzor smicanja, @y tenzor vrtloznosti, a R,y RiCijev tenzor.
Na osnovu prethodnih izraza, vidimo ukoliko utvrdimo da je skalar ekspanzije pozitivan za generatore
horizonta, to implicira da povrSina horizonta lokalno raste.

Primetimo osobine pojedinih ¢lanovu u RejCaudurijevoj jednacini. Tenzori smicanja i vrtloZnosti
po definiciji[12] zadovoljavaju nejednakosti o,y0*Y > 0 i wyy@*Y > 0. Pored toga, s obzirom na to
da je horizont hiperpovrs svetlosnog tipa, njegovi generatori su ortogonalni na hiperpovrs, Sto implicira
o,y = 0. Kontrakcija Ricijevog tenzora je vezana sa energetskim uslovom preko AjnStajnovih jednacina
polja:

RyvkHkY = 8Ty vk kY
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Dakle, nametanje nul energetskog uslova T,yk*k" > 0 implicira da su svi ¢lanovi na desnoj strani (1.2.5)
negativni, pa skalar ekspanzije ima osobinu da uvek opada duz generatora, tj. imamo:

40 _ 1 A (1.1.22)

Ako je 8(0) < 0, sledi da 6(A) — —oo za konacno A, tj. pojavljuje se singularitet, pod uslovom da
geodezike mogu da se proSire do tacke konvergencije. Ako pretpostavimo da postoji tacka na horizontu
za koju je 6 < 0, moZzemo deformisati presek horizonta H tako da deformisani presek H' zahvata malu
okolinu van H u spolja$njosti crne rupe, i vazi 6 < 0 na H'. Ali onda, na osnovu predvidivosti koju
smo pretpostavili, tacke na deformisanom horizontu koje su bile deo spoljasnjosti crne rupe imaju dobro
definisanu kompletnu evoluciju u prostorvremenu M, pa dakle dolaze do singulariteta za kona¢no vreme.
S obzirom na to da uzimamo da su ovakvi ’goli’ singulariteti zabranjeni, sledi da mora biti 6 > 0 svuda
na horizontu 7. Dakle, povrSina horizonta lokalno raste. Takode, na osnovu predvidivosti, evolucija
svih geodezika na horizontu, tj. celog horizonta, je dobro definisana. Prema tome, povrSina raste tokom
cele Kosijeve evolucije crne rupe.

Hokingova teorema o povrSini vazi pod veoma generalnim uslovima, naime, zahtevali smo da je
evolucija crne rupe dobro definisana, i da vaZzi energetski uslov koji je ispunjen za poznata klasi¢na polja
materije. S obzirom na to, ukoliko ne uklju¢ujemo kvantne efekte koji bi potencijalno mogli da naruse
neku od pretpostavki, ispostavlja se da se povrSina crnih rupa nikada ne smanjuje u vremenu pri opStim
fizickim procesima, $to podseca na drugi zakon termodinamike, koji kaZe da se entropija izolovanih
sistema nikada ne smanjuje. Ova analogija, doveS¢e do definisanja pojma entropije kod crnih rupa, i
daljih analogija izmedu ponaSanja crnih rupa i zakona termodinamike.

1.2 BekenStajn-Hokingova entropija crne rupe

Do kraja 60ih godina proSlog veka, ideje o vezi izmedu fizike crnih rupa i termodinamike su se razvijale
u grupi pod vodstvom DZona Vilera. Dva njegova studenta dala su primaran doprinos razvoju pojma
entropije crnih rupa. Prvi od njih, Grcki fizicar D. Kristodulu, koji je analizirao posledice Penrouzovog
procesa, dosao je do zakljucka da ¢e putem Penrouzovih procesa Kerova crna rupa izgubiti sav svoj
moment impulsa sve dok ne prestane da rotira i prede u Svarcgildovu crnu rupu [13, 14]. On je definisao
pojam ireducibilne mase Kerove crne rupe kao:

1
My =—VA (1.2.1)
167
gde je A povrS§ina crne rupe.
Sredivanjem formule za povrSinu horizonta Kerove crne rupe (1.2.1) preko jednacine za koordinatu hor-
izonta (1.1.7), dobijamo da je ukupna masa crne rupe data sa:

(1.2.2)

gde je J = ma moment impulsa Kerove crne rupe.

U Penrouzovom procesu(ili bilo kojem drugom klasi¢nom procesu), po Hokingovoj teoremi, ire-
ducibilna masa mora da raste ili ostane konstantna. Takode, moment impulsa u Penrouzovom procesu
se smanjuje, pa prema tome u granicnom slu¢aju, masa postaje jednaka ireduicbilnoj masi, $to je slucaj
Svarcsildove crne rupe. Sa ovim rezultatom, i Hokingovom teoremom koja je razvijena u sli¢no vreme,
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potreban je bio jo§ jedan skok za dobijanje definicije entropije crne rupe.

Kao deo svoje doktorske teze, Dzejkob BekensStajn je dobio pitanje od svog mentora da razmotri
slede¢i misaoni eksperiment. "Pretpostavimo Solju vruéeg ¢aja, meSanog sa hladnom vodom, tako da
je njena entropija maksimizovana, koja pada u crnu rupu. Da li bi entropija Solje samo nestala nakon
ulaska u crnu rupu? U tom slucaju, jasno je da bi drugi zakon termodinamike bio naruSen". Razmatrajuci
ovaj problem kao deo svoje teze, BekensStajn je predloZio reSenje [1] definiSuci veli¢inu koja bi bila
entropija crne rupe Spy, 1 generaliSuéi drugi zakon termodinamike, tako da u prisustvu crnih rupa kaZze:
"Zbir entropije koja postoji van horizonta crne rupe, i entropije crne rupe nikada ne opada." Inspirisan
rezultatima Kristodulua i Hokingovom teoreomom o povr$ini, on je predloZio sledeéu definiciju:

A
— nk—— 1.2.
SBH = Nk Ch (1.2.3)

gde je A povrSina crne rupe, ¢ brzina svetlosti, kK Bolcmanova konstanta, / Plankova konstanta, G Njut-
nova gravitaciona konstanta, a 1 konstantni faktor za koji je pretpostavio da je reda jedinice.

Formula je dobijena dimenzionom analizom, i uspostavljanjem osobine da je entropija ekstenzivna
termodinamicka veliCina, $to znaci da je entropija sistema koji se sastoji od viSe podsistema, data sumom

entropija podsistema. Konstanta é—; je Plankova duzina, tj. univerzalna konstanta koja ima jedinicu
duZine. U vedini literature o crnim rupama, konvencionalno se uzima k = 1, i ove jedinice ¢emo i mi
koristiti u naSem radu. Nakon postavljanja heuristicke formule, bilo je potrebno utvrditi da li je drugi
zakon termodinamike dobro generalisan za poznate procese sa crnim rupama, kao i pronaci vrednost kon-
stante 1) koja nije mogla biti nadena heuristickim putem. Kasnije, sa rezultatom Hokinga o Hokingovom
zraCenju [15], nadena je vrednost N = }1. Ispostavilo se da Bekenstajnova formula vazi u velikom broju
situacija, 1 njeno izvodenje iz prvih principa je postalo jedna od glavnih tema istrazivanja u termodinamici
crnih rupa.

1.3 Cetiri zakona mehanike crnih rupa

1.3.1 Nulti zakon

Nulti zakon mehanike crnih rupa odnosi se na veliinu koja se zove povrsinska gravitacija crne rupe.
Razmotri¢emo sada prostorvreme stacionarne, aksisimetricne crne rupe. Kao $to je pomenuto u sekciji
1.2, horizont dogadaja crne rupe je generisan geodezikama svetlosnog tipa. Geodezijska jednaCina za
generatore je data u opStem slucaju kao:

MV, 1Y = k1" (1.3.1)

Ovo znaci da, u opStem slucaju, generator horizonta ne mora biti parametrizovan afinim parametrom.

Veli¢ina K meri "ne-afinost" generatora. Medutim, mi ne¢emo izabrati kongruenciju generatora sa proizvoljnom

parametrizacijom, ve¢ biramo da je [ Kilingov vektor prostorvremena. Ovo je uvek moguce prema

Hokingovoj teoremi o krutosti [9]. Za ovakav izbor generatora, veli¢ina Kk se zove povrSinska gravitacija.
Hiperpovrs svetlosnog tipa koja ima Kilingov vektor kao normalu se zove Kilingov horizont. lako

svaki Kilingov horizont ne mora biti horizont dogadaja, Hokingova teorema o krutosti kaZze da obrnuti

iskaz vaZi. Za stacionarnu aksisimetri¢nu crnu rupu, uzevsi t*d, = d; i ¢*d, = dy za Kilingove vektore

koji generiSu vremenske translacije, odnosno rotacije oko ose crne rupe, Kilingov vektor koji je tangentan
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na generatore horizonta moZe se napisati u obliku:
EH =t + Quot (1.3.2)

gde je Qg ugaona brzina horizonta crne rupe, koja je konstantna [16], i poslednja jednakost vaZi restriko-
vana na horizont.

Znacenje pojma povrsinske gravitacije moze se razumeti slede¢im primerom. Uzmimo posmatraca
koji kruto korotira sa crnom rupom, ¢ija je ¢etvoro-brzina data sa:

W = y(t* + Qp M) (1.3.3)

gde je y faktor normalizacije koji garantuje utu, = 1.

Cetvoro-ubrzanje ovog posmatraca je dato kao a* = u¥Vyut. Analiziramo veli¢inu 71/\ /atay, tj. normu
ubrzanja, reskaliranu tako da predstavlja promenu brzine po koordinathom vremenu umesto po sop-
stvenom vremenu. Raspisaéemo ovu veli¢inu preko Kilingovog vektora (1.4.2):

31’\/0“—"#: %/\/(Vguévav?"i- ngu;vgv)z =Y (éu;vév)z (1.3.4)

gde je (EH)2 = EHEy.

Poslednja jednakost sledi iz nezavisnosti metrike od koordinata 7 1 ¢ koja je implicirana izborom Kilin-
govih vektora kao koordinatnih vektorskih polja(§#d, ¥ = 0 posto je y linearna kombinacija komponenti
metrike).

Ako sada uzmemo limes ove veli¢ine ka horizontu crne rupe, dobijamo:

1
;/\/a“—au: 14V, E4EVEupEP = K (1.3.5)

gde poslednja jednakost na horizontu sledi iz {Hxy = 71/, geodezijske jednacine (1.4.1) koja definiSe
povrSinsku gravitaciju na horizontu i jednakosti & i generatora / na horizontu.

Vidimo da povrSinska gravitacija ima smisao grani¢ne norme ubrzanja korotiraju¢eg posmatraca u limesu
kad on prilazi horizontu. FormuliSemo nulti zakon mehanike crnih rupa:

Teorema 2. Za stacionarne crne rupe sa materijom koja zadovoljava dominantni energetski uslov, povrsin-
ska gravitacija je konstantna na horizontu.

Dokaza¢emo ovo tvrdenje pratei, uz manje modifikacije, izvodenje iz originalnog rada [2].
Na horizontu definiS$emo pomoc¢no vektorsko polje svetlosnog tipa N*N,, = 0, normalizovano tako da je
IFNy, = 1. Onda moZemo rastaviti metriku na sledeci nacin:

g’uv:l’qu‘i_N'ulv_r‘urv_S‘uSv (13.6)

gde smo uveli ortonormalne vektore prostornog tipa r#r, = sts, = —1, koji zajedno sa [* i N* Cine
ortonormirani bazis tangentnog prostora u proizvoljnoj tacki na horizontu. Ovde prikazana konstrukcija
je malo drugacija od originalne konstrukcije iz [2], gde je koriS8¢ena Njuman-Penrouzova tetrada sa Cetiri
vektora svetlosnog tipa, ali rezultati su ekvivalentni. Potrebno je da dokaZemo:

Kult =0 (1.3.7a)
Kt =iyt =0 (1.3.7b)



Iz definicione relacije (1.4.1), vidimo da je k = ,,.,yN*I", pa izvod povrSinske gravitacije razvijamo po
Lajbnicovom pravilu. Za prvu jednacinu (1.4.7a), dobijamo:

Kl" = Luyp NP1V 1P + Ly N o 1V 1P + 1y NPTV 1P (1.3.8)
Drugi i tre¢i clan moZemo da uprostimo na sledeci nacin:
LiwN o IV 1P + 1y NHIY 1P = Iy N 1P + Kl y NHTY = 0

gde je u prvoj jednakosti koriS¢ena geodezijska jednacina (1.4.1), a u drugoj su ¢lanovi grupisani po
Lajbnicovom pravilu i iskoriS¢ena je relacija ortogonalnosti izmedu / i V.
Da bi smo sredili prvi ¢lan u (1.4.8), koristimo identitet koji vaZi jer je generator / Kilingov vektor:

lu;vp :Ru\/pgla (13.9)
Onda se na osnovu antisimetrije Rimanovog tenzora po poslednja dva indeksa dobija:
K,‘ulu :R'uvpo'N“lvlplo- :0 (1.3.10)

Dakle, povrSinska gravitacija je konstantna duz generatora. Prelazimo na drugu relaciju (1.4.7b). Razvi-
jamo, kao i ranije, po Lajbnicovom pravilu:

Krt = Luyp NFIV PP 4 Ly NP o 1V PP+ 1y NFIY o rP (1.3.11)
Drugi ¢lan moZzemo uprostiti koristeéi geodezijsku jednacinu (1.4.1), kao i u prethodnom slucaju:
LN 51V PP = Kkl NP P (1.3.12)
Da bismo pojednostavili treci ¢lan, primetimo da vaZi:
Luwr*rY = lyysts” = 1yrts’ =0 (1.3.13)

Prve dve relacije su posledica Kilingove jednacine /.y = —Iy.,. Ako primetimo da je /* kao generator
takode i normala na horizont, onda koristeci Frobenijusov uslov /|, /., = 0. Kontrakcijom ovog uslova
sa N#rYsP i koris¢enjem ortonormiranosti bazisa i Kilingove jednacine sledi treca jednakost.
Posledica jednacine (1.4.13) je da tenzor [* .o u ortonormiranom bazisu moZe imati samo komponente
normalne na r# i s*:

l";prp = (l";prplo)NV + (l";pr”Na)lv (1.3.14)

Ako sada zamenimo ovaj izraz u treci ¢lan jednacCine (1.4.11), dobijamo:
lu;vN“lv;prp - lu;vN'qulG;prplg + l“;vN“lle;prpNG (1.3.15)

Prvi sabirak je jednak nuli iz Kilingove jednacine, a u drugom sabirku zamenom izraza za povrSinsku
gravitaciju x = [,;,y,N*{V dobijamo:

LiwNH Y 5P = Kly prPNY = —kly N, rP (1.3.16)
1z (1.4.12) 1 (1.4.16), dobijamo:
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Sada koristimo Kilingovu relaciju (1.4.9):
Kurt = RuypsNH1VrP1° (1.3.18)
Potom zamenimo N*[° iz dekompozicije metrike (1.4.6) i dobijamo:
Kurt = —RyplVrP + Ryvpost 1V rP s° (1.3.19)
Poslednji Clan je jednak nuli, $to se moZe videti na slede¢i nacin:

Ruvpost1VrPs® = Ryyports'sP1® = yprts'sP
_ Wvy P M VP g uv p
= (Luzvpr™s” )psP —Lyyr™.psVsP —Iyyrt's pS (1.3.20)

1z (1.4.13) sledi, analogno sa (1.4.14):
l'u;vsv — (lg;vlcsv)N’u + (lg;vNGSv)l’u (1.3.21)

Koris¢enjem gornje relacije i (1.4.14), drugi i treéi ¢lan se skra¢uju nakon krace algebre. Prvi ¢lan pred-
stavlja tangencijalni izvod relacije (1.4.13), koji mora biti jednak nuli posto je [,;.yr*s” = 0. Dobijamo
konacno:

Sada na osnovu Ajnstajnovih jednacina sledi x,,r* = —8nT,,!"r?. Ovde namecemo dominantni ener-
getski uslov koji kaze da 7;,!¥ mora biti vektor koji nije prostornog tipa, pa je dakle ortogonalan na r*.
Sledi:

Kurt =0 (1.3.23)

Sto je i trebalo dokazati.

Dokaz poslednje jednakosti, k.,s* = 0, potpuno je analogan prethodnom racunu, moZe se izvesti
istim koracima zamenom r* sa s* u nasem izvodenju. Time je pokazan nulti zakon mehanike crnih
rupa. Konstantnost povrSinske gravitacije ima analogiju sa nultim zakonom termodinamike koji kaze
da je temperatura tela u termodinamickoj ravnoteZi sa okolinom konstantna. Znacenje ove analogije, tj.
dodeljivanje analogne veli¢ine temperature crnoj rupi nije ocigledno, s obzirom na to da je crna rupa
vakuumsko reSenje, pa bi bilo ocekivano da je crna rupa na apsolutnoj nuli. Ipak, uzimajuéi u obzir
ponaSanje kvantnih polja u prostorvremenu sa crnom rupom, Hoking [15] je doSao do rezultata koji
predvida da crne rupe zrace kao crno telo sa karaktersticnom temperaturom proporcionalnom njihovoj
povrsinskoj gravitaciji. Hokingova temperatura crne rupe data je formulom:

K

Tpy = — 1.3.24
BH =7 (1.3.24)

1.3.2 Prvi zakon

Prvi zakon mehanike crnih rupa je relacija koja povezuje bliska stacionarna reSenja AjnStajnovih jed-
nacina koja su crne rupe. Originalno je izveden u radu Bardina, Kartera 1 Hokinga [2] detaljno koristeci
osobine AjnStajnovih jednac¢ina. Moderniji pristup Volda [17] daje izvodenje prvog zakona koriS¢enjem
Hamiltonovog formalizma na primeru AjnStajn-Maksvelove teorije. Ovaj tretman ima prednost u tome
da ga je lakSe generalisati, i uskoro nakon Voldovog rada usledila je generalizacija na proizvoljne teorije
koje se mogu tretirati Hamiltonovim formalizmom [18]. Specifi¢no, pokazano je da prvi zakon vaZzi za
LagranZzijane invarijantne na difeomorfizme sa proizvoljnim viSim izvodima krivine i prisutnim poljima
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materije [18, 19]. Metod koji je razvijen za raCunanje entropije crnih rupa u prisustvu torzije, koji je
predstavljen u drugom delu teze je generalizacija Voldovog metoda na lokalnu Poenkareovu teoriju i
predstavlja polaznu tacku teme ove teze. Stoga je ovo izvodenje korisno i kao motivacija, a i kao uvod u
dalju tematiku i bi¢e ukratko predstavljeno u ovoj sekciji. Posto su proracuni u kanonskom formalizmu
obi¢no tehnicki veoma komplikovani, zadrzaemo se na jasnoj postavci problema 1 objaSnjenju metoda,
dok je detaljan racun, iz kojeg slede rezultati na kraju sekcije, van opsega ovog poglavlja i moZe se naci
u predloZenim referencama.

Razmatramo AjnStajn-Maksvelovu teoriju koja opisuje gravitaciju kuplovanu sa elektromagnetnim
poljem, datu preko dejstva:

i
S=—— / d*xy/~g(R+ FuyFM) (1.3.25)

gde je R RicCijev skalar krivine prostorvremena, i F,y = Vj Ay — VA, tenzor jaCine elektromagnetnog
polja, izvedenog iz elektromagnetnog potencijala A, .

Postavka Hamiltovog formalizma podrazumeva izbor vremenske ose po kojoj se posmatra evolucija
sistema. U opStoj relativnosti ne postoji preferentna vremenska osa, pa se ova konstrukcija vrsi na sledeci
nacin. Biramo globalno definisanu funkciju vremena 7(x) i folijaciju prostorvremena Kosijevim hiper-
povrSima prostornog tipa ¥, takvim da su povrsi folijacije definisane uslovom ¢ = const.. Pretpostavka da
mozemo izvrsiti ovakvu folijaciju zove se globalna hiperboli¢nost, 1 ona je u osnovi Hamiltonovog for-
malizma u opStoj relativnosti. Posledica globalne hiperboli¢nosti je da lokalno mozemo izvrSiti dekom-
poziciju svih veli¢ina na normalne i tangentne komponente na hiperpovrSi. MoZemo izabrati proizvoljnu
hiperpovrs iz folijacije, za koju ¢emo reci da je hiperpovrs pocetnih uslova i obeleZiti je sa X. Ovakvu
"3 + 1" dekompoziciju prostorvremena, prvi su uspostavili Arnovit, Dezer i Misner [20], pa se po njima
zove 1 ADM dekompozicija.

Na svakoj hiperpovrsi X, mogu se uvesti koordinate (y*), a koordinate na razli¢itim hiperpovr§ima
mozemo identifikovati duZ integralnih linija vremenskog vektorskog polja d;. Na ovaj nacin dobijamo
koordinatni sistem (z,y?) u okolini proizvoljne hiperpovrsi X,. Koordinatna vektorska polja adaptirana

na folijaciju data su preko:
O xt OxH
= <i> et = ( xa) (1.3.26)
ot ) ),

gde je t* = 9, vektor vremenske evolucije, koji definiSe izbor folijacije, dualan diferencijalu globalne
vremenske funkcije dt.
Kovektor dt je po definiciji ortogonalan na X;, pa moZemo definisati jedini¢cnu normalu:

nudx“ = Ndt n#n“ =1 nue“a =0 (1.3.27)

gde je N = ﬁ faktor normalizacije.
8

Vektori (n“,e“ ) Cine bazis tangentnog prostora adaptiran na dekompoziciju, pa sada mozemo prefor-
mulisati dejstvo (1.4.25) u ADM formalizmu.
Koordinatni diferencijali dekomponuju se kao:

dxt =ttdr + et dy* (1.3.28)
Vektor vremenske evolucije ima dekompoziciju:

t* = Nn* 4+ N, (1.3.29)
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gde je su N i N poznati kao "lapse" i "shift" i N = #n odgovara jednacini (1.4.27).
8
Dalje rastavljamo metriku koriste¢i (1.4.28) 1 (1.4.29) i dobijamo:

guvdxtdx¥ = N2dt® + hyp (dy* 4+ Ndt) (dy” 4+ NPdr) (1.3.30)

gde je hyp = gﬂve“ a€”), indukovana metrika na hiperpovrsi ;.

Od sada koristimo ovu metriku i njen inverz 4%’ za podizanje i spustanje latinskih indeksa vezanih za
veliCine intrinsi¢ne hiperpovrsi X;.

ADM dekompozicija metrike implicira vezu izmedu determinanti pune metrike i indukovane metrike:

prodetew) o — v (1.3.31)
det(hab)

Da bismo u potpunosti karakterisali hiperpovrsi X; uvodimo ekstrinsicnu krivinu:
= wov 1 £ Hoe¥ 1.3.32
Kap = ny.vet ¥, = E( n8uv)et e’y (1.3.32)

gde £, oznacava Lijev izvod u pravcu n.

Ova veli¢ina karakteriSe uranjanje hiperpovrsi u prostorvremenu i zajedno sa indukovanom metrikom

potpuno odreduje hiperpovrS. Nama Ce biti potrebna za rastavljanje Ricijevog skalara krivine. Veza

izmedu Ricijevog skalara u prostor vremenu i Ricijevog skalara definisanog u odnosu na indukovanu

metriku na hiperpovrsi, data je Gaus-Kodaci jednacinama(za izvodenje, pogledati [12]):
R=R—KpK?"+K*+2(n" yn¥ —n*n",).u (1.3.33)

5

gde je R, Ricijev skalar definisan u odnosu na koneksiju kompatibilnu sa indukovanom metrikom, i
K = h*K,,.

Kovarijantni izvod D,,, definisan Levi-Civita koneksijom u odnosu na f, koji smo implicitno koristili u
prethodnom izrazu, definiSe se za proizvoljan vektor Aj; tangentan na hiperpovrs:

Ap=Aye", = DA, =V, Ayt ¥, (1.3.34)

Definicija se pravolinijski proSiruje na tenzore viSeg reda koristeéi Lajbnicovo pravilo i metricku kom-
patibilnost. Sada imamo sve elemente potrebne za rastavljanje gravitacionog dela dejstva, prelazimo na
elektromagnetni deo.

Elektromagnetni potencijal ima dekompoziciju:

A* =Vt A%t (1.3.35)

Tenzor jacine polja se moZe lakSe dekomponovati rastavljanjem preko elektri¢nog i magnetnog vektora
polja:

1
E"L — _F‘uvnv Bu - Eg'uvpo-nvaG (1.3.36)

Ovi vektori su tangentni, E n* = Byn* = 0, pa ih moZemo ekvivalentno napisati projekcijom na hiper-
povrs:

1
E,=Eyé!, = Fyyn'e’,  B,=Bue!, = —Esachbc (1.3.37)

gde je €p. = euvpcn“e“ ae"bep ¢ indukovana zapreminska forma na hiperpovrsi, a F,, = DA, — DpAg,
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tangentni vektor jacine polja.
Koristeci prethodne definicije, elektromagnetno dejstvo se moze prepisati kao:

FyyF* = 2(E,E* — B,B") (1.3.38)

Konacno, ukupno dejstvo za AjnStajn-Maksvelovu teoriju, mozemo prepisati u ADM obliku koristeci
izraze (1.4.31), (1.4.33) 1 (1.4.38):

S:/dt/cﬂyx (1.3.39)
X

gde smo integral rastavili na nove koordinate adaptirane 3 + 1 dekompoziciji, 1 gustina LagranZzijana je
data sa:

1 _
L= ﬁN\/—h(R — KK + K> +2E,E“ —2B,B*) (1.3.40)

1 ¢lanovi koji su totalne divergencije koje ne uticu na jednacine kretanja su izuzete iz dejstva.

Kada je izvrSena ADM dekompozicija dejstva, definiSemo kanonske impulse. Fundamentalna polja
(8uv,Ay) sada su zamenjena skupom polja (N,N? hyp,,V,A,). IzraCunajmo generalisane brzine koje
odgovaraju ovim poljima.

Vremenski izvod indukovane metrike 4, raCunamo preko:

hap = £ihap = £1(guv)er ey = (tusy +tvip) e ge', (1.3.41)

Koriste¢i dekompoziciju t* (1.4.29), dobijamo:

hap = 2NK g, + DaNy + DN, (1.3.42)

gdeje N, = Nue“a.
Vremenski izvod tangentne projekcije potencijala A, raCunamo preko:

Ag=£(Ay)e!, = e 1" VAL + AV Y] = e [tV Fuy + Vu (1YAY))] (1.3.43)
Kori$¢enjem ADM dekompozicije za t* (1.4.29) i A* (1.4.35), nalazimo:
Ay =NE,—FN®+D,(NV)+D,(N°A;) (1.3.44)

Vremenski izvodi ostalih veli¢ina (N, N%, V) se ne pojavljuju u gustini LagranZijana, pa su njihovi impulsi
po definiciji jednaki nuli. To je i ocekivano, jer N i N definiSu izbor folijacije, odnosno izbor vremenske
ose, a u opstoj relativnosti definicija vremenske ose nije jednoznacna, dok V daje kalibracionu slobodu
u izboru elektromagnenog potencijala. Prema tome, (N,N“ V) su nedinamicke promenljive, koje se u
LagranZzijanu pojavljuju kao LagranZevi mnoZioci. Fazni prostor je dakle definisan poljima A, 1 A, 1
njihovim konjugovanim impulsima koji su definisani kao:

1 ab:8$_ 1

— g =" — /(K Kn® 1.3.45
ox" = oh,  T6mY M ) (1.3.452)
0% 1
== — ___ \/—hE® 1.3.45b
0A, 47 ( )

Faktor ﬁ je dodat u definiciju kanonskog impulsa radi konvencije. Kasnije ¢e promenljiva 7w = h,;, 1%
biti obeleZena istim simbolom kao broj 7, pa u skladu sa poznatim referencama [17, 21], uvodimo ovakvu
definiciju da ne bi do§lo do zabune u notaciji. Konvencije se moZemo resiti smenom 7% — 1677 u
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bilo kojem delu daljeg racuna.
Gustina Hamiltonijana se preko kanonskih impulsa dobija standardnom formulom:

1 . .
H = E:r“’?hab +IA,— & (1.3.46)
Nakon pravolinijske algebre koristeci relacije izmedu vremenskih izvoda polja i njihovih konjugovanih
impulsa, nakon parcijalne integracije i odbacivanja ¢lanova sa totalnom divergencijom, dobijamo Hamil-
tonijan u sledecoj formi:

H= / = / Py —h(t" Gy + 1AL D) (1.3.47)
x )
gde su:
1 a
= -D.E (1.3.482)
1 23 1 ab EZ a ab
G =1 |R— (7 — 5 ) —2EE“+FupF (1.3.48b)
1
Co=—o [Db[(—h)—l/zna”] . 2FabEb] (1.3.48¢)

Vidimo da veli¢ine €, 6y i 6, ne zavise od nedinamickih promenljivih N, N1V, §to znaci da variranjem
Hamiltonijana u odnosu na ove veli¢ine dobijamo jednacine:

¢ =0 =0 Ca=0 (1.3.49)

Ove tri jednacine su veze Ajnstajn-Maksvelove teorije, koje pocetni uslovi moraju da zadovolje da bi
teorija bila konzistentna.

MozZemo odmah primetiti da Hamiltonijan ima formu "Ciste veze", Sto znaci da je njegova vrednost
nula na podmnogostrukosti definisanoj vezama. Ovo implicira da ako variramo pocetne vrednosti polja
tako da varirane promenljive u faznom prostoru (A, + 8hap, % + 8% Ay + 8A,, IT¢ + ST1%) zadovol-
javaju jednacine veza do prvog reda u teoriji perturbacije, imamo H + 6 H = 0, Sto dalje implicira 6 H = 0.
Ova situacija €e se ponoviti 1 u slucaju lokalne Poenkareove teorije, i zaista, moZe se pokazati da svaka
teorija invarijantna na difeomorfizme ima Hamiltonijan ovog tipa [22]. Ako variramo Hamiltonijan,
uzevsi podatke o pocetnim uslovima tako da zadovoljavaju veze, i uzevsi proizvoljne perturbacije koje su
na kompaktnom nosacu na X, dobi¢emo jednacine polja nase teorije. Opsti oblik varijacije Hamiltonijana,
moze se zapisati u obliku:

SH = / (PP Shapy+ Dy ST + RS Ay + S35 1T (1.3.50)
Y

Clanovi 2, D, B, i -4 daju Hamiltonove jednadine:

P = —%ﬂ“b (167) 2y, = hyy  Z°=-I1" S,=A, (1.3.51)

Tacan oblik ovih ¢lanova u slu¢aju naSe teorije je dosta glomazan, i neCemo ga ovde navoditi. On se moZe

naci u [21] za opstiji slucaj AjnStajn-Jang-Milsove teorije, i u [23] za ovde kori$éeni slucaj Ajnstajn-

Maksvelove teorije. Obrati¢emo sada paznju na jednu bitnu osobinu ovog Hamiltonijana, koja ¢e nas
dovesti do prvog zakona mehanike crnih rupa.

Za dobijanje jednacine (1.4.50), koriSCene su perturbacije na kompaktnom nosacu, Sto znaci da je
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uzeto da su perturbacije jednake nuli van odredene kompaktne oblasti u £. Ovo ima za posledicu da smo
sve povrSinske ¢lanove nastale u koracima sa parcijalnom integracijom mogli da anuliramo, pa varijacija
Hamiltonijana ima oblik zapreminskog integrala. Ukoliko posmatramo varijacije koje nisu na kompak-
tnom nosacu, pojaviée se nenulti grani¢ni ¢lanovi u varijaciji Hamiltonijana. Posledica pojavljivanja
grani¢nih ¢lanova znaci da Hamiltonijan viSe nefe imati dobro definisane varijacione izvode, tako da
ovakav Hamiltonijan ne¢e moci da da jednacine kretanja. Ovu pojavu su prvi primetili RedZe i Tajtel-
bom [24], koji su predloZili da ’pravi’ Hamiltonijan, kao generator vremenske evolucije, mora imati
dobro definisane varijacione izvode, pa se zbog konzistentnosti u Hamiltonijan moraju dodati grani¢ni
¢lanovi koji daju krajnju varijaciju Hamiltonijana u formi zapreminskog integrala (1.4.50) sa ¢lanovima
uz varijacije faznih promenljivih koji daju Hamiltonove jednacine (1.4.51). Logi¢no je da ¢e ovakva
redefinicija Hamiltonijana zavisiti od izbora perturbacija koje koristimo kada variramo Hamiltonijan.
Perturbacije zadajemo grani¢nim uslovima, i mogucnost popravke Hamiltonijana dodavanjem grani¢nih
¢lanova obezbeduje konzistentnost formalizma.

U nasSem slucaju, biramo perturbacije koje su asimptotski ravne. Ovo znaci da pretpostavljamo da

postoji "asimptotska oblast" U C X koja je difeomorfna R3\B, gde je B kompaktni podskup X, i vaZe
sledeci granicni uslovi za fazne promenljive [21]:

hab = Tab + B““—f"” + 03 (1.3.52a)
n = w + 03 (1.3.52b)
Aa= w +0s (1.3.52¢)
I = w + 03 (1.3.52d)

Ovde je 7, ravna metrika indukovana na £ sa R>, a &, obeleZava asimptotsko ponasanje O(r"). U
asimptotskoj oblasti uvedene su sferne koordinate (r, 0, ¢), i posmatramo asimptotski razvoj kada r — oo.
Zajedno sa asimptotskim graniénim uslovima (1.4.52) za fazne promenljive, potrebno je zadati asimp-
totsko ponasSanje LagranZevih mnoZzitelja N, N i V. Za normalnu komponentu elektromagnenog poten-
cijala V, obicno se uzima V — V., gde V.. ~ 0y, $to je uslovljeno pretpostavljenom stacionarnoscu polja
Ag. Izbor ponasanja N i N namece izbor folijacije koju posmatramo. Posmatraéemo dva ovakva izbora.
U prvom slu€aju, razmatramo asimptotsku vremensku translaciju, zadatu ponaSanjem N — 1, N — 0
kada r — oo.
Pri ovakvim uslovima, varijacija Hamiltonijana je:

SH = / (PP S+ Dy + B EA L+ S8 ]
>

1
167

| (1.3.53)
5 j{ aS*(9"hay — 3°h,") — 8 f dS“VE,

Kao sto je i ocekivano, pojavile su se varijacije povrSinskih ¢lanova, koje sugerisu da popravljeni Hamil-
tonijan ima oblik koji poniStava ove varijacije:

~ 1 1
A=Ht—— ¢ ds*(0®hy, —dh,) + — ?{ dS°VE, 1.3.54
+167r7i (hap =)+ 32 . ‘ (1359
Popravljeni Hamiltonijan A, dade tane jednacine kretanja, a njegova vrednost na podmnogostrukosti
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veza bice upravo jednaka vrednosti povrSinskih ¢lanova, poSto je prvi ¢lan u gornjem izrazu na vezama
jednak nuli. S obzirom na to da smo izabrali da posmatramo asimptotsku vremensku translaciju, prirodno
je da ovu vrednost definiSemo kao kanonsku energiju E zadatog sistema. Dobijamo dakle:

1

E=—
167

7{ dS*(0°hy, — 3°h,) + % }zf dSVE, =m+V.Q (1.3.55)
gde je V. asimptotska vrednost V koja je zadata grani¢nim uslovom, a Q i m su naelektrisanje i ADM
masa sistema. Kada nemamo granicu ve¢ samo doprinos iz beskonacnosti, naelektrisanje ¢e biti jednako
nuli zbog veze ¢ = O(kao posledica Stoksove teoreme). U opstijem slucaju koji ¢emo uskoro razmotriti,
gde je prisutna unutras$nja granica, ovaj ¢lan je nenulti, pa ga zadrzavamo radi kompletnosti.
MoZemo prepisati varijaciju Hamiltonijana sa definisanom ADM masom i naelektrisanjem:

O0H = / [ PP Shap + LT + B 5A, + .S, 8T — Sm — V5 Q (1.3.56)
Y

Sli¢no kao u prethodnom slucaju, mozemo razmatrati ponasanje N i N vezano za asimptotsku aksijalnu
rotaciju, dato uslovima N — 01i N“d, — dy kada r — oo i nalazimo:

OH = / [P Shap+ Lo ST + R 5Aq+ S, ST + 8T (1.3.57)
X

gde je:
!
6] =——— ?{ dS4(20,7% + 4,APE?) (1.3.58)

varijacija kanonskog momenta impulsa sistema, a @, Kilingov vektor, generator aksijalne rotacije.

Konacno, razmotri¢emo slucaj gde je £ mnogostrukost sa unutra$njom granicom Sy, pri cemu e se
pojaviti grani¢ni ¢lanovi koji poticu i iz asimptotske beskonacnosti, i sa unutrasnje granice. Konkretno,
Zeleli bismo da razmotrimo slucaj gde prostorvreme sadrzi crnu rupu. Onda bi unutrasnja granica Sy bila
presek horizonta sa crnom rupom. Za ovaj proracun, pogodno je uvesti pojam bifurkacionog Kilingovog
horizonta. Bifurkacioni Kilingov horizont je skup dve hiperpovrsi svetlosnog tipa koje su obe Kilingovi
horizonti za isti Kilingov vektor &, i ¢iji je presek dvodimenzionalna povr$ prostornog tipa S, koju zovemo
bifurkaciona povrs. Osobina bifurkacione povrsi je da Kilingov vektor mora biti jednak nuli na njoj.
Rezultat Raca i Volda [25], koji omogucava koriSéenje ovog pojma u nasoj analizi, je da ako prostorvreme
maksimalno proSirene crne rupe ima povrsinsku gravitaciju k # 0, onda horizont dogadaja mora biti grana
bifurkacionog Kilingovog horizonta.

Nasa postavka, dakle, uzima da KoSijeva povrs pocCetnih uslova £ odgovara reSenju jednacina polja
AjnStajn-Maksvelove teorije sa stacionarnom aksisimetriénom crnom rupom, i biraCemo X iz folijacije ¥,
tako da unutras$nja granica X koja odgovara preseku horizonta dogadaja crne rupe bude ta¢no bifurkaciona
povrs bifurkacionog Kilingovog horizonta, ¢ija je grana horizont dogadaja. Ako Kilingove vektore koji
odgovaraju vremenskim translacijama i aksijalnim rotacijama obelezimo sa t* i ¢*, redom, onda je
Kilingov vektor koji generiSe horizont dat kao(1.4.2):

EM = 4 QoM (1.3.59)

gde je Q ugaona brzina horizonta.

Kalibrisemo potencijal A, tako da se simetrije elektromagnetnog polja i gravitacionog polja poklapaju,
tj. £Au = £5Au = 0, i zahtevamo, naravno da je A, regularno na X. Dalje, biramo Kilingov vektor &
koji je vremenskog tipa u spoljasnjosti crne rupe, za vektor vremenske evolucije prostorvremena, i neka
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je H pridruzeni ADM Hamiltonijan koji odgovara ovoj konstrukciji. Biramo varijacije da budu asimp-
totski ravne, kao i ranije, nesingularne na X(ukljucujuci granicu Sg), i namecemo da zadovoljavaju veze
Ajns$tajn-Maksvelove teorije do prvog reda teorije perturbacije. Onda je opsti oblik varijacije Hamiltoni-
jana dat u formi:

0=0H = 6Hy + 0l'x — 0T, (1.3.60)

gde smo sa 0Hy obelezili deo varijacije koji je u zapreminskoj formi posle parcijalne integracije, a 01w
i 6I'y su doprinosi grani¢nih ¢lanova iz beskonac¢nosti i sa horizonta, odnosno bifurkacione povrsi Sg.
Zapreminski deo varijacije daje Hamiltonove jednacine, i sadrZi koeficijente koji su vremenski izvodi
faznih promenljivih. S obzirom na to da smo izabrali folijaciju tako da polje vremenske evolucije bude
Kilingov vektor, onda za proizvoljnu faznu promenljivu P imamo:

P=£:P  P€ (hy.n™ Ag, 1T (1.3.61)

Posto je & Kilingov vektor, vazi £eguv = £eAy = 0, pa zapreminski doprinosi nestaju. Izraz se pojed-
nostavljuje u oblik:
o0l =6l (1.3.62)

Granicni ¢lanovi imaju sli¢an oblik kao i ranije, i raCunanjem precizno njihove forme na osnovu prethod-
nih pretpostavki, kao $to je uradeno u referencama [21, 23], dobija se:

Sm+ V80— Q8J = %(SA (13.63)

gde je A = [, s, S povrsina horizonta, a k povrSinska gravitacija horizonta.

Gornja jednacCina predstavlja prvi zakon mehanike crnih rupa. Zajedno sa BekenStajn-Hokingovom for-
mulom za entropiju (1.3.3), ona je analogna prvom zakonu termodinamike, gde 5 ima ulogu tempera-
ture. Ovo tacno odgovara Hokingovoj temperaturi dobijeno za Kerr-Njumanovu crnu rupu koja je reSenje
Ajnstajn-Maksveloih jedna¢ina za rotirajuéu naelektrisanu crnu rupu. Clan 8m ima ulogu energije sis-
tema, a —Q0J odgovara ¢lanu vezanom za rad vrSen na sistemu usled rotacije. Clan V..0Q, uofavamo
kao rad elektromagnetne sile, tj. potencijalnu energiju elektromagnenog polja.

Vide¢emo da na isti na¢in moZemo doci do prvog zakona mehanike crnih rupa i u lokalnoj Poenkareovoj
teoriji, Sto omogucava proracun entropije za crne rupe sa povrsinskom gravitacijom k # 0.

1.3.3 Treci zakon

Treéi zakon mehanike crnih rupa ima status hipoteze, i skorije vreme se ispostavlja da je naruSen u nekim
slu¢ajevima. U svom osnovnom obliku, on kaZe:

Teorema 3 (Treci zakon mehanike crnih rupa). Nemoguce je smanjiti povrsinsku gravitaciju crne rupe
K do nule bilo kojim konacnim nizom procesa.

Vidmo da je ovaj stav u analogiji sa tre¢im zakonom termodinamike koji kaZze da ne moZemo sman-
jiti temperaturu do apsolutne nule kona¢nim nizom procesa. Najprostija provera treeg zakona moze se
videti na primeru Svarcildove crne rupe.

Napisimo metriku Svarcsildove crne rupe u Edington-Finkel§tajnovim koordinatama, regularnim na hor-
izontu, tako da moZemo izracunati povrsinsku gravitaciju:

r

ds* = (1 — 2—’"> dv? — 2dvdr — r*dQ? (1.3.64)
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Generator horizonta u ovim koordinatama je vektorsko polje /* d, = d,. Smenom ovog polja u definicionu
relaciju:

*v, 1Y =xl¥ (1.3.65)
1
5 4m:
Odavde sledi da povecavanjem mase SvarcSildove crne rupe smanjujemo njenu povrsinsku gravitaciju,
Sto je 1 logi¢no, medutim potrebna je beskonacna masa da bismo dostigli sluc¢aj kada je k = 0. Ovo
istovremeno znadi da Svarcgildova crna rupa ne moZe imati nultu povriinsku gravitaciju, §to &ini ovaj
slu¢aj trivijalnim. Stvari su malo komplikovanije kada imamo crnu rupu sa momentom impulsa i naelek-
trisanjem. Za Ker-Njumanovu rotirajucu i naelektrisanu crnu rupu vazi relacija izmedu parametara mase,
specificnog momenta impulsa i naelektrisanja pri kojoj crna rupa nema goli singularitet(tj. singularitet
vidljiv iz asimptotske beskonacnosti):

1 smenom koordinate horizonta r = 2m, dobijamo K =

m* > ad*+q° (1.3.66)

gde jednakost vazi u slucaju xk = 0.

Crna rupa kod koje je k¥ = 0 naziva se ekstremalna crna rupa. Neke osobine ovih crnih rupa bice pred-
stavljene u daljim poglavljima. Nejednakost (1.4.66) ukazuje na to da ukoliko crnoj rupi nekim procesom
dodajemo materiju sa velikim momentom impulsa u smeru rotacije crne rupe i velikim naelektrisanjem,
izgleda kao da je principijelno moguce dostici stanje ekstremalne crne rupe. Ipak, ovakav proces po-
drazumeva raCunanje realnog procesa absorbovanja materije od strane crne rupe(¢ime su nametnuti re-
alni uslovi na parametre momenta impulsa i naelektrisanja materije), $to nije trivijalan zadatak. Autoru
su poznata dva pristupa preko kojih je do sada ispitivana tacnost treeg zakona mehanike crnih rupa.

Prvi pristup primenio je Vold [26] u kojem je uzeto da je Ker-Njumanova rotiraju¢a naelektrisana
crna rupa ekstremalna na pocetku procesa, i1 proveravano je da li ubacivanjem probnih Cestica testirano
je da li je moguée naruSenje nejednakosti (1.4.66), ¢ime bi ekstremalna crna rupa potencijalno postala
goli singularitet. Rezultati rada su bili negativni, tj. pokazano je, raCunanjem putanja probnih Cestica u
okolini Ker-Njumanove crne rupe da su moguéi parametri realnih Cestica takvi da nejednakost (1.4.66) ne
moZe biti narusena. Ispostavlja se da ukoliko Cestica poseduje dovoljno veliki moment impulsa odnosno
naelektrisanje da narusi datu nejednakost, u interakciji sa elektromagnetnim odbijanjem i cetrifugalnim
efektom Ker-Njumanove crne rupe, ovakva Cestica e biti odbijena i nece upasti u crnu rupu. Ovaj rad je
u skorije vreme [27] proSiren na slucaj kada su uracunati efekti drugog reda u interakciji sa crnom rupom
koji podrazumevaju efekte konacne veli¢ine tela koje upada u crnu rupu, kao i efekte samointerakcije
u gravitacionom polju. Rezultat je ponovo bio negativan, te se ispostavlja da u realnim situacijama
ekstremalna crna rupa nece preci goli singularitet apsorbovanjem proizvoljne materije(barem u dometima
racuna koji su do sada testirani).

Voldov rad ipak dozvoljava da crna rupa bude u ekstremalnom stanju, $to bi po tre¢em zakonu trebalo
da bude grani¢no stanje beskonacne serije procesa. On se dakle odnosi na efekte koji su grani¢no izvan
opsega vazenja treCeg zakona, i pozitivan rezultat kod njegovih radova bi ukazivao da veliki problem u
slucaju da je moguce dostiéi ekstremalnost kod crnih rupa. Testiranje samog treceg zakona u obliku koji
smo mi predstavili dugo nije bilo popularna tema, medutim, skora$nji rad Kelea i Ungera [28] daje kon-
traprimer, gde crna rupa koja je reSenje AjnStajn-Maksvelove teorije kuplovana sa bezmasenim naelek-
trisanim skalarnim poljem, moZe kolapsirati u ekstremalno stanje za kona¢no vreme. Rezultat Kelea 1
Ungera dao je ponovno interesovanje u narusenje treceg zakona, s obzirom na to da je eksplicitni primer
naruSenja pokazan. Ipak, s obzirom na partikularni oblik materije u njihovom radu, koji zahteva veliki
odnos parametara naelektrisanja i mase kolapsirajue materije, postavlja se pitanje o vaZenju sli¢nog
kontraprimera pri realnijim uslovima. Rad Reala [29, 30] pokazuje da pri malo veéim ograni¢enjima na
naelektrisanje i masu kolapsirajue materije, tre¢i zakon ostaje zadovoljen. Ipak, ova tema je trenutno
predmet tekuéeg istrazivanja, 1 ne postoji apsolutni koncenzus o vaZenju treCeg zakona, te on za sada
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ostaje u domenu hipoteze.

Zakraj ovog poglavlja rezimiramo analogiju izmedu zakona mehanike crnih rupa i zakona termodinamike

u sledecoj tabeli.

Zakoni mehanike crnih rupa Zakoni termodinamike
Nulti za- | PovrSinska gravitacija x horizonta crne | Temperatura 7 sistema u termodi-
kon rupe je konstantna. namickoj ravnoteZi je konstantna.
Prvi Za stacionarne asimptotski ravne crne | Zaizolovani termodinamicki sistem, vaZzi:
zakon rupe, vazi:
TAS =AU — AW
K
—O0A=0E—Q8J+VdoQ
¥4
Drugi za- | U proizvoljnom realnom fizickom pro- | U proizvoljnom spontanom procesu, en-
kon cesu, povrSina ne opada: tropija izolovanog sistema se ne smanjuje:
dA >0 AS >0
Tre¢i za- | Nemoguce je smanjiti povrSinsku grav- | Nemoguce je smanjiti temperaturu sis-
kon itaciju crne rupe na nulu kona¢nim nizom | tema na apsolutnu nulu kona¢nim nizom
procesa. procesa.

Table 1.1: Analogija izmedu mehanike crnih rupa i termodinamike
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2 Racunanje entropije crnih rupa u lokalnoj
Poenkareovoj teoriji

Nakon §to smo uveli pojam entropije i zakone mehanike crnih rupa, generalisacemo ovaj pristup na
lokalnu Poenkareovu teoriju gravitacije. Stoga u ovom poglavlju pravimo kratak pregled lokalne Poenkare-
ove teorije i generaliSemo metode kori$¢ene u sekciji 1.3 kojima je izveden prvi zakon termodinamike na
opsti Dirakov kanonski formalizam sa vezama u kontekstu lokalne Poenkareove teorije. Rezultat Blago-
jeviéa i Cvetkoviéa [31] omogucéava proracun entropije analizom kanonskih generatora lokalne simetrije,
gde je entropija definisana kao odrzani naboj na horizontu u skladu sa idejom Volda [19]. Istovre-
meno, ovakav pristup proraCunu entropija implicira mogucnost provere vazenja prvog zakona mehanike
crnih rupa u kontekstu lokalne Poenkareove teorije. Predstavljanje ove metode bice glavni rezultat ovog
poglavlja, s obzirom na to da ¢e ista metoda biti dalje generalisana na kontekst ekstremalnih crnih rupa u
narednom poglavlju.

2.1 Pregled lokalne Poenkareove teorije

Lokalna Poenkareova teorija poCinje kao razmatranje teorije polja zadate principom minimalnog dejstva,
gde je dejstvo zadato integralom S = [ d*x.%(¢,d,¢), ¢iji LagranZijan zavisi od polja materije i njihovih
prvih izvoda, i koje je invarijantno na globalne Poenkareove transformacije. Kori§¢enjem kalibracionog
principa Janga 1 Milsa, u dejstvo se uvode gradijentna polja tako da ono postane invarijantno na lokalne
Poenkareove transformacije. Kompletno izvodenje procedure lokalizovanja Poenkareove simetrije moze
se nadi u literaturi [32, 33], a mi ¢emo se ovde zadrZati na predstavljanju glavnih rezultata.

Poenkareova transformacija je na prostorvremenu zadata kao transformacija koordinata:

AP =xt 4 EH EH =gt ot XY (2.1.1)

gde su w"V i e# parametri Lorencove grupe i grupe translacija, redom. Lokalne Poenkareove transfor-
macije deluju na polje materije ¢ po zakonu:

S = (%w”vMuv +5”Pu) ¢ = (%w”vzuv _;_gﬂp”) ¢ (2.1.2)

gde su My = xy dv — Xy 8” + Xy v generator Lorencovih transformacija, P, = —8u generator translacija,
i1 X,y spinski deo generatora Lorencovih transfomacija, redom.

Pri lokalizaciji simetrije, parametri 0"V i e, odnosno "V i &M, postaju funkcije koordinata pros-
torvremena. MoZemo primetiti da spinski generator X, deluje na polje materije u tacki(ne zavisi od ko-
ordinata), pa se opSta transformacija razdvaja na spinski ¢lan koji je lokalizovan u tacki prostorvremena,
i ¢lan E# P, koji posle lokalizacije simetrije predstavlja proizvoljni difeomorfizam generisan poljem &.
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Naravno, implicitno je podrazumevano da polja materije ¢ nose spinske indekse koji definiSu zakon trans-
formacije u odnosu na Lorencove transformacije, i da su u odnosu na opste koordinatne transformacije
skalari(ukoliko polja materije nose koordinatne indekse, njihova transformacija generisana poljem & data
je Lijevim izvodom &y¢ = —£¢¢). U skladu sa tim, spinske indekse obelezavamo slovima latinskog alfa-
beta, dok koordinatne indekse obeleZavamo grékim alfabetom, pa se lokalna Poenkareova transformacija
pise kao:

1 ..
80 — (Ewljzij+éﬂp”) 0 (2.1.3)
Zahtevanje da dejstvo teorije bude invarijatno na lokalne transformacije vrsi se konstrukcijom odgovara-

juce gustine LagranZijana po pravilu:

Gustina LagranZijana teorije invarijantne na lokalne Poenkareove transformacije je oblika
L'=ANZL(9,V0), gde je Vi pogodno definisan kovarijantni izvod i A faktor koji obezbeduje
invarijantnost zapreminskog elementa u dejstvu.

Procedurom lokalizacije simetrije [32, 33], moZe se izvesti da kovarijantni izvod Vj ima oblik:
Vo =h1V,0 (2.1.4)

gde je V; takozvani "®"-kovarijantni izvod, zadan formulom:
1 .
Vup =(du+Ap)d  Ap= EAl]uZij (2.1.5)

Polja hk” i AY u su gradijentna polja vezana za lokalne translacije(odnosno difeomorfizme) i lokalne
Lorencove transformacije, redom. Pri lokalnim Poenkareovim transformacijama, njihov zakon transfor-
macije je zadan pravilima:

st = ot +E 0y —EVo,n (2.1.6a)
A"y = o' AV, + W/ AP, — o'y — ‘SVMAUV —£val,, (2.1.6b)
Uvodenjem veli¢ine b’ y» Inverzne polju hk“ :
byht =8 bht =8 (2.1.7)
moze se izraCunati da faktor A u gustini Lagranzijana ima oblik:
A=b=det(b')) (2.1.8)
Zakon transformacije polja b’ y pri lokalnim Poenkareovim transformacijama je:

Sob'y = w'b*, — EF by —EMD (2.1.9)

Uvodenjem gradijentnih polja hk“ iAY u U teoriju, konstrukcija dejstva za polja materije invarijantnog
na lokalne Poenkareove transformacije je zavrSena. Ostaje da se konstruiSe dejstvo za slobodno polje. Za
to je potrebno uvesti tenzore jacine polja koji odgovaraju poljima hk“ iAY u» Sto se definiSe na standardni
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nacin komutiranjem kovarijantnih izvoda:

1
Vi VVIo = S F v Tij0 (2.1.10a)
(Vi V19 = 5F'%i0 — FigVig (2.1.10b)

gde su:
Fy = uAY, — 9 A" + Al AY, — A AY (2.1.11a)
F =htrYFY,, (2.1.11b)
w=hlnEL =hE Ry (Vb — Vb)) (2.1.11c)

tenzori jaCine polja. F ’.J}d je tenzor jacine polja vezanog za Lorencove transformacije, dok je F fd tenzor
jacine polja vezanog za translacije.
Opsta gustina Lagranzijana u lokalnoj Poenkareovoj teoriji je oblika:

L =bSLr(F", Fiy) +b-Lu(9, Vi) (2.1.12)
gde je ZF(F iJ,.d,F lkl) slobodna gustina Lagranzijana koja zavisi od invarijantne kombinacije tenzora
jacina polja.

Nakon lokalizacije Poenkareove simetrije, dobijena je gradijentna teorija polja sa dva gradijentna
polja kao nosiocima interakcije. Ova teorija je, kao 1 druge gradijentne teorije, zadata u ravnom pros-
toru, i a priori nije jasno da ona opisuje gravitacionu interakciju. Medutim, ispostavlja se da postoji jaka
analogija izmedu lokalne Poenkareove teorije i takozvane Riman-Kartanove geometrije, tj. geometrije
zakrivljenog prostorvremena sa nenultom torzijom. Ova analogija daje geometrijsku interpretaciju uve-

denim gradijentnim poljima, $to omogucava tumacenje teorije kao generalizacije AjnStajnove teorije
gravitacije. Opisacemo sada ukratko ovu analogiju.

Razmotrimo prostorvreme kao diferencijabilnu mnogostrukost M sa definisanom pseudo-Rimanovom
metrikom g i afinom koneksijom V. Komponente kovarijantnih izvoda vektora i 1-formi na ovoj mno-
gostrukosti transformiSu se po pravilima:

Vi =0 + Ty, P Vv =duvy — I, (2.1.13)

gde su Fﬁ,‘p koeficijenti koneksije. Ova definicija se uopsStava na tenzore viseg reda na uobicajeni nacin
po Lajbnicovom pravilu.

Riman-Kartanov prostor Uy definisan je postulatom o metrickoj kompatibilnosti koji kaze da se
metrika ne menja pri paralelnom transportu:

Viugvp =0 (2.1.14)

Afina koneksija definisana na U4 ne mora u opsStem slucaju biti simetri¢na kao $to je to slucaj kod Levi-
Civita koneksije. Njen antisimetri¢ni deo definiSe fenzor torzije:

T =Thy — T}, (2.1.15)

ReSavanjem uslova metricke kompatibilnosti (2.1.14) po koneksiji, dobija se da opSta afina koneksija ima
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dekompoziciju:

H n
Iy, = K 2.1.16
{1, 210
gde su { ‘f;) } = % g (8va,p +8pa,v — &vp.2) Kristofelovi simboli druge vrste koji predstavljaju kompo-
nente Levi-Civita koneksije, a K* vp = —%( T+ vp —1Ip LT vp ) komponente tenzora kontorzije.

Dekompozicija (2.1.16) pokazuje da, mada je Riman-Kartanova geometrija definisana metrikom i afinom
koneksijom kao nezavisnim veli¢inama, mozemo ekvivalentno uzeti da je geometrija definisana zadavan-
jem metrike i torzije. Ovaj opis je o€igledno proSiren u odnosu na opStu relativnost, gde je cela geometrija
zadata metrikom, i koja se mozZe dobiti kao slucaj kada je torzija jednaka nuli.

Za proizvoljnu afinu koneksiju, definiSemo Rimanov tenzor krivine na standardan nacin:

R\ po = 9pThe — oThy + T4 Tis — T4 T5, (2.1.17)

Tetradni formalizam. U svakoj tacki Riman-Kartanovog prostora moZemo konstruisati ortonormalni
lokalni Lorencov sistem e; = ei” du, koji nazivamo fetradom, i koji Cini bazis tangentnog prostora u datoj
taCki. Komponente u odnosu na ovaj bazis obeleZavamo indeksima latinskog alfabeta, u skladu sa tim da
se bazis transformiSe kovarijantno pri lokalnim Lorencovim transformacijama. Po definiciji, vazi:

gﬂvei”ejv = MNij nijﬁiuﬁjv = 8uv (2.1.18)

gde je n = diag(1,—1,—1,—1) metrika prostora Minkovskog, a ¥, inverzna tetrada definisana relaci-
jama:

Vel =8 Vel =5 (2.1.19)

Cesto se u literaturi inverzne tetrade takode nazivaju tetradama, i mi prihvatamo ovu nepreciznost u
terminologiji, s obzirom na to da su obe veli¢ine jednozna¢no povezane i njihov smisao je uvek jasan iz
zakona transformacije.

Komponente tetrada imaju smisao matrica transformacija izmedu koordinatnog i tetradnog bazisa.
Proizvoljan vektor, odnosno 1-forma imaju tetradne komponente:

Ut = ﬁ’ﬁu” u=euy (2.1.20)

Za proizvoljan tenzor viSeg reda, odgovarajuci indeksi se transformiSu u tetradne indekse na isti nacin.
Tetradni indeksi se podiZu i spuStaju metrikom Minkovskog 7;;(i njenim inverzom 1'/), dok se koordi-
natni indeksi podiZu i spustaju metrikom gy (i njenim inverzom g").

Korisno je primetiti da se tetradne komponente proizvoljnog tenzora transformisu kao skalari pri ops-
tim koordinatnim transformacijama, $to direktno sledi iz relacija (2.1.20), gde vidimo da je transfomacija
koordinatnih komponenti kompenzovana transformacijom tetrada. U tom smislu moZemo posmatrati red
proizvoljnog tenzora u odnosu na lokalne Lorencove transformacije 1 opSte koordinatne transformacije
odvojeno, posmatrajuc¢i odgovarajuce indekse, pa je, na primer, tetrada 79iu vektor u odnosu na lokalne
transformacije, a 1-forma u odnosu na opSte koordinatne transformacije. Afina koneksija, medutim, nije
tenzor, pa njene komponente u tetradnom bazisu ne moZemo dobiti pravilom (2.1.20). Da bismo do-
bili oblik tetradnih komponenti koneksije, posmatramo kovarijantni izvod vektorskog polja V,v", Cije se
komponente transformiSu kao tenzor:

Vv =o' + TP = ﬁiuejVDivf (2.1.21)
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gde smo sa D; obeleZili kovarijantni izvod u tetradnom bazisu.
MnozZenjem (2.1.21) sa leve strane inverzima tetrada i kori§¢enjem (2.1.20), dobijamo:

D' = e ) + @’ W (2.1.22)

gde su .
o =eleV [y, + 0,0, = —ete, VY, (2.1.23)

koeficijenti koneksije u tetradnom bazisu, i druga jednakost uzima u obzir injenicu da se tetrada ©' trans-
formise kao 1-forma pri opstim koordinatnim transformacijama. Veli¢inu @’ % Zovemo spinska koneksija.
Delovanjem kovarijantnim izvodom V|, na drugu jednaCinu u (2.1.18) i koriS¢enjem uslova metricke
kompatibilnosti (2.1.14), 1 gornje relacije (2.1.23), dobijamo ekvivalent metricke kompatibilnosti u tetrad-
nom bazisu:

@ jk + Wjjx = 0 (2.1.24)

odnosno, spinska koneksija je antisimetri¢na po prva dva indeksa.
Ukoliko primetimo da se koneksija transformiSe kao 1-forma po poslednjem indeksu, odnosno indeksu
po kome se vrsi izvod, moZemo pisati:

1 ..
~0", % (2.1.25)

Di=e!'Dy, Dy 58“—1—2

1
Ovde X;; predstavljaju generatore spina u odgovarajucoj reprezentaciji Lorencove grupe, pa smo efek-
tivno uopstili izvod Dy, tako da deluje na proizvoljne spinore. U sluCaju vektorske reprezentacije, na
primer, (Z;,)%, = 6kn; — 6}‘1},-1, pa zamenom u (2.1.25) rekostruiSemo jednacinu (2.1.22) za izvod vek-
torskog polja. Vidimo da su izvodi V i D;, iako veza (2.1.22) predstavlja invarijantnost operacije par-
alelnog prenosa na izbor bazisa, netrivijalno vezani relacijom (2.1.23), koja definiSe spinsku koneksiju i
obi¢no se naziva tetradni postulat. Poredenje relacije (2.1.25) sarelacijama (2 1.4)1(2.1.5) daje oéiglednu
analogiju izmedu tetrade eiu i gradijentnog polja h , 1 spinske koneksije "/ u 1 gradijentnog polja A ]

Rimanova krivina R" vpo 1 torzija T+ vp Su tenzori, i transformisanjem ovih veli¢ina u tetradni bazis

po pravilu (2.1.20), i koriS¢enjem tetradnog postulata (2.1.23), nakon kraéeg racuna, dobijamo:

uv =9, T, =Dyv, —Dvﬁ’ (2.1.26a)

Ry = 05,0,y = du00”y — 90", + o, 0", — o, 0", (2.1.26b)

Poredenje gornje relacije sa (2.1.11) daje direktnu analogiju izmedu torzije i translacione jacine polja F' Lv

C - C . . . - N o
i Rimanove krivine i jaCine polja vezanih za Lorencove rotacije F;,. Konacno, izratunaemo varijaciju
tetrade 1 spinske koneksije pri lokalnim Poenkareovim transformacijama.

Tetrada 19L se po Lorencovom indeksu transformiSe kao vektor, a po koordinatnom indeksu kao
1-forma, pa je njen zakon lokalne transformacije Poenkareove grupe dat sa:

) 1 i
¥ = exp {Eeklzk, — £§]1} ¥/ (2.1.27)
J

gde smo sa 6% obelezili parametre Lorencove transformacije, & je infinitezimalni generator difeomor-
fizama, £ je Lijev izvod, a I jedini¢na matrica.
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U infinitezimalnom obliku, varijacija forme tetrade, koristeci (;;)¥, = 8fn;; — 6/, data je sa:
Syt = 00 — £V 0, — ¥\, 9u&” (2.1.28)

Da bismo dobili zakon transformacije spinske koneksije, posmatrajmo veli¢inu Dy, V!, gde je v proizvoljno
vektorsko polje u tetradnom bazisu. Varijacija forme ove veliCine je ista kao kod tetrade:

So(Dpv') = 6%(Dpv’) =&Yy (Dyv') — (D) 9" (2.1.29)
Sa druge strane primenom Lajbnicovog pravila na levu stranu gornje jednacine, imamo:
8o(Dpv') =Dy’ + (80, )v/ (2.1.30)

Takode, primetivsi da se v/ transformise kao vektor po tetradnom indeksu i kao skalar pri opstim koordi-
natnim transformacijama, dobijamo:

Sov' = 0/ — &R (2.1.31)
Zamenom (2.1.29) 1 (2.1.31) u (2.1.30), i primenom (2.1.22), dobijamo varijaciju forme koneksije:
So', = 610", + o/, 0*, — V00", — 0,0, — 9,07 (2.1.32)

Iz dobijenih relacija (2.1.28) 1 (2.1.32), vidimo da se transformacije polja 19’# i u poklapaju sa transfor-

macijama (2.1.9) i (2.1.6b), gradijentnih polja b’ ul AY u> redom. Time je analogija lokalne Poenkareove
teorije sa Riman-Kartanovom geometrijom potpuna.

U skladu sa datom geometrijskom interpretacijom, proizvoljni model u lokalnoj Poenkareovoj teoriji
zadan je gustinom LagranZijana:

L =eZL6(RY,,Th) + €L (9,Did) (2.1.33)

gde je € = det(ﬁi“) faktor koji daje dobro definisan zapreminski element, koji je po definiciji (2.1.18)
jednak /—g.

Kao i u opstoj relativnosti, racun u tetradnom formalizmu se moze jednostavnije zapisati koriS¢enjem
diferencijalnih formi, 1 ovaj zapis ¢e uglavnom biti koriSéen u daljem radu, pa ¢emo prepisati glavne
rezultate u ovom formalizmu radi reference. U ovom formalizmu, koordinatni indeksi nece biti pisani,
osim gde je specificno naznaceno.

Osnovna polja u Riman-Kartanovoj geometriji su 1-forme tetrade 9 i spinske koneksije %/ Torzija T'
i krivina R"/ su 2-forme, dobijaju se Kartanovim strukturnim jedna¢inama:

T'=d¥' + o', N/ =Dy’ (2.1.34a)
RV =dw" + o' N o (2.1.34b)

gde su d spoljasnji izvod formi, a A kosi proizvod, a D Kartanov spoljasnji kovarijantni izvod.
Spoljasnji kovarijantni izvod slika p-formu o' jup+ 1-formu:

1.
]..0f o ...0g i miy...i in i miz...i
Da JiJi dot J1-Ji T, N Ji-Ji o5, N J1-Ji +-. (2.1.35)
e ineix _om i e
o 11/\0‘ mjy...jp © JzAa J1m13--~J1+"’
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Lagranzijan slobodne teorije, koji ¢e nas zanimati jer ¢emo se baviti vakumskim reSenjima, je 4-forma
¢iji integral daje dejstvo:

S— / Lo(RY,,.Ti) (2.1.36)

Time zavrSavamo pregled opStih postavki lokalne Poenkareove teorije, i prelazimo na kanonsku analizu,
iz koje ¢emo dobiti metod za proracun entropije crnih rupa.

2.2 Entropija crne rupe kao odrzani naboj na horizontu

2.2.1 Hamiltonova analiza u lokalnoj Poenkareovoj teoriji

Kod teorija sa lokalnom(kalibracionom) simetrijom, kanonska struktura teorije odlikuje se postojanjem
veza. Razmotri¢emo prvo opste rezultate u ovom formalizmu, a potom dati konstrukciju Hamiltonijana u
lokalnoj Poenkareovoj teoriji. Za detaljniji opis Hamiltonovog formalizma sa vezama, korisno je pogle-
dati reference [34, 32, 35].

Posmatrajmo klasi¢nu teoriju sa LagranZijanom L(q, ') koji je funkcija generalisanih poloZaja i brzina.
Da bismo definisali fazni prostor, definiSemo kanonske impulse konjugovane poloZajima:

aL

Pi=5p 2.2.1)

Koriste¢i gornji sistem, moZemo izraziti sve brzine preko impulsa, i dobiti nove lokalne koordinate
(4%, p:) koje definiu tacke u faznom prostoru. Ako je sistem (2.2.1) singularan, medutim, $to se defava
kod teorija sa lokalnom simetrijom, onda impulsi ne moraju biti potpuno nezavisne funkcije funkcije
brzina, ve¢ se u teoriji pojavljuju veze, tj. funkcije koje daju dodatne uslove na koordinate i impulse:

Om(q,p)=0  (m=1,....P) (2.2.2)

gde je P broj veza.
Veze koje dobijamo iz sistema (2.2.2) zovemo primarne veze, i one daju restrikciju na podprostor I
faznog prostora I' u kojem se posmatra evolucija sistema. Primarne veze ne zavise od jednacina kretanja.

U slucaju postojanja veza, korisno je definisati pojam slabe i jake jednakosti. Za funkciju faznih
promenljivih F (g, p), ¢ija je restrikcija na podprostor I'j jednaka nuli, kaZzemo da je slabo jednaka nuli i
piSemo F ~ 0. Ako su i njeni prvi izvodi takode jednaki nuli na I'{, kazemo da je F jako jednaka nuli, i
obelezavamo ovo standardnom jednakos$éu F' = 0. Koristan rezultat [35] kaZe da je svaka funkcija koja
je slabo jednaka nuli, jednaka linearnoj kombinaciji veza, odnosno:

F(g,p)~0=F =A"¢, (2.2.3)

gde su A™ odredeni mnoZzioci.
Nakon definicije kanonskih impulsa, kanonski Hamiltonijan je standardno dat relacijom:

He=)_piq' —L(q".4") (2.2.4)

Jednacine kretanja dobijamo varijacijom dejstva S = [dtL(q',4’). U kanonskom formalizmu, potrebno
je da, pored varijacije kanonskog Hamiltonijana, obezbedimo da dobijene jednacine budu ogranicene
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vezama. Uvodimo stoga totalni Hamiltonijan:
Hy =H.+u" ¢y, (2.2.5)

gde su ¥ LagranZevi mnoZioci.

Varijacija Hy po mnoZiocima u™ daje veze ¢,,, a varijacija po kanonskim promenljivama (¢', p;) daje
Hamiltonove jednacine.

Uvodenjem Poasonove zagrade proizvoljnih funkcija kanonskih promenljivih

A(q,p)iB(q,p):

JdA dB JB JA )
A,B} = — (2.2.6)
4.5} z," <361’ dpi  dq' dp;
Hamiltonove jednacine moZemo napisati u obliku:

q' = {q,Hr} (2.2.7a)
pi={p,Hr} (2.2.7b)

Za proizvoljnu dinamic¢ku promenljivu F (g, p), evolucija u vremenu je opisana jednacinom:
F(q,p) = {FHr} (22.8)

Da bi teorija bila konzistentna, veze u teoriji moraju biti odrZane u vremenu. Uslovi konzistentnosti se
dakle mogu napisati u obliku:

d’m = {(z)m?HT} = {¢mch} +un{¢ma¢n} ~ 0 (229)

Proverom uslova konzistentnosti moZemo dobiti jednacine koje su nezavisne od mnoZilaca u™, oblika
x(q,p) = 0. Ove jednacine daju nove veze u teoriji, koje zovemo sekundarne veze. Takode, moZemo
dobiti sistem jednaCina koji ograni¢ava mnoZioce u™. Ako posmatramo sistem jednacina (2.2.9) kao
nehomogeni sistem linearnih jednacina po 4™, onda e reSenje ovog sistema biti oblika:

ut =Uu"+vvrT (2.2.10)

gde su U™ partikularna reSenja nehomogenog sistema, V" nezavisna reSenja odgovaraju¢eg homogenog
sistema u"{@y,, 9, } ~ 0, a v* proizvoljne funkcije vremena. Vidimo, dakle, da se kao posledica posto-
janja veza u Hamiltonijanu pojavljuju proizvoljne funkcije vremena, pa evolucija sistema nije jednoz-
nacno odredena. Ovo je posledica toga $to koordinate (g, p), o¢igledno nisu sve dinamicke promenljive,
ve¢ su neke od njih povezane vezama, i postoji podskup promenljivih koji moZe da se tretira kao fiz-
icke promenljive, koje jednoznacno opisuje dinamiku sistema. Nakon §to smo utvrdili sekundarne veze,
proveravamo uslov konzistentnosti za njih, i ovaj postupak ponavljamo do trenutka kada nema novih veza,
ved je sistem jednacina konzistentnosti zadovoljen. Sve novodobijene veze u ovom postupku zvacemo
sekundarnim. Sekundarne veze se od primarnih razlikuju po tome Sto njihovo postojanje zavisi od jed-
nacCina kretanja, pa se ne pojavljuju u totalnom Hamiltonijanu. Medutim, s obzirom da konzistentnost
teorije zavisi od postojanja ovih veza, one se uglavnom tretiraju na isti nacin u teoriji kao i primarne
veze, slabe i jake jednakosti definiSemo u odnosu na kompletni sistem veza dobijen proverom uslova
konzistentnosti. Proizvoljne veze u teoriji obelezavamo od sada kao:

Os = (O, Xn) =0 (s=1,...P+S) (2.2.11)
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gde je S broj sekundarnih veza.
Totalni Hamiltonijan posle analize uslova konzistentnosti ima oblik:

Hr =H' +1¢, H =H.+U"¢, 00 =V O (2.2.12)

gde su v proizvoljne funkcije vremena vezane za primarne veze ¢, koje su dobijene iz uslova konzis-
tentnosti kao linearna kombinacija pocetnih primarnih veza.

Gravitacioni Hamiltonijan u lokalnoj Poenkareovoj teoriji. Konstrukciju Hamiltonijana vr§imo ko-
riS¢enjem ADM dekompozicije prostorvremena [20], na slican nacin kao Sto je to uradeno u sekciji 1.4.2.
Ipak, ADM dekompozicija u lokalnoj Poenkareovoj teoriji daje komplikovanije izraze nego u opstoj rela-
tivnosti, pa ¢emo stoga, radi kraeg zapisa, u konstrukciji Hamiltonijana uvesti promenljive ekvivalentne
ADM promenljivama, pisudi teoriju u koordinatnom bazisu. Dekompozcija tetradnih komponenti daje
ekvivalentne rezultate. Za detaljniji opis konstrukcije Hamiltonijana, zainteresovani Citalac moze kon-
sultovati reference [32, 36].

Posmatramo folijaciju prostorvremena hiperpovrs§ima X(¢ = const.), gde je folijacija odredena vek-
torom vremenske evolucije d;. Nakon izbora inicijalne Kosijeve povrsi Lo(t = 0), koordinate su adapti-
rane na folijaciju konstrukcijom datom u (1.4.26):

u u
M= (%) &, = <§%) (2.2.13)
e f

Razlika u notaciji izmedu u odnosu na prethodnu glavu je u tome $to smo intrinsi¢ne koordinate na hiper-
povrsi Xy ovde obeleZili prvim slovima grckog alfabeta, posto latinskim slovima obelezavamo tetradne
komponente, a tangentne vektore na X sa &, da ih ne bismo mesali sa tetradom. Ova konvencija ¢e
biti koriS¢ena u nastavku ove sekcije.

Formiramo bazis tangentnog prostora adaptiranog na folijaciju, od jedini¢nog vektora normale na X,
koji obelezavamo sa n = n*dy, i tangentnih vektora e, na osnovu kojeg vriimo ADM dekompoziju
tenzorskih veli¢ina. Vektor vremenske evolucije ima ADM dekompoziciju datu u (1.4.29):

t* = Nnt + N¥H, (2.2.14)
gde su N i N* leps funkcija i Sift vektor, dok je dekompozicija koordinatnog diferencijala iz (1.4.28):
dx* = tfdr +é dy” (2.2.15)
Koristeci (2.2.14) 1 (2.2.15), vrSimo dekompoziciju 1-formi tetrade i spinske koneksije:
Oy dxt = (Nn' + N*O'y)dt + ', dy” (2.2.16a)
o d* = (N0 | +N*0"y)dt + &y dy” (2.2.16b)
gde smo definisali, za proizvoljne komponente veli¢ine A, :

A=At A=A, (2.2.17)

ADM dekompozicija pretvara skup polja (19’.“, ®";) uekvivalentni skup ADM polja (N,N%, 9%, w”

ij
1> w OC)'
Veli¢ine N i N* defini$u izabranu folijaciju prostorvremena, pa bismo o¢ekivali da su veli¢ine (N,N*, 0" )

nedinamicke posto teorija ne zavisi od izbora folijacije. StaviSe, posmatrajuéi relacije (2.2.16), moZemo
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uvideti da su veli¢ine 9, i a)ijo ekvivalentne veli¢inama (N,N%, " | )» pa moZemo ekvivalentno defin-
isati na§ konfiguracioni prostor kao ( ’b, a)ijo, O, coija), zajedno sa odgovaraju¢im brzinama, gde su
velicine 19"0 i a)ijo nefizicke, kao Sto ¢emo pokazati u daljoj analizi.

Za proizvoljnu 2-formu A = %A uvdx* Adx" imamo dekompoziciju po (2.1.15):

1
A = Agedt Ndy* + EAaﬁdyadyﬁ (2.2.18)

Rastavljamo 2-forme krivine i torzije u datu dekompoziciju:

. . 1 .
T =Ti dt Ndy* + ET’aﬁdya AdyP (2.2.19a)

. py 1
RV =RY drt Ndy® + SR g dyP (2.2.19b)

gde su:

The = D'y — 9By + 09y — ' (2.2.20a)
T = da®ly — Ip 0y + 007y — 0 s 0, (2.2.20b)
RY,, = @y — 040" + o'y — @, 0", (2.2.20¢)
R g = 040y — 0p 0"y + 0l 05 — 0 g0y (2.2.20d)

Gravitacioni LagranZijan u lokalnoj Poenkareovoj teoriji zadat jednacinom (2.1.33), prelazi u formu:

L =eL6(RY v, Ti,) = eZ6(RY,, Rija/}’Té“’ iaﬁ) (2.2.21)

Na osnovu dekompozicije krivine i torzije (2.2.20) vidimo da LagranZijan ne zavisi od brzina 94 i @",
pa impulsi vezani za ove veli¢ine daju sigurne primarne veze:

0¥ 0%
7'El~0 =—— ~0 n'l.jo = =~ (2.2.22)
v, da",

Ove veze ne zavise od oblika LagranZzijana, pa ih zato zovemo sigurnim vezama. Partikularni Lagranzi-
jan moZe imati i dodatne primarne veze, ali radi jednostavnosti u predstavljanju procedure, mi ¢emo se
ograniciti ovde na sluc¢aj kada nema dodatnih primarnih veza. Polja 19"0 i a)”o su dakle nefizicka, jer nji-
hovih brzina nema u LagranZijanu, njihove brzine su upravo LagranZevi mnozioci koji stoje uz primarne
veze u totalnom Hamiltonijanu. N

Impulsi vezani za dinamic¢ke promenljive ¥, i 0", date su izrazima:

0L 0
= = mt == 7 (2.2.23)
29, am",
Kanonski Hamiltonijan je dat standardnom formulom:
H. = / Byt H=m e~ L (2.2.24)
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Ako primetimo da vaZi:

0% 0%
% =g--0C mt =€ ~G
oT},, oR",,

L =e%s (2.2.25)

mozemo napisati kanonski Hamiltonijan, koriste¢i izraze (2.2.20) da bismo izrazili brzine, u formi:

. 1 .
H = O I — Ew”o%gj + g D* (2.2.26)
gde su:
_ [ 0% .. 1 0% _; :
A= (a—jT{,a +3 o R*,, — 3(;) + %0, — dam;” (2.2.27a)
TOa R O
Ay =2 0 o + 27, OB+ Fa T (2.2.27b)
1 ,
Da = ﬂ'l'a lo+ Enijaa)uo (2227C)
1§ == %81' jleOaﬁ 719ja ﬁkB 1917, je deo zapreminskog elementa € koji ne zavisi od ¥, odnosno € = 19"05‘,-.

Komponente krivine i torzije koje se javljaju u LagranZijanu je potrebno zameniti koristeci definiciju
impulsa (2.2.25), medutim ova veza zavisi od konkretne forme Lagranzijana pa je ovde ostavljamo u
formalnom zapisu. Jasno je da ove komponente, kao i Lagranzijan %, na osnovu (2.2.20) ne zavise od
nefiziCkih promenljivih.

Totalni Hamiltonijan je dakle jednak:

. 1 ..
Ay = A+ dym0 + Ea)’foni i (2.2.28)

Vidimo da je kanonski Hamiltonijan linearan po nefizickim promenljivama 19’6 1 a)ijo, pa uslovi konzis-
tentnosti za primarne veze (2.2.22) daju trivijalno sekundarne veze:

Hm0 A0 (2.2.29)

Sekundarne veze su potpuno analogne vezama (1.4.49) nadenim u Hamiltonovoj analizi AjnStajn-Maksvelove
teorije. Ispostavlja se da uslovi konzistentnosti za sekundarne veze ne daju nikakve dodatne veze. Kon-
strukcija Hamiltonijana dala nam je sve veze u teoriji, Sto nam omogucava analizu odrZanih naboja ispi-
tivanjem kanonskog generatora lokalne simetrije. Definicija kanonskog generatora lokalne simetrije bice
tema sledece sekcije.

2.2.2 Kanonski generator lokalne simetrije

Da bismo bolje analizirali smisao razlicitih veza, posmatrajmo njihovu Poasonovu algebru. Poasonova
algebra veza razvrstava veze na veze prve klase 1 veze druge klase. Veze prve klase ¢pc definisane su
kao veze koje komutiraju sa svim ostalim vezama, odnosno:

{@pc, 9} ~0 (2.2.30)
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Generalno moZemo definisati veli¢ine prve klase kao veli¢ine koje komutiraju sa svim vezama. Veze
druge klase su sve ostale veze, koje imaju netrivijalnu Poasonovu algebru sa ostalim vezama. Ako
obelezimo veze druge klase sa 6,, onda je matrica A,; = {6,, 6;} nesingularna, i moZemo redefinisati
Poasonovu zagradu uvodeci takozvanu Dirakovu zagradu kao:

{A,B}* = {A,B} — {A,6,}A,'{6,,B} (2.2.31)

gde su A 1 B proizvoljne funkcije na faznom prostoru.

Dirakova zagrada ima iste osobine kao i Poasonova zagrada, i vaZi da je Dirakova zagrada proizvoljne
promenljive sa vezom druge klase jednaka nuli {A,6,}" = 0. To znali da veze druge klase moZemo
zameniti jakim jednakostima na ovaj nacin, odnosno, dobijamo da se broj faznih promenljivih smanjuje,
tako Sto su odredene promenljive eliminisane iz faznog prostora vezama druge klase posle redefinisanja
Poasonove zagrade.

Veze prve klase ne mogu biti eliminisane na ovaj nacin, poSto komutiraju sa svim ostalim vezama. Nji-
hovo znacenje moZemo videti na primeru evolucije proizvoljne dinamicke promenljive F(q(t), p(t)):

F(8t) = F(0)+ 8t{F,Hy} = F(0) + 8t[{F,H'} +Vv*{F, ¢, }] (2.2.32)

gde smo iskoristili formu totalnog Hamiltonijana (2.1.12). VeliCine ¢, su primarne veze prve klase Sto
trivijalno sledi iz njihove definicije na osnovu uslova konzistentnosti. S obzirom da su ove veliine u
Hamiltonijanu date u kombinaciji sa proizvoljnim funkcijama vremena v*, moZemo posmatrati gornju
jednacinu za dva razlicita izbora v, i dobijamo:

AF (81) = 81(v(t) —v4(1)){F. ¢} (2.2.33)

Razlika u evoluciji dinamicke veliCine F je nefizicka, jer je odredena proizvoljnim funkcijama v*. Za-
kljucujemo da su primarne veze prve klase generatori nefizickih(kalibracionih ili gradijentnih) transfor-
macija koje ne menjaju stanje sistema. Postavlja se pitanje da li su i sekundarne veze prve klase takode
generatori gradijentnih transformacija.

Odgovor na ovo pitanje daje konstrukcija poznata kao Kastelanijev algoritam [37], kojom se mogu
konstruisati svi kanonski generatori lokalne simetrije u proizvoljnoj teoriji sa vezama. Opisaéemo ukratko
ovu proceduru.

Posmatrajmo trajektoriju u faznom prostoru zadatu Hamiltonovim jednacinama i vezama ¢;:

¢ ={d Hr}={q H'}+v{q', ¢} (2.2.34a)
pi={pi.Hr} = {pi, H} +v*{pi, ¢a} (2.2.34b)
@s(q,p) =0 (2.2.34c¢)

Posmatrajmo sada drugu trajektoriju koja pocinje iz iste tacke i zadovoljava jednaCine kretanja sa drugim
izborom proizvoljnih funkcija v*(¢) 4+ 8ov*(¢), variranim u odnosu na prethodnu trajektoriju. Onda je
jasno da ukoliko posmatramo ove trajektorije u istom vremenskom trenutku, razlika izmedu trajektorija
(¢/(),pi1)) 1 ¢/ (1) + Gog’ (1), pi(t) + Bopi(1)) je nefizicka.

Neka je ovakva varijacija izmedu putanja infinitezimalna 1 opisana generatorom G kanonskih trans-
formacija koji deluje na funkcije na faznom prostoru F (g, p) preko Poasonove zagrade:

00(G)F = {F,G} (2.2.35)

Pretpostavljamo da je, u skladu sa lokalnosti transformacije u vremenu, i neprekidnosti u odnosu na
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parametre transformacije, ovakav infinitezimalni generator G lokalni linearni funkcional infinitezimalnih
parametara €(¢). Onda je opsti oblik takvog funkcionala dat u obliku [38]:

Gle(r) = Y eV, (2.2.36)

Dakle, u opstem slucaju, G zavisi od kona¢no mnogo izvoda parametra £(¢).

Zelimo da variramo jednagine (2.2.34). U tome treba da budemo paZljivi pri varijaciji totalnog Hamiltoni-
jana koji u sebi sadrzi proizvoljne funkcije v*(¢), pa nije obi¢na funkcija na faznom prostoru. Koriste¢i
Lajbnicovo pravilo za varijaciju, imamo:

SHr = {Hr,G} + (60")¢a (2.2.37)
Variranjem poslednje jednacine (2.2.34c), dobijamo:
{¢s,G} =0 (2.2.38)

Imajudi u vidu da ova varijacija treba da vaZi u svim vremenskim trenucima ¢, za sve dinamicke trajek-
torije (¢'(¢), pi(¢)), dakle na celoj povrsi odredenoj vezama u faznom prostoru, ova jednakost se moZe
generalisati u opstu slabu jednakost:

{0,G} =0 (2.2.39)

ZakljuCujemo da je G prve klase. Dalje variramo prvu jednacinu:

Sod' = {{¢', G} Hr} +{d',{Hr,G}} +{d', (80v") 9} (2.2.40)
Imajudi u vidu da G eksplicitno zavisi od vremena tj. da vazi:
dG G
— ={G,H — 2.2.41
gt {G,Hr} + 5 ( )

moZemo iskoristiti lokalnost transformacije &(¢') = %(Soq). Raspisivanjem izvoda varijacije dobijamo:

— = G}, H L= 2.2.42
) = ({40110 + {4 57| 242
Izjednacavanjem (2.2.40) i (2.2.42) konac¢no dobijamo:
i G a
q',|{G.Hr}+ 5" —0v'¢a| r =0 (2.2.43)
Sli¢no, iz druge jednacine (2.2.34b), dobijamo:
G a
pi, |1G Hr} + === 80"¢a| 0 =0 (2.2.44)

Istim argumentom kao i kod jednacine (2.2.38) mozemo pretvoriti prethodne dve jednakosti u slabe
jednakosti, medutim, onda je implicirana jaka jednakost:

{G,Hr} + aa—(: — 009, =0 (2.2.45)
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Razlog je u tome $to ove dve jednaCine daju da su izvodi po faznim promenljivama gornjeg izraza slabo
jednaki nuli, pa on mora biti konstanta, ili vi$i stepen veze, Sto je u skladu sa definicijom jake jednakosti.
Veli¢ine @, su primarne veze prve klase pa ukoliko ova jednakost vazi za proizvoljne varijacije dyv“(7),
imamo:

G

{G,HT} + E = QPprC (2246)

gde je @prc primarna veza prve klase.
Koriste¢i razvoj generatora po infinitezimalnom parametru (2.2.36) i izjedna¢avanjem odgovarajucih ko-
eficijenata uz izvode parametra, dobijamo niz jednacina:

Gik—1 = Qprc

Gi—2+{Gr_1,Hr} = Qprc (2.2.47)

{Go,Hr} = ¢prc
Ovaj lanac izraza daje Kastelanijev algoritam za dobijanje kanonskog generatora lokalne simetrije. Naime,
pocinjemo sa primarnom vezom prve klase Gj_;. Nakon toga uzimamo Poasonovu zagradu sa Hamil-
tonijanom koja mora biti slabo jednaka nuli, pa je dakle kombinacija veza. U ovoj kombinaciji pojavice
se generalno sekundarne veze. Stavise, na osnovu konstrukcije Hamiltonijana moZemo utvrditi da je iz
uslova konzistentnosti Hamiltonijan takode prve klase, a nije teSko pokazati da je Poasonova zagrada dve
veli¢ine prve klase takode prve klase. Prema tome, nakon racuna Poasonove zagrade {Gy_,Hr} dobi-
jamo izraz sa sekundarnim vezama prve klase. Ovaj izraz poniStavamo ¢lanom Gy_, tako da ukupan izraz
bude primarna veza prve klase. G;_,, dakle, mora biti sekundarna veza prve klase. Postupak se ponavlja
dok ne dodjemo do identiteta ili pojavljivanja neke veze u obliku x”, (n > 2). Kastelani [37] je pokazao
da dodavanjem pogodnih veza prve klase u svakom koraku moZemo uciniti ovaj niz transformacija mini-
malnim i da svaki neminimalni niz koraka u algoritmu moZe da se razbije na dva manja niza. Minimalni
nizovi daju korektnu formu kanonskog generatora. Na osnovu naSeg razmatranja, moZzemo primetiti da
je dovoljno da u svakom koraku uklju¢ujemo S$to je manje moguce primarnih veza pri prelazu sa ¢lana
Gi na G;_1. U tom slucaju, Kastelanijev algoritam imitira lanac uslova konzistentnosti koji pocinje od
jedne primarne veze prve klase, pa moZemo zakljuciti da je ukupan broj koraka k zapravo duZina ovog

lanca konzistentnosti, odnosno odreden je brojem sukcesivnih sekundarnih veza. To nam olakSava pret-
postavku o formi generatora koju bismo usvojili na pocetku algoritma.

Kanonski generator lokalne simetrije u lokalnoj Poenkareovoj teoriji.

U prethodnoj sekciji konstruisan je opsti oblik Hamiltonijana u lokalnoj Poenkareovoj teoriji, 1 utvrdeno
je dau ovoj teoriji imamo dve generacije veza. Prema tome, kanonski generator moZe u sebi imati najvise
prve izvode po parametrima. S obzirom na to da su, u slu¢aju kada nemamo dodatnih primarnih veza

u teoriji, obe sigurne primarne veze prve klase, zakljuujemo da je, polazeéi od ovih veza(G! = —7'L'k0,
Gl.1 =T jo), kanonski generator dat kao:

GIE, 0] = — | &y |EFm 0+ EX (4 Loiin 04 Lo+, 2.2.48

[ ) ]—_ y T+ ( k+¢k)+§ Tt +§ (_ l]+¢l]) (2.2.48)

gde su ¢; i ¢;; primarne veze prve klase koje se odreduju iz uslova Kastelanijevog algoritma:

{4+ &, Hr } = @prc
{=74;+ ¢ij,Hr } = Qprc
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Jasno je da precizno odredivanje veliCina ¢; 1 ¢;; zahteva eksplicitno napisanu Poasonovu algebru svih
veza u teoriji. Mada je principijelno ovo pravolinijski postupak, on moZe biti jako tehnicki zahtevan,
i mi ¢emo se ovde zadrzati na opStem obliku kanonskog generatora, s obzirom na to da nam njegova
eksplicitna forma nece biti potrebna za dalje izlaganje. Algebra veza mozZe se naci u referencama [39, 40],
dok je konacan oblik kanonskog generatora dat u knjizi Blagojevica [32] i radu [41]. MoZe se proveriti da
ovako dobijen kanonski generator daje tacne lokalne transformacije polja (19"”, " u1) delovanjem preko
Poasonove zagrade.

2.2.3 Odrzani naboji i prvi zakon mehanike crnih rupa

Kanonski generator (2.2.48) koji smo dobili u prethodnoj sekciji generiSe sve gradijentne transformacije
na faznom prostoru. Zaista, ukoliko izvr§Simo pogodnu reparametrizaciju generatora:

EH=e ek 0V =61 Eva, (2.2.49)
uklanjanjem tilde u zapisu 6/, dobijamo oblik generatora[32]:

1

ztﬁ)l’f's,- i (2.2.50)

G= /d3y —EH (ﬁkunko + %w”#nijo) - %é’fonijo — &Py —
tako da parametri £ i 8% korespondiraju difeomorfizmima i lokalnim Lorencovim transformacijama. Na
primer, & generiSe vremenske translacije, i odgovara Hamiltonijanu(do na totalnu divergenciju). Gen-
erator G zapravo u sebi sadrZi sve *prave’ Hamiltonijane definisane u prvoj glaviu (1.4.54) 1 (1.4.57), koje
smo koristili da bismo definisali odrZane veli¢ine. Videli smo tada da je bilo potrebno popraviti Hamil-
tonijan dodavanjem povrSinskih ¢lanove da bismo dobili korektne jednaCine kretanja. Razmatra¢emo
ovaj problem sada uopSteno za generator G.

Posto generator deluje na fazne promenljive preko Poasonove zagrade, on mora imati dobro defin-
isane varijacione izvode. U tom kontekstu, posmatrajmo varijaciju generatora. U opStem slucaju, ona je
oblika:

8G = /d%(%%ﬁ"d + 2,8 + B, 80y + .S 8m ;%) + B (2.2.51)

gde su 2%, 2, K, jo‘ i 7", funkcije faznih promenljivih, a % opsti povrSinski ¢lan dobijen parcijal-
nom integracijom pri variranju generatora kako bi varijacije izvoda promenljivih bile eliminisane.

Da bi generator imao dobro definisane varijacione izvode, tj. da bi bio regularan, povrSinski ¢lan mora biti
jednak nuli. Tada su koeficijenti 22,%, 2’ ,, %, j“ i ", upravo varijacioni izvodi generatora. Uzmimo
da je generator dobro definisan. Za zadato ponasanje parametara E# i 0% i dinamickih polja na granici
hiperpovrsi, u tom slucaju, povsinski €lan je nula, i dati parametri definiSu prirodu transformacije koja je
generisana. Iz Kastelanijevih uslova (2.2.41), direktno vidimo da je:

dG
7 0 (2.2.52)
Sto znaci da sama vrednost generatora daje upravo odrzane veli¢ine koje odgovaraju difeomorfizmu koji
generator generiSe.

Definisanost generatora zavisi od prirode varijacije koju koristimo. Da budemo precizniji, kada posma-
tramo varijacioni problem u faznom prostoru, moramo definisati dozvoljene konfiguracije dinamickih
polja. Generator koji dobro deluje na odredene konfiguracije, moze da bude nedefinisan za druge konfig-
uracije, tj. u opStem obliku, uvek ¢e postojati povrSinski Clan, 1 ponaSanje polja na granici odreduje da li
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je ovaj povrsinski ¢lan nula ili ne.

Ako uzmemo najprostiji primer, gde su dinamicka polja identicki jednaka nuli na granici, onda je povrSin-
ski ¢lan takode jednak nuli, i generator je dobro definisan. Medutim, generator je jednak linearnoj kombi-
naciji veza, pa je na povrsi definisanoj vezama na kojoj posmatramo dinamiku, generator jednak nuli, Sto
znaci da su 1 odrZani naboji vezani za ovakav generator jednaki nuli. Ovo mozda izgleda neobi¢no, medu-
tim, naivna primena Neterine teoreme [42, 43] na lokalne simetrije zapravo uvek daje ovakvu situaciju
gde su odrZani naboji jednaki nuli. Stvar je u tome Sto je uslov na granici koji smo ovako nametnuli pre-
viSe restriktivan, i transformacija polja unutar faznog prostora restrikovanog na ovaj nacin je trivijalna.

Polja koja odgovaraju realnim reSenjima u teoriji obi¢no nisu jednaka nuli na velikim udaljenos-
tima, tj. asimptotskoj granici, ve¢ imaju odredeno asimptotsko ponasanje. Dakle, potrebno je definisati
dozvoljene konfiguracije polja, i ovo se obicno definiSe asimptotskim granicnim uslovima. U lokalnoj
Poenkareovoj teoriji ovi uslovi su oblika:

Oy =0+ 60,
o'y = @+ 50", (2.2.53)
rt =zt + ot
m_ = u
T =T +57rl.j

gde su veliCine kao Sto je 19"“ obi¢no resenje jednacina polja u modelu koji posmatramo i zovemo ih
pozadinskom geometrijom, dok 0 19"“ definiSu asimptotsko ponaSanje, 1 ove varijacije su asimptotski
grani¢ni uslovi koji odreduju dozvoljene konfiguracije u faznom prostoru.
Kada, dakle, variramo kanonski generator, to ¢inimo na podskupu faznog prostora koji je odreden asimp-
totskim grani¢nim uslovima, tj. dozvoljavamo polja koja se nalaze unutar ovog podskupa polja. U
genericnom slucaju sa netrivijalnim grani¢nim uslovima, generator ¢e sadrzati povrSinski ¢lan, pa neée
biti dobro definisan funkcional na faznom prostoru. Time dolazimo ponovo do ideje RedZea i Tajtelboma
[24], da je za dobru definiciju generatora potrebno izvrsiti popravku dodavanjem odredenog povrSinskog
Clana u generator:

G=G+T (2.2.54)

tako da varijacija povrSinskog ¢lana 6I" ponisti povrSinske ¢lanove u varijaciji generatora. Vrednost
popravljenog generatori na povrsi odredenoj vezama je upravo vrednost povrSinskog ¢lana:

GxT (2.2.55)

Hamiltonijan je jedan od kanonskih generatora, pa je jasno da evoluciju u dozvoljenoj konfiguraciji polja
posmatramo u odnosu na popravljeni Hamiltonijan Ar. Onda vaZi identitet:

dG _  ~ ~ . 9G
o =G Hr b+ 55 = gpre <0 (2.2.56)

Dakle, vrednosti povrSinskih ¢lanova daju odrzane naboje u odnosu na transformacije generisane iz-
abranim generatorima.

MozZemo se osvrnuti na ¢injenicu da pri definiciji kanonskog generatora Kastelanijevim algoritmom
nismo uvodili pojam dozvoljenih konfiguracija polja, tj. asimptotskih grani¢nih uslova, a da smo ipak
tvrdili da ovi generatori daju tane gradijentne transformacije. Implicitna ¢injenica je da pri proveri gen-
eratora, kao i pri dobijanju sekundarnih veza u proveri uslova konzistentnosti, koristimo jednacine polja.
JednacCine polja se dobijaju zanemarivanjem povrsinskih ¢lanova koji se pojavljuju pri parcijalnoj inte-
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graciji. Cini se, dakle, da smo uveli jedna¢ine polja bez razmatranja grani¢nih uslova, tj. razmatranjem
varijacija sa kompaktnim nosacem koje su trivijalne na granici, i time smo implicitno ogranicili moguéu
konfiguraciju polja na faznom prostoru, a ovo ogranicenje svakako ne ukljucuje polja koja su od znacaja
u teoriji, jer sva reSenja od znacaja imaju netrivijalnu asimptotsku strukturu. Nas postupak, ipak, nije ne-
taCan, jer je varijacija popravljenog generatora, kao 1 popravljenog Hamiltonijana, ista kao i u trivijalnom
slu¢aju. Popravke na generator upravo daju da varijacija generatora bude jednaka samo zapreminskom
Clanu u (2.2.51), koji u slu¢aju Hamiltonijana daje jednaCine polja. Jednacine polja, kao §to je i logi¢no,
ne zavise od grani¢nih uslova, iako bi uzimanje u obzir grani¢nih uslova dalo Hamiltonijan kojem ne
bi bila potrebna popravka za datu konfiguraciju polja. Sli¢no vaZi i za gradijentne transformacije koje
su simetrija teorije 1 moraju uvek da vaze ukoliko smo dobili dobar generator. Ovo razmatranje nam
samo daje pogled na generalna izvodenja sa pocetka sekcije, gde smo upravo imajuci u vidu opstost
vazenja jednaCina polja i gradijentnih transformacija izabrali konfiguracije koje smatramo trivijalnim, 1
pojednostivili time postupak izvodenja koje mora da vazi za sve konfiguracije.

MoZemo se zapitati i o opStem slucaju, gde zapravo ne dajemo nikakve uslove na polja u faznom pros-
toru. Time bismo u generator, odnosno Hamiltonijan, ukljucili od pocetka najopstije moguce povrSinske
Clanove. Tada nam ne bi trebale popravke, ali moguce je, u principu, da medu najopstijim konfiguraci-
jama polja postoje i polja za koja povrSinski ¢lanovi, na primer, divergiraju. Ovakve geometrije nemaju
dobro definisan kanonski generator, a ni odrZane naboje, pa ih na osnovu toga smatramo nefizickim.

Ovde je korisno uvideti prakti¢an nacin traZenja odrZanih veli¢ina kao $to su energija i moment im-
pulsa. Energija je na primer, kao Sto je utvrdeno u prvoj glavi, data iz povrSinskog Clana generatora
gde smo uzeli parametar transformacije koji teZi globalnim translacijama u asimptotskoj oblasti. Za
stacionarne geometrije, taj parametar je Kilingov vektor prostor vremena. Stoga je pogodno pri defin-
isanju grani¢nih uslova za konkretnu geometriju uvesti grani¢ne uslove koji su na neki nacin trivijalni, i
to radimo na slede¢i nacin. Posmatramo reSenje jednaCina polja za koje Zelimo da odredimo energiju, i
definiSemo varijacije polja tako S$to samo variramo parametre reSenja, cuvajuci formu resenja, i birajuci
da je parametar u generatoru odgovarajuci Kilingov vektor. Ako je energija dobro definisana, ovakve
varijacije ¢e nam dati korektan povrS$inski ¢lan. Treba imati u vidu da asimptotski uslovi nisu invarijantni
na koordinatne transformacije, i da je potrebno pri varijaciji ili dovesti sistem u iste koordinate u kojem
su asimptotski uslovi zadati, ili napisati adekvatne asimptotske uslove za koordinatni bazis koji koristimo
u konkretnom problemu.

Takode je potrebno re¢i da ponasanje parametara (§, /) nije proizvoljno, tj. ne definise svaki izbor
parametara odrZanu veli¢inu. Da bi postojala simetrija, parametri transformacije moraju da odrZavaju
asimptotsku strukturu, tj. konfiguraciju polja koju smo zadali grani¢nim uslovima. U odnosu na defin-
isane grani¢ne uslove, u opstoj relativnosti, moZe se definisati takozvani asimptotski Kilingov vektor, koji
Cuva asimptotsku strukturu u smislu:

£§guv = ﬁ(guv) (2.2.57)

U slucaju lokalne Poenkareove teorije, asimptotski Kilingovi vektori su generalisani na skup parametara
(EH,0") koji odrzavaju asimptotsku strukturu, tj:

Q(E,01)01, =0(8),)  &(EH,0V)0", = O(0") (2.2.58)

Upravo ovi parametri, kompatibilni sa asimptotskim grani¢nim uslovima su parametri koji se pojavljuju
u generatoru, i preko kojih dobijamo odgovarajuée povrSinske ¢lanove.

Konacno, dolazimo do prvog zakona mehanike crnih rupa. Na prostorvremenu sa crnom rupom,
kao 1 u glavi 1, definiSemo na KoSijevoj hiperpovrsi dve granice: unutraSnju granicu H, koja je presek
horizonta dogadaja i1 KoSijeve hiperpovrsi, i spoljaSnju asimptotsku granicu u beskonacnosti. Varijacija
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generatora ¢e onda uopSteno imati dva odgovarajuca povrSinska Clana:
0G=R+06l'—06I'y (2.2.59)

gde smo sa R obeleZili regularni deo generatora.
Posmatrajmo stacionarnu aksisimetri¢nu crnu rupu, ¢iji je horizont generisan Kilingovim vektorom:

gde su d; i dy Kilingovi vektori vezani za vremenske translacije i aksijalnu rotaciju, i Qy definiSe ugaonu
brzinu horizonta.

Ukoliko posmatramo varijacije reSenja u druga stacionarna aksisimetricna reSenja, varirajuéi parametre
kako smo opisali u prethodnoj analizi, potrebno je samo imati u vidu da varijacije parametara moraju da
Cuvaju povrSinsku gravitaciju konstantnom, u skladu sa nultim zakonom mehanike crnih rupa. Onda je
regularnost generatora G[E*] upravo isti stav kao i prvi zakon mehanike crnih rupa, napisan u obliku:

0l =0Ty (2.2.61)

Ova ideja, objavljena u radu Blagojeviéa i Cvetkovica [31], generalizuje Voldovu ideju [19] koja definiSe
entropiju kao odrzani naboj na horizontu crne rupe:

K
8Ty =T8S =55 (2.2.62)

Vidimo da je prvi zakon mehanike crnih rupa ekvivalentan stav kao da odgovarajuci kanonski gener-
ator mora biti regularan bez popravke, §to u principu ne mora biti garantovano. Zakon mora biti izveden
imajuci u vidu konkretan model, iz kojeg bi se izveo konkretan oblik varijacije generatora. Variranje
generatora na horizontu daje metod proracuna entropije crne rupe sada i u generalnom slucaju lokalne
Poenkareove teorije, §to je primenjeno u najveéem broju poznatih modela [44, 45, 46, 47], i u ovim
slucajevima prvi zakon mehanike crnih rupa je eksplicitno proveren.

Ipak, ova metoda radi samo u sluaju crnih rupa nenulte povriinske gravitacije. Cak i u slu¢aju da
se zakon produZi na ekstremalna reSenja nulte povrsSinske gravitacije, prvi zakon bi dao identitet 0 = 0,
posto je temperatura ekstremalne crne rupe jednaka nuli, odakle ne bi bilo moguce dobiti entropiju inte-
gracijom povrSinskog ¢lana na horizontu. Stoga su za analizu ekstremalnih crnih rupa potrebne drugacije
metode, medutim, ispostavlja se, kao Sto ¢emo pokazati, da je kanonski pristup analize koriste¢i gen-
eratore lokalne simetrije, sa odredenim modifikacijama primenljiv i u ovom slucaju. Metodi za raCun
entropije ekstremalnih crnih rupa, ¢ijom primenom dobijamo veci broj rezultata ove teze, bi¢e opisan u
sledecoj glavi.
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3 Ekstremalne crne rupe: efektivni konformni
opis entropije

Nakon uvodenja kanonskog metoda analize lokalnih simetrija u prethodnoj glavi, izloZi¢emo primenu
ovog metoda na ekstremalne crne rupe. Nas§ metod se moze ukratko predstaviti idejom predstavljenom u
preglednom radu Karlipa [48]. Naime, ekstremalne crne rupe imaju posebnu osobinu da je kod njih defin-
isana geometrija u blizini horizonta, koja je grani¢no reSenje AjnStajnovih jednacina dobijeno primenom
takozvanog limesa blizu horizonta ovih geometrija. Rezultati kanonske analize geometrije u blizini hor-
izonta sa pogodnim izborom grani¢nih uslova je pojavljivanje konformne simetrije u asimptotskoj grupi
simetrije [49], Sto omogucava definiciju entropije koris¢enjem rezultata konformne teorije polja. Pris-
ustvo asimptotske konformne simetrije dovodi do razmatranja dualnosti izmedu prostorvremena koje je
reSenje AjnStajnovih jednacina i konformne teorije polja definisane na granici prostorvremena. Ovaj
pristup je poznat kao holografska hipoteza, 1 prvobitno je nastao u teoriji struna u radu Maldacene [50],
da bi kasnije bio proSiren na kontekst geometrija u blizini horizonta ekstremalnih crnih rupa [49]. lako
je holografska dualnost gravitacije sa konformnom teorijom polja predmet aktivnog istraZivanja i danas,
pre naSe teze postojao je mali broj rezultata o ovoj vezi u lokalnoj Poenkareovoj teoriji [S1]. Geometrije
u blizini horizonta u lokalnoj Poenkareovoj teoriji su slabo ispitivane u dosadasnjoj literaturi, i nasi rezul-
tati se odnose pre svega na proveru metoda proracuna entropije u ovom kontekstu, kao i generalizaciju
definicije geometrije u blizini horizonta na geometrije sa prisustvom torzije.

Stoga je ovo poglavlje organizovano na sledeci nacin. U prvoj sekciji predstavljamo pojam geometrije
u blizini horizonta u AjnStajnovoj teoriji, 1 opisujemo njene najznacajnije osobine. U drugoj sekciji
dati su rezultati vezani za asimptotsku grupu simetrije i nacin dobijanja entropije koriS¢enjem rezultata
konformne teorije polja. Sama konformna teorija polja prevazilazi okvire nase teze, pa ¢e ukratko biti
predstavljeni samo glavni rezultati koje smo koristili u radovima koji su izloZeni u daljim poglavljima.
Za opsiran pregled konformne teorije polja, pogledati literaturu [52, 53, 54].

3.1 Geometrije u blizini horizonta u opstoj relativnosti

3.1.1 Ekstremalnost i geometrija u blizini horizonta

Predstavicemo ovde konstrukciju geometrije ekstremalne crne rupe u blizini horizonta u opStoj rela-
tivnosti [55, 56]. Konstrukcija se odnosi na proizvoljni Kilingov horizont, a na osnovu teoreme o rigid-
nosti [57], horizonti crnih rupa su Kilingovi horizonti, pa su tako horizonti ekstremalnih crnih rupa
degenerisani Kilingovi horizonti, odnosno hiperpovrsi na kojima Kilingov vektor postaje vektor nulte
norme sa povr§inskom gravitacijom jednakoj nuli. Ispostavice se da je ekstremalnost potreban i dovoljan
uslov za postojanje geometrije u blizini horizonta.

Posmatrajmo hiperpovr§ svetlosnog tipa 7 u prostorvremenu (M,g), takvu da je vektorsko polje
normalno na .7 Kilingov vektor k prostorvremena. S obzirom da je k nulte norme, ono je istovremeno
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i tangentno na hiperpovrs, i njegove integralne krive su geodezike koje generiSu 7#°. U opStem slucaju,
geodezike nisu parametrizovano afinim parametrom, ve¢ zadovoljavaju geodezijsku jednacinu u opStem
obliku kVVk* = kk*, gde je k povrSinska gravitacija. DefiniSemo sada koordinate u okolini .77, adap-
tirane na Kilingov vektor k.

Ako je u parametar duz generatora, mozemo lokalno uspostaviti koordinate tako da je k = d,,. Posto
integralne krive k generiSu .77, posmatrajmo folijaciju .7, presecima H prostornog tipa, takvu da je u
konstantno na H i svaki generator se¢e H tatno jednom. Biramo proizvoljne koordinate (x%) na ovim
presecima na gladak nacin, tako da su x* konstantne duZ generatora 7. Time je kompletirana konstruk-
cija koordinata (u,x%*) na . Da bismo produzili koordinate u okolinu 7# u M, posmatramo u svakoj
tacki na 7 vektor nulte norme ¢, takav da vazi k-£ =11 ¢-d, = 0. Dalje posmatramo kongruenciju
geodezika u M, svetlosnog tipa, takvih da svaka geodezika sece .7 tacno jednom, i vektori £ su tangentni
na geodezike u tackama preseka na 7#°. Neka su ove geodezike parametrizovane afinim parametrom r.
Produzavamo koordinate u okolinu .77, tako da su (u,x%*) konstantne duz posmatranih geodezika, i r =0
na .7. Time smo dobili koordinate (u,r,x*) u okolini .72 u M. Ova konstrukcija se moZe izvrsiti za
proizvoljnu hiperpovrs svetlosnog tipa, i ove koordinate se obi¢no zovu Gausove nul koordinate[58].

Dalje, produzavamo definicije k i £ u okolinu J# u M, tako da je k = d,, i £ = d,. Po konstrukciji vazi:
AV =0 k0] =0 (3.1.1)

Odavde, lako se pokazuje da vazi £V (k-£) =01 ¢"V,({-dy) = 0. Pokazaéemo prvi izraz radi ilus-
tracije.

1
U9k 0) = k" Tyl 4 L0V okt = GVl = 2KV (€-0) =0 (3.1.2)

gde smo u prvoj jednakosti koristili metricku kompatibilnost i Lajbnicovo pravilo, a u drugoj komutiranje
vektora ki ¢ (3.1.1). S obziromna £¥Vy(k-£) =0i V(£ -dy) =0,sledidavazik-£=1il-dy =0u
celoj okolini 7.

Na osnovu prethodne definicije Gausovih nul koordinata, Citaju¢i odgovarajuée skalarne proizvode,
moZemo napisati opsti oblik metrike u okolini .7# u ovim koordinatama:

ds® = rf (r,x®)du® + 2dudr + 2rhe (r,x?)dudx® + Yap (1, xV)dx%dxP (3.1.3)
gde pretpostavljamo da su f, hg 1 Y, analiticke funkcije koordinata.
Transformacija u blizini horizonta je transformacija skaliranja oblika:

u—>g, r— er (3.14)

Uzimaju¢i limes € — 0, dobijamo geometriju u blizini horizonta(ukoliko limes postoji). Da bi metrika
imala gladak limes, primetimo da mora da vaZzi:

9r8uulr—0 =0 (3.1.5)
Ovaj uslov se moZe prepisati u kovarijantni uslov:
Or&uu = 'V (k-k) =204 (V k¥ )ky = 2k (V0¥ )ky = 2kH (V (k- €) — (Vik¥)Ey) (3.1.6)
gde smo koristili (3.1.1) 1 Lajbnicovo pravilo, kao kod izraza (3.1.2).
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Dalje raCunamo dati izraz u r = 0 1 koristimo geodezijsku jednacinu za Kilingov vektor &, i dobijamo:
arguu|r:0 = —2K (317)

Dakle, uslov postojanja limesa metrike u blizini horizonta je uslov degeneracije Kilingovog horizonta
Kk = 0. U slucaju kada je Kilingov horizont horizont dogadaja crne rupe, to je uslov da povrSinska
gravitacija bude nula, tj. uslov ekstremalnosti.

3.1.2 Simetrije u blizini horizonta ekstremalnih crnih rupa u opStoj relativnosti

Postojanje limesa u blizini horizonta kod ekstremalnih crnih rupa ¢ini ove objekte posebno interesant-
nim, jer se ispostavlja da geometrija u blizini horizonta ima povecanu simetriju u odnosu na simetriju crne
rupe iz koje je dobijena limesom transformacije (3.1.4). Problem odredivanja svih geometrija u blizini
horizonta koje su reSenja AjnStajnovih, ili AjnStajn-Makvelovih jednacina, i dalje je otvoren problem.
Medutim, radovima Kundurija, Lucijetija i Reala [59, 60, 61, 62], ovaj problem je reSen u svim slucaje-
vima sa simetrijama crnih rupa koje su prisutne kod do sada poznatih reSenja u tri, Cetiri i pet dimenzija.
Izmedu ostalog, pokazan je vazan rezultat da geometrije u blizini horizonta generi¢no poseduju simetriju
AdS; prostora, tj. da su fibracije nad AdS,. Ovaj rezultat je u opStem slucaju komplikovano dokazati, 1 mi
¢emo se ovde ogranicCiti da predstavimo primer 4d stacionarne aksisimetri¢ne geometrije koja je reSenje
Ajnstajnovih jednadina u vakuumu [55, 60], kod koje je presek horizonta H topoloski sfera S? i koja nije
statiCka(staticke crne rupe u 4d ne mogu biti ekstremalne ukoliko nemamo prisutnu materiju).

Ukoliko pretpostavimo ekstremalnost i izvrS§imo limes u blizini horizonta (3.1.4) na metrici (3.1.3),
dobijamo:
ds* = r*F (x)du® + 2dudr + 2rhe (x)dudx® + Y (x)dx*dxP (3.1.8)

Ukoliko sada pretpostavimo aksisimetri¢nost, Zelimo da adaptiramo koordinate na H tako da Kilingov
vektor aksijalne rotacije bude dy. Koristicemo konstrukciju predstavljenu detaljno u [55]. Neka je &,
zapreminska forma na preseku H. DefiniSemo koordinatu 6 kao funkciju na H takvu da vazi:

df =—0dy g (3.1.9)

gde je | unutra$nji proizvod vektora i formi.

Jasno je da je ovako definisana forma d6 zatvorena i invarijantna pod dejstvom Kilingovog vektora dj,
pa je koordinata 6 dobro definisana kao funkcija na H svuda osim u tackama koje su fiksne tacke za
dejstvo dy, odnosno polovima sfere homeomorfne H. U adaptiranim koordinatama (6,¢), iz (3.1.9)
sledi det(Yyp) = 1,1 Y99 = 0, pa je metrika indukovana na H oblika:

d6?
Yapdx”dx" = ( )—i—B(G)d(l) (3.1.10)

za neku funkciju B(0), koja je jednaka nuli na polovima.
Dalje posmatramo 1-formu hydx®. Po HodZovoj dekompoziciji na sferi imamo:

hedx* = o +dp (3.1.11)

gde je o 1-forma takva da je d*a = 0, gde je * HodZov dual diferencijalnih formi, a 8 funkcija na H.
Posto je 4 invarijantna 1-forma, tj. £, ¢h =0, sledi da su i forme « i df} invarijantne.
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Raspisivanjem uslova d* o = 0 na komponente, dobijamo:
B(6)0y(6) = const. (3.1.12)

Ali na polovima B(68) = 0 pa sledi B(0)ag(0) = 0, odakle je atg = 0, jer ova jednakost vazi za svako 6.
Raspisivanjem jednakosti £ d B = 0 preko Kartanove formule £ = (§J)od +d o (&), dobijamo:

d(ds1dB) =0 (3.1.13)

Resenje ove jednacine je B(60,¢) = c¢ + f(60), za proizvoljnu konstantu c i funkciju f(6). Medutim,
koordinata ¢ je periodi¢na, pa mora biti ¢ = 0, odnosno 8 = 3(0). Iz prethodnog razmatranja dobijamo
da je 1-forma h oblika:

hadx® = B'(0)d0 + a(6)d¢ (3.1.14)

za proizvoljne funkcije a(0) i [5(9) i’ oznaCava izvod po 6.
Uvedimo pozitivnu funkciju T'(8) = e P(®) i izvr§imo koordinatnu transformaciju » — I'(8)r. Onda
metrika (3.1.8) postaje oblika:
2_ 212 2 6’ 2
ds®=rT(0)F(0)du”+2I'(0)dudr+2Q(0)rdud¢d + B(8) +B(0)d¢ (3.1.15)

gde smo definisali Q(0) = o (6)I'(0).
Sada vakuumske AjnStajnove jednaCine Ry = 0 daju:

Rgy =0 dg (%) =0 (3.1.16a)

Fr2 -
Ro=0&0dg | ———L | = (3.1.16b)

. : Fr2-2
Ako definiSemo konstante k = % 1 Fy = —*, metrika se moZe napisati u obliku:

d6?
ds® = T(0)[Fyr’du® 4 2dudr] + — +Bdo+ krdu)? (3.1.17)

Linijski element uz I'(0) je maksimalno simetrican prostor, tj. 2d prostor Minkovskog za Fy = 0, AdS,
za Fy <0,1dS; za Fy > 0. Iz (ur)-komponente Ajnstajnovih jednacina imamo:

1 Bk?
R, FO—EAF+2F =0 (3.1.18)

gde je A = dy (7P dp(+)) Laplasijan na H.

Integral drugog ¢lana AL po H, jednak je nuli. Prema tome, ako integralimo ceo izraz po H, imamo da je
Fo < 0. Takode, Fp = 0 implicira k = 0, ¢ime dobijamo staticko prostorvreme, u kontradikciji sa naSom
pretpostavkom. Prema tome, Fp < 0 i imamo AdS; faktor u metrici (3.1.15), tj.

d—92+B(6)(d¢+krdu)2
B(6) (3.1.19)

dsf‘dsz = For’du® + 2dudr

ds* =T(0)dsjys, +
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AjnStajnove jednacine se u primeru koji ovde predstavljamo mogu u potpunosti resiti, i moze se pokazati
da je reSenje difeomorfno geometriji u blizini horizonta ekstremalne Kerove crne rupe [60]. U nasem
slucaju, prethodno razmatranje je dovoljno za zakljucak o AdS, strukturi na koju smo hteli da ukazemo.
Kilingovi vektori AdS; metrike se mogu naci reSavanjem Kilingove jednacine £¢ga4s, = 0 i dobijamo:

2
=00 G =udu—rd, &= %au —urd, (3.1.20)

Dejstvo ovih Kilingovih vektora zatvara sl[(2,R) Lijevu algebru:

E1,8]=8 [&,&]=8&  [6&.&]=24& (3.1.21)

Lako se moze eksplicitno proveriti da su Kilingovi vektori (3.1.20) simetrija cele metrike (3.1.15).
To je upravo povecanje simetrije koje je karakteristino za geometrije u blizini horizonta. Znacaj ovog
povecanja simetrije je utoliko veéi ukoliko uo¢imo da je algebra Kilingovih vektora (3.1.21) izomorfna
algebri globalnih 1d konformnih transformacija, Sto ukazuje na to da se u kanonskoj analizi asimptotskih
simetrija za geometrije u blizini horizonta moze ocekivati pojavljivanje konformnih transformacija. Veza
sa konformnim transformacijama omogucava tretiranje entropije koriste¢i rezultate konformne teorije
polja. Da bismo bolje razumeli ovu vezu, korisno je razmatrati veéi prostor, naime AdS3, u kojem se
kao simetrija pojavljuje 2d konformna grupa. Stoga ¢emo u sledecoj sekciji napraviti kratku digresiju na
analizu ovog primera, pre nego Sto predstavimo metod racunanja entropije ekstremalnih crnih rupa koji
¢e biti koriS¢en u narednim poglavljima.

Na kraju, potrebno je reéi da je povecanje simetrija uocena kod geometrija u blizini horizonta di-
namicka posledica AjnStajnovih jednacina, kao $to smo mogli videti u prethodnom izvodenju. Ono nije
garantovano samim limesom u blizini horizonta, te u principu nije o¢ekivano prisustvo povecane simetrije
u teorijama opStijim od AjnStajnove opste relativnosti. O ovome Ce biti reci u poslednjoj glavi, gde se
bavimo ovim geometrijama u op$toj lokalnoj Poenkareovoj teoriji.

3.2 Efektivna konformna entropija ekstremalnih crnih rupa

3.2.1 Simetrija AdS; prostora i 2d konformna grupa
Anti-de Siterov prostor u n dimenzija AdS,, obi¢no se definiSe kao hiperpovr§ uronjena u ravan prostor
dimenzije n+ 1, R2"~1 definisana jednacinom:

n—1
TP+T7— Y XP=1* (3.2.1)
i=1

gde su (71, T», X;) Dekartove koordinate u R?>"~!, a ¢ konstanta koju zovemo radijus AdS,, prostora.
Metrika prostora R>"~! je anologna metrici prostora Minkovskog sa dve vremenske ose:

n—1
ds* =dT? +dT3 — Y dX} = nuyxtx (3.2.2)
i=1
Prema tome, Anti-de Siterov prostor je hiperpovr$ konstantne udaljenosti u ovoj metrici, odnosno pseu-

dosfera. U skladu s tim, simetriju AdS,, ¢ine transformacije pseudo-ortogonalne grupe O(2,n— 1).

43



Prelazimo sada na trodimenzioni prostor AdS3, koji je definisan kao pseudosfera u R??:
TE4+T} —X? — X3 =12 (3.2.3)

Kilingovi vektori koji generi$u simetriju prostora R?>"~! su generatori translacija & = du i generatori
generalisanih rotacija:

ED = Ty9p, — Ty, ¥ =19y, + X10r, (3.2.42)
&) = T19x, + X201, W =Thoy, +Xir, (3.2.4b)
EB) = Tyoy, + Xa0r, £ = X9y, — Xa0x, (3.2.4¢)

Kilingovi vektori generalisanih rotacija (3.2.4) ¢ine komponentu O(2,2) povezanu sa jedinicnom trans-
formacijom. Ova podgrupa se obi¢no zove SO (2,2) i njeno dejstvo je simetrija AdS3, do na diskretne
transformacije. Kilingovi vektori zatvaraju so(2,2) algebru, za koju je poznato da se dekomponuje na di-
rektni zbir 50(2,2) = s[(2,R) ©sl(2,R). Ovu dekompoziciju mozemo eksplicitno realizovati primetivsi

iz (3.2.4) da vazi [ E©)] = [6(?) EO)] = [£0) )] = 0 i redefiniSuéi generatore na sledeéi nain:
1 - 1
LOZ—E(é(Z)—é(s)) LO:§(§(2)+§(5))
1 _ 1
L1=§(§(1)+5(6)+5(3)+§(4)) L1=—§(5(1)—§(6)+§(3)—§(4)) (3.2.5)
1 - 1
L= 5(5(1) +EO _gB) gy [ = _5(5(1) —£O) _gB) L gl)

Lako se moze proveriti da generatori iz gornje jednaCine zatvaraju algebru:
(L, Ly] = (m—n) Ly ip [Lin, Ly] = (m —n)Ly1n [Lym,Ly] =0 (3.2.6)

Algebra sl(2,R) @ sl(2,R) je podalgebra 2d konformne algebre.

Pre nego Sto predemo pregled 2d konformne simetrije, poveza¢emo simetriju ovde predstavljenog
AdS3 prostorvremena sa AdS, simetrijom koju smo uocili u prethodnoj sekciju kod geometrija u blizini
horizonta ekstremalnih crnih rupa. S obzirom na to da AdS; prostor poseduje SL(2,R) simetriju, moZemo
primetiti na osnovu prethodnog razmatranja da je grupa simetrije AdS, prostora podgrupa simetrijske
grupe AdS;. Stavie, kao i kod geometrija u blizini horizonta, AdS3 prostor se moZe posmatrati kao
fibracija nad AdS; prostorom. Ovo je lako uociti iz metrike AdS3 prostora, koju definiSemo kao induko-
vanu metriku na hiperpovrsi (3.2.3). DefiniSuéi koordinate (7,p, 0) na AdSs, indukujemo metriku AdS3
koristeci transformaciju:

Ty = fcoshpcost X1 = {sinhpcos O

3.2.7
T, = fcoshpsint X, = {sinhpsin 6 ( )

Zamenom u (3.2.2), dobijamo linijski element AdS3 u globalnim AdS koordinatama:
ds?® = (*[cosh? p d1*> — dp? — sinh? p d6?] (3.2.8)

Ova metrika se dalje moZe transformisati primenom koordinatne transformacije r = ¢sinhp, 7 = %, nakon
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Cega metrika prelazi u sledeci oblik:

2 2
) r 2 dr
ds” = (1+—€2>dt — r2

1+ 5

—1r?d0* = dsj 5, —1r°d6? (3.2.9)

Vidimo da AdS3 moZemo posmatrati kao U(1)-raslojenje nad AdS;, gde u svakoj tacki prostora AdS,
imamo vlakno koje je krug polupreénika r. Ovo je analogno Hopfovoj fibraciji tri sfere S° ~ §2 x S! [63].
Da bismo predstavili dalje rezultate vezane za AdS3 prostor koji su u analogiji sa analizom geometrija u
blizini horizonta, izvrSi¢emo kratak pregled 2d konformne algebre.

3.2.2 Dvodimenziona konformna algebra

Ograni¢i¢emo se u ovoj podsekciji samo na izvodenje dvodimenzione podalgebre, koja ¢e kasnije biti
uocena u analizi asimptotski AdS3 prostora. Detaljnije razmatranje konformne simetrije moze se naci u
[32, 52, 54]. Osobenost koju Zelimo da uo¢imo je da je, za razliku od konformne algebre u proizvoljim
dimenzijama, dvodimenziona konformna algebra beskonacnodimenziona [54].

Iz poznate Cinjenice da je proizvoljno 2d prostorvreme konformno ravno:

guv(x) = Q*(x) Ny (3.2.10)

gde je Q(x) proizvoljna funkcija koordinata, 1y, metrika prostora Minkovskog, dobijamo da generatori
infinitezimalne 2d konformne transformacije na prostoru Minkovskog zadovoljavaju jednacinu:

SoMuy = —£e8uy = W&+ duéy = (1—Q%)gpy (3.2.11)

Ovu jednacinu zovemo konformnom Kilingovom jednacinom, a & su konformni Kilingovi vektori.
Ona vazi u proizvoljnoj dimenziji prostora d > 2, medutim u slucaju d = 2, kontrakcijom sa "V dobi-
jamo vezu:

W&+ = (9pEP)guv (3.2.12)

Delovanjem sa 0" na gornju jednacinu, dobijamo:

oMdué&y =0 (3.2.13)
Ova jednacina implicira:
&’ =0 &' &l =0,E° (3.2.14)
Prelaskom u koordinate svetlosnog konusa x* = xoi\/gl gornja jednacina prelazi u:
0.6 =0 0T =0 (3.2.15)
¢ija su reSenja:
EF=¢T(xT) & =&"(x) (3.2.16)
odnosno konformni Kilingov vektor ima za komponente proizvoljne funkcije koordinata svetlosnog

konusa. Ukoliko predemo u Euklidski prostor WO=xxl = iy, imamo:

Ef=E(r) & =E&(2) (3.2.17)
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. 0,1 7
gde je z = x_\J/%x = Xt

V2
Vidimo da generatori 2d konformne transformacije postaju analiti¢ke, odnosno antianaliticke funkcije na
kompleksnoj ravni. Iz regularnosti u z = 0, ovi generatori se mogu napisati u obliku razvoja:

E(z)=a_+apz+a1?+...

- ) (3.2.18)
ER)=a 1 +az+az +...
Vidimo da ukoliko posmatramo delovanje na proizvoljnu skalarnu funkciju F(z), 2d konformna transfor-

macija ima beskona¢no mnogo generatora:
Ly =—a,""0, L,=—a,?""o: (3.2.19)

Ovi generatori zadovoljavaju algebru koja se zove Vitova algebra:

(L, Ly] = (m —n)Lyip [Lyn,Ly) = (m—n)Lyy [Ly,Ly] =0 (3.2.20)

Preciznije, lokalna 2d konformna algebra je direktni zbir dve Vitove algebre.

Globalne transformacije koje smo nasli analizom simetrija AdS3 prostora odgovaraju generatorima {Lq, L+, Lo, L+1},
koji su regularni u z =01 u z — o, dok ostali generatori daju lokalne transformacije. Pri prelasku na

kvantnu teoriju gde ovi generatori deluju na stanja u konformnoj teoriji polja, algebra generatora dobija

centralno produZenje, tj. postaje oblika:

A (3.2.21)

[Lm7Ln] = (m_n)Lm+n+ 12(

Ova algebra se zove Virazoro algebra.

Ispostavice se da analiza asimptotskih simetrija AdS3 prostora, kao i geometrija u blizini horizonta, daje
pojavu Virazoro algebre u kanonskoj realizaciji generatora asimptotske simetrije, Sto omogucava defini-
ciju entropije posmatranog prostora kao konformne entropije odgovaraju¢e konformne teorije polja na
granici.

3.2.3 Asimptotska konformna simetrija AdS;

U jednom od prvih radova koji su ukazivali na dualnost izmedu Anti-de Siterovih prostora i konformnih
teorija polja definisanih na njihovoj granici, Braun 1 Eno [64] analizirali su asimptotsku simetriju pros-
torvremena koji zadovoljaju asimptotske AdS3 granicne uslove. Predstavi¢emo ovde njihov rezultat.
Posmatramo metriku (3.2.9):

2
ds® = (1+r—> dr —

—r?d0* = dsy s, —r°d6” (3.2.22)

72

2
¢ 1+ 5

i uvedimo Braun-Enoove grani¢ne uslove [64] kojima definiSemo asimptotsku AdS3 geometriju grani¢nim
uslovima u r — oo:

g+ Op 0_3 0
guv ~ Oy 8yt+0-4 O3 (3.2.23)
) O3  8eo+ 0
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gde je pozadinska metrika:

20 0
guv~ 1|0 _f_j 0 (3.2.24)
0 0 —r

Analiza asimptotskih Kilingovih vektora [64], daje reSenje za opSti asimptotski Kilingov vektor u obliku:

;3
E'=(T(1,0)+ r—zT(t, 0)+0_4

E"=rR(t,0)+ 0, (3.2.25)
2
E9=0(1,0)+ 50(1,0)+0 4

gde su proizvoljne funkcije vezane jednacinama:

LO,T(t,0)=0y®(t,0) = —R(t,0)
00,0(t,0) = T (t,0)

7(1,0) = — 53R (1.0) (3.2.26)

O(1,0) = %(%R(t,e)

Moze se proveriti da T'(¢,0) i ©(¢, 0) zadovoljavaju konformnu Kilingovu jednacinu u dve dimenzije na
prostoru Minkovskog (3.2.12), tj. da veze (3.2.26) upravo predstavljaju konformne Kilingove jednacine.
Prema tome 7 i1 ® korespondiraju sa generatorima sa konformnim Kilingovim vektorima 2d konformnih
transformacija, i gornja algebra je izomorfna sa 2d konformnom algebrom. Usled periodi¢nosti koor-
dinate 6, ove funkcije se mogu razviti u Furijeov red. Furijeove komponente upravo zadovoljavaju Vi-
tovu algebru lokalnih 2d konformnih transformacija [64]. U analizi odgovarajuéih kanonskih generatora
lokalne simetrije koji su generisani ovim asimptotskim Kilingovim vektorima, algebra generatora ima
centralno produZenje i postaje Virazoro algebra, Sto daje moguénost razmatranja konformne entropije za
asimptotski AdS3 prostore. Ovu pojavu ¢emo dalje opisati u sledecoj sekciji.

3.2.4 Efektivna konformna entropija crne rupe

Na faznom prostoru odredenom asimptotskim grani¢nim uslovima, asimptotski Kilingovi vektori su
parametri transformacija kanonskih generatora lokalne simetrije. Ako posmatramo algebru ovih gen-
eratora, ona je u opStem obliku data kao:

{H[G1],H[G]} = H[[G1, &]] +C[&1, & (3.2.27)

gde je C[,&;] centralni ¢lan u algebri.

Centralni ¢lanovi ne zavise od kanonskih promenljivih, pa ne mogu biti eliminisani redefinicijom gener-
atora u opstem slucaju, ukoliko su netrivijalni. Naravno, ovde podrazumevamo da su generatori dobro
definisani, tj. da smo u slucaju netrivijalnih grani¢nih uslova izvrsili popravku generatora dodavanjem
odgovarajucih povrSinskih ¢lanova. Za konkretan slucaj asimptotskih AdS3 prostora, ako se razmatra
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algebra Furijeovih moda kanonskih generatora asimptotske simetrija dobijaju se dve Virazoro algebre:

[LonsLa) = (m=1)Lynin+ To(m* =) 80
[Lyn,L,) =0 (3.2.28)
L L] = (m =)Ly T (7 =m) 8y
sa centralnim nabojima:
c+ = % (3.2.29)

gde je G Njutnova gravitaciona konstanta interakcije.

Ako posmatramo konformnu teoriju polja sa simetrijama datim Virazoro algebrom, onda je odrZani naboj
koji odgovara generatoru L predstavlja odrZzanu veli¢inu koja u konformnoj grupi odgovara transforma-
ciji skaliranja i obi¢no se naziva konformna tezZina. Ako pretpostavimo da je spektar ovog operatora na
prostoru stanja nenegativan, sa svojstvenim vrednostima A, onda je asimptotska gustina stanja za fiksno
A data velikim rezultatom u konformnoj teoriji polja [65, 66] poznatim kao Kardijeva formula:

c

p(A) ~ exp (2;: c(a- 2—2)) (3.2.30)

Iz gustine stanja se dobija Kardijeva formula za entropiju 2d konformne teorije polja u mikrokanonskom
ansamblu:

s=2m/S(a— ) (3.2.31)

6 24

Na osnovu prethodnih razmatranja, moZemo algoritamski predstaviti na§ metod, u smislu u kojem je
definisan u radu Karlipa [48]:

* U prvom koraku, postavljamo odgovarajuée grani¢ne uslove na granicu prostorvremena koje raz-
matramo, tako da su grani¢ni uslovi kompatibilni sa reSenjem za crnu rupu i daju konacne odrzane
naboje u kanonskoj analizi.

* U skladu sa grani¢nim uslovima, odredujemo asimptotske Kilingove vektore. Odbacivanjem trivi-
jalnih difeomorfizama koji ne doprinose odrZanim nabojima definiSemo asimptotsku grupu simetrije.

» U asimptotskoj grupi simetrije uoCavamo podgrupu koja je generisana Vitovom algebrom difeo-
morfizama na krugu. AdS, struktura uocena kod geometrija u blizini horizonta nam omogucava da
ocekujemo pojavljivanje jedne Vitove algebre, dok kod reSenja sa specificno pove¢anom simetri-
jom moZemo ocekivati pojavljivanje dve Virazoro algebre, tj. 2d konformnu algebru.

» Uspostavljanjem kanonske realizacije algebre asimptotske simetrije preko kanonskih generatora
lokalne simetrije, dobijamo centralnu ekstenziju u obliku Virazoro algebre, i racunamo entropiju
Kardijevom formulom.

Poklapanje gravitacione entropije sa konformnom entropije se zasniva prvobitno na poredenju dobi-
jene entropije ekstremalne crne rupe sa neekstremalnim slucajem. U slucaju neslaganja, rezultat ukazuje
na dublje razmatranje dualnosti izmedu gravitacionih reSenja sa crnom rupom i odgovarajuc¢e konformne
teorije na granici.

Nakon §to su naSi metodi u dovoljnoj meri definisani, prelazimo u narednim poglavljima na rezultate
teze date u radovima objavljenim tokom rada na njoj.
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4 Entropija ekstremalne Kerove crne rupe u
lokalnoj Poenkareovoj teoriji

U ovom poglavlju predstavicemo prvi rezultat teze, tj. proracun entropije ekstremalne Kerove crne rupe
koriste¢i kanonski pristup geometriji u blizini horizonta, koji smo formulisali u prethodnoj glavi. Ek-
stremalna Kerova crna rupa je model kod kojeg bismo ocekivali pravolinijski zadatak kad je u pitanju
racunanje entropije, iz vise razloga. Pre svega, iako vrSimo proracun u formalizmu lokalne Poenkareove
teorije [32, 67, 68], gde 1 krivina i torzija utiCu na gravitacionu dinamiku, Kerovo reSenje u kvadrat-
noj Poenkareovoj teoriji koje ¢emo razmatrati nema sustinske razlike sa reSenjem iz opSte relativnosti.
Drugim recima, teorija koju posmatramo je kvadratna Poenkareova teorija, a samo resSenje je reSenje iz
opste relativnosti, koje razmatramo u dva grani¢na slucaja kvadratne Poenkareove teorije: Rimanovo
reSenje i reSenje u teleparalelnom ekvivalentu opste relativnosti. Pri tome se oslanjamo na poznate rezul-
tate 1z opste relativnosti o korespodenciji Kerovog reSenja sa konformnom teorijom polja na granici [49,
69], kao pozitivnim rezultatom u testiranju kanonskog pristupa na strukturu u blizini horizonta u 3d
gravitaciji [51].

Nakon uspostavljanja konzistentnih grani¢nih uslova za geometriju u blizini horizonta ekstremalnih
Kerovih crnih rupa, dobijamo da asimptotska grupa simetrije ima konformnu podgrupu, realizovanu u ob-
liku Virazoro algebre. Pokazacemo da se formulacija kanonskog generatora lokalne simetrije, definisana
u formalizmu prvog reda u [31], moZe upotrebiti za proracun algebre popravljenih generatora u blizini
horizonta, kao i za odgovarajuci centralni naboj. Ovi rezultati koriste se dalje za dobijanje konformne
entropije Kardijevom formulom. Rezultujuca entropija predstavlja gladak limes rezultata za gravitacionu
entropiju u neekstremalnom slucaju. Time je uspeSno testiran Nesterov kovarijantni Hamiltonov pristup
[70] 1 dodat doprinos razumevanju jednakosti izmedu gravitacione i konformne entropije. Rezultati pred-
stavljeni u ovom poglavlju su zasnovani na radu [71].

4.1 Geometrija ekstremalne Kerove crne rupe u tetradnom formal-
izmu

U ovoj sekciji pravimo kratak pregled tetradnog oblika geometrije ekstremalne Kerove crne rupe. Uvodimo
grani¢nu geometriju u blizini horizonta na kojoj ¢emo vrsiti ispitivanje strukture blizu horizonta ek-
stremalnih Kerovih crnih rupa u Riman-Kartanovoj geometriji.

4.1.1 Metrika, odrZzani naboji i prvi zakon

Pre nego $to definiSemo grani¢no resenje u blizini horizonta, predstavi¢emo glavne osobine ekstremalnih
Kerovih crnih rupa. "Dijagonalna forma" metrike ekstremalne crne rupe (m = a) u Bojer-Lindkvistovim
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koordinatama [72] je:

. 2 dr? sin” 0 2
ds’ = N* (d +msin® 0d9)” — 5 — p?d6” — T [mdt + (r* +m?)d¢] (4.1.1)
gde su:
N:r;m p? =12+ m?cos’ @ 4.1.2)

JednacCina N = 0 daje koordinatu degenerisanog horizonta ekstremalne crne rupe, koju cemo obeleZiti sa

ry:
ry=m 4.1.3)

Dva horizonta koji postoje kod Kerovog resenja se poklapaju u ekstremalnom slucaju. Vrednost ugaone
brzine . na horizontu ima jednostavan oblik:

Q =—=— (4.1.4)

dok su povrinska gravitacija i temperatura jednake nuli:

ro—m K
K= T=—=0 4.1.5
2mry 2n ( )

Odrzani naboji energije i momenta impulsa Kerove crne rupe u lokalnoj Poenkareovoj teoriji imaju oblik:
E=m J=m (4.1.6)

Proveravamo da je prvi zakon mehanike crnih rupa identicki zadovoljen nezavisno od vrednosti entropije:

0:465:5E—Q#U:5m—§L&m% (4.1.7)
m

4.1.2 Geometrija ekstremalne Kerove crne rupe u blizini horizonta

Transformaciju (3.1.4) u blizini horizonta za slucaj ekstremalne Kerove crne rupe definiSemo kao [49,

48]:
o & _ &y

2ry r—ry

P=0+Q,1 (4.1.8)

gde uzimamo limes € — 0 posle transformacije. Metrika prelazi u oblik:

i’ dy? 2sin@ \?2 di\? 4.1.9
2_ 2 20y [ _ D g2 de

1 —_— — 'l.
ds” = ri(1+cos )[yz 32 (1+cos26) ( y) ( )

Primetimo da je usled limesa gornja transformacija singularna i rezultujuéa grani¢na geometrija nije ek-
vivalentna pocetnoj geometriji. Ovo se lako moze uociti po tome Sto gornja metrika opisuje geometriju
koja nije asimptotski ravna. Osobine granicne geometrije ekstremalne Kerove crne rupe u blizini hori-
zonta(NHEK) su detaljno ispitivane u [49, 73]. Tetrade. Forma metrike implicira sledec¢i "dijagonalni”
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izbor tetrada ¥':
90— Prgr 1= _Piy,
y y
91 e g3 258 (d _df) (4.1.10)
P+ v 14cos20 y
gdeje pr =r vV 1+cos?0.

Za dalji proracun napisaemo forme Rimanove koneksije 1 krivine.
Rimanova koneksija. 1z prve Kartanove jednacine dd' + @'; A 1/ = 0 dobijamo da su nenulte kompo-

nente Rimanove koneksije ®":

(1)01:_19_0_’”‘2#8%6193 @02: 7’35111329190 ~12: 7’1511;26191
P+ Py 2p; P @GL1D)
~03 ’”i sinf 13 ri sin@ 3 2,& cotd 4
p+ p+ p+

Rimanova krivina. Nenulte komponente Rimanove krivine su:
R =209\ —2D9* A R? =o' A 0? - Do A’
RS =A% + D' A B2 R?=co' An9? =D A0’ (4.1.12)
RV =o' N9? + DO A2 R¥ = —2C0% A9 +2D0° A 9!

gde su
4 4
0
Czri(1—3cos20) p =+ (3 —cos>0) (4.1.13)
ps pS

4.2 Asimptotski uslovi i asimptotska simetrija

U ovoj sekciji ¢emo uvesti asimptotske grani¢ne uslove za metriku ekstremalne Kerove crne rupe u
blizini horizonta. S obzirom na to da NHEK geometrija nije asimptotski ravna, pronalaZenje konzistent-
nih grani¢nih uslova nije a priori ofigledno. Ovaj rezultat je uspostavljen u opstoj relativnosti [49], ali
potrebno je paziti, jer asimptotski uslovi na metriku ne fiksiraju precizno asimptotske grani¢ne uslove za
tetrade. Zato ¢e konzistentan izbor za tetradu, kao i pojavljivanje konformne simetrije u blizini horizonta
biti uspostavljeni u ovoj sekciji.

Metricka asimptotika. U skladu sa [49], uvodimo sledeci skup konzistentnih asimptotskih grani¢nih
uslova za metriku u blizini asimptotske granice y = 0:

(/) Oy 01 gip + 00
Oy gy + 04 Oy 0_1
8uv 7 0o 200+ 0 6, 4.2.1)
g9+ O 0 01 Oy
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gde su pozadinski metricki koeficijenti:

ri(l4cos’6)  4sin®6 1%

gll -

y2 ~ 1+cos26 y?
_ 4sin 6 1’2+
819 = 1 cos26 y (4.2.2)
2 (1+cos®0)
8y = — 2

Zo9 = —r.(1+cos’ 6)

i koristimo asimptotsku oznaku &, := 0'(y").
Tetradna polja. Asimptotska forma tetrada konzistentna sa grani¢nim uslovima za metriku (4.2.1) data
je u obliku:

ﬁ_1 ﬁ] ﬁz ﬁl
; 0 Igly—l—ﬁ() 0 Oy
6# ~ ﬁl ﬁ() 529 —+ ﬁl ﬁl (4.2.3)
- l§3
193tf(§0) + 0y 01 %) f(q;p) 0\

gde su pozadinska polja data u obliku:

- 0 0 0
< 0 P50 0
B, ~ 0 o . 0 (4.2.4)
__2rysin@ 0 0 2rysinf
V1+cos? 6y V1+cos? 0

i gde je f(¢) =1+ h(@) proizvoljna funkcija koordinate @, takva da je h(¢) < 1. Asimptotska
simetrija. Zakon transformacije 9, pri lokalnim transformacijama Poenkareove grupe dat je kao:

8o, = 00", — (9uEP) V), —EP I, (4.2.5)

gde su £ i O/ parametri lokalnih translacija, odnosno difeomorfizama, i lokalnih Lorencovih rotacija,
redom.

Asimptotska forma metrike ouvana je pod dejstvom asimptotskog Kilingovog vektora E* datog u
slede¢em opsStem obliku:

E=T+0, &' =ydpe(@)+ 02 £ =0, P =€(9)+ 0, (4.2.6)

Transformacija generisana konstantnim generatorom 7 predstavlja konstantnu vremensku translaciju, i
mozemo je zanemariti, fokusirajuéi se na konformnu podgrupu, s obzirom na to da generator ove trans-
formacije komutira sa generatorom konformne simetrije. Subdominantni ¢lanovi odgovaraju trivijalnim
difeomorfizmima, i mogu biti zanemareni, pa je konac¢ni oblik asimptotskog Kilingovog vektora:

& = (¥dp€(9))dy+€(9)dyp 4.2.7)
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Svi parametri lokalnih Lorencovih rotacija, dobijeni iz varijacije tetrada asimptotski teze nuli:

901 — ﬁZ 902 — ﬁ2 903 — ﬁl

428
02=01 6° =0, 6% =0, ®29

Rimanova koneksija se moze izraziti preko tetradnih polja pa je njena asimptotska forma invarijantna pod
transformacijama generisanim vektorima (4.2.6).

Transformacije sa € = 0 predstavljaju rezidualne gradijentne transformacije koje daju trivijalan do-
prinos odrZanom naboju. Stoga, asimptotska grupa simetrije se definiSe kao faktor grupa u odnosu na
rezidualne transformacije. Iz opste algebre lokalnih Poenkareovih transformacija imamo pravilo kom-
pozicije asimptotskih transformacija:

[Bo(e1),00(&2)] = Bo(€3) & =¢€18 — &6 (4.2.9)

gde je €' := dye.
Raspisivanjem preko Furijeovih moda:

by = 8y(e = €M?) (4.2.10)
algebra asimptotske simetrije dobija oblik Vitove algebre:
nylm] = i(m—n)lpin (4.2.11)

U nastavku ¢emo razmatrati kanonsku realizaciju ove asimptotske simetrije u dva vazna slucaja - Ri-
manovom PG reSenju i teleparalelnom reSenju.

4.3 Rimanova ekstremalna Kerova crna rupa u PG teoriji

Razmotrimo Rimanovo reSenje za ekstremalnu Kerovu crnu rupu u PG teoriji, tj. reSenje bez prisustva
torzije. Kao Sto je poznato, Kerova crna rupa je reSenje u opstoj relativnosti sa nultom kosmoloskom
konstantom A, a lako se dokazuje da isto vazi i za njenu geometriju u blizini horizonta u ekstremalnom
slucaju [55]. Iz opSte teoreme koja kaze da su reSenja iz opSte relativnosti takode i reSenja u PG teoriji,
moZemo zakljuciti da isto vaZi i za granicno reSenje ekstremalne Kerove crne rupe blizu horizonta. Postoji
direktan dokaz baziran na efektivnom LagranZijanu [74]:

Lg=— (a0R+2A) + EbIRU R,‘j 4.3.1)
koji definiSe odgovarajuce kovarijantne impulse:
H; =0 H,'j = —2a0*(19,~/\19j)+b1 *Rij 4.3.2)
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odnosno u eksplicitnom obliku:

Hop = —2ap®* A 93 +2b1 (—2C8* A 9> +2D9° A )
Hyp = 2ag®' A3 +2b1(—C' A9 — DO A ?)
Hyz = —2ap®' A9? +2b(CO' A2 — DO A )
Hip = —2ap®° A 93 +2b (CO° A + D' A 9?)
Hi3 = 2ag° A 92 +2b (—CO° A 02 + DB A ?)
Hy = —2ap®° A S +2b1 (=208 A 9! —2D* A )

(4.3.3)

U sledeéim podsekcijama, odrZani naboj na horizontu i centralni naboj bi¢e izraCunati primenom opSsteg
izraza za varijaciju kanonskog generatora na horizontu [31]:

ol'y :]{ 0B(&) (4.3.4a)
SH
O0B(&) := (& 19i)5Hi + 80N (E1H;) + %(@ (Oij)SH,‘j + %6(0” A (& Hl'j) (4.3.4b)

gde je & egzaktan ili asimptotski Kilingov vektor.

4.3.1 Odrzani naboj

Racunamo sada odrZani naboj na horizontu. On se dobija primenom varijacije (4.3.4b) sa egzaktnim
Kilingovim vektorom & = dy. Posto je H; = 0, varijacija se pojednostavljuje u:

o'y = OB
o . (4.3.5)
OB = ECO,'J'(p5HlJ —+ §5COU /\Hij(p
Nenulti doprinos potice od ¢lana:
4agsin® 0
~01 _ 0 2 .
(0 (p5H01 = mS(err Sin 9)d9d(p (436)
Integraljenjem, dobijamo odrZani naboj:
J=¢ & ,8Hy = 16mapr’ =1} (4.3.7)
Su
gde smo koristili:
T sin’
————5d0 =1 4.3.8
/0 (1+cos?6)? (4.3.8)

1 standardnu normalizaciju 167ay = 1.
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4.3.2 Centralni naboj i entropija crne rupe
Centralni naboj ¢emo izraCunati iz algebre popravljenih kanonskih generatora, koja ima slede¢i oblik:
{G(&1),G(&)} = G(&3) +C (4.3.9)

gde je &3 definisano pravilom kompozicije (4.2.9), i C je centralni ¢lan u algebri.

Koristeci glavni rezultat rada Brauna i Enoa [75], kanonska algebra se moZe simplifikovati i dobijamo
sledecéu slabu jednakost:
{G(&1),G(&2)} = do(&1)T'(&2) = T(e3) +C (4.3.10)

Centralni Clan je konstantni funkcional, pa se prema tome moZe racunati variranjem na pozadinske kon-
figuracije. Koristimo opstu formulu (4.3.4b) pri varijaciji generisanoj asimptotskim Kilingovim vektorom
(4.2.7).

Koristimo sledeée nenulte unutrasnje proizvode asimptotskog Kilingovog vektora sa tetradom i koneksi-
jom:

_ < 2r,sin6
£18" = —r /14 cos?0¢’ £15° = %s (4.3.11a)
_ 2rysin@ _03 sin@
ElaM = ————¢ E10” = ———¢
V1+cos26 1+cos?6
sinfcos O 4cos 0
o =——"¢ 1P = ——— ¢ 43.11b
s 1+ cos? 6 : (1+4cos?0)? ( )

Nenulti ¢lanovi u varijaciji pozadinskih tetradnih polja(na granici definisanoj sa 7 = const., y — 0) su:

80D =riV/1+cos?0e"dg (4.3.12a)
- 2r sin@
&3 = —\/%e’dw (4.3.12b)
Sledi da su varijacije kovarijantnih impulsa date u obliku:
[:101: ap+2b1C)ré sinO¢e (0] JA.03a
8 4 2b1C)r? sinOe'dOd (4.3.13a)
SoHoz = 2(ap —2b1C)r% (1 +cos* 8)e"dOd ¢ (4.3.13b)
SoH12 = —2b1Dr? (1 4cos? 0)e"d0d o (4.3.13c)
8oHy3 = 8b1Dr sin0e'd0d ¢ (4.3.13d)
Nakon integracije, dobijamo:
_ _ 1 27
%g (éZJ a)Ol)(So(gl)Hol = — <8a0ri + §b1(8+37l')> /0 828{61(,0 (4.3.14a)
H
_ 2r
}’fg (E21 @) 80(&1)Hos = (dapr’ —by) /0 ered" (4.3.14b)
H
_ 2
§ (&0 m—bi [ eldp (4.3.140)
H
_ _ 1 27
fé (&1 @%)8y(&1)Haz = Sbi (8+37) /0 &¢edo (4.3.14d)
H
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gde smo u sredivanju izraza koristili sledece odredene integrale:

T sin® @ Tsin?0(1—3cos?0) 1
0o l+cos?6 0 (1+cos?6)> 32
7 sinO(1 —3cos? O 1 7 sin O cos 0(3 — cos O 1
/ _ / _ (4.3.15)
o (I+cos2@)3 2’ 0 (1+4cos?6)3 2 o
Tsinfcos’>O(3 —cos?0) 1
= —(8+3m).
/o (1+4cos?20)> 64< +37)
Posle sumiranja svih doprinosa, dobijamo vrednost prvog ¢lana:
1 =i & 2 2m ! 2 2 !l
ij(é (&1 @)60(&1)H;j = —8a0r+/0 &€,de —|—4a0r+/0 &¢€,do (4.3.16)
H
Prelazimo na sledezZi ¢lan.
Nenulte varijacije pozadinske koneksije su:
o1 2sin’@
o = (1 +cos 072 do (4.3.17a)
_ sin 6
60(003 = —m ”d(P (4.3.17b)
_ sin @ cos O
50(012 = m " (4.3.17¢)
4cos O
=23 !
(4.3.17e)
Unutra$nji proizvodi sa kovarijantnim impulsima su:
1 Ho1 = 4(ag +2b1C)r? sin Bed O (4.3.18a)
+
1 Hy; = 2(ag —b1C)r2(1+cos®6)e'do (4.3.18b)
+
JHyp = —2b17% (1 +cos*)€'dd (4.3.18¢)
+
E1Hy = 8b1Dri sinfedO (4.3.18d)
Posto su svi integrali po 6 identi¢ni, drugi ¢lan ima slede¢i oblik:
1 =ij & 2.2 2n ! 2 2m !l
5%9 00 (&)@ N (&I H;j) = 8a0r+/0 £1£2dgo—4aor+/0 €&8do (4.3.19)
H

Konacno sabiranjem ova dva doprinosa, dobijamo varijaciju povrSinskog ¢lana. Identifikujemo ¢lan ob-
lika gj&) — €)€{’ kao centralni ¢lan, dok je ostatak doprinos povrSinskom ¢lanu I'(€3). Prema tome,
imamo:

2r
c:-%mié(dg—@dw¢ (4.3.20)

Razvijena preko Furijeovih moda, algebra popravljenih generatora asimptotske simetrije uzima oblik
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Virazoro algebre:
C

{Lyp, Ly} = —i(n—m)Lyyp — Em3 Sntmo (4.321)
gde je u standardnoj normalizaciji iz teorije struna:
c=12-16magrs = 1217 = 12J (4.3.22)

Centralni naboj ne zavisi od parametra b; u Lagranzijanu, i potpuno se slaze sa centralnim nabojem
pronadenim u [49].

Sada entropiju dobijamo Kardijevom formulom:

c c
s=om /(1 o;) =22 4323
6 24 * ( )
Rezultat za konformnu entropiju ekstremalne Rimanove Kerove crne rupe u PG teoriji se poklapa sa
rezultatom iz opSte relativnosti [49], i predstavlja gladak limes neekstremalnog rezultata gravitacione
entropije za genericnu crnu rupu u istoj teoriji [74]. Time je proracun u Rimanovom slucaju zavrsen,
prelazimo na teleparelelni sluca;.

4.4 Ekstremalna Kerova crna rupa u teleparalelnoj teoriji grav-
itacije

Teleparalelna gravitacija(TG), je specijalni slu¢aj PG teorije definisan uslovom nestajanja krivine RV = 0
[76]. Kerovo resenje zadovoljava jednaCine teleparalelne gravitacije [74].

Uslov R ne povlaéi da je koneksija jednaka nuli, medutim koneksija je u teleparalelnoj gravitaciji pa
moZemo izabrati radi jednostavnosti gradijentni uslov @” = 0. Dakle, tetrada postaje jedina dinamicka
promenljiva i torzija ima oblik 7/ = d¥'. Za prostorvreme sa tetradom (4.1.10), dobijamo nenulte 2-
forme torzije u obliku:

70 = —iﬁoAﬁw—&Shfe 90802, T = —rismfeﬁl/\ﬁz
P+ 2py 2p; 44.1)
3 21{2F sin@ | Zricose 2 a3 o
T = —319 AN —|—3—,19 A
pi p3sin6

Sve ireducibilne komponente T* su nenulte.

Kerovo reSenje iz opste relativnosti je reSenje TG teorije za specijalan izbor LagranZevih parametara,
koji ¢ine ovaj slucaj teleparalelne teorije ekvivalentnom sa opStom relativnosti. LagranZijan takozvanog
teleparalelnog ekvivalenta, GR| je:

Ly = agT" (“>T,-—2(2) i_%@)Ti) (4.4.2)

Iako su ove dve teorije dinamicki ekvivalentne, njihov geometrijski sadrzaj je vrlo razlicit: opSta rela-
tivnost je karakterisana nestajanjem torzije 1 postojanjem Rimanove krivine, dok teleparalelnu geometriju
GR| karakteriSe netrivijalna torzija dok je krivina jednaka nuli.

57



Racunamo kovarijantne impulse iz LagranZijana (4.4.2):
, ¥ 1
H' =2a, (“)T,- —2@, 5 (3>T,-) (4.4.3)

Eksplicitno, komponente H' su:

H® =24, (—ri Sinef}o/\f}%ﬂﬁ] Mﬁ)

p3 P sin 6
H' =24 ( cos 6 190/\193——”1513“9191/\192)
psind P (4.4.4)
1
H? = —2a9p— 9N\
P+
pl pr pl

Prelazimo na proracun odrzanog i centralnog naboja u ovom resenju.

4.4.1 Odrzani naboj

Kao i u Rimanovom slucaju, odrzani naboj dobijamo iz varijacije povrSinskog ¢lana na horizontu za-
menom egzaktnog Kilingovog vektora & = dyp. Posto je H;; = 0, varijacija kanonskog generatora se
svodi na:

o'y = OB
Sy 4.4.5)

8B = 0;p8H'+ 89 AHig

Nenulti doprinos odrzanom naboju dolazi od ¢lana:

3 3 4610 Sin2 0 .2 2
193(P6H + 619 /\H3(p = m&(ZSIH 9r+)d9d(p (446)
Integracijom dobijamo:
J= 167ra0ri = ri (4.4.7)

4.4.2 Centralni naboj i entropija crne rupe

Centralni naboj se dobija iz algebre popravljenih kanonskih generatora asimptotske simetrije, na isti nacin
kao u sekciji 4.3.2. Variramo pozadinsku konfiguraciju i ratunamo &y(&; )Ty (&) gde je xi asimptotski
Kilingov vektor (4.2.7).

Racunamo nenulte varijacije kovarijantnih impulsa:

- rysin@
A = 20— 207 _¢qgd 4.4.8a
=20 et 101 (45
i .2
_ 0
Sof3 = —4ag—————£'d0d (4.4.8b)
ri(1+4cos?0)?2
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Koristec¢i nenulte proizvode sa tetradom (4.2.7), dobijamo prvi ¢lan posle integracije:

. _ 2n 27
f (E210))80(E1)H; = dapr?. / eleldo — 8aprk / &ede (4.4.9)
Sy 0 0

Netrivijalni unutrasnji proizvodi sa kovarijantnim impulsima su:

. .2
- rysin@ - sin“ 0
EJH| = —2a)———=¢'d6 E1Hs = —4aqy edo (4.4.10a)
V1+cos?0 ri(14cos26)3
Dobijamo drugi deo varijacije povrSinskog Clana:
Qi a 2 2m "ot 2 2m /
}é 80(&1)0 (&2 Hy) = —4aor, /O el eyde +8apry. /0 £1&5do (4.4.11)
H

Konacno, dobijamo centralni ¢lan u istom obliku kao kod Rimanovog reSenja:
2
C = —4apr?. / (e1e) —&heldo (4.4.12)
0
Razvijamo kanonsku algebru preko Furijeovih moda, i dobijamo njen Virazoro oblik:

. C .
{Lp, Ly} = —i(n—m)Ly i — Em3 Snimo (4.4.13)

gde u normalizaciji teorije struna imamo:
¢ =12-16mapr? = 12r2 = 12J (4.4.14)

Entropija je kona¢no data Kardijevom formulom:

c c
s=om /(1) =22 44.15

6\ 24 T+ (4.4.15)
Vidimo da se rezultat za centralni naboj u teleparalelnom ekvivalentu GR| poklapa sa Rimanovim sluca-
jem. Ponovo smo dobili entropiju koja je gladak limes neekstremalne entropije nadene u [74], a kon-
formni rezultat se slaZe sa rezultatom iz opSte relativnosti [49].

4.5 Diskusija

Metod dobijanja entropije ekstremalnih crnih rupa putem analize njihove geometrije u blizini horizonta,
bio je analiziran na primeru ekstremalne Kerove crne rupe, u formalizmu lokalne Poenkareove teorije.
Dva razmotrena slucaja sektora teorije u kojima se ovo reSenje pojavljuje, Rimanov sektor i teleparalelni
ekvivalent opSte relativnosti, dali su isti rezultat koji je gladak limes ustpostavljenog neekstremalnog
rezultata [74]. Nas proracun sugeriSe da se ovaj metod moZe primeniti i opStije od Kerovog reSenja, te
¢emo u sledecoj glavi razmatrati drugaciji primer, kod kojeg rezultati nisu potpuno usaglaSeni sa rezulta-
tima prethodnog neekstremalnog racuna.
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S Simetrija u blizini horizonta ekstremalnih
prostorno razvucenih crnih rupa

Topoloski masivna gravitacija (TMG) je proSirenje opSte relativnosti sa kosmoloskom konstantom doda-
vanjem u dejstvo Cern-Sajmonsovog ¢lana [77]. Za negativne vrednosti kosmoloske konstante, teorija
poseduje interesantna reSenja, naime, maksimalno simetricno AdS3 prostorvreme, 1 BTZ crnu rupu [78,
79]. Dok je opsta relativnost u tri dimenzije topoloska teorija, TMG je dinamicka teorija, poseduje propa-
girajuéi stepen slobode, masivni graviton [80, 81, 82]. Medutim, ova reSenja su obeleZena ozbiljnim
problemima. Za uobicajeni znak gravitacione konstante interakcije, masivne ekscitacije oko AdS3 poza-
dine imaju negativnu energiju, Sto ¢ini takvo osnovno stanje nestabilnim. Menjanje znaka G daje BTZ
crnoj rupi negativnu energiju [83, 84]. Za reSenje ovog problema, predloZeno je da se umesto toga raz-
matra deformisani(eng. warped) AdS3 vakuum kao moguce stabilno osnovno stanje teorije [85, 86].

Deformisani AdS3 je reSenje TMG kod kojeg je grupa simetrije SL(2,R) x SL(2,R) redukovana na
SL(2,R) x U(1). Posmatrajuc¢i AdS3 kao fibraciju AdS,, deformisano reSenje se dobija istezanjem ili
sabijanjem duZ vlakna prostornog i vremenskog tipa [87]. EliminiSu¢i moguénost postojanja zatvorenih
krivih vremenskog tipa, koje su pronadene u slucaju deformacije u vremenskom pravcu [85], usmericemo
paznju na prostorno razvucena reSenja. Koristeéi topoloske identifikacije, prostorno razvuceno resenje
za crnu rupu se moZze dobiti iz prostorno razvucenog AdS3, na sliCan nacin kao Sto se BTZ crna rupa
moZe dobiti topoloSkom identifikacijom obi¢nog AdS3 prostorvremena. Ove crne rupe su predmet naseg
istraZivanja u ovom poglavlju.

Naime, Aninos i saradnici [85] su istraZivali termodinamiCke osobine ovih reSenja, 1 postavili hipotezu
o tome da bi ona mogla biti dualna dvodimenzionalnoj konformnoj teoriji polja na granici. Asimptotske
simetrije deformisanog AdS3 su ispitivane od strane Kompera i Deturnea [88]. Koriste¢i kanonski formal-
izam kao prirodan nacin za ispitivanje asimptotskih simetrija dinamickih sistema, Blagojevi¢ i Cvetkovi¢
[89] su potvrdili hipotezu Aninosa i saradnika, 1 dobili izraz za gravitacionu entropiju crne rupa iz cen-
tralnih naboja asimptotskih generatora simetrije, metodom koji je opisan u drugom poglavlju. Entropija
je takode izrazena na jednostavan nacin preko veli¢ina u blizini horizonta u neekstremalnom slucaju u
[90]. Medutim, kao Sto je ranije napomenuto, ovaj metod nije moguce koristiti u ekstremalnom slucaju.

Ova glava je zasnovana na radu [91], u kojem se ovaj problem razreSava proraunom entropije ek-
stremalne crne rupe putem ispitivanja njenog limesa u blizini horizonta. Analogno sa Ker/CFT korespon-
dencijom ispitivanom u [49], dobijena je geometrija u blizini horizonta ekstremalne prostorno razvucene
crne rupe, i ispitana je struktura asimptotskih simetrija ovog reSenja koriste¢i kanonski formalizam u
prvom redu, u skladu sa [31]. Nakon uvodenja konzistentnog skupa asimptotskih grani¢nih uslova, dobi-
jena je asimptotska grupa simetrije u obliku Virazoro algebre, $to je razli¢ito od neekstremalnog slucaja,
gde je oCekivana Virazoro simetrija izvedena iz semidirektnog zbira Kac-Mudi algebre i Virazoro algebre
[89]. Oslanjajudi se na rezultat Brauna i Enoa [75], entropija je odredena iz centralnih naboja Kardijevom
formulom, 1 kao $to ¢emo videti, reSenje nije neprekidno povezano sa neekstremalnim sluc¢ajem.
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5.1 Ekstremalne prostorno razvucene crne rupe i njihova geometrija
u blizini horizonta

Topoloski masivna gravitacija sa kosmoloskom konstantom se moZe prirodno napisati na jeziku lokalne
Poenkareove teorije [32]. S obzirom da radimo na trodimenzionalnom modelu, korisno je 2-forme krivine
i torzije pretvoriti u odgovarajuée duale, date formulom AY := —s”kAk, za proizvoljni antisimetri¢an
tenzor A” (u Lorencovom bazisu). Dakle, dobijamo dualnu koneksiju @' i krivinu R. Kartanove jednacine
preko dualnih promenljivih su date u obliku:

T'=Dd' =dd'+&j 0/ \0" R'=do'+ &0l not (5.1.1)

U slucaju 77 = 0 ova geometrija se svodi na standardnu Rimanovu geometriju u 3 dimenzije.

5.1.1 Lagranzijan TMG i jednacine polja

Lagranzijan TMG je definisan kao:
i A i j kK, @ i
L=2a¥ /\Ri_ggijkﬁ A NG —l—ﬁLcs(O))—l—Ai/\T (5.1.2)

gde je a = ﬁ, A < 0 je kosmoloska konstanta, y je masa gravitona, Les(®) = o' A dw; + %Sijka)i A
o’ A\ o je Cern-Sajmonsov LagranZijan i A; je LagranZev mnozitelj koji obezbeduje vaZenje veze T' = 0.
Variranjem dejstva S = [L u odnosu na ¥/, @' i A/, dobijamo jednacine polja. Treéa jednacina je
samo veza T' = 0, a njenom zamenom, prve dve jednacine dobijaju oblik:
Lok 2a
2aR; — A€ N +FCi =0, (5.1.3a)

A= 2—“L,-, (5.1.3b)
u

gde je Shoutenova 1-forma L' zadana kao:
i NTEE T
L' = (Ric) —ZR19 . (5.1.4)

Ovde, Ricijeva 1-forma je data kao (Ric)" = €'/*¢; | R; dok je skalarna krivina R = ¢; | (Ric)'. Kotonova

2-forma je definisana kao C' = VL := dL' + &', @/ N L,
TMG poseduje reSenje za prostorno razvucenu crnu rupu. Sada cemo ukratko predstaviti ovo reSenje
1 diskutovati njegove osnovne osobine, pre nego Sto predemo na ekstremalni slucaj.

5.1.2 Ekstremalne prostorno razvucene crne rupe

Nakon uvodenja prikladnije notacije za parametre:

e (5.1.5)



kostruiSemo metriku prostorno razvucene crne rupe prate¢i proceduru iz [85]. Nalazimo da u koordi-
natama Svarc§ildovog tipa (¢,r, ¢), metrika ima oblik:

d2

ds® = N2di* — B—rz — K2(d@ + Nydt)? (5.1.62)
gde imamo:
V243 r—r ) (r—r_ AN2K?

K2:£[3( 2 Dr+(V43) (ry+ro) —4viy/ror_(v243)], (5.1.6¢)
_ 2
N(P:2vr Vrir—(v?+3) (5.1.6)

2K? '

Resenje postoji u sektoru v2 > 1, dok su rpm koordinate unutrasnjeg i spoljaSnjeg horizonta, redom.
Ekstremalno reSenje se dobija iz uslova da je ry = r_, odakle dobijamo:

2 2 252
»_ (VI43)(r—ry) 2 4NK
N2 — e , B =~ (5.1.7a)
K2 — 2[3(v2 — D) r2(vV¥ 43 —4vr V2 + 3], (5.1.7b)
2vr—ro VvV vZi43
Np= 2" ’2}2V S (5.1.7¢)

Specificna osobina ekstremalnog reSenja je moguénost konstrukcije geometrije u blizini horizonta.
Konstrukcija se dobija razvijanjem metrike u okolini horizonta, odakle izvodimo transformaciju koordi-
nata:

I 2K ¢ _ 20 1
+ r=ri(1+4¢F) (p:(P—v2+3a (5.1.8)

=
ery V243

1 vr$imo limes nakon transformacije € — oo, 1 gde je:

Kii=K(rs) = %[Zv —V/v2+3]

Nakon transformacije, dobijamo grani¢no reSenje za geometriju u blizini horizonta ekstremalne prostorno
razvucene crne rupe:

ds?

di? 2v0 2
2 D ~ g
= df* — — | — | Kid(® — ——Fdrt 5.1.
v2+3<r fZ) (+ NN ) G192

Trijade, koneksija i krivina. PoSto je metrika zadana u dijagonalnoj formi, ortonormalni bazis 1-formi
trijada se moze pravolinijski izabrati u obliku:

¢ ¢ dr
0 = rdi - O = —
Vvit3 Vvits T (5.1.10)
e -
8% = K dp— —2_rdi
(v2+43)
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Levi-Civita koneksija se dobija iz Kartanovih strukturnih jedna¢ina (5.1.1) kada je 77 = 0:

VV243

0_Y 0 1_ Yl 2 0_ V2
0 =-10 0 =-10 0=——"7—9"—=-9 5.1.11
l l l l ( )
Konacno, koristeéi drugu strukturnu jednacinu, dobijamo 2-forme krivine:
2 2 2
0_ V1,492 1 V730, 92 2 2vP—=3 0, a1
R __6_219 AU R __E_Zﬁ A R =— 7 NAD . (5.1.12)
Onda, Ricijeva 1-forma (Ric)’ = €'/ke; | R} ima oblik:
_ 3-v? _ 3-v? , 2v?
(Ric)? = 7 99, (Ric)! = 7 v, (Ric)? = 6—2192. (5.1.13a)
Konacno, Kotonova 2-forma je:
3v 3v 6v
Co= g—3(v2— Nolad?, ¢ = 6—3(v2— DO*AYY, G = — 2_1Do%Av!.

Kao §to je 1 ocekivano, jednacine polja su egzaktno zadovoljene.

5.2 Asimptotski granic¢ni uslovi

Nakon definisanja geometrije u blizini horizonta, formulisaéemo asimptotske grani¢ne uslove u oblasti
blizu horizonta. Transformacija kojom smo presli u graniénu geometriju je singularna posle limesa,
i rezultujuce prostorvreme nije difeomorfno poCetnom. Sli¢na situacija je videna u [71], tj. analizi
opisanoj u prethodnom poglavlju. PosSto geometrija nije asimptotski ravna, nije o¢igledno koje grani¢ne
uslove treba nametnuti. U slucaju trodimenzionalnih deformisanih geometrija, asimptotske simetrije su
ispitivane u [88]. U opstoj relativnosti, ovaj rezultat je dobijen za razliCite geometrije [49, 69]. Ko-
riste¢i ove pristupe kao referencu, traZimo konzistentne asimptotske uslove za metriku. Takode, kao i
u prethodnoj glavi, asimptotski uslovi trijada nisu potpuno fiksirani uslovima nametnutim na metriku,
tako da ¢emo uspostaviti kompatibilne konzistentne uslove na trijadu, iz kojih ¢e se dobiti asimptotska
konformna simetrija karakteristi¢na za geometrije u blizini horizonta.

Asimptotika metrike. Uvodimo sledeéi skup asimptotskih grani¢nih uslova za metriku kada 7 — oo:

O_, O, 0
Oy 01 0Oy

Koristimo notaciju &, := ¢(#~"). Vidimo da uslovi odstupaju od uobiCajene pretpostavke o grani¢nim
uslovima koji sadrZe prve subdominantne ¢lanove u metrici. Rezultat je blisko analogan sa rezultatom
dobijenim kod Kerove crne rupe [49, 71].

Asimptotika trijade. Granicni uslovi na trijadu kompatibilni sa (5.2.1) su dati u obliku:

0 O3 0,

91, = , 0 bl;+ 05 0o (5.2.2)

e t0 O3 Dof(@)+0)
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gde su pozadinska polja trijade:

0 -
Vool 0 0
i L 1
Ba=| 0 i 0 (523)
oy 0 Ky

i f(@)=1+h(P) je proizvoljna funkcija @, pri Cemu h(P) < 1.

Asimptotska simetrija. Asimptotska forma metrike je o€uvana pri dejstvu opSteg asimptotskog Kilin-
govog vektora &, datog u obliku:

E=(T—-Ci+03)0:+ (—7(8’(@) +C)+ 01)dr+ (e(@) + 6’2)8(;, (5.2.4)

gde su T, C, proizvoljne konstante, i £(Q) proizvoljna funkcija Q.

Subdominantni ¢lanovi u gornjem izrazu odgovaraju trivijalnim difemorfizmima koji ne doprinose
odrzanim veli¢inama 1 moZemo ih zanemariti. Takode, transformacije sa € = 0 predstavljaju rezidualne
gradijentne transformacije koje daju trivijalni doprinos centralnom naboju, i nisu od interesa u trenutnom
tretmanu. Formiramo asimptotsku grupu simetrije kao koli¢nik svih asimptotskih simetrija generisanih
vektorom & sa rezidualnim transformacijama. Ono $to preostaje je asimptotski Kilingov vektor koji
generiSe grupu difeomorfizama na krugu Diff(S!):

E=—7e(P)dr+€(0)Iy (5.2.5)

Iz generalne algebre lokalne Poenkareove teorije, nalazimo da je kompozicija asimptotskih transforma-
cija data preko:

[60(€1),00(&2)] = do(&3),

/ / (5.2.6)
& =686 — &8
gde ' predstavlja izvod po .
Prepisana preko Furijeovih moda, £, = & (& = ¢"?), algebra dobija oblik Vitove algebre:
Zakon transformacije trijada pri lokalnim Poenkareovim transformacijama je:
o0, = —& 07,0 — (9u&P) B! — EPIp 1, (5.2.8)

1z uslova da je asimptotska forma trijade o€uvana pri ovim transformacijama, dobijamo ponaSanje Loren-
covih parametara 0'/:
=0, o0'=0 0'=0, (5.2.9)

Spinska koneksija je Rimanova, te se moZe izraziti preko tetrade. Stoga je njeno asimptotsko ponaSanje
implicirano ponaSanjem tetrade, pa je zakon transformacije za spinsku koneksiju zadovoljen pri transfor-
macijama generisanim (5.2.5) 1 (5.2.9).

U nastavku, primeni¢emo kanonski pristup da ispitamo odrZane naboje, kanonsku realizaciju asimp-
totske algebre 1 entropiju sistema.
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5.3 Odrzani naboj, centralni naboj i entropija

U proracunu centralnog naboja i odrZanog naboja, koristi¢emo opsStu formulu za varijaciju kanonskog
generatora na horizontu, razvijenu u [31]:

6T'=¢ 8B(5),
SB(E) := (10874 60/ (E1T) + (Euw)dpi+ 8w (E1p;), (5.3.1)

gde su p; = % 17 = % kovarijantni impulsi. Kovarijantni impulsi se jednostavno dobijaju iz Lagranzi-

jana:

2
T=h=2L  pi=2abi+ Lo (5.3.2)
H H
Eksplicitni oblik kovarijantnih impulsa je:
a(—2v?+3) Ta .o
0 3vi Po=73
a(2v2 — 3) 1 Ta 1
_ 9 — 79 5.3.3
i 3ve P1="73 ©:3:3)
Tz:_a(4v—2_3>192 pzza—wﬁO_S_aﬁz
3ve 3v 3

5.3.1 Odrzani naboj

U ovoj sekciji racunamo odrZani naboj koji se dobija zamenom egzaktnog Kilingovog vektora & = dy u
opStu formulu (5.3.1). Nenulti ¢lanovi u varijaciji povrSinskog ¢lana su:

5 5 a(4v? —3)(2v —/v2 +3)?
19¢5T2:519 ‘L'z(p:— 2avi

5av(2v —V/v2+3)?
24¢

8[r2]d (5.3.4)

058Py = 80Py = 8[r2]d@ (5.3.5)

Iz gornjih izraza, dobijamo da je odrzani naboj, koji predstavlja moment impulsa ekstremalne crne rupe:

2 _ 2 2
an(v-+3)(2v — vV v?+3) 2 (53.6)

_ 2 2. 2 25
J= SH19¢6T2—|—519 Top+ @ ¢5p2—|—5a) P2 = 6ve
5.3.2 Centralni naboj

Centralni naboj se dobija iz algebre popravljenih kanonskih generatora lokalne simetrije, koja ima sledeci
oblik:
{G(&1),G(&2)} = G(&3) +C (5.3.7)

gde je &3 definisano pravilom kompozicije (5.2.6), i C je centralno produZenje algebre.
Koristimo opsti rezultat Brauna i Enoa [75] kako bismo pojednostavili algebru kanonskih generatora
u sledeci niz slabih jednakosti:

{G(g1),G(82)} = 6(&1)[(&2) = T'(&3) +C (5.3.8)
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Posto je centralni naboj konstantni funkcional, moZe se izraCunati vrseci varijacije na pozadinskoj konfig-
uraciji polja, koristeci asimptotski Kilingov vektor (5.2.5) u opStoj formuli (5.3.1). Iz gornjih jednakosti
vidimo da je potrebno samo izracunati varijaciju 8 (& )I'(&).

Koristimo sledec¢e nenulte unutrasnje proizvode asimptotskog Kilingovog vektora sa trijadom i koneksi-
jom:

_ ¢, _ )
&b ~ AT (@)  ELb* =K, &() (5.3.9)
nglz—\/szHe’(qs) @@2:—%@8(@) (5.3.10)

Koriste¢i ove unutrasnje proizvode, izvodimo nenulte unutras$nje proizvode sa kovarijantnim impulsima:

Epl= _N%s/(¢) (5.3.11)
Ep? = 53—“K+s(¢) (5.3.12)
Eoatl = —%\/%?e’(@ (5.3.13)
E12 = %I@s(@) (5.3.14)

Nenulte komponente varijacije pozadinskog polja trijada, definisanog na granici 7 = const., 7 — oo, dobi-
jaju se u obliku:

- V4 -
Sob! = €"(¢)——=—=dp  &b* = —¢€'(P)K, d (5.3.15)
\/T +
Koristeci ove rezultate, mozemo izraCunati varijaciju kovarijantnih impulsa:
a(=2v*+3) +3) () 5 a , , o
St = STt =—— (4v* =3)K ¢ (5.3.16)
(5.3.17)
Tal 5
Sop' = ———=¢€"(¢)dp  Sop* = —ZaK. € (P)dP (5.3.18)
Konac¢no, varijacija koneksije na pozadinskoj konfiguraciji je data kao:
50" = ———e"(P)dP  §©® = €' (§)K.dP (5.3.19)
N ‘
Sumirajuci sve ove doprinose 1 integraleci ih po formuli (5.3.1), dobijamo da je grani¢ni ¢lan oblika:
2 21 2 2
vo+3 . al 5v+3
= aKiW (€18 — £2€])d P — VI3 (e —rel)d P (5.3.20)

Identifikujemo drugi ¢lan kao centralni naboj, dok je prvi ¢lan povrsinski ¢lan sa parametrom &3 = €&, —
& ¢€{. Dakle, dobijamo centralni naboj u obliku:

al 5v2+3 2m
C=—— ee)—eeNd 5.3.21
v 213 /o (€18 — &€)dP ( )
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Preko Furijeovih moda, kanonska algebra uzima oblik Virazoro algebre:

. C .
{Ly,Ln} = —i(n—m)Lyyn — Eln36"’_m (5.3.22)

Koristeci standardnu normalizaciju iz teorije struna, imamo:

dalm 5v: +3
c=12. —~
3v. vZ43

(5.3.23)

Na kraju, entropiju dobijamo Kardijevom formulom:

Lo 4am*V/5v2+3
S— 27:,/‘%0 _ SNV oy V3 (5.3.24)

3v

5.4 Poredenje sa neekstremalnim rezultatom

Entropija prostorno razvucenih crnih rupa, izraCunata je u neekstremalnom slucaju u [89, 90]. Dobijen
je rezultat:

S [(9v2—|—3)r+— (V2 +3r_—4v r+r_(v2+3))} (5.4.1)

T 24vG
Ukoliko bismo uzeli ekstremalni limes ovog reSenja r— — r,, dobili bismo da se entropija razlikuje od
entropije dobijene naSom analizom za konstantni multiplikativni faktor. Razlog ovog odstupanja moze
se nadi u razlici izmedu asimptotskih algebri nadenih u neekstremalnom slucaju i slu¢aju geometrije u
blizini horizonta ekstremalne crne rupe.

Kao $to nam je poznato na osnovu opSte diskusije u glavi 3, kao i rezultata za Kerovu crnu rupu
predstavljenih u glavi 4, geometrije u blizini horizonta imaju proSirenu simetriju u odnosu na simetriju
pocetne crne rupe zbog pojave AdS, faktora. Medutim, ukoliko posmatramo iz perspektive AdS3; vaku-
uma, odnosno ukoliko uo¢imo da kod geometrije u blizini horizonta postoji deformisani AdSs faktor,
onda je u odnosu na pun AdS3 ova simetrija smanjena. Ovo smanjenje se obi¢no predstavlja zamrzavan-
jem jednog kiralnog sektora u konformnoj teoriji na granici, pa tako od geometrija u blizini horizonta
o¢ekujemo da postoji Virazoro faktor koji odgovara kiralnoj teoriji [92]. U slucaju prostorno razvucenih
crnih rupa, u [89], nadeno je da je asimptotska algebra semidirektan zbir Kac-Mudi afine algebre i Vi-
razoro algebre, tj. u(1)xy @ Vir. Konstrukcijom Sugavare [93], moguée je iz kvadratnih kombinacija
generatora Kac-Mudi algebre dobiti Virazoro algebru, i na osnovu ovih novih generatora dobijena je en-
tropija preko Kardijeve formule. Ekstremalni limes onda zamrzava jedan od sektora, i iz neekstremalnog
reSenja preostaje samo sektor koji dolazi od Kac-Mudi algebre. Medutim u geometriji u blizini horizonta
se pojavljuje upravo drugi sektor kao aktivan. Ova razlika u asimptotskoj simetriji dovodi do razlike u
izrazu za entropiju. Potrebno je paZljivije istraZiti vezu ovih modela sa stanoviSta asimptotske simetrije,
kako bi se utvrdilo da li ovo odstupanje predstavlja manjkavost jednog od pristupa, ili su osobine ove
vrste crnih rupa takve da je ovakvo odstupanje u entropiji opravdano.
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6 Geometrija u blizini horizonta sa torzijom:
Ker-AdS crna rupa

U prethodnim poglavljima predstavili smo proracune entropije crnih rupa u kojima se pokazalo da pri-
mena kanonskog metoda analize asimptotskih simetrija na geometriju u blizini horizonta daje rezultate,
1 da je moguce na ovaj nacin tretirati problem entropije ekstremalnih crnih tupa u formalizmu lokalne
Poenkareove teorije. Ipak, modeli koje smo posmatrali su na neki nacin imali trivijalnu torziju. Torzija
nije davala znacajan doprinos entropiji, ve¢ je formalizam lokalne Poenkareove teorije bio testiran na
ovim primerima, te se ocekuje da isti formalizam moZemo primeniti i na primere sa netrivijalnom torz-
ijom. Ispostavlja se, medutim, da netrivijalna torzija moZe lako da dovede to loSe definisanog limesa u
blizini horizonta. Stavise, ispostavlja se da kod svih netrivijalnih modela sa dinami¢kom torzijom koji su
nam poznati u kvadratnoj Poenkareovoj teoriji, torzija divergira u limesu u blizini horizonta, iako je uslov
ekstremalnosti ispunjen. Postavlja se pitanje da li je moguce otkloniti ovu divergenciju, na koje ¢emo u
ovoj glavi odgovoriti negativno. U skladu sa tim, uspostavicemo potrebne i dovoljne uslove koje tenzor
torzije mora da zadovolji da bi postojala dobro definisana geometrija u blizini horizonta. Na primeru Ker-
AdS crne rupe sa torzijom, predstavljen je slucaj kada ovi uslovi nisu ispunjeni, a nakon toga, prelazimo
na reSavanje jednacina polja u cilju ispitivanja mogudih drugih reSenja koja nemaju ovaj problem. Jedno
takvo reSenje je pronadeno, mada je pitanje opsteg reSenja ostalo otvoreno. Glava je zasnovana na radu
[56].

6.1 Limes u blizini horizonta u prisustvu torzije

Kada je torzija razli¢ita od nule, razmatramo naSe prostorvreme kao mnogostrukost sa opstom metricki
kompatibilnom afinom koneksijom (M,g,T"). Svaka metricki kompatibilna koneksija ima jedinstvenu
dekompoziciju:

Yy =1y, + K%, (6.1.1)
gde je f“ﬁp Levi-Civita koneksija i K“vp = %(T“vp =T, PR Typ ) je tenzor kontorzije, a T“\,p = 21“[‘;)‘4
tenzor torzije.

Sada je lako uvideti da prostornovremenska geometrija u ovom sluc¢aju moze biti jedinstveno odredena
metrikom 1 torzijom, umesto metrikom i koneksijom. Ako sada primetimo Kilingov horizont u M, kao Sto
smo uradili u sekciji 3.1.1, tamo dobijeni rezultati o postojanju geometrije blizu horizonta ostaju validni,
pa sada pretpostavljamo da je povrSinska gravitacija jednaka nuli, tj. da je horizont degenerisan. Treba
nam uslov koji torzija mora da zadovolji da bi imala gladak limes u blizini horizonta. Zahteva¢emo da
je torzija analiticka 1 regularna u Gausovim nul koordinatama (3.1.3) u blizini horizonta. Onda vr§imo
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transformaciju blizu horizonta (3.1.4) i dobijamo sledece ponaSanje nezavisnih komponenti torzije:

1

T — ?Tfm, (6.1.2a)
r 1 r r 1 r [0 1 o

TW—>ETW, Taﬁ—>ETaﬁ, TMB—>ET uB > (6.1.2b)

T =T, T o — T T%,—>T%,, T%, — T%,, (6.1.2¢)

T4, — €T",, T'op — €T"p T — €T, (6.1.2d)

T, — &T",. (6.1.2¢)

Komponente se razdvajaju po stepenu parametra €, pa moZemo lako identifikovati sledece uslove koji
obezbeduju glatkost limesa u blizini horizonta.

T';,¢a|r:O:0, arT';,tOC|V=0:07 T';,tr|r=0:Oy
T'oplo0=0,  T%gl—0=0. (6.1.3)

Zelimo da uopstimo ove uslove u kovarijantne uslove.

Primecujemo iz konstrukcije Gausovih nul koordinata u sekciji 3.1.1, da ukoliko restrikujemo kartu
na (u,0,x%), dobijamo kartu intrinsi¢nu horizontu .7. Uzimanjem proizvoljne karte {y*} u okolini .7’
u M, moZemo konstruisati bazis tangentnih vektora na .7 kao:

ayH ayH
T po_ (9
k (Bu )xa, e a (axa)u. (6.1.4)

Pomoc¢no vektorsko polje ¢ kompletira bazis u svakoj tacku u bazis tangentnog prostora na M. U kon-
strukciji Gausovih nul koordinata oko horizonta, napominjemo da je bazis tangentnog prostora .7¢” da u
obliku:

K =8k, ety =38k,
Onda koristimo prethodno upotrebljenu tehniku zamene partikularnih komponenti kontrakcijama sa bazi-
som. Dobijamo sledece kovarijantne uslove:

T’uvpk”kv - O,
kuT”aﬁ EkuT”\,pevaePB =0,
Euvlu(TvpgkvkpeGa) - O7 (61.5)

gde se sve jednacine racunaju na 7.

Svi uslovi su skalari u odnosu na promene koordinata u M, i kovarijantni u odnosu na promene
intrinsi¢nih koordinata na .7, pa smo dakle dobili kovarijantni uslov postojanja limesa u blizini horizonta
u prisustvu torzije. Zapravo, vektor k u gore navedenim uslovima ne mora da bude Kilingov vektor(moze
biti bilo koje vektorsko polje nulte norme, tangentno na generatore horizonta), ali za nase potrebe mi
¢emo ga definisati kao Kilingovo polje koje generiSe horizont.

Ako obeleZzimo bazis tangentnog prostora u tacki u 7 sa E4 = (k,eq ), moZemo definisati indukovanu
torziju analogno sa indukovanom metrikom kao povlacenje torzije na horizont:

Tagc = TuvpE" \EV3E" . (6.1.6)
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Onda nas$i uslovi imaju smisao ograni¢enja na indukovanu torziju. Konkretno, prva tri uslova ogranicavaju
indukovanu torziju tako da moZe imati nenulte komponente samo u pravcima tangentnim na presek H
od 7. Prvi uslov se pojavljivao ranije u [94], gde je koris¢en u proSirenju dokaza nultog zakona ter-
modinamike na slucaj nenulte torzije. On implicira da je struja torzije nula duz generatora .7#. Na neki
nacin, zahtevamo ovim uslovima da je indukovana torzija na ¢ slicno degenerisana kao indukovana
metrika, imajuci nenulte komponente samo na presecima H. Poslednji uslov ograniCava transverzalni
izvod indukovane torzije. NaZalost, najzanimljivija reSenja u lokalnoj Poenkareovoj teoriji, koja opisuju
crne rupe sa dinami¢kom torzijom, ne zadovoljavaju ove uslove. Diskutovaéemo ovu Cinjenicu u daljim
sekcijama, i probati da ponudimo privremeno reSenje ovog problema.

6.2 Primer: Ker-AdS crna rupa sa torzijom

Kao i u prethodnim glavma, opisujemo geometriju prostorvremena sa torzijom u formalizmu lokalne
Poenkareove teorije(PG). Geometrijska struktura zadata je sa dva gradijentna polja, 1-formom tetrade i
spinske koneksije (%, "), i njihovim odgovarajuéim ja¢inama polja, 2-formama torzije i krivine T" i
R/, zadanim Kartanovim strukturnim jednacinama:

T'=dd'+o';,A% RV =do"+ o\ NoY (6.2.1)

ResSenje je dato u opstoj teoriji invarijantnoj na parnost i najviSe kvadratnoj po jaCinama polja, zadatoj
LagranZijanom:

3 6
n=1

n=1

gde su (ag,A,an,b,) konstante interakcije, prvi ¢lan dolazi iz Ajnstajn-Kartanove gravitacije sa kos-
moloSkom konstantom, a ostali ¢lanovi se konstruiSu od ireducibilnih komponenti krivine i torzije. Ek-
splicitni oblik ireducibilnih komponenti, naveden je u sekciji 6.A.

Varijacija Lagranzijana daje vakuumske jednacine polja, koja se mogu kovarijantno zapisati u obliku:

89': DH,+E;=0, (6.2.3a)
S0":  DHj+E;=0, (6.2.3b)

gde su H; := dLg/dT' i H;j = dLg/IRY gravitacioni kovarijantni impulsi, i E; := dLg/d¥' and E;; =
dLg /9" njihove pridruzene gravitacione struje, i D predstavlja spoljasnji kovarijantni izvod sa konek-
sijom @'/

Razmatraéemo ovde reSenje jednacina polja (6.2.3), otkriveno od strane Beklera i njegove grupe [95,
96], koje opisuje Ker-AdS crnu rupu sa dinamickom torzijom. Kanonska analiza reSenja je izvrSena u
[45], gde je dobijena entropija u neekstremalnom slucaju. Vide¢emo da limes torzije u blizini horizonta
nije dobro definisan za ovo reSenje.

Metrika Ker-AdS crne tupe u Bojer-Lindkvistovim koordinatama [97] data je u obliku:

2 42 462 2., 2 2
ds® = N? (dt . %sinz 9d<p) T Fint e <adt - %m) , (6.2.4)



gdesuN:,/,%,F:,/[%i:

AP) = (P +d®) 1+ A2 —2mr,  a=1-Ad,
p2(r,0)=r*+a*cos’0,  f(0)=1—Aa*cos’6. (6.2.5)

Parametri m i a su parametri reSenja koji odgovaraju masi i specificnom momentu impulsa crne rupe, a
A= —% = g% je vezana sa AdS radijusom pozadinske geometrije. Nule funkcije A(r) odreduju radi-
jalnu koordinatu horizonta, i generi¢no, A(r) = 0 ima dva reSenja, radijalne koordinate unutra$njeg i
spoljaSnjeg horizonta r_ i ro. Ekstremalni slucaj je definisan kao sluc¢aj kada je r— = ry. Dobijamo
parametre mase i specificnog momenta impulsa u ovom slucaju reSavanjem sistema jednacina A(ry) =0,
9,A(r)|,=r, = 0. ReSenje je:

/143412 (14+Ar2)?
Qext = '+ m s Mext = r_g_m . (626)

: N : : L dA(r . :
PovrSinska gravitacija reSenja se moZe izraCunati da je jednaka Kk = ZFT()Z , Sto je jednako nuli u
r+a
r=ry
ekstremalnom slucaju, kao sto je i ocekivano.

Posto je metrika stavljena u dijagonalnu formu, dobijamo prirodan izbor ortonormalne tetrade:

ﬁO:N(dt—ﬁsinZGd(p), ﬁl:d—ra
o N
do 2 2
9=, 9 =Fsin (adt - %eﬁp) . (6.2.7)

Torzija je u ovom bazisu data u obliku:
0 1 p> 05l 2 A 93

2
+pX(V2(190—191)/\192+V3(190—191)/\193)7

2
T2 = %(vs(ﬁo—191)m<}2+V4(190—191)A193),
2
T3 = %(—V4(190—191)/\192+V5(190—191)/\193), 6.2.8)
gde su:
F
Vi = %(rz —a*cos?9), Vo = —%mzsinecose,
F
Vi = n;—4r2asin9, Vy = %mcos(—), Vs = %rz.



Ovo reSenje ima dve nenulte ireducibilne komponente krivine [45]:

@R Z WR12 Z AT 50 g1y 892

A
Amr

(4)p03 _ (4)p13 _ 0y r a3

R R A (90— ') A3,

ORI — L9 A

Jedina ireducibilna komponenta torzije koja je jednaka nuli je ()7, Sektor teorije u kojem postoji ovo
reSenje zadan je slede¢im relacijama medu parametrima LagranZijana:

2a1+a; =0, ag—a; —A(bys+bg) =0, 3Aap+A=0. (6.2.9)

6.2.1 Limes u blizini horizonta

Umesto prelaza u Gausove nul koordinate, piSemo ovde transformaciju u blizini horizonta direktno.
Razvijamo metriku oko horizonta smenom r = ry (1 + er ), 1 onda, koriste¢i ekstremalne parametre
(6.2.6), dobijamo da vazi:

1 —1—67Lr3L — 3?Lzri

APy~ X PV + o), Vv 6.2.10
(1) ~ €252V + 0(e) e (62.10)
Limes u blizini horizonta je zadan transformacijom:
(ri+a*) , , ao t'
f=—"T—-— =ry(l+4e = —— 6.2.11
vooen Torlren. o e=en (6211

zajedno sa limesom € — 0 posle transformacije. Napisana u ovoj formi, ovo je kompozicija transforma-
cije koja postavlja metriku u sistem koji korotira sa horizontom, i transformacije skaliranja (3.1.4). Da bi
koordinate bile u Gausovoj nul formi, potrebno je takode preci u koordinate svetlosnog tipa, koje reguliSu
metriku na horizontu, pre izvodenja transformacije (3.1.4). NaSe koordinate nisu svetlosnog tipa, ali je
metrika difeomorfna metrici koju bismo dobili ovom dodatnom transformacijom.

Dobijamo Ker-AdS metriku blizu horizonta(NHEK-AdS):

2 2 .2 2 L2 2, 2 2
2
g2 — Pr g Prdr Py oo [fSnC6 (2ary o rita do) | (6.2.12)
% vV 2 f fokd % o

gde smo uklonili primove na koordinatama, i p; = p(r4).

Ako probamo da primenimo ovu transformaciju na tenzor torzije, nalazimo da sve tetradne kom-
ponente torzije divergiraju. PoSto ortonormalna tetrada (6.2.7) ostaje regularna u limesu, ovo odmah
sugeriSe na to da limes u blizini horizonta za torziju ne postoji. ObrazloZi¢emo sada ovu tvrdnju sa
viSe tehnickih detalja. Tetradne komponente torzije su skalari pri koordinatnim transformacijama 1 ko-
varijantne pri lokalnim Lorencovim transformacijama, koje povezuju razli¢ite izbore tetradnih bazisa.
Ova Cinjenica prirodno dovodi do pitanja o moguénosti alternativnoh izbora tetradnog bazisa, u kojem bi
divergencija komponenti torzije u limesu blizu horizonta bila otklonjena.

Pod lokalnom Lorencovom transformacijom A(x), tetradni bazis, i komponente torzije, transformisu
se kao:

=A@ T =A),AT @A ()P T, (6.2.13)
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Ako su nove tetrade 9’ vezane sa originalnim tetradama ' transformacijom koja ostaje regularna u
limesu blizu horizonta, onda transformisane komponente torzije ostaju singularne. Ovo sledi jer su nove
komponente zadate kao linearna kombinacija starih, sa koeficijentima koji su odredeni invertibilnom
matricom transformacije. Posledi¢no, ako bi se divergencija mogla otkloniti ovakvom transformacijom,
to bi impliciralo da singularne komponente torzije moZemo predstaviti kao linearnu kombinaciju, sa
regularnim koeficijentima, regularnih komponenti torzije, a to svakako nije moguce.

Ako su nove tetrade vezane sa poCetnim tetradama transformacijom A(x) koja postaje singularna u
limesu blizu horizonta, onda je u principu moguce regularisati komponente torzije ovakvom transfor-
macijom. Medutim, ovo bi ucinilo nove tetrade singularnim u limesu, posto bi one bile dobijene kao
singularna linearna kombinacija starih tetrada. Posledi¢no, tenzor torzije u celini ostaje singularan i u
ovom slucaju.

Prethodnim argumentom, zaklju¢ujemo da divergencija tenzora torzije u limesu blizu horizonta mod-
ela ekstremalne Ker-AdS crne rupe koji je gore razmatran ne moZe biti otklonjena nikakvim alternativnim
izborom tetrada. Da bismo imali dobro definisan limes, moramo se dakle ograniciti na tetrade koje ostaju
regularne u ovom limesu i da zahtevamo da tetradne komponente u takvom bazisu budu neprekidne na
horizontu. Ova procedura je direktno povezana geometrijskim uslovima dobijenim u sekciji 6.1, i radi
kompletnosti, izveS¢emo eksplicitno ovu korespodenciju.

Posto je metrika regularna na horizontu u Gausovim nul koordinatam, moZemo u opStem slucaju kon-
struisati tetradu koja je takode regularna u ovim koordinatama, koja moZe da se napiSe u obliku:

O =0 (nx)du+ O (r,x)dr + 0, (r,x)dx® (6.2.14)

Vidimo onda da je izbor tetrade regularan u limesu pod uslovom da vaZzi:
O [r—0 =0 & B4 kM| =0 (6.2.15)
Prepisujuci uslove (6.1.5) u ovom bazisu tetrada dobijamo:
(Tuvpk'K) | = (Tiju0y kﬂﬁ%k“ﬁkpmf =0,

(kT g) e = (kuTHype” 4 ) = (T 0y e¥ 85 ¢ ) = 0,
(Toppk™)Lwr = (Tvppkte” ye" )| r = (T;j Mo, kYo, e )L%ﬂ =0,
(*V u(Typok kP e )| = (CVi( Tk 05,k 0 eP o)) o =

(6.2.16)

Primecujemo da svi uslovi u jednacini (6.2.16) slede iz jednacCine (6.2.15), zajedno sa pretpostavkom o
regularnosti tetradnih komponenti torzije. Poslednja relacija je dobijena koriS¢enjem Lajbnicovog prav-
ila, sa V; = ei“ Vi, gde eiu oznacava dualni tetradni bazis. Moze se takode proveriti da predstavljanje
ostalih komponenti torzije u ovom bazisu ne daje nikakve dodatne uslove. Relevantni uslovi su dakle
odredeni izborom regularne tetrade i neprekidnoScu tetradnih komponenti torzije, kao $to je prethodno
tvrdeno.

Ova procedura definisanja limesa preko regularnih tetrada se moZe formulisati u potpuno opstem
slu¢aju, nezavisno od specijalnog slucaja tenzora torzije ili limesa blizu horizonta. Za generalnu diskusiju
limesa prostorvremena, pogledati [98].

Posto divergencija koju smo otkrili ne mozZe biti otklonjena, ne moZemo primeniti tehniku analize
geometrije u blizini horizonta kako bismo dobili entropiju ekstremalne crne rupe za ovaj model crne
rupe. MoZe se lako proveriti, koristeci gore predstavljeni princip, da najinteresantniji sluajevi crnih rupa
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sa dinami¢kom torzijom [96, 99], imaju isti problem. Posveticemo ostatak glave konstruisanju modela u
kojem ovaj problem ne postoji, traZeci reSenje sa torzijom koje ima istu NHEK-AdS metriku (6.2.12), ali
razlicit oblik torzije.

6.3 Simetrijski anzac za torziju u NHEK-AdS

Posto je reSavanje jednacina polja za novo reSenje za crnu rupu sa dinami¢kom torzijom prili¢no tezak za-
datak, probacemo ove umesto toga da vidimo da li postoji reSenje koje ima istu metriku (6.2.12), i netriv-
ijjalnu torziju, koriste¢i osobine geometrije u blizini horizonta poznate iz opSte relativnosti. Konkretno,
upotrebi¢emo povecanje simetrije koje postoji u geometrijama blizu horizonta ekstremalnih crnih rupa,
opisano u sekciji 3.1.2.

Resavanjem Kilingovih jednacina za metriku (6.2.12), dobijamo sledece Kilingove vektore:

&1 =dy, & =0, &3 =10, —ro,,

o1 H
64: (E—f—ﬁ) at—tr8,—78¢, (631)

2aocr+
V(ri +a?)
Kilingovi vektori zadovoljavaju algebru SL(2,R) x U(1) simetrije, datu komutacionim relacijama:

[61,8] = [&1,83] = [1,84] = 0,
182,831 =6, [6,8]=8, [&.8&]=2¢4. (6.3.2)

Prva dva Kilingova vektora su nasledena iz reSenja crne rupe pre limesa, i povezana su sa aksisimetri¢noti
i stacionarnosti reSenja. Treba biti oprezan, medutim, i ne meSati ova dva vektora sa Kilingovim vek-
torima originalnog reSenja. MoZe se lako uvideti, na primer, da Kilingov vektor k koji generiSe horizont,
definisan u sekciji 3.1.1 teZi nuli u limesu blizu horizonta. Prema tome, smisao o kojem su ovi vektori
nasledeni, je da korespondiraju vremenskim translacijama i aksijalnim rotacijama grani¢ne geometrije.
MozZemo se zapitati, s obzirom na ovo zapazanje, o tome da li se simetrija prostorvremena moze izgubiti
pri prelasku limesom u grani¢no prostorvreme. Dokazano je, medutim, u [98], da limes prostorvremena
koje poseduje n Kilingovih vektora ima najmanje n Kilingovih vektora. Tre¢i Kilingov vektor je zapravo
generator transformacije skaliranja (3.1.4) koja definiSe limes blizu horizonta. Naime, ako posmatramo
transformaciju (3.1.4) kao jednoparametarsku grupu difeomorfizama, paremetrizovanu sa €, moZemo
lako videti da je grani¢na tacka € — 0, fiksna tacka pod kompozicijom takvih transformacija. Stoga
&3, kao generator ove transformacije, automatski postaje Kilingov vektor grani¢nog resenja. Stavise, za
proizvoljan tenzor koji ima dobro definisan limes, istim argumentom nalazimo da je njegov Lijev izvod
po &3 jednak nuli posle limesa, pa ovaj vektor takode generise i simetriju torzije u limesu blizu horizonta.
Kao Sto smo videli u sekciji 3.1.2, geometrija u blizini horizonta za sva poznata reSenja poseduje i Cetvrti
Kilingov vektor, koji povecava simetriju blizu horizonta do SL(2,R) grupe. Medutim, ova Cinjenica, kao
Sto je ranije opisano, zavisi od primene AjnStajnovih jednacina. To znaci da je poveéanje simetrije zav-
isno od modela i nije garantovano za slucaj kvadratne Poenkareove teorije zadate Lagranzijanom (6.2.2).
Zapravo, moZe se proveriti da nametanje invarijantnosti tenzora torzije na delovanje prva tri Kilingova
vektora, daje komponente torzije u obliku.

T“vp = ”nf'uvp(e)

gdeje H =
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gde je zavisnost od r data stepenim zakonom sa eksponentom n € {—2,—1,0, 1,2} koji se menja izmedu
komponenti, i odgovara eksponentu € u jednaini (6.1.2), i funkcije f* vp Su proizvoljne nekorelisane
funkcije 6.

Prema tome, vidimo da nametanje ove simetrije ne smanjuje broj nezavisnih komponenti torzije, i
jednacine polja postaju komplikovani nelinearni sistem sa 24 slobodne funkcije. S obzirom da veliku
neodredenost koju ove 24 komponente unose u jednacine kretanja, nije jasno da ¢e genericno postojati
povecanje simetrije kao posledica jednacina polja, kao S§to je to bio slucaj u opstoj relativnosti, pa je
moguée da postoje resenja jednacina polja u kojima simetrija torzije nije ista kao simetrija metrike.
Stavise, posto je na¥ cilj konstrukcija partikularnog re$enja koje opisuje graniénu geometriju u blizini
horizonta sa netrivijalnom torzijom, reSavanje ovog visoko nelinearnog sistema diferencijalnih jednacina
sa 24 nezavisne nepoznate funkcije se ¢ini kao nesavladivo.

Iz tog prakticnog razloga, pretpostavicemo, u konstrukciji naSeg anzaca za torziju, da torzija ima
kompletnu simetriju metrike u blizini horizonta, odnosno da vazi £¢ T vp =0zasvako & € (81,62,83,84).
ReSavanjem za nezavisne komponente, dobijamo sledeéi anzac:

Tho=Tho=p1(0), T®,=—Hr[pi(0)+ps(6)], (6.3.32)
T'o=Thy=p2(0), Th. =T% =—Hrp(6), (6.3.3b)
Teew =p3(0),  T%,=pa(6), T9=—Hrps(6), (6.3.3¢)
ps(8), T, =ps(6), o =T% =0, (6.3.3d)

H H
Tty — (9) . psr(29) T =T%% = pi(e) R p;(G)j (6.3.3¢)
T o=r p7(0), Ty =rps(0), Toy=T%=T%,=0. (6.3.3f)

gde su funkcije p;, i = 1...8 proizvoljne funkcije 6.
Korisno je onda pretvoriti ovaj anzac u tetradni oblik. Dobijamo tetrade blizu horizonta uzimanjem
limesa tetrada zadanih jednacinom (6.2.7). Nalazimo:

p—+rdt p+
\/ \/ Vv
2 2ary ri%—az
% fd@ ¥ = — an@ v rdt + p do ) . (6.3.4)
+

Tenzor torzije u ovom bazisu dobija sledeéi oblik:

TO =W 00N 92+ W00 A 93 + W30 A 02 + W0 A2

T'=W300 N 92+ 00N 93 + W 9 A 92 + W0 A2

T? = W59 N8 + W2 A3,

T3 =90 A0 + W92 A 2, (6.3.5)

gde susada¥;,i=1...8, nove nezavisne nepoznate funkcije 6, koje bijektivno korespondiraju sa nepoz-
natim funkcijama iz (6.3.3).

Anzac izgleda dovoljno jednostavno sada, imajuci isti broj neodredenih funkcija kao u slucaju sferne
simetrije [99, 100]. Uprkos tome, pronalaZzenje opSteg reSenja nije lak zadatak, i bi¢e dovoljno traZziti
partikularno reSenje gde je torzija netrivijalna. Da bismo ovo uradili, primeni¢emo takozvani metod
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dvostruke dualnosti.

6.3.1 Dvostruko dualni anzac u PG teoriji

Puno reSenja u PG teoriji je dobijeno koriste¢i metod dvostruke dualnosti, koji drasti¢no pojednostavljuje
jednacCine polja. Metod je detaljno objaSnjen u [101, 102]. Mi ¢emo ovde dati kratak pregled metoda, pre
nego $to ga primenimo na nas torzioni anzac u sledecoj sekciji.
Metod se zasniva na osobini ireducibilnih komponenti krivine, tj. identitetu koje sve ireducibilne
komponente krivine zadovoljavaju:
Ry =1, "Ry, (6.3.6)

gde je 17, = £1 u zavisnosti od pojedacne komponente. Komponente se zovu dvostruko dualne za 1, = 1
1 anti-dvostruko dualne 7, = —1.

Ovde je levi operator * uobicajeni Hodzov dual diferencijalnih formi, dok je desni operator takozvani
’desni’ dual, definisan kao: .
"R; = igijszkl-

Dokaz identiteta (6.3.6) se moze naci u [101].

Na osnovu ove dvostruke dualnosti komponenti krivine, moZe se napisati anzac koji povezuje ire-
ducibilne komponente krivine sa njenim dvostrukim dualom. Ovde uzimamo verziju anzaca predstavl-
jenuu [102]:

R,‘j = C*R;‘j—i-}(ﬁi/\ﬁj, (6.3.7)

gdeje Rij =Y°_,(b,"R;}),1 ¢ i x su neodredene konstante.

Hodzov dual gornje relacija daje vezu na kovarijantne impulse konjugovane krivini, i ove relacije se
zamenjuju u jednacine polja (6.2.3). Moze se dokazati nakon dugackog, mada pravolinijskog racuna,
da prva jednaCina uzima oblik AjnStajnove jednacine sa efektivnom kosmoloskom i gravitacionom kon-
stantom, dok druga jednacina postaje algebarska veza na ireducibilne komponente torzije. Konkretno, u
vakuumu, dobijamo slede¢i sistem jednacina:

—(ao — X) € AR —2Aepr€; ! NOFAD! =0, (6.3.82)
(a1 —ao+x) T =0, (6.3.8b)
(ay+2ag—2x) PT =0, (6.3.8¢)
(2a3+ag—x) T =0, (6.3.8d)

gde je Aefr = A+ % xR efektivna kosmoloska konstanta, (ag — x) efektivna gravitaciona konstanta, dok
R predstavlja Rimanovu krivinu, koja se dobija iz Levi-Civita koneksije.

Sama relacija dvostruke dualnosti (6.3.6), daje skup algebarskih veza na ireducibilne komponente
krivine, koje moZemo napisati u obliku:

(b +¢) VR =0, (6.3.92)
(by—¢) PR =0, (6.3.9b)
(b3+8)®R;; =0, (6.3.9¢)
(bs—¢)WR;; =0, (6.3.9d)
(bs+8)OR;; =0, (6.3.9¢)
(bs+C)R— 12 =0. (6.3.9)



1z relacije koja definiSe efektivnu kosmoloSku konstantu, kao i iz (6.3.9f), vidimo da Ricijev skalar
mora biti konstantan, osim u sluc¢aju kada je ¥y = 0. Kada je y = 0, svi delovi torzije su uklonjeni iz prve
jednacine polja, i ona se svodi na Ajnstajnovu jednadinu. Parametri a; su vezani sa aq tako da pretvore
torzioni deo Lagranzijana u deo koji odgovara teleparalelnom ekvivalentu opSte relativnosti. Dakle, da
bi se dobilo ne trivijalno resenje u PG teoriji, pretpostavljamo ) # 0, i posledi¢no, Ricijev skalar mora
biti konstantan. Metod pronalaZenja dvostruko dualnih reSenja moze biti ocigledan u ovom trenutku.
Biramo metriku koja zadovoljava AjnStajnove jednacine. Onda efektivna kosmoloska konstanta fiksira
vezu izmedu Lagranzijanskog parametra kosmoloske konstante i odgovarajuéeg metrickog parametra.
Torzione veze (6.3.8b)-(6.3.8d) dozvoljavaju da uklopimo parametre LagranZzijana vezujuéi ih za kon-
stantu ), ostavivsi ih neodredenim za ireducibilne delove torzije koji su nula u reSenju, i fiksirajuéi ih
u suprotnom. Veze na krivinu (6.3.9) daju na sli¢an nacin uslove na konstante interakcije ¢lanova u La-
granZijanu kvadratnih po krivini. Dakle, reSavanje jednacina za dvostruko dualno reSenje se svodi na
pogodan izbor nenultih ireducibilnih komponenti krivine i torzije. Primecujemo, onda, da je sloboda u
dobijanju dvostruko dualnog resenja prili¢no velika, pa je Cesto slucaj da torzija kod ovakvih vakuum-
skih reSenja sadrZi proizvoljne funkcije. Prona¢i¢emo da primenom ovog metoda na na$ anzac za torziju,
moZemo dobiti reSenje koje nema takvu proizvoljnost, pa ima potencijal da opisuje interesantniju fiziku.

6.4 Ker-AdS resenje u blizini horizonta sa torzijom

U ovoj sekciji, traZicemo partikularno reSenje jednacina polja, pretpostavljajuci da reSenje poseduje
NHEK-AdS metriku (6.2.12), i da je torzija data anzacom (6.3.5). lako anzac ima veliku simetriju,
komponente Riman-Kartanove krivine koje se dobijaju zamenom tetrada (6.3.4) i torzije (6.3.5) su vec
veoma komplikovane. Razuno je onda pretpostaviti da mogu postojati viSe reSenja problema u razli¢itim
sektorima teorije. Stoga, mi ¢emo pokusati da nademo resenje koje odgovara istom, ili slicnom sektoru,
kao $to je onaj u kojem je ve¢ dobijeno reSenje za Ker-AdS crnu rupu sa torzijom, datom jedna¢inom
(6.2.9).

Od Zest ireducibilnih komponenti krivine, (VRY, 4RI j (©)RIJ odgovaraju uobitajenim komponen-
tama poznatim iz opSte relativnosti, a to su Vajlov tenzor, Ricijev tenzor bez traga, i Ricijev skalar,
redom. Ostale tri komponente 2)Rii, )R ()R dolaze od prisustva torzije. Prva komponenta (DRij je
obi¢no najkomplikovanija, pa nametanje uslova da ova komponenta bude jednaka nuli moZe biti previse
jak uslov, ¢inedi sistem jednacine predeterminisanim. Stoga ¢emo, u naSem dvostruko dualnom pristupu,
traziti reSenje sledeceg sistema jednacina:

@R =09, ORIi=0, ORi=0, OCri=0. (6.4.1)
Jednacina za torziju se moZe jednostavno resiti, i reSenje je dato slede¢im relacijama:
Y5 =2¥;, Y, =2Y,. (6.4.2)

Druga i tre¢a ireducibilna komponenta krivine su generisane pseudo-Ri¢ijevom 1-formom X', datom
u dodatku na kraju poglavlja(takode videti [31, 101]). Peta ireducibilna komponenta predstavlja anti-
simetri¢ni deo Ri¢ijevog tenzora. Zbog nasih pretpostavki o simetriji, uzimanje X’ = 0 daje $est nezavis-
nih uslova, i time potpuno fiksira anzac za torziju. MoZe se proveriti da ova restrikcija potpuno odgovara
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tome da su prve tri jednacine iz (6.4.1) zadovoljene. PiSemo sistem jednacina za X' = 0.

aryF, sin 0 P a*F, sin 0 cos O

F W)+ (0gF, + Fy cot0)¥, + 5 3+ 5 (W6 —P>)
Px (o
— lP]‘P(, — le\Pg = O, (6.4.33)
, a*F, sin O cos O ary Fysin@
Fy W+ ( 0pFy +Fy cotf — > Wy T (W + W)
P P
—2¥Yo W3 +2W Wy +WV3We +W4Ws =0, (6.4.3b)
2 .
F 0 0
(aeﬂ L Fcotf+ LF Szlz cos ) W, W0, W (W W) =0, (6.4.3¢)
+
F,sin® 3a*F, sin6 cos 0
Py 4 T S g 2T ST oW W 4 W W = O, (6.4.3d)
P Py
F.sin@
T TR0, + (GeFy + Fy cot 6) Ws + 2%, W, — W3 Wy =0, (6.4.3¢)
+
24%F, sinB cos 6 ar, F, sin 0
F ¥y — ——— Pyt — (P + Py) + P+ P Wy~ P3P =0, (6.4.3f)
px o
gde smo definisali F; =, /%.
+

Izvod W4 moZe biti eliminisan iz jednacina (6.4.3b) i (6.4.3f), i dobijamo sistem tri algebarske i tri difer-
encijalne jednacine. Dalje, ¥, W¢ i W5 se mogu eliminisati koristeéi algebarske jednacine, pod uslovom
da je W3 # 01 W4 # 0. Konacno dobijamo sistem tri nelinearne diferencijalne jednacine prvog reda po
Vs, W3 1 W4. MozZe se takode proveriti da W3 = 0 implicira W4 = 0, 1 obrnuto, ¥4 = 0 implicira W3 = 0.
Dakle, sistem se grana u dve grane: ili su W3 i W4 obe jednake nuli, ili su obe nenulte. Nelinearni sistem
koji se dobija pri pretpostavci da su W3 i ¥4 obe nenulte moZe imati interesantnih reSenja, posto jednacine
polja ne restrikuju a priori izbor grane u sistemu. Medutim, rezultujuéi sistem je veoma komplikovan sis-
tem nelinearnih diferencijalnih jednacina, i pokusSaji analize koriste¢i analitiCke metode poznate autorima
do sada nije bio uspeSan. Stoga ¢emo ovu analizu ostaviti za buduce istraZivanje i naSu pazZnju usmeriti
na mnogo jednostavniji degenerisani slu¢aj W3 = W4 = 0, posto je na$ trenutni cilj konstrukcija prvog
eksplicitnog primera geometrije u blizini horizonta sa netrivijalnom torzijom. Pod ovom pretpostavkom,
sistem (6.4.3) se drasti¢no pojednostavljuje, i dobijamo:

Y= Wy, W= =W, =W =0. (6.4.4)

Tenzor torzije sada zavisi samo od jedne funkcije, i sistem jednacina (6.4.1) je zadovoljen. Ostaje
nametanje uslova da je Ricijev skalar konstantan u ovom slucaju. Ra¢unamo Ricijev skalar, i dobijamo:

2a°F, sinfcos 0
R:6(27L+F+‘P’1+‘P1 (89F++F+cot9— s S;IZ‘ co8 >+\P§). (6.4.5)
J’_

Primecujemo da moZemo identifikovati RiCijev skalar sa skalarom poznatog reSenja, reSavanjem jed-
nacine:

(6.4.6)

24%F, sin6 cos 6
F+‘P/1+\Pl (89F++F+Cot6— a +Sln cos )‘l_lp%:()

Pt
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Ova jednacina se moZe eksplicitno resiti, i dobijamo egzaktno reSenje u obliku:

~1
1 A 0 1 0 200
¥,(8) = [ Vaaln 1+ VAacosb ) | (ﬂ> el —E (647
1—+v2AacosO 1 —cos0 P/ fsinB
gde je ¢ integraciona konstanta.
Na taj nacin je dobijeno reSenje sa netrivijalnom torzijom koje ima metriku NHEK-AdS reSenja. Racu-

namo prvo ireducibilne komponente krivine i torzije, da bismo pronasli sektor teorije u kojem leZi dobi-
jeno reSenje. Nenulte ireducibilne komponente krivine su date sa:

(MROT = 200 A 9! —2D9* A B2, (6.4.82)
MRZ — cy'n 9?2 —D' A8, (DR =cOA 83 + D! A2, (6.4.8b)
MR =o' A9?—Do'A®?,  WRB=co' A8+ D" AB2, (6.4.8¢)
(DR = 2092 A 93 +2D0° A D!, (6.4.8d)
gde su:
c=""7 (r+ 3a%cos’0), _ macos® (3r2 —d*cos? )
pS P
WRM — pyO A B!, (6.4.9a)
WRZ = —0v'n 02,  WRB =0v'A 83, (6.4.9b)
WR1Z = _o' A2,  WRB =9 A0, (6.4.9¢)
RSB — _py2 A3, (6.4.9d)
gde su:
2a*F. sin 6 cos 6
P=¥(0) (\Pl(e)— = )
P
2F .
0—=w(0) (wl(e) + 9pFy + Fycot6— +Sm29“’59> ,
P
ORI = A9 A . (6.4.10)

Jedina ireducibilna komponenta torzije koja je nenulta je @7, paimamo T’ = @i,
Vidimo da je sektor reSenja razliCit od sektora prezentovanog u sekciji 6.2. Racunamo veze izmedu
parametara LagranZijana:

by = —by a2+2a0—27t(b4+b6) =0 A+3Lag=0 (6.4.11)

Vazno pitanje koje sada preostaje je o tome da li ovo reSenje odgovara limesu blizu horizonta neke crne
rupe sa torzijom. Odgovaramo na ovo pitanje u sledecoj sekciji.
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6.5 Put ka reSenju za crnu rupu

Resenje koje smo dobili za torziju u prethodnoj sekciji je dato u obliku:

70 = w(0)0° A2, (6.5.1a)
! = w(0)s A%, (6.5.1b)
2 = 0, (6.5.1c)
T3 = —W(0)*A03, (6.5.1d)

gde je ¥(0) zadana jednacinom (6.4.7).

Zelimo da nademo crnu rupu koja korespondira ovom reenju , tj, Ker-AdS crnu rupu sa torzijom, ¢ija
su metrika i tetrada date jednacinama (6.2.4) i (6.2.7), torzija se svodi na (6.5.1) nakon uzimanja limesa
u blizini horizonta u ekstremalnom sluc¢aju. Ova crna rupa ocigledno ne mora da opseduje kompletnu
simetriju reSenja u blizini horizonta, ve¢ ¢emo zahtevati samo da bude stacionarna i aksisimetricna. Stoga,
moZemo ocekivati da u principu postoji viSe mogucih crnih rupa koji imaju isti limes u blizini horizonta.

Da bismo maksimalno umanjili neodredenost u biranju generalizacije za torziju, probacemo da gen-
eraliSemo nasSe reSenje u slede¢em obliku:

0 = ¥(r,0)0° A 02, (6.5.2a)
! = ¥(r,0)0! A2, (6.5.2b)
T? = 0, (6.5.2¢)
T° = —¥(r,0)0° A0, (6.5.2d)

gde tetrade sada dolaze iz metrike crne rupe, date jednacinom (6.2.7). Promena tetrada i forme funkcije
Y u anzacu ¢e indukovati promenu u komponentama krivine, a i moZemo ocekivati pojavljivanje novih
Clanova. Glavni uslov koji Zelimo prvi da proverimo je promena Ricijevog skalara, koji moramo da
odrzimo konstantnim da bismo primenili dvostruko dualni metod. Ra¢unamo Ricijev skalar, i dobijamo:

2F .
R=6 (27L +F(9W) + W (89F 4 Feoth — 2“512%) +‘P2) , (6.5.3)

gdeje F =,/ l% i p =r2+a?cos 8, sto su funkcije koje se pojavljuju u metrici crne rupe.
Dobili smo istu formu jednacine kao Sto smo dobili i kod reSenja u blizini horizonta. ReSavanjem za
R = 12A kao i ranije, dobijamo:

-1
B 14+ +vAacos 6 1 +cos@ 20

Primec¢ujemo da integraciona konstanta koja se pojavila u granicnom resenju postaje proizvoljna funkcija
radijalne koordinate, ¢(r). Ponaanje ove funkcije nije ograni¢eno jednac¢inama polja, koje su zadovoljene
specifi¢nim skupom parametara Lagranzijana datom kasnije u ovoj sekciji. Posledi¢no, dobijamo klasu
reSenja za crne rupe u kojoj, za svaki izbor ¢(r) koji je neprekidan na horizontu, imamo dobro definisan
limes u blizini horizonta, sa ¢ = ¢(r1). Funkcija c(r) se moze dalje ograniCiti asimptotskim grani¢nim
uslovima koji zadaju asimptotsko ponasanje torzije u prostornoj beskonacnosti, kao i zahtevom da imamo
dobro definisane odrzane naboje. Medutim, ovakvi uslovi ne odreduju nuzno ¢(r) na jedinstven nacin, ve¢
ogranicavaju njeno dozvoljeno asimptotsko ponasanje. Proizvoljnost u izboru ¢(r) proistice iz slobode
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inherentne u konstrukciji reSenja dvostruko dualnim metodom, kao §to smo diskutovali na kraju sekcije
6.3. Fizicki znacaj ove funkcije stoga zahteva detaljniju analizu reSenja, koju ostavljamo za budude

istrazivanje.

Posto smo uspeli da uspostavimo uslov da je Ric¢ijev skalar konstantan, i da torzija zapravo tacno
korespondira torziji nadenoj u sekciji 6.4 nakon uzimanja limesa u blizini horizonta, nastavljamo da
racunamo ostale ireducibilne komponente krivine 1 torzije. MoZemo ocekivati da promena u anzacu
moZe indukovati pojavu novih nenultih ireducibilnih komponenti, i ovo ¢e se ispostaviti kao tacno.

Ireducibilne komponente torzije su ponovo jednostavne, i date su kao:
Wpi—o,  @pi—gi  Gri_.
Nenulte ireducibilne komponente krivine su:

N
(DROL — _ocpO A ! — lyz%ﬁo A2 2D A D3,

<1>R02:_q12p2190/\19 +COO N2 — DO A7,

(MRS — cO A 92 + DO A B2,
MR1Z = co' A% — DA,
(MR — cp! /\193+D190/\192+‘P2p B2 A3,

rN
MR — 2092 A3 42D A + P S0 A3,

2p?
gde su:
0
C= mg(r —3a%cos?0), D= mac<6)s (3r* —a®cos?0),
P P
(2)R01 — _\_P 19_0 A 19_2 (2)R02 _ 111 ,00 A 191 (2)R03 — O,
2p2 2p2
(2)R12:O, (2)R13:\Pﬂ,&2/\ﬁ3’ (2)R23:_\Pﬂ01/\03,
2p2 2p2
1
DR = P9° A B!+ 2N(9,0) 0" N0 — ‘PMﬁ A3,
4RO — %N(&,‘P)ﬁo A — 000 A% — \p“N;_‘;S" BN D3,

(R0 — 09O 93,
WR2 = _op! A2,

4RI = ‘PaN;—OSGﬁO/\ﬁl +oo A3+ N(a P92 A3,

(4)R23 . aNcos 0

_‘Pp—ﬁo/\ﬁz—i-zN(&‘P)ﬁ ADS — PO A3,
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(6.5.5)

(6.5.6a)

(6.5.6b)

(6.5.6¢)

(6.5.6d)

(6.5.7a)

(6.5.7b)

(6.5.8a)

(6.5.8b)

(6.5.8¢)



gde su:

2a*F si
P—W(r.0) <\P(r,9)— a schosO) ,

p2

2 .
0="¥(r,0) (‘y(r, 0)+ JpF + Fcotd — ”‘FSII‘)&) ,
G)ROT — —%N(&r‘P)ﬁO A2, OBIR0Z = %N(&,‘P)ﬁo Al (DR =, (6.5.92)
GIRIZ=0  BGIRB = —%N(&r‘l‘)ﬁz AD, (6.5.9b)
1
GIR? = EN(arly)ﬁl A3 (6.5.9¢)
ORI = L9 A . (6.5.10)

Primetimo da su se nove ireducibilne komponente zaista pojavile, 1 da limes ireducibilnih komponenti
ta¢no korespondira reSenju u blizini horizonta, koje smo ve¢ odredili. Pojava novih komponenti znaci da
¢e sektor reSenja biti manji nego Sto je sektor grani¢nog resenja, Sto je razumno ocekivati. Sektor reSenja
se moZe samo smanjiti ili ostati isti pri "podizanju" limesa, S§to odgovara Cinjenici da viSe crnih rupa u
principu mogu imati isti limes u blizini horizonta. Racunamo sektor reSenja 1 dobijamo veze izmedu
parametara LagranZijana:

by = —by = —by = b5, az+2ag—2A(bgs+bg) =0, A+3dag=0. (6.5.11)

Ovim je dobijena Ker-AdS crna rupa sa netrivijalnom torzijom koja ima regularni limes u blizini hori-
zonta. Analiza dobijenog resenja se ostavlja za bududi rad.

6.6 Diskusija

Razmotrili smo generalni problem utvrdivanja geometrija u blizini horizonta za ekstremalne crne rupe sa
torzijom. Cini se da vecina reSenja za crne rupe, koja su najkompleksnija u lokalnoj Poenkareovoj teoriji,
ne poseduju regularan limes blizu horizonta u ekstremalnom slu¢aju. PronalaZenjem reSenja koje ima
ovu osobinu, otvorili smo vrata daljem istraZivanju na ovu temu. Ipak, puno pitanja ostaje nerazjasnjeno.

Razvili smo opsti metod izvodenja limesa u blizini horizonta ekstremalnih crnih rupa sa torzijom.
Iako smo dali interpretaciju dobijenih geometrijskih uslova, dublja analiza bi mogla da dovede do dodat-
nih uvida. Na primer, tri od Cetiri uslova daju restrikcije na ponaSanje struje torzije na horizontu. Ovi
uslovi bi mogli biti dalje interpretirani u kontekstu stacionarnosti horizonta sa netrivijalnom torzijom,
sli¢no kao §to je prvi uslov diskutovan u [94]. Cetvrti uslov je diferencijalan i podseéa na uslov ek-
stremalnosti koji se namece na metriku u opstoj relativnosti. Detaljnije razumevanje ovog uslova moglo
bi da unapredi nase razumevanje pojma ekstremalnosti u kontekstu geometrija sa torzijom.

Model geometrije u blizini horizonta koji smo razvili je zasnovan na proSirenju poznatih simetrija
u blizini horizonta tako da simetrije tenzora torzije budu ukljucene. Ovaj pristup se oCekuje da daje
rezultate konzistentne sa metodom dvostruke dualnosti, posto se jednacine polja pojednostavljuju u sis-
tem jednacina slicnim AjnStajnovim, $to je vazan aspekt dokaza ovih simetrija u opstoj relativnosti [59,
55]. Ipak, kompletan sistem jednaCina je ostao nereSen u opStem slucaju. Dalje istraZzivanje moze da
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pokaZe reSenja koja se manje razlikuju od poznatog reSenja Beklera i njegovih saradnika [96].Takode,
ovde predstavljeno reSenje zahteva detaljnu analizu u kanonskom formalizmu. Posto je sektor u kome
je konstruisana crna rupa viSe restrikovan od sektora koji odgovara grani¢noj geometriji, proracuni en-
tropije u ekstremalnom slucaju moraju da se vrSe u ovom uZzem sektoru. Idealno, ovo bi moglo da se
popravi modifikovanjem anzaca za proSirenje torzije na crnu rupu, dodajuci ¢lanove koji nestaju u limesu
u blizini horizonta, i time uskladivsi sektor crne rupe sa sektorom grani¢nog resenja. Ipak, to je delikatan
proces, posto dodavanje dodatnih ¢lanova u torziju drasticno komplikuje komponente krivine, a time i
otezava moguénost reSenja jednacina polja.

Nadamo se da ¢e odgovori na ova pitanja u buducnosti produbiti naSe razumevanje geometrija crnih
rupa sa torzijom. Ovo moZe dovesti do poboljSanih interpretacija ovih geometrija i njihove veze sa dobro
uspostavljenim rezultatima iz standardne teorije opSte relativnosti.
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6.A Dodatak: ireducibilna dekompozicija krivine i torzije

Predstavljamo ovde formule za ireducibilne komponente krivine i torzije u 4d prostorvremenu. Ove
formule su iste kao one date u [31].
2-forma torzije ima tri ireducibilne komponente:

1.
@i = 30 A lend T,

G)pi — %ei (T ABy),
Wi — i _ @i _G)i (6.A.1)

2-forma krivine ima Sest ireducibilnih komponenti:

@ Rii — (gl Al @ gij — gli Ayl
R ="(sl AW, R =liavi,
N . | . .
GIRi = X (A7), ORI = RO NS, (6.A.2)
6
(5) pii — %@[iAeﬂJ (9" A Ricy), (DR = Rij  }" (mRii
m=2
gde su:
Ric' = el Rﬁ, R=¢;] Rici,
X' ="R*AS%), X=elX', (6.A.3)

. 1 1.
V! = Ric' — ZRﬁ’ — Ee’J (9™ ARicy,) ,

) N R
Wi =X = 2X' =21 (8" A X,). (6.A.4)
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Zakljucak i dalje istrazivanje

Rezultatima nase teze definisan je metod proracuna entropije ekstremalnih crnih rupa u lokalnoj Poenkare-
ovoj teoriji koristec¢i korespodenciju sa konformnom teorijom polja. Ipak, rezultati objavljenih radova
ostavljaju viSe pitanja otvorenih. U kontekstu prostorno razvucenih crnih rupa u tri dimenzije, potrebno
je detaljnije analizirati asimptotsku strukturu da bi se objasnilo odstupanje entropije koju smo dobili od
ocekivane entropije u ops$toj relativnosti. Rezultati o generalnoj definiciji limesa u blizini horizonta treba
da budu bolje interpretirani. Posmatranjem uslova definicije limesa u blizini horizonta, moze se uvideti
da su uslovi na torziju netrivijalni, pa je logi¢no pitanje o tome da li ovi uslovi vaze generalno u kontek-
stu definicije ekstremalnosti u lokalnoj Poenkareovoj teoriji, ili su vezani samo za limes teorije koji je
bio objekat ispitivanja u ovoj tezi. Nova crna rupa koja je dobijena treba da bude ispitana u kanonskom
formalizmu, a potraga za reSenjima koja bolje korespondiraju reSenjima ve¢ poznatim u teoriji je otvoren
problem. Ostavljeno je, dakle, viSe pitanja koja e biti razreSena u daljem radu.

Ipak, smatramo da rezultati predstavljeni u dosadasnjem radu predstavljaju bitnu dopunu literaturi
u lokalnoj Poenkareovih teoriji, ba$ iz razloga Sto otvaraju put ka daljem ispitivanju koje pre toga nije
bilo Siroko zastupljeno. Bolje razumevanje pojma torzije u kontekstu veze sa termodinamikom crnih
rupa, iz kojih se mogu izvudi razmatranja za uopSteno posmatranje torzije u opStim modelima u lokalnoj
Poenkareovoj teoriji, omogucavaju poboljSanje poredenja ove teorije sa ostalim teorijama gravitacije, a
potencijalno i provere koje ¢e moéi da ustanove njenu odrzivost u poredenju sa standardnom opstom
teorijom relativnosti.
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