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Hermitske strukture i geodezijske linije na
qetvorodimenzionim hiperboliqkim

prostorima

Rezime

Jedini nekompaktni qetvorodimenzioni simetriqni prostori ranga jedan
su kompleksna hiperboliqka ravan CH2 i qetvorodimenzioni realni hiperbo-
liqki prostor RH4. Kao povezane homogene mnogostrukosti negativne sekcione
krivine, ovi prostori imaju strukturu realne rexive qetvorodimenzione
Lijeve grupe sa levo-invarijantnom metrikom. Ova Lijeva grupa se jasno vidi
u Poenkareovom poluprostornom modelu realnog hiperboliqkog prostora i u
Zigelovom paraboloidnom modelu kompleksne hiperboliqke ravni, na qijoj
granici se realizuje Hajzenbergova grupa.

Hermitsku strukturu qine levo-invarijantna Rimanova metrika i sa �om
saglasna kompleksna struktura. U ovoj tezi je data klasifikacija svih takvih
struktura i prouqavane su �ihove geometrijske osobine. Dokazano je da svaka
Rimanova metrika realnog hiperboliqkog prostora dopuxta dvodimenzionu
sferu hermitskih kompleksnih struktura. U sluqaju kompleksne hiperboliqke
ravni ispostav	a se da neke od metrika dopuxtaju taqno qetiri razliqite
hermitske kompleksne strukture, a neke dopuxtaju dvodimenzionu sferu ta-
kvih struktura. Ispituju se �ihove krivinske osobine, grupa holonomije i
auto-dualnost. Pokazujemo da je standardna metrika kompleksne hiperboliqke
ravni jedina Kelerova metrika u okviru dobijene klasifikacije, dok su sve
Rimanove metrike realnog hiperboliqkog prostora Ajnxtajnove.

Geodezijske linije rexivih Lijevih grupa koje odgovaraju prostorima CH2

i RH4 u odnosu na sve mogu�e levo-invarijantne Rimanove metrike prouqa-
vamo pomo�u Ojler-Arno	dovih jednaqina, kojima se sistem diferencijalnih
jednaqina drugog reda na Lijevoj grupi svodi na sistem jednaqina prvog reda
na odgovaraju�oj Lijevoj algebri. Numeriqkim rexava�em dobijenih sistema
diferencijalnih jednaqina omogu�ena je vizualizacija geodezijskih linija i
geodezijskih sfera.

K	uqne reqi: levo-invarijantne metrike, hermitske kompleksne struktu-
re, simetriqni prostori ranga jedan, kompleksna hiperboliqka ravan, realni
hiperboliqki prostor, Ojler-Arno	dove jednaqine, geodezijske linije, geode-
zijske sfere.

Nauqna oblast: Matematika
U�a nauqna oblast: Geometrija
UDK broj: 514.765, 512.554 (043.3)



Hermitian structures and geodesics of
four-dimensional hyperbolic spaces

Abstract

The only non-compact four-dimensional rank-one symmetric spaces are the complex
hyperbolic plane CH2 and the four-dimensional real hyperbolic space RH4. As
connected homogeneous manifolds of negative sectional curvature, these spaces
admit the structure of a four-dimensional real solvable Lie group equipped with
a left-invariant metric. This Lie group appears naturally in the Poincaré half-space
model of real hyperbolic space and in the Siegel paraboloid model of the complex
hyperbolic plane. The boundary of the paraboloid model carries the structure of the
Heisenberg group.

Hermitian structures consist of a left-invariant Riemannian metric together with
a compatible complex structure. In this thesis, all such structures are classified
and their geometric properties are studied. It is shown that every Riemannian
metric on real hyperbolic space admits a two-dimensional sphere of Hermitian
complex structures. In the case of the complex hyperbolic plane, some metrics
admit exactly four distinct Hermitian complex structures, while others admit a
two-dimensional sphere of such structures. Their curvature properties, holonomy
groups, and self-duality are investigated. It is shown that the standard metric on
the complex hyperbolic plane is the unique Kähler metric within the obtained
classification, whereas all Riemannian metrics on real hyperbolic space are Einstein.

Geodesics on the solvable Lie groups of the spaces CH2 and RH4, with respect
to all possible left-invariant Riemannian metrics, are studied in this thesis using
the Euler–Arnold equations. These equations effectively reduce a system of second-
order differential equations on a Lie group to a system of first-order equations on
the corresponding Lie algebra. Numerical solutions of these equations enable the
visualization of geodesics and geodesic spheres.

Keywords: left-invariant metrics, Hermitian complex structures, rank-one sym-
metric spaces, complex hyperbolic plane, real hyperbolic space, Euler–Arnold equa-
tions, geodesics, geodesic spheres.

Academic discipline : Mathematics
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UDK number: 514.765, 512.554 (043.3)



Zahvalnica

Ogromnu zahvalnost dugujem pre svega svom mentoru, profesoru Sr�anu
Vukmirovi�u. Tokom godina imala sam priliku da od �ega uqim na razliqite
naqine: kao student osnovnih i doktorskih studija, tokom izrade master rada
i doktorske disertacije, kao i kroz zajedniqki rad u nastavi, nauci i na
konferencijama. Imao je veliki uticaj na to da geometriju odaberem kao
oblast svog nauqnog rada, a zatim i da doktorske studije uspexno privedem
kraju. �egova nesebiqna pomo�, podrxka i motivacija bile su od neproce�ivog
znaqaja tokom rada na ovoj disertaciji, dok su kreativnost, radoznalost i
intuicija bile pokretaq istra�iva�a iz kojih su nastali nauqni radovi.
Nauqio me je da matematika mo�e biti igra.

Qlanovi komisije, profesorke Tijana Xukilovi� i Miroslava Anti�,
kao i profesor Bo�idar Jovanovi�, svojim pa�	ivim qita�em, komentarima
i sugestijama znaqajno su unapredili kvalitet ove teze, na qemu sam im
neizmerno zahvalna.

Posebnu zahvalnost dugujem profesorki Tijani Xukilovi�, koja je tokom
svih ovih godina umela da bude prijate	 i podrxka kada je bilo potrebno,
ali i dovo	no stroga da me natera da ispoxtujem rokove onda kada je to
bilo neophodno. Tako�e, imala sam privilegiju da nekoliko godina uqestvujem
u redovnim sastancima sa mentorom, profesorkom Tijanom i profesorkom
Nedom Bokan. Ti sastanci su mi omogu�ili da steknem uvid u �ihov naqin
razmix	a�a i istra�iva�a i da vidim kako pristupaju novim problemima.
Koristim priliku da im se zahvalim i da istaknem da su bili i ostali uzor
za upornost, istrajnost, beskonaqnu energiju, radoznalost i entuzijazam.

Od srca zahva	ujem koleginici Andrijani Deki� ne samo na pomo�i u
pisa�u ove teze, ve� i na svim nekada lepim, nekada texkim trenucima koje
smo zajedno provele u uqe�u za ispite na doktorskim studijama, kao i u
zajedniqkim istra�iva�ima qiji su rezultati objav	eni u naxim radovima.

Svim profesorima Katedre za geometriju koji su mi predavali na osnovnim
i doktorskim studijama, zahvalna sam na svemu xto su me nauqili. Ve�ini sam
imala qast da budem asistent dok sam radila na Matematiqkom fakultetu.
Kolegama asistentima i saradnicima sa kojima sam dugo godina delila kurseve
i ispite zahva	ujem na sjajnoj sarad�i. Zaista je bilo zadovo	stvo raditi sa
vama.

Zahva	ujem i sadax�im kolegama sa Ode	e�a za mehaniku Matematiqkog
instituta SANU na podrxci, strp	e�u i razumeva�u.

Seminar Ode	e�a za mehaniku i Geometrijski seminar, koji se jednom
nede	no odr�avaju na Matematiqkom institutu, veoma su mi znaqili tokom



Zahvalnica

svih ovih godina, kako da qujem izlaga�a drugih istra�ivaqa, tako i da pre-
zentujem svoje rezultate, postavim pita�a i uqestvujem u vrednim diskusijama.
Zahva	ujem svima koji su ulagali svoje vreme i energiju kako bi se ti seminari
odr�avali mnogo pre mog dolaska, kao i onima koji �e omogu�iti da traju i za
generacije koje dolaze.

Najvixe zahva	ujem svojoj porodici i prijate	ima, xto su verovali u mene
i motivisali me da zavrxim doktorske studije. Bez �ihove 	ubavi i podrxke
ova teza ne bi bila napisana.

Beograd, 2026. godine Marijana Babi�



Sadr�aj

Rezime (srpski/engleski)

Zahvalnica

Uvod 1

1 Struktura Lijeve grupe na hiperboliqkim prostorima 4
1.1 Nekompaktni simetriqni prostori ranga jedan . . . . . . . . . . . 4
1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Model lopte i paraboloidni model . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2 Preslikava�a izme�u modela . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.3 Orisferne koordinate paraboloidnog modela . . . . . . . . 9
1.2.4 Struktura Hajzenbergove grupe na orisferi . . . . . . . . 10

1.3 Zakon mno�e�a na grupi CH2 i komutatori algebre ch2 . . . . . . 12
1.4 Lijeva grupa RH4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5 Veza sa postoje�im klasifikacijama . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6.1 Realna hiperboliqka ravan . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.6.2 Kompleksna hiperboliqka ravan . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Levo-invarijantne Rimanove metrike 28
2.1 Grupe automorfizama Lijevih algebri ch2 i rh4 . . . . . . . . . . 30
2.2 Klasifikacija metrika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Hermitske kompleksne strukture 36
3.1 Klasifikacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Geometrija 46
4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost . . . . . . . . . . . 46
4.2 Holonomija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.4 Krivinske osobine Lijeve grupe RH4 . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5 Geodezijske linije 63
5.1 Ojler-Arno	dove jednaqine na algebri ch2 . . . . . . . . . . . . . 65
5.2 Geodezijske linije Lijeve grupe CH2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.3 Totalno geodezijski potprostori CH2 . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4 . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



Sadr�aj

6 Vizualizacija geodezijskih na CH2 80

7 Prilog 82
A Harmonijske NA grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

8 Zak	uqak 84

Literatura 87

Biografija 92



Uvod

Simetriqni prostori su jedan od osnovnih predmeta prouqava�a diferen-
cijalne geometrije. Me�u �ima posebno mesto zauzimaju nekompaktni sime-
triqni prostori ranga jedan, koji predstav	aju primere povezanih homoge-
nih mnogostrukosti negativne sekcione krivine. To su realni, kompleksni i
kvaternionski hiperboliqki prostori, kao i Kejlijeva hiperboliqka ravan.
U realnoj dimenziji qetiri jedini takvi prostori su kompleksna hiperbo-
liqka ravan CH2 i realni qetvorodimenzioni hiperboliqki prostor RH4.
Prvi je prostor konstantne holomorfne sekcione krivine, a drugi je prostor
konstantne sekcione krivine. Oba prostora su Ajnxtajnove mnogostrukosti, a
kompleksna hiperboliqka ravan je dodatno i Kelerova.

Sa stanovixta teorije simetriqnih prostora ove mnogostrukosti su de-
ta	no prouqavane i imaju veoma bogatu geometriju (videti na primer [21]).
Me�utim, u literaturi se re�e istiqe qi�enica da ovi prostori imaju i
strukturu rexivih Lijevih grupa sa levo-invarijantnim metrikama. Da bismo
ih razlikovali od klasiqnih simetriqnih prostora CH2 i RH4, ove Lijeve
grupe oznaqavamo sa CH2 i RH4.

Pored standardnih Ajnxtajnovih metrika, Lijeve grupe CH2 i RH4 dopux-
taju qitavu familiju me�usobno neizometriqnih levo-invarijantnih metrika.
Svaki pozitivno definitni skalarni proizvod na Lijevoj algebri odre�uje
levim translacijama jedinstvenu levo-invarijantnu metriku na Lijevoj grupi,
i obrnuto. Zbog toga klase ekvivalencije neizometriqnih levo-invarijantnih
Rimanovih metrika odgovaraju orbitama grupe automorfizama Lijeve algebre
koja dejstvuje na prostoru simetriqnih pozitivno definitnih matrica. U
tezi najpre predstav	amo klasifikaciju tih metrika, a zatim prouqava-
mo geometriju Lijevih grupa CH2 i RH4 sa proizvo	nim Rimanovim levo-
invarijantnim metrikama.

Pod hermitskom strukturom podrazumevamo par koji qine levo-
invarijantna metrika i sa �om saglasna kompleksna struktura. U tezi je data
klasifikacija svih Rimanovih hermitskih struktura na Lijevim grupama
CH2 i RH4. Standardna metrika kompleksne hiperboliqke ravni je jedina
Ajnxtajnova metrika iz klasifikacije, i jedina koja dopuxta Kelerovu
strukturu. Na realnom hiperboliqkom prostoru su sve levo-invarijantne
Rimanove metrike Ajnxtajnove i iste do na konstantu. Pokazano je da
svaka metrika iz klasifikacije na CH2 dopuxta najma�e qetiri hermitske
kompleksne strukture. Jedna klasa metrika na CH2, kao i sve metrike na RH4,
dopuxtaju dvodimenzione sfere hermitskih kompleksnih struktura [75].

Slede�i problem koji razmatramo jeste odre�iva�e geodezijskih linija i
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Uvod

geodezijskih sfera u odnosu na klasifikovane levo-invarijantne Rimanove me-
trike. Svakoj geodezijskoj liniji na Lijevoj grupi odgovara pridru�ena kriva
na Lijevoj algebri, data Ojler-Arno	dovom jednaqinom [1]. Na taj naqin se
sistem diferencijalnih jednaqina drugog reda koji opisuje geodezijske linije
na grupi svodi na sistem diferencijalnih jednaqina prvog reda na algebri.
Geodezijske linije Kelerove metrike kompleksne hiperboliqke ravni su dobro
poznate [21], dok su geodezijske u odnosu na ostale levo-invarijantne metrike
na CH2 razmatrane u radu [4]. Geodezijske realnih hiperboliqkih prostora su
prouqavane u radu [76]. Numeriqko rexava�e ovih sistema jednaqina omogu�ava
vizualizaciju geodezijskih sfera. Poxto smo se u master radu [5] bavili
vizualizacijom trodimenzionog hiperboliqkog prostora RH3, vizualizacija
hiperboliqkih prostora CH2 i RH4 je prirodan nastavak tog istra�iva�a.

U prvoj glavi ove disertacije uvodimo strukturu Lijevih grupa na qetvoro-
dimenzionim hiperboliqkim prostorima. Ivasava dekompozicija predstav	a
razlaga�e grupe izometrija hiperboliqkih prostora na kompaktan, nilpo-
tentan i Abelov deo. Poludirektan proizvod nilpotentnog i Abelovog dela
deluje prosto tranzitivno na odgovaraju�i prostor i time mu daje strukturu
rexive Lijeve grupe. U realnom sluqaju, ova struktura se najbo	e vidi u
Poenkareovom poluprostornom modelu hiperboliqkog prostora. Ekvivalent
ovog modela u kompleksnom sluqaju je Zigelov paraboloidni model kompleksne
hiperboliqke ravni. Granica, odnosno apsoluta ovog modela ima prirodnu
strukturu Hajzenbergove grupe. Ako posmatramo sve orisfere sa centrom u
jednoj izdvojenoj beskonaqno dalekoj taqki projektivnog prostora, dobijamo
folijaciju hiperboliqke ravni orisferama koje imaju istu strukturu Haj-
zenbergove grupe kao i granica modela. Zbog toga u paraboloidnom modelu
koristimo orisferne koordinate [22,56] izvedene iz ove folijacije. Iz zakona
mno�e�a izvodimo komutatore odgovaraju�ih Lijevih algebri, a zatim pove-
zujemo dobijene algebre sa postoje�im klasifikacijama. Na kraju posmatramo
realnu i kompleksnu hiperboliqku ravan iz ugla simetriqnih prostora.

Automorfizmi Lijevih algebri ch2 i rh4, kao i klasifikacija neizome-
triqnih levo-invarijantnih Rimanovih metrika su prikazani u drugoj glavi.

Klasifikacija hermitskih kompleksnih struktura u odnosu na dobijene
levo-invarijantne metrike data je u tre�oj glavi. Ako je g Rimanova metrika
na mnogostrukosti, a J kompleksna struktura, onda je J hermitska ako je
saglasna sa metrikom, tj. ako va�i g(X, Y ) = g(JX, JY ) za sva vektorska po	a
X i Y . U dobijenoj klasifikaciji na Lijevoj algebri ch2 pojav	uje se sfera
hiperkompleksnih struktura iz rada Barberis [7] u kome su klasifikovane
sve hiperkompleksne strukture na qetvorodimenzionim Lijevim algebrama. U
sluqaju standardne Ajnxtajnove metrike na oba prostora, strukture iz naxe
klasifikacije odgovaraju klasama holomorfno ekvivalentnih struktura iz
radova Ovando [53,54].

Krivinske osobine ovih prostora se ispituju u qetvrtoj glavi. Za svaku
metriku iz klasifikacije izraqunati su Rimanov tenzor krivine, Riqijev
tenzor, skalarna i sekciona krivina. Na Lijevoj grupi CH2 pokazano je da
samo standardna metrika dopuxta Kelerovu strukturu. Dokazano je da sve levo-
invarijantne Rimanove metrike Lijeve grupe CH2 imaju punu grupu holonomije,
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izuzev Kelerove metrike, qija je grupa holonomije unitarna grupa U(2). Sve
metrike na RH4 imaju konstantnu negativnu sekcionu krivinu i punu grupu
holonomije.

U petoj glavi tra�imo geodezijske linije za proizvo	ne Rimanove levo-
invarijantne metrike. Teorema 5.1 daje Ojler-Arno	dove jednaqine za krivu
γ(t) Lijeve algebre ch2 koja odgovara geodezijskoj liniji c(t) proizvo	ne levo-
invarijantne Rimanove metrike Lijeve grupe CH2. Ovaj rezultat se u narednom
poglav	u koristi za vizualizaciju geodezijskih sfera. Odre�ene su krive
Lijeve algebre ch2 koje odgovaraju geodezijskim linijama Kelerove metrike.
U posledici 5.1 formulisan je problem rekonstrukcije odgovaraju�ih krivih
na grupi CH2. Tako�e su odre�ene sve totalno geodezijske podmnogostrukosti
Kelerove metrike i pokazano je da se minimum sekcione krivine posti�e
na kompleksnim, a maksimum na totalno realnim podmnogostrukostima. Na
kraju su eksplicitno izraqunate geodezijske linije Lijeve grupe RH4 za sve
Rimanove levo-invarijantne metrike.

Pomo�u programa Volfram matematika u xestoj glavi vizualizujemo geo-
dezijske linije Lijeve grupe CH2 koje sadr�e neutral, kao i geodezijske sfere
sa centrom u neutralu.

3



1 Struktura Lijeve grupe na hiperboliqkim

prostorima

1.1 Nekompaktni simetriqni prostori ranga jedan

Zahva	uju�i rezultatima Hajncea [27, 28], hiperboliqki prostori se mogu
posmatrati kao rexive Lijeve grupe sa levo-invarijantnim metrikama. Naime,
svaka povezana homogena mnogostrukost nepozitivne sekcione krivine dopuxta
tranzitivno dejstvo rexive grupe izometrija [79], pa se mo�e predstaviti kao
homogeni prostor oblika

M = S/L,

gde je S povezana, zatvorena, rexiva podgrupa grupe izometrija, a L kompaktna
izotropna podgrupa. Na osnovu toga, Hajnce je pokazao da u sluqaju strogo
negativne sekcione krivine postoji rexiva Lijeva grupa koja deluje prosto
tranzitivno na M , odnosno

Teorema 1.1. [27] Povezana homogena mnogostrukost negativne krivine se
mo�e predstaviti kao rexiva Lijeva grupa sa levo-invarijantnom metri-
kom.

Rimanova mnogostrukost je ravna ako je tenzor krivine identiqki jednak
nuli. Ako je M Rimanov simetriqni prostor, rang prostora M je maksimalna
dimenzija ravne totalno geodezijske podmnogostrukosti [29, str. 245]. U da	em
tekstu, za osnovna tvr�e�a iz teorije Lijevih grupa, homogenih i simetriqnih
prostora koristi�emo u
benik Helgasona [29].

Ispituju�i rexive Lijeve algebre qija izvodna algebra ima kodimenziju
jedan, Hajnce je dobio xiroku klasu homogenih mnogostrukosti negativne
sekcione krivine, qime je pokazao da nekompaktni simetriqni prostori ranga
jedan nisu jedini primeri takvih prostora [27]. Polaze�i od strukture ovih
Lijevih algebri, dobio je jednostavnu klasifikaciju nekompaktnih simetriq-
nih prostora ranga jedan bez korix�e�a korenskih sistema. Ovaj rezultat je
specijalan sluqaj potpune klasifikacije simetriqnih prostora koju je dao Eli
Kartan u nizu radova iz dvadesetih i tridesetih godina dvadesetog veka [12,13].

Posledica 1.1. [27] Svi kompletni, nekompaktni, povezani simetriqni
prostori ranga jedan su hiperboliqki prostori RHn, CHn, HHn i OH2.
Sekciona krivina je u realnom sluqaju konstantna i jednaka

K = −c2,

dok u kompleksnom, kvaternionskom i oktonionskom sluqaju va�i

−4c2 ≤ K ≤ −c2,
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

za neko c ̸= 0.

Posmatrajmo sada nekompaktne simetriqne prostore ranga jedan. Pri Iva-
sava dekompoziciji poluproste povezane grupe izometrija na kompaktni, Abe-
lov i nilpotentni deo [29, str. 270]

G = KAN,

rexiva podgrupa S = AN grupe izometrija G dejstvuje prosto tranzitivno na
mnogostrukost

M = G/K, (1.1)

qime joj daje strukturu rexive Lijeve grupe.
Realni, kompleksni i kvaternionski hiperboliqki prostori, kao i Kejli-

jeva hiperboliqka ravan imaju realne poluproste grupe izometrija. �ihova
konkretna realizacija kao simetriqnih prostora oblika (1.1) je:

RHn = SO0(1, n)/SO(n),

CHn = SU(1, n)/S(U(1)× U(n)),

HHn = Sp(1, n)/(Sp(1)× Sp(n)),

OH2 = F4(−20)/Spin(9).

SO0(1, n) je komponenta povezanosti identiteta specijalne ortogonalne
grupe SO(1, n), odnosno grupa linearnih transformacija koje quvaju realnu
kvadratnu formu signature (1, n) i orijentaciju vremena.

Grupa SU(1, n) se sastoji od kompleksnih linearnih transformacija ko-
je quvaju hermitsku formu signature (1, n), dok Sp(1, n) predstav	a grupu
kvaternionskih linearnih transformacija koje quvaju kvaternionsku hermit-
sku formu signature (1, n).

Grupa F4(−20) predstav	a nekompaktnu realnu formu kompleksne Lijeve
grupe specijalnog tipa F4. Dimenzija ove grupe je 52, a −20 oznaqava indeks
Kilingove forme odgovaraju�e Lijeve algebre.

Odgovaraju�e Lijeve algebre poluprostih grupa izometrija ovih prostora
su proste.

U realnoj dimenziji qetiri postoje samo dva simetriqna prostora ranga
jedan: kompleksna hiperboliqka ravan i realni hiperboliqki prostor, jer je
kvaternionska hiperboliqka prava HH1 izomorfna prostoru RH4:

HH1 = Sp(1, 1)/(Sp(1)× Sp(1)) ∼= SO0(1, 4)/SO(4) = RH4.

U nastavku rada opisujemo modele kompleksne hiperboliqke ravni CH2,
koji omogu�avaju da se eksplicitno odredi struktura odgovaraju�e Lijeve
grupe.

1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

Definiximo standardne modele kompleksne hiperboliqke ravni CH2:
projektivni model, Bergmanov model lopte i Zigelov paraboloidni model.
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

Teorijski deo izlaga�a u ovoj glavi prati pristup iz k�iga Parkera [56] i
Goldmana [21].

Najpre razmotrimo na koji naqin hermitske matrice zadaju hermitske
forme na kompleksnim prostorima. Ako je A = (aij) kompleksna matrica, �ena

hermitski adjungovana matrica je A∗ = A
T
= (aji). Ka�emo da je matrica A

hermitska ako va�i A = A∗.
Neka je µ ∈ C sopstvena vrednost matrice A, a X ∈ Cn odgovaraju�i

sopstveni vektor. Ako X posmatramo kao kolonu u Cn, tada va�i

µX∗X = X∗(µX) = X∗AX = X∗A∗X = (AX)∗X = (µX)∗X = µX∗X.

Poxto je X∗X realan broj razliqit od nule, sledi da je sopstvena vrednost µ
realna. Svakoj hermitskoj matrici A formata n × n prirodno pridru�ujemo
hermitsku formu

⟨· , ·⟩ : Cn × Cn −→ C

definisanu sa
⟨z,w⟩ = w∗Az,

gde vektore z i w predstav	amo matriqno kolonama u Cn. Primetimo da za
svako λ ∈ C va�i

⟨z, z⟩ ∈ R,
⟨z, λw⟩ = λ⟨z,w⟩,

⟨λz, λw⟩ = |λ|2⟨z,w⟩.

Na kompleksnom vektorskom prostoru V = C3 posmatramo hermitske matri-
ce signature (2, 1):

E21 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , Ẽ21 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

koje odre�uju hermitske forme

⟨z,w⟩1 = z1w1 + z2w2 − z3w3, ⟨z,w⟩2 = z1w3 + z2w2 + z3w1. (1.2)

Ove forme daju dve ekvivalentne realizacije specijalne unitarne grupe
tipa (1, 2)

SU(1, 2) = {A | A∗E21A = E21, detA = 1},
S̃U(1, 2) = {A | A∗Ẽ21A = Ẽ21, detA = 1}.

(1.3)

Prostor V sa hermitskom formom signature (2, 1) oznaqimo sa C2,1. U da	em
tekstu koristi�emo indeks kada je potrebno naglasiti koju formu posmatramo.
Kada indeks nije naveden, tvr�e�e va�i nezavisno od izbora hermitske forme.

Vektor z ∈ C2,1\{0} je negativan (vremenski) ako je ⟨z, z⟩ < 0, izotropan
(svetlosni) ako je ⟨z, z⟩ = 0, ili pozitivan (prostorni) ako je ⟨z, z⟩ > 0.
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

Primetimo da mno�e�e proizvo	nim kompleksnim brojem λ ̸= 0 ne me�a tip
vektora, zato xto va�i

⟨λz, λz⟩ = |λ|2⟨z, z⟩.

Relacija ekvivalencije

(z1, z2, z3) ∼ (λz1, λz2, λz3), λ ∈ C \{0},

daje projektivizaciju prostora C2,1:

P(C2,1) = C2,1\{0}/ ∼ .

Kompleksna prava l ⊂ C2,1 je negativna, izotropna ili pozitivna ako
je bilo koji nenula vektor koji joj pripada redom negativan, izotropan ili
pozitivan. Projektivni model kompleksnog hiperboliqkog prostora je skup
svih negativnih pravih. �egova granica se sastoji od svih izotropnih pravih.

1.2.1 Model lopte i paraboloidni model

Ostale standardne modele kompleksne hiperboliqke ravni dobijamo tako
xto projektivni model preseqemo sa hiperravni z3 = 1, redom, za prvu i
drugu hermitsku formu. Model lopte i paraboloidni model su preseci ove
hiperravni sa negativnim pravama.

� Za formu E21, vektor z = (z1, z2, 1) ∈ C2,1 je negativan ako i samo ako
va�i

⟨z, z⟩1 = z1z1 + z2z2 − 1 < 0,

odnosno
|z1|2 + |z2|2 < 1.

Ovo je unutrax�ost jediniqne sfere u C2. Na ovaj naqin dobijamo model
lopte, odnosno Bergmanov model kompleksne hiperboliqke ravni:

B =
{
(z1, z2) ∈ C2

∣∣ |z1|2 + |z2|2 < 1
}
.

Granica modela je sfera S3

|z1|2 + |z2|2 = 1.

� Za formu Ẽ21, vektor z = (z1, z2, 1) ∈ C2,1 je negativan ako i samo ako
va�i

⟨z, z⟩2 = z1 + z2z2 + z1 < 0,

odnosno
2Re(z1) + |z2|2 < 0.

Na ovaj naqin dobijamo Zigelov domen ili paraboloidni model
kompleksne hiperboliqke ravni

S =
{
(z1, z2) ∈ C2

∣∣ 2Re(z1) + |z2|2 < 0
}
.
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

Taqke granice modela, (z1, z2) ∈ ∂S, zadovo	avaju jednaqinu

2Re(z1) + |z2|2 = 0.

Ako oznaqimo z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2, ovaj uslov postaje

2a1 + a22 + b22 = 0.

Promen	iva b1 je slobodna, pa je granica paraboliqki cilindar

a1 = −a22 + b22
2

.

Zigelov domen se kompaktifikuje jednom beskonaqno dalekom taqkom q∞,
qime granica postaje difeomorfna sa sferom S3. Na granici projektiv-
nog modela, taqki q∞ odgovara izotropan vektor q∞ = (1, 0, 0) ∈ C2,1.

1.2.2 Preslikava�a izme�u modela

Kejlijeva transformacija je linearno preslikava�e koje povezuje dve
hermitske forme iste signature. Ona nije jedinstvena, jer se mo�e kompono-
vati sa elementima grupe U(2, 1) koji quvaju odgovaraju�e hermitske forme.
Posmatrajmo transformaciju datu matricom

C =
1√
2

1 0 1

0
√
2 0

1 0 −1

 .

Ova transformacija je involucija, tj. va�i C−1 = C. Tako�e, matrica C je
hermitska, jer je C∗ = C. Odatle sledi

C∗E21C = CE21C = Ẽ21,

odnosno Kejlijeva transformacija prevodi hermitsku formu odre�enu matri-
com E21 u hermitsku formu odre�enu matricom Ẽ21. Time omogu�ava prelaz sa
modela lopte na paraboloidni model i obrnuto.

Primetimo da za svaki negativan vektor z ∈ C2,1, u odnosu na obe hermitske
forme (1.2) va�i z3 ̸= 0. Zato mo�emo da definixemo projekciju

π : (z1, z2, z3) 7→ (
z1
z3
,
z2
z3
),

koja omogu�ava prelaz iz projektivnog modela u odgovaraju�e afine modele, tj.
u model lopte i paraboloidni model. Obrnuto, iz afinih modela prelazimo
u projektivni model tako xto taqki (z1, z2) pridru�imo kompleksnu pravu
odre�enu vektorom (z1, z2, 1).
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

1.2.3 Orisferne koordinate paraboloidnog modela

Orisferne koordinate u paraboloidnom modelu kompleksnog hiperboliq-
kog prostora dimenzije n su prvi uveli Goldman i Parker u radu [22]. Ove
koordinate su posebno znaqajne, jer se u �ima najjasnije vidi struktura
Lijeve grupe. Naime, korenska dekompozicija Lijeve algebre grupe izometrija
SU(1, n) indukuje prirodne koordinate na apsoluti paraboloidnog modela
kompleksnog hiperboliqkog prostora, qime joj daje strukturu Hajzenbergove
grupe (deta	no izvedeno u Goldmanovoj k�izi [21]). Goldman i Parker su
posmatrali folijaciju kompleksnog hiperboliqkog prostora proizvo	ne di-
menzije orisferama sa centrom u fiksiranoj taqki apsolute q∞. Geodezijska
perspektiva indukovana paraboliqkim pramenom realnih geodezijskih kroz
q∞ projektuje strukturu Hajzenbergove grupe sa apsolute na orisfere. Na
taj naqin se na svaku orisferu uvodi struktura Hajzenbergove grupe. Ovako
uvedene Hajzenbergove koordinate zajedno sa funkcijom visine grade sistem
orisfernih koordinata [22]. Pogledajmo kako to izgleda konkretno u parabo-
loidnom modelu kompleksne hiperboliqke ravni.

Fiksirajmo x ∈ R+. Posmatrajmo skup svih taqaka Zigelovog domena

(z1, z2) ∈ S,

qiji odgovaraju�i vektori projektivnog modela

z = (z1, z2, 1) ∈ C2,1

zadovo	avaju uslov
⟨z, z⟩2 = −2x.

Po definiciji hermitske forme ⟨· , ·⟩2, to je

z1 + z1 + |z2|2 = −2x,

odnosno
2Re(z1) = −|z2|2 − 2x.

Ako uvedemo oznaku
z2 =

√
2ζ, ζ ∈ C,

tada prethodni uslov postaje

Re(z1) = −|ζ|2 − x,

pa z1 mo�emo da zapixemo

z1 = −|ζ|2 − x+ iv,

gde je v ∈ R imaginarni deo kompleksnog broja z1.
Oznaqimo sa Ox skup svih taqaka C2 qiji odgovaraju�i vektori u C2,1

zadovo	avaju uslov ⟨z, z⟩2 = −2x. Ovaj skup nazivamo orisfera visine x.
Skup O0 = ∂S qini granicu ili apsolutu paraboloidnog modela.
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

Veza izme�u orisfernih (x, ζ, v) i Zigelovih koordinata (z1, z2) para-
boloidnog modela data je formulama:

z1 = −|ζ|2 − x+ iv,

z2 =
√
2ζ, (1.4)

odnosno,

x = −Re(z1)−
|z2|2

2
,

ζ =
z2√
2
, (1.5)

v = Im(z1).

1.2.4 Struktura Hajzenbergove grupe na orisferi

Hajzenbergova grupa H3 je skup C× R sa zakonom mno�e�a

(ζ, v) · (ξ, t) =
(
ζ + ξ, v + t+ 2 Im(ζξ)

)
,

gde su ζ, ξ ∈ C i v, t ∈ R.
Ova grupa je nilpotentna u dva koraka, ima jednodimenzioni centar i

predstav	a najjednostavniji primer prostora sa prirodnom kontaktnom struk-
turom. Neutralni element je (0, 0), a inverz elementa (ζ, v) je

(ζ, v)−1 = (−ζ,−v).

Uvedimo najpre strukturu Hajzenbergove grupe na apsoluti, odnosno grani-
ci Zigelovog modela.

Taqka (z1, z2) pripada apsoluti ako je odgovaraju�i vektor projektivnog
modela

z = (z1, z2, 1) ∈ C2,1

izotropan, odnosno ako z pripada granici projektivnog modela. Drugim reqi-
ma, za taqke sa apsolute Zigelovog modela va�i

⟨z, z⟩2 = z1 + z1 + |z2|2 = 0.

U orisfernim koordinatama (x, ζ, v), apsoluta je hiperpovrx data jednaqinom

O0 : x = 0.

Taqke granice projektivnog modela koje se slikaju na apsolutu O0 imaju
koordinate

z = (z1, z2, 1) = (−|ζ|2 + iv,
√
2 ζ, 1). (1.6)

Izotropan vektor granice projektivnog modela

q∞ = (1, 0, 0) ∈ C2,1
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1.2 Modeli kompleksne hiperboliqke ravni

odgovara beskonaqno dalekoj taqki apsolute Zigelovog modela q∞. Na ovaj
naqin se granica projektivnog modela identifikuje sa kompaktifikacijom
prostora C× R jednom taqkom.

Definiximo preslikava�e

T : C× R → GL(3,C)

sa

T (ζ, v) =

1 −
√
2 ζ −|ζ|2 + iv

0 1
√
2 ζ

0 0 1

 .

Ova transformacija pripada grupi izometrija kompleksne hiperboliqke rav-
ni S̃U(1, 2), definisanoj relacijom (1.3), jer va�i

T (ζ, v)−1 = Ẽ21T (ζ, v)
∗Ẽ21 =

1
√
2 ζ −|ζ|2 − iv

0 1 −
√
2ζ

0 0 1

 = T (−ζ,−v).

Oznaqimo sa K0 svetlosni konus u C2,1

K0 = {z ∈ C2,1\{0} | ⟨z, z⟩2 = 0}.

Poxto transformacija T (ζ, v) quva hermitsku formu ⟨·, ·⟩2, ona quva i svetlo-
sni konus:

T (ζ, v) : K0 → K0.

Odmah vidimo da T (ζ, v) fiksira izotropan vektor q∞ ∈ K0 koji odgovara
beskonaqno dalekoj taqki apsolute q∞.

Koordinatnom poqetku apsolute u sistemu orisfernih koordinata
(0, 0) ∈ O0 odgovara vektor svetlosnog konusa

o = (0, 0, 1) ∈ K0.

Poxto va�i
T (ζ, v)(o) = (−|ζ|2 + iv,

√
2 ζ, 1),

vidimo da se o slika u vektor z ∈ K0 koji odgovara taqki apsolute (ζ, v) ∈ O0.
Drugim reqima, ako identifikujemo taqke apsolute O0 sa odgovaraju�im
izotropnim vektorima iz K0 pomo�u jednakosti (1.6), mo�emo da ka�emo da
je

T (ζ, v) : O0 → O0

transformacija apsolute koja slika koordinatni poqetak u taqku (ζ, v).
Na prostoru C× R zakon mno�e�a direktno dobijamo mno�e�em matrica

T (ζ, v)T (ξ, t) =

1 −
√
2 ζ −|ζ|2 + iv

0 1
√
2 ζ

0 0 1

1 −
√
2 ξ −|ξ|2 + it

0 1
√
2 ξ

0 0 1


=

1 −
√
2 (ζ + ξ) −|ζ|2 − |ξ|2 − 2ζξ + i(v + t)

0 1
√
2 (ζ + ξ)

0 0 1


= T

(
ζ + ξ, v + t+ 2 Im(ζξ)

)
.

11
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Pri posled�em prelazu iskoristili smo

−|ζ|2 − |ξ|2 − 2ζξ = −|ζ|2 − |ξ|2 − ζξ − ζξ + ζξ − ζξ = −|ζ + ξ|2 + ζξ − ζξ

= −|ζ + ξ|2 + 2i Im(ζξ).

Na ovaj naqin zakon mno�e�a

T (ζ, v)T (ξ, t) = T
(
ζ + ξ, v + t+ 2 Im(ζξ)

)
daje prostoru C × R strukturu Hajzenbergove grupe H3, a preslikava�e T je
homomorfizam iz C× R u grupu S̃U(1, 2).

Transformaciju T (ζ, v) zovemo Hajzenbergova translacija za vektor
(ζ, v). Hajzenbergova translacija za vektor (0, v) se zove vertikalna trans-
lacija za v ∈ R.

Goldman i Parker [22] su razmatrali paraboliqki pramen realnih geode-
zijskih kroz beskonaqno daleku taqku q∞. Ovaj pramen definixe geodezijsku
perspektivu, tj. preslikava�e

Πx : O0 → Ox,

koje povezuje apsolutu sa orisferom visine x > 0

Πx : (0, ζ, v) 7→ (x, ζ, v). (1.7)

Na orisferi visine x Hajzenbergova translacija za vektor (ξ, v)

T (ξ, v) : Ox → Ox,

data je sa
T (ξ, v) : (x, ζ, t) 7→

(
x, ζ + ξ, v + t+ 2 Im(ζξ)

)
.

Uvedimo sada realne koordinate (x, y, z, w) tako da se koordinata x ne me�a
i da va�i

z = Re(ζ), y = − Im(ζ), w =
1

4
v.

U ovim koordinatama dobijamo realnu realizaciju Hajzenbergove grupe na R3,
sa zakonom mno�e�a

(y, z, w) · (y′, z′, w′) =

(
y + y′, z + z′, w + w′ +

1

2
(zy′ − yz′)

)
.

1.3 Zakon mno�e�a na grupi CH2 i komutatori algebre

ch2

Kompleksna hiperboliqka ravan je simetriqan prostor negativne sekcione
krivine

CH2 = SU(1, 2)/S(U(1)× U(2)).

12
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Posmatrajmo sada realnu reprezentaciju grupe izometrija SUR(1, 2). Pri �enoj
Ivasava dekompoziciji

SUR(1, 2) = KAN,

kompaktni deoK je izomorfan unitarnoj grupi U(2), nilpotentni deoN je tro-
dimenziona Hajzenbergova grupaH3, dok je A jednodimenziona Abelova grupa. U
orisfernim koordinatama paraboloidnog modela grupu N qine Hajzenbergove
translacije opisane u prethodnom poglav	u. Potpuno rexiva grupa

CH2 = AN = R+ ⋉H3 = R+ ⋉ (C⋉ R) =
= {(x, y, z, w) | x ∈ R+, (y, z, w) ∈ H3}
= {(x, ζ, w) | x ∈ R+, ζ ∈ C, w ∈ R}

dejstvuje prosto tranzitivno na kompleksnu hiperboliqku ravan, daju�i joj
strukturu realne rexive Lijeve grupe. Primetimo da, iako je prostor CH2

kompleksna mnogostrukost, grupa CH2 nije kompleksna Lijeva grupa.
Lijeva grupa CH2 pripada klasi harmonijskih NA grupa (prilog A). Zakon

mno�e�a na ovim grupama dobija se primenom Kampbel-Bejker-Hausdorfove
formule [70, str. 106 i 162]. Konkretno, operacija mno�e�a na Lijevoj grupi
CH2, zadata u orisfernim koordinatama, ima oblik

(x, y, z, w)·(x′, y′, z′, w′) =

(
xx′, y +

√
xy′, z +

√
xz′, w + xw′ +

1

2

√
x(zy′ − yz′)

)
.

Neutral je e = (1, 0, 0, 0), a inverzni element je

(x, y, z, w)−1 =

(
1

x
,− 1√

x
y,− 1√

x
z,−1

x
w

)
.

Na osnovu zakona mno�e�a na Lijevoj grupi CH2 odre�ujemo komutatore
Lijeve algebre ch2 i vezu izme�u koordinatne i levo-invarijantne baze.

Lema 1.1. Veza izme�u koordinatne
(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
, ∂
∂w

)
i levo-invarijantne baze

(e1, e2, e3, e4) Lijeve algebre ch2 je slede�a

e1 = x
∂

∂x
, e2 =

√
x

(
∂

∂y
+

z

2

∂

∂w

)
, e3 =

√
x

(
∂

∂z
− y

2

∂

∂w

)
, e4 = x

∂

∂w
. (1.8)

Dokaz: Levo-invarijantna vektorska po	a se dobijaju levim translacijama
koordinatnih vektorskih po	a. Neka je

α(t) = (1 + t, 0, 0, 0)

parametrizovana kriva kroz neutral e = (1, 0, 0, 0) u pravcu koordinatnog
vektora ∂

∂x
, tj.

α′(0) =
∂

∂x
.

Ako sa Lq oznaqimo levu translaciju za proizvo	an element q = (x, y, z, w)
Lijeve grupe CH2, onda je

Lq(α(t)) = q · α(t) = (x, y, z, w) · (1 + t, 0, 0, 0) = (x(1 + t), y, z, w).
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1.3 Zakon mno�e�a na grupi CH2 i komutatori algebre ch2

Diferencira�em prethodne jednaqine dobijamo levo-invarijantno vektorsko
po	e e1 :

d

dt
(Lq(α(t)))

∣∣∣
t=0

= (x, 0, 0, 0) = x
∂

∂x
= e1.

Analogno, posmatrajmo krive kroz neutral, redom, u pravcima koordinatnih
vektora ∂

∂y
, ∂

∂z
, ∂

∂w
:

β(t) = (1, t, 0, 0), γ(t) = (1, 0, t, 0), δ(t) = (1, 0, 0, t).

Levim translacijama dobijamo krive

Lg(β(t)) = g · β(t) = (x, y, z, w) · (1, t, 0, 0) =
(
x, y +

√
xt, z, w +

1

2

√
xzt

)
,

Lg(γ(t)) = g · γ(t) = (x, y, z, w) · (1, 0, t, 0) =
(
x, y, z +

√
xt, w − 1

2

√
xyt

)
,

Lg(δ(t)) = g · δ(t) = (x, y, z, w) · (1, 0, 0, t) = (x, y, z, w + xt).

Diferencira�em prethodnih jednaqina, za t = 0, dobijaju se levo-invarijantna
vektorska po	a e2, e3, e4:

d

dt
(Lg(β(t)))

∣∣∣
t=0

=

(
0,
√
x, 0,

1

2

√
xz

)
=

√
x
∂

∂y
+

1

2

√
xz

∂

∂w
= e2,

d

dt
(Lg(γ(t)))

∣∣∣
t=0

=

(
0, 0,

√
x,−1

2

√
xy

)
=

√
x
∂

∂z
− 1

2

√
xy

∂

∂w
= e3,

d

dt
(Lg(δ(t)))

∣∣∣
t=0

= (0, 0, 0, x) = x
∂

∂w
= e4.

Matrice prelaska izme�u koordinatne i levo-invarijantne baze su

dLq =


x 0 0 0
0

√
x 0 0

0 0
√
x 0

0
√
x
2
z −

√
x
2
y x

 , dL−1
q =


1
x

0 0 0
0 1√

x
0 0

0 0 1√
x

0

0 − z
2x

y
2x

1
x

 . (1.9)

Posledica 1.2. Svi komutatori Lijeve algebre ch2 razliqiti od nula su

ch2 : [e1, e2] =
1

2
e2, [e1, e3] =

1

2
e3, [e1, e4] = e4, [e3, e2] = e4. (1.10)
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1.4 Lijeva grupa RH4

Dokaz: Na osnovu leme 1.1 dobijamo komutatore direktnim raqunom:

[e1, e2] = e1e2 − e2e1 = x
∂

∂x

(√
x
∂

∂y
+

1

2

√
xz

∂

∂w

)
−
(√

x
∂

∂y
+

1

2

√
xz

∂

∂w

)(
x
∂

∂x

)
=x

(
1

2
√
x

∂

∂y
+

z

4
√
x

∂

∂w

)
=

√
x

2

∂

∂y
+

1

4

√
xz

∂

∂w
=

1

2
e2,

[e1, e3] = e1e3 − e3e1 = x
∂

∂x

(√
x
∂

∂z
− 1

2

√
xy

∂

∂w

)
−
(√

x
∂

∂z
− 1

2

√
xy

∂

∂w

)(
x
∂

∂x

)
=x

(
1

2
√
x

∂

∂z
− y

4
√
x

∂

∂w

)
=

1

2

√
x
∂

∂z
− 1

4

√
xy

∂

∂w
=

1

2
e3,

[e3, e2] = e3e2 − e2e3 =

=

(√
x
∂

∂z
− 1

2

√
xy

∂

∂w

)(√
x
∂

∂y
+

1

2

√
xz

∂

∂w

)
−
(√

x
∂

∂y
+

1

2

√
xz

∂

∂w

)(√
x
∂

∂z
− 1

2

√
xy

∂

∂w

)
=
x

2

∂

∂w
+

x

2

∂

∂w
= x

∂

∂w
= e4,

[e1, e4] =e1e4 − e4e1 = x
∂

∂x

(
x

∂

∂w

)
− x

∂

∂w

(
x
∂

∂x

)
= x

∂

∂w
= e4.

Svi ostali komutatori su nula.

Lijeva algebra ch2 je poludirektan proizvod jednodimenzione Abelove al-
gebre razapete vektorom e1 i nilpotentnog Hajzenbergovog ideala.

ch2 = R⋉ h3 = R⋉ (C⋉ R)

Rexiva je u tri koraka.
Prva izvodna algebra je Hajzenbergova algebra h3, razapeta vektorima

(e2, e3, e4). Jedini nenula komutator je

h3 : [e3, e2] = e4.

Algebra h3 je nilpotentna u dva koraka i ima centar dimenzije jedan. Cen-
tar Hajzenbergove algebre razapet je vektorom e4 i ujedno predstav	a drugu
izvodnu algebru Lijeve algebre ch2.

1.4 Lijeva grupa RH4

Realni hiperboliqki prostor

RH4 = SO0(1, 4)/SO(4),

gde je SO0(1, 4) komponenta povezanosti identiteta grupe izometrija SO(1, 4),
predstav	a uopxte�e ravni i prostora Lobaqevskog [41{44]. Standardni mo-
deli ovog prostora su hiperboloidni [58], Beltrami-Klajnov [8], Poenkareov
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1.4 Lijeva grupa RH4

sferni [58] i Poenkareov poluprostorni model [59, 60]. Ovi modeli, kao i
izometrije izme�u �ih, deta	no su predstav	eni na srpskom jeziku u [5].

Pri Ivasava dekompoziciji povezane grupe izometrija prostora RH4

SO0(1, 4) = KAN,

kompaktni deo K je grupa SO(4), nilpotentni je R3, a Abelov deo je jednodi-
menzion. Lijeva grupa

RH4 = AN = R+ ⋉R3,

dejstvuje prosto tranzitivno na realan hiperboliqki prostor RH4 i time mu
daje strukturu rexive Lijeve grupe.

Ova struktura se najprirodnije vidi u Poenkareovom poluprostornom mo-
delu, gde se RH4 identifikuje sa gor�im poluprostorom

H4
+ =

{
(x1, x2, x3, y) ∈ R4

∣∣ y > 0
}
,

sa standardnom Rimanovom metrikom

ds2 =
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 + dy2

y2
.

Proizvo	an element grupe RH4 u poluprostornom modelu ima oblik

q = (x1, x2, x3, y) ∈ RH4, x1, x2, x3, y ∈ R, y > 0,

a operacija mno�e�a je data formulom

(x1, x2, x3, y) · (x′
1, x

′
2, x

′
3, y

′) = (x1 + yx′
1, x2 + yx′

2, x3 + yx′
3, yy

′).

Neutral je e = (0, 0, 0, 1), a inverzni element je

(x1, x2, x3, y)
−1 =

(
−x1

y
,−x2

y
,−x3

y
,
1

y

)
.

Ova grupa je podgrupa grupe gor�e trougaonih matrica. U matriqnoj repre-
zentaciji mno�e�e ima oblik

y 0 0 x1

0 y 0 x2

0 0 y x3

0 0 0 1

 ·


y′ 0 0 x′

1

0 y′ 0 x′
2

0 0 y′ x′
3

0 0 0 1

 =


yy′ 0 0 x1 + yx′

1

0 yy′ 0 x2 + yx′
2

0 0 yy′ x3 + yx′
3

0 0 0 1

 .

Odredimo sada kako izgledaju levo-invarijantna vektorska po	a izra�ena
preko koordinatnih.

Lema 1.2. Levo-invarijantna baza (e1, e2, e3, e4) Lijeve algebre rh4, izra�ena

preko koordinatne baze
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

, ∂
∂y

)
, je

e1 = y
∂

∂x1

, e2 = y
∂

∂x2

, e3 = y
∂

∂x3

, e4 = y
∂

∂y
.
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1.5 Veza sa postoje�im klasifikacijama

Dokaz: Posmatrajmo parametrizovane krive kroz neutral e = (0, 0, 0, 1) u
pravcu koordinatnih vektora ∂

∂y
i ∂

∂x1
:

α(t) = (0, 0, 0, 1 + t), β(t) = (t, 0, 0, 1).

Ako je q = (x1, x2, x3, y) proizvo	an element Lijeve grupe RH4, tada levom
translacijom krivih α i β dobijamo

Lq(α(t))) = q · α(t) = (x1, x2, x3, y) · (0, 0, 0, 1 + t) = (x1, x2, x3, y(1 + t)),

Lq(β(t))) = q · β(t) = (x1, x2, x3, y) · (t, 0, 0, 1) = (x1 + ty, x2, x3, y).

Levo-invarijantna vektorska po	a e4 i e1 se dobijaju diferencira�em pret-
hodnih jednaqina

d

dt
(Lq(α(t)))

∣∣∣
t=0

= (0, 0, 0, y) = y
∂

∂y
= e4

d

dt
(Lq(β(t)))

∣∣∣
t=0

= (y, 0, 0, 0) = y
∂

∂x1

= e1.

Preostala levo-invarijantna po	a e2 i e3 se raqunaju na isti naqin.

Matrica prelaska sa levo-invarijantne baze na koordinatnu je

dLq = yI.

Posledica 1.3. Lijeva algebra

rh4 = R3 ⋊R

razapeta je vektorima (e1, e2, e3, e4) sa nenula komutatorima:

rh4 : [e4, ek] = ek, k ∈ {1, 2, 3}. (1.11)

Dokaz: Direktnim raqunom se dobija

[ek, e4] = eke4 − e4ek = y
∂

∂xk

(
y
∂

∂y

)
− y

∂

∂y

(
y

∂

∂xk

)
= 0− y

∂

∂xk

= −ek,

za k ∈ {1, 2, 3}. Svi ostali komutatori su nula.

Algebra rh4 je rexiva u dva koraka. Prva izvodna algebra je komutativna
i razapeta vektorima (e1, e2, e3).

1.5 Veza sa postoje�im klasifikacijama

Lijeve algebre ch2 i rh4 se pojav	uju u klasifikaciji qetvorodimenzionih
rexivih Lijevih algebri koju je prvi dao Mubarakazjanov [48]. Algebra ch2

pripada klasi algebri gα4,8 i odgovara sluqaju α = 1, dok rh4 pripada klasi

gα,β4,5 , i dobija se za α = β = 1.
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Tako�e, pojav	uju se u klasifikaciji simplektiqkih i produkt struktura
qetvorodimenzionih rexivih Lijevih algebri [3, 55]. Algebra ch2 pripada
klasi d4,λ, za λ = 1

2
, dok rh4 pripada klasi r4,α,β, za α = β = 1.

U klasifikaciji levo-invarijantnih Rimanovih metrika na rexivim Li-
jevim grupama [15], algebre ch2 i rh4 oznaqene su redom sa A1

4,9 i A1,1
4,5. U [54]

se razmatraju holomorfno ekvivalentne kompleksne strukture na rexivim
Lijevim grupama qija je izvodna algebra trodimenziona, a ove algebre oznaqene
su redom sa H3 i A4.

Rad ch2 rh4

[48, 65] gα4,8 α = 1 gα,β4,5 α = β = 1

[3, 55] d4,λ λ = 1
2

r4,α,β α = β = 1

[15] A1
4,9 A1,1

4,5

[54] H3 A4

Tabela 1.1. Oznake algebri ch2 i rh4 u razliqitim klasifikacijama

Obe algebre su jednodimenzione ekstenzije Lijeve algebre realnog trodi-
menzionog hiperboliqkog prostora [65, primedba 2.3]:

rh3 : [f0, f1] = f1, [f0, f2] = f2.

� Lijevu algebru rh4 dobijamo proxire�em algebre rh3 vektorom f3, gde su
komutatori sa novim vektorom dati sa

[f0, f3] = f3, [f1, f3] = [f2, f3] = 0.

Kada preimenujemo bazu

(e1, e2, e3, e4) = (f1, f2, f3, f0),

dobijamo komutatore algebre rh4 oblika (1.11).

� Lijevu algebru ch2 dobijamo tako xto algebru rh3 proxirimo vektorom
f3 i dodamo komutatore

[f2, f1] = f3, [f1, f3] = [f2, f3] = 0.

Iz Jakobijevog identiteta sledi da na baznim vektorima postoji jox jedan
nenula komutator:

[f0, f3] = [f0, [f2, f1]] = −[f2, [f1, f0]]− [f1, [f0, f2]] = [f2, f1]− [f1, f2]

= 2[f2, f1] = 2f3.

Nakon preimenova�a baze

(e1, e2, e3, e4) =

(
1

2
f0, f1, f2, f3

)
,

dobijamo komutatore algebre ch2 oblika (1.10).
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

Eli Kartan je prvi sistematski uveo simetriqne prostore [12, 13], a zatim
je dao klasifikaciju ovih prostora zasnovanu na teoriji poluprostih Lijevih
grupa. Teorijski okvir izlaga�a u ovom delu prati u
benike Helgasona [29] i
Knapa [34], a prime�en je na primerima realne i kompleksne hiperboliqke rav-
ni. Razmatra�a iz ovog poglav	a mogu se uopxtiti na proizvo	ne dimenzije,
ali smo se zbog preglednosti, intuicije i mogu�nosti vizualizacije odluqili
da izlaga�e ograniqimo na male dimenzije. Kao jednostavniji primer, najpre
posmatramo realnu hiperboliqku ravan.

1.6.1 Realna hiperboliqka ravan

Realna hiperboliqka ravan je simetriqan prostor, odnosno povezana grupa
izometrija poseqena po maksimalnoj kompaktnoj podgrupi

RH2 = G/K = SO0(1, 2)/SO(2).

Ako oznaqimo

E21 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ∈ GL(3,R),

onda je grupa izometrija koje quvaju prostornu orijentaciju

SO(1, 2) = {A ∈ GL3(R) |ATE21A = E21, detA = 1}.

Ako je A = (aij) ∈ SO(1, 2), onda iz relacije

ATE21A = E21

za elemente tre�e kolone matrice A va�i

a213 + a223 − a233 = −1,

odnosno
a233 = a213 + a223 + 1.

Prema tome, a33 ̸= 0, pa grupa SO(1, 2) ima dve komponente povezanosti,
odre�ene uslovima

a33 > 0 i a33 < 0.

Grupa
SO0(1, 2) = {A ∈ SO(1, 2) | a33 > 0}

je komponenta povezanosti jednice, odnosno podgrupa koja quva prostornu i
vremensku orijentaciju.

Kompaktan deo Ivasava dekompozicije grupe SO0(1, 2) je stabilizator taqke
e3 = (0, 0, 1)

K = {A ∈ SO0(1, 2) |Ae3 = e3} ∼= SO(2).
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Lijeva algebra grupe izometrija je

so(1, 2) =
{
A ∈ gl3(R)

∣∣∣ATE21 + E21A = 0
}
=

{(
A v
vT 0

) ∣∣∣ v ∈ R2, A ∈ so(2)

}
.

Posmatrajmo Kartanovu dekompoziciju [34]

so(1, 2) = κ⊕ p,

gde je κ Lijeva algebra kompaktne grupe K ∼= SO(2):

κ =

{(
A 0
0 0

) ∣∣∣A ∈ so(2)

}
, p =

{(
0 v
vT 0

) ∣∣∣ v ∈ R2

}
.

Ovo razlaga�e ima strukturu [34, str. 1]:

[κ, κ] ⊆ κ, [κ, p] ⊆ p, [p, p] ⊆ κ.

Forma E21 na R3 zadaje skalarni proizvod Minkovskog

⟨X, Y ⟩ = XTE21Y.

Prostor R3 sa ovim proizvodom oznaqavamo sa R2,1 i zovemo prostor Minkov-
skog.

U ovom prostoru posmatramo hiperboloid

{X ∈ R2,1 | ∥X∥2 = −1}.
�egova gor�a komponenta predstav	a hiperboloidni model realne hiperbo-
liqke ravni 1

H2
R = { (x1, x2, x3) ∈ R2,1 | x2

1 + x2
2 − x2

3 = −1, x3 > 0}.
U ovom modelu grupa K ∼= SO(2) fiksira taqku e3 = (0, 0, 1), pa deluje kao

grupa rotacija oko ose x3.
Pri identifikaciji RH2 ∼= H2

R, baznoj taqki o = eK simetriqnog prostora
RH2 odgovara taqka e3 hiperboloidnog modelaH

2
R, a tangentni prostor u baznoj

taqki je
ToRH2 ∼= p.

Kilingova forma zadaje skalarni proizvod na tangentnom prostoru, tj. za
x, y ∈ p, na slede�i naqin:

⟨x, y⟩ = 1

2
Tr

((
0 x
xT 0

)(
0 y
yT 0

))
=

1

2
Tr

(
xyT 0
0 xTy

)

=
1

2
Tr


(
x1

x2

)(
y1 y2

)
0

0
(
x1 x2

)(y1
y2

)
 =

1

2
Tr

x1y1 x1y2 0
x2y1 x2y2 0
0 0 x1y1 + x2y2


= x1y1 + x2y2.

1Anri Poenkare [58] je 1881. konstruisao model ravni Lobaqevskog na hiperboloidu
koriste�i kvadratnu formu koju smo ovde oznaqili sa E21. U istom radu je razmatrao i
projekciju iz taqke (0, 0,−1) na ravan x3 = 0, qime je dobio model ravni Lobaqevskog unutar
jediniqnog kruga, danas poznat kao Poenkareov disk model. U radu [61] iz 1905. godine
uveo je svetlosni konus i strukturu prostor-vremena. Ovaj prostor se danas naziva prostor
Minkovskog, ili prostor Poenkare-Minkovskog, po Hermanu Minkovskom, koji je ove ideje
da	e razvio i sistematski izlo�io u radovima [46,47].
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Ovako definisani skalarni proizvod koji proizilazi iz strukture simetriq-
nog prostora saglasan je sa restrikcijom skalarnog proizvoda Minkovskog na
tangentni prostor hiperboloida u taqki e3.

Na simetriqnim prostorima geodezijske linije kroz baznu taqku o = eK su
orbite jednoparametarskih grupa [29, str. 208]

γ(t) = exp(tX)o, X ∈ p, t ∈ R.

Primetimo da za X =

(
0 x
xT 0

)
∈ p, gde je x =

(
x1

x2

)
∈ R2, va�i

X2 =

(
xxT 0
0 ∥x∥2

)
, X3 = ∥x∥2X, X4 = ∥x∥2X2,

odakle sledi

X2k = ∥x∥2k−2X2, X2k+1 = ∥x∥2kX, k ∈ N.

Sada mo�emo da izraqunamo jednoparametarsku podgrupu

exp(tX) = exp

(
t

(
0 x
xT 0

))
= I3 + tX +

(tX)2

2!
+

(tX)3

3!
+

(tX)4

4!
+

(tX)5

5!
+ . . .

= I3 +X

(
t+

t3

3!
∥x∥2 + t5

5!
∥x∥4 + . . .

)
+X2

(
t2

2!
+

t4

4!
∥x∥2 + t6

6!
∥x∥4 + . . .

)
= I3 +

X

∥x∥

(
t∥x∥+ t3

3!
∥x∥3 + . . .

)
+

X2

∥x∥2

(
−1 + 1 +

t2

2!
∥x∥2 + t4

4!
∥x∥4 + t6

6!
∥x∥6 + . . .

)
= I3 +

X

∥x∥
sinh(∥x∥t) + X2

∥x∥2
(−1 + cosh(∥x∥t))

=

I2 +
cosh(∥x∥t)−1

∥x∥2 xxT sinh(∥x∥t)
∥x∥ x

sinh(∥x∥t)
∥x∥ xT cosh(∥x∥t)

 .

Poxto baznoj taqki o odgovara taqka e3 hiperboloidnog modela, geodezijske
linije u H2

R su hiperbole

γ(t) = exp(tX)e3 =

(
sinh(∥x∥t)

∥x∥ x

cosh(∥x∥t)

)
.

Na ovaj naqin dobijamo geodezijske kroz neutral e3 = (0, 0, 1) u pravcu
tangentnog vektora (x1, x2, 0). Na primer, u pravcima vektora e1 = (1, 0, 0) i
e2 = (0, 1, 0), odnosno za x = (1, 0)T i x = (0, 1)T , geodezijske su hiperbole

γ1(t) = exp(te1)e3 =

sinh t
0

cosh t

 i γ2(t) = exp(te2)e3 =

 0
sinh t
cosh t

 .
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Slika 1.1: Geodezijske na hiperboloidnom modelu realne hiperboliqke ravni

1.6.2 Kompleksna hiperboliqka ravan

Neka je A∗ = A
T
hermitski adjungovana matrica matrice A i neka je

E21 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ∈ GL(3,C).

Posmatrajmo specijalnu unitarnu grupu tipa (1, 2)

G = SU(1, 2) = {A | A∗E21A = E21, detA = 1}.

Kako po definiciji grupa SU(1, 2) quva hermitsku formu zadatu matricom
E21, ona izometrijski dejstvuje na skupu negativnih pravih prostora C2,1. Lako
se proverava da je to dejstvo tranzitivno. Izotropna podgrupa negativne prave
Ce3 projektivnog modela odre�ene vektorom e3 = (0, 0, 1) je

K = S(U(2)× U(1)) =

{(
A 0
0 eiϕ

) ∣∣∣ detA = e−iϕ, A ∈ U(2)

}
,

pa je CH2 homogeni prostor

CH2 = G/K = SU(1, 2)/S(U(1)× U(2)).
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

Dodatno, CH2 je simetriqan prostor. Kartanova involucija [34]

Θ : SU(1, 2) → SU(1, 2),

Θ(A) = (A∗)−1 = E21AE21

fiksira podgrupu K = S(U(2) × U(1)), pa je to simetrija koja qini CH2

simetriqnim prostorom. �en diferencijal

θ = (dΘ)e,

θ(M) = −M∗

je automorfizam Lijeve algebre

su(1, 2) = {M |M∗E21 + E21M = 0,Tr(M) = 0}

=


 ix1 w z1
−w ix2 z2
z1 z2 −i(x1 + x2)

 ∣∣∣∣ z1, z2, w ∈ C, x1, x2 ∈ R


Poxto je θ2 = Id, sopstvene vrednosti su ±1, pa dobijamo razlaga�e na
sopstvene potprostore (Kartanovu dekompoziciju)

su(1, 2) = κ⊕ p,

gde je κ sopstveni prostor sopstvene vrednosti 1, a p sopstveni prostor
vrednosti −1.

κ = {A ∈ su(1, 2) | θ(A) = A} = {A ∈ su(1, 2) |A = −A∗}

=


 ix1 w 0
−w ix2 0
0 0 −i(x1 + x2)

 ∣∣∣∣w ∈ C, x1, x2 ∈ R

 ,

p = {A ∈ su(1, 2) | θ(A) = −A} = {A ∈ su(1, 2) |A = A∗}

=


 0 0 z1

0 0 z2
z1 z2 0

 ∣∣∣∣ z1, z2 ∈ C

 .

Algebra p se sastoji od hermitski adjungovanih matrica, a κ od koso-hermitski
adjungovanih matrica. Ponovo va�i

[κ, κ] ⊆ κ, [κ, p] ⊆ p, [p, p] ⊆ κ.

Prostor p identifikujemo sa tangentnim prostorom CH2 u istaknutoj
taqki o = eK

ToCH2 = To(G/K) ∼= p.

Poxto je [p, p] ⊆ κ, odatle sledi da je kovarijantni izvod u taqki o

(∇XY )o =
1

2
[X, Y ]p = 0,
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

gde je p u indeksu oznaka za projekciju na prostor p.
CH2 ima invarijantnu hermitsku kompleksnu strukturu J : p → p koja je

data mno�e�em sa i u prostoru p. Uz identifikaciju

p(z) ∼ z, p(z) = Z =

(
0 z
z∗ 0

)
∈ p, z =

(
z1
z2

)
, z∗ =

(
z1 z2

)
,

va�i

Jp(z) = J

(
0 z
z∗ 0

)
=

(
0 iz

−iz∗ 0

)
= p(iz). (1.12)

Primetimo da va�i

(∇XJ)Y = ∇X(JY )− J(∇XY ) =
1

2
[X, JY ]p − 0 = 0, X, Y ∈ p,

pa je ova struktura paralelna,

∇XJ = 0,

tj. CH2 je Kelerov prostor.
Skalarni proizvod na p je dat Kilingovom formom na su(1, 2).

⟨z, w⟩ = ⟨Z,W ⟩ = Tr(ZW ) = Tr

 0 0 z1
0 0 z2
z1 z2 0

 0 0 w1

0 0 w2

w1 w2 0


= Tr

z1w1 z1w2 0
z2w1 z2w2 0
0 0 z1w1 + z2w2

 = 2Re(z1w1 + z2w2)

= 2Re(w∗z) = w∗z + z∗w,

za z, w ∈ p, pa je

⟨Z, JW ⟩ = ⟨z, iw⟩ = (iw)∗z + z∗iw = i(z∗w − w∗z) = i (−2iIm(w∗z)) = 2Im(w∗z).

Odatle sledi

w∗z =
1

2
(⟨Z,W ⟩+ i⟨Z, JW ⟩). (1.13)

Proverimo jox da je J hermitska u odnosu na Kilingovu formu ⟨·, ·⟩. Poxto
va�i

JZ = J

 0 0 z1
0 0 z2
z1 z2 0

 =

 0 0 iz1
0 0 iz2

−iz1 −iz2 0

 ,

dobijamo

⟨JZ,W ⟩ = 2Re(iz1w1 + iz2w2),

⟨Z, JW ⟩ = 2Re(−iz1w1 − iz2w2).

Dakle
⟨JZ,W ⟩+ ⟨Z, JW ⟩ = 0,
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

odakle sledi

⟨JZ,W ⟩ = −⟨Z, JW ⟩, ⟨JZ, JW ⟩ = ⟨Z,W ⟩,

pa je J hermitska u odnosu na ⟨·, ·⟩.
Odredimo sada holomorfnu sekcionu krivinu. Najpre mo�emo da izraqu-

namo komutator [Z,W ] ∈ κ, za Z,W ∈ p

[Z,W ] = p(z)p(w)− p(w)p(z) =

(
0 z
z∗ 0

)(
0 w
w∗ 0

)
−
(

0 w
w∗ 0

)(
0 z
z∗ 0

)
=

(
zw∗ 0
0 z∗w

)
−
(
wz∗ 0
0 w∗z

)
=

(
zw∗ − wz∗ 0

0 z∗w − w∗z

)
.

Na simetriqnom prostoru operator krivine u baznoj taqki o se raquna preko
komutatora [29, str. 226] na slede�i naqin:

Ro(Z,W )X = −[[p(z), p(w)], p(x)] = −
[(

zw∗ − wz∗ 0
0 z∗w − w∗z

)
,

(
0 x
x∗ 0

)]
= −

(
0 (zw∗ − wz∗)x− x(z∗w − w∗z)

(z∗w − w∗z)x∗ − x∗(zw∗ − wz∗) 0

)
= −p((zw∗ − wz∗)x− x(z∗w − w∗z))

= p(−zw∗x+ wz∗x+ xz∗w − xw∗z)

=
1

2
(−⟨X,W ⟩Z − ⟨X, JW ⟩JZ + ⟨X,Z⟩W + ⟨X, JZ⟩JW

+ ⟨W,Z⟩X + ⟨W,JZ⟩JX − ⟨Z,W ⟩X − ⟨Z, JW ⟩JX)

=
1

2
(−⟨X,W ⟩Z − ⟨X, JW ⟩JZ + ⟨X,Z⟩W + ⟨X, JZ⟩JW − 2⟨Z, JW ⟩JX) .

U prethodnom raqunu smo iskoristili jednakosti (1.12) i (1.13).
Za jediniqni vektor X va�i

K(X, JX) = ⟨R(X, JX)X, JX⟩

=
1

2
(−⟨X,X⟩⟨X, JX⟩ − ⟨X,−X⟩⟨JX, JX⟩+ ⟨X,X⟩⟨JX, JX⟩

+ ⟨X, JX⟩⟨−X, JX⟩ − 2⟨X,−X⟩⟨JX, JX⟩) = −2,

pa vidimo da je ovo prostor konstantne holomorfne sekcione krivine (videti
definiciju 4.7).

Odredimo sada geodezijske linije kao jednoparametarske grupe generisane
vektorima Z ∈ p kroz baznu taqku o = eK

γ(t) = exp(tZ)o,

Z =

 0 0 z1
0 0 z2
z1 z2 0

 =

(
0 z
z∗ 0

)
∈ p, gde je z =

(
z1
z2

)
, z∗ =

(
z1 z2

)
.
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

Direktnim raqunom vidimo da va�i

Z2 =

(
zz∗ 0
0 z∗z

)
=

|z1|2 z1z2 0
z2z1 |z2|2 0
0 0 ∥z∥2

 ,

Z3 =

(
zz∗ 0
0 z∗z

)(
0 z
z∗ 0

)
=

(
0 zz∗z

z∗zz∗ 0

)
=

(
0 ∥z∥2z

∥z∥2z∗ 0

)
= ∥z∥2Z,

pa je
Z2(n+1) = ∥z∥2nZ2, Z2n+1 = ∥z∥2nZ, n ≥ 1.

Izraqunajmo jednoparametarsku podgrupu za proizvo	no Z ∈ p.

exp(tZ) = exp

(
t

(
0 z
z∗ 0

))
= I3 + tZ +

(tZ)2

2!
+

(tZ)3

3!
+ . . .

= I3 + Z

(
t+

t3

3!
∥z∥2 + t5

5!
∥z∥4 + . . .

)
+ Z2

(
t2

2!
+

t4

4!
∥z∥2 + t6

6!
∥z∥4 + . . .

)
= I3 +

Z

∥z∥

(
t∥z∥+ t3

3!
∥z∥3 + t5

5!
∥z∥5 + . . .

)
+

Z2

∥z∥2

(
−1 + 1 +

t2

2!
∥z∥2 + t4

4!
∥z∥4 + t6

6!
∥z∥6 + . . .

)
= I3 +

Z

∥z∥
sinh(∥z∥t) + Z2

∥z∥2
(−1 + cosh(∥z∥t))

=


1 + u|z1|2 uz1z2 sinh(t∥z∥) z1

∥z∥

uz2z1 1 + u|z2|2 sinh(t∥z∥) z2
∥z∥

sinh(t∥z∥) z1
∥z∥ sinh(t∥z∥) z2

∥z∥ cosh(t∥z∥)

 ,

gde je

u =
t2

2!
+

t4∥z∥2

4!
+ · · · = 1

∥z∥2

(
−1 + 1 +

t2∥z∥2

2!
+

t4∥z∥4

4!
+ . . .

)
=

1

∥z∥2
(cosh(t∥z∥)− 1) , t ∈ R.

Podsetimo se da projektivni model kompleksnog hiperboliqkog prostora qine
negativne prave prostora C2,1 sa hermitskom formom

⟨z,w⟩1 = z1w1 + z2w2 − z3w3,

datom matricom E21 (poglav	e 1.2). Baznoj taqki o u ovom modelu odgovara
negativna prava qiji je vektor pravca e3 = (0, 0, 1). Geodezijske linije kroz o
u pravcu tangentnog vektora z = (z1, z2) ∈ p su

γ(t) = exp(tZ)e3 =

(
sinh(t∥z∥)

∥z∥ z

cosh(t∥z∥)

)
.
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1.6 Simetriqni prostori RH2 i CH2

Za izbor jediniqnog tangentnog vektora z va�i

∥γ(t)∥2 = sinh2(t)− cosh2(t) = −1,

γ̇(t) = (cosh(t)z1, cosh(t)z2, sinh(t)),

pa je γ̇(0) = (z1, z2, 0), odnosno z je zaista tangentni vektor krive γ za t = 0.
Na primer, u pravcu vektora (z1, z2) = (1, 0), geodezijska kroz e3 = (0, 0, 1)

u projektivnom modelu je

γ(t) = (sinh(t), 0, cosh(t)).

Kada podelimo tre�om koordinatom, odnosno prelaskom u model lopte, vidimo
da u tom modelu odgovaraju�a geodezijska ima jednaqinu

γl(t) = (tanh(t), 0) ∈ B

i da povezuje taqke na granici

p∞ = lim
t→∞

γl(t) = (1, 0), i q∞ = lim
t→−∞

γl(t) = (−1, 0).

Vektori predstavnici ovih taqaka na granici projektivnog modela su

p∞ = lim
t→∞

γ(t) = (1, 0, 1) i q∞ = lim
t→−∞

γ(t) = (−1, 0, 1).

Slika 1.2: Geodezijska u pravcu vektora (1, 0) u modelu lopte. Projektivni i
Bergmanov model CH2 ilustrovani su u pojednostav	enom obliku: B je realne
dimenzije 4, dok su prave p∞ i q∞ realne dimenzije 2.
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2 Levo-invarijantne Rimanove metrike

Skalarni proizvod na Lijevoj algebri g levim translacijama odre�uje
levo-invarijantnu metriku odgovaraju�e prosto povezane Lijeve grupe G. Zbog
toga je klasifikacija levo-invarijantnih metrika na grupi G ekvivalentna
klasifikaciji skalarnih proizvoda na �enoj Lijevoj algebri. U ovom po-
glav	u opisujemo klasifikaciju Rimanovih levo-invarijantnih metrika na
grupama CH2 i RH4, odnosno klasifikaciju pozitivno-definitnih skalarnih
proizvoda na odgovaraju�im Lijevim algebrama ch2 i rh4.

Neka je S simetriqna matrica pozitivno definitnog skalarnog proizvoda
u nekoj fiksiranoj bazi algebre g. Tada matrica

ATSA, A ∈ Aut(g)

predstav	a isti skalarni proizvod zapisan u drugoj bazi u kojoj komutatori
imaju isti oblik. Razliqiti skalarni proizvodi odgovaraju klasama ekviva-
lencije u odnosu na relaciju

S ∼ ATSA, A ∈ Aut(g).

Dakle, neizomorfni skalarni proizvodi odgovaraju razliqitim orbita-
ma dejstva grupe automorfizama Lijeve algebre g. Zato fiksiramo levo-
invarijantnu bazu sa odgovaraju�im komutatorima, a zatim posmatramo dej-
stvo grupe automorfizama algebre na prostor simetriqnih matrica. Biramo
najjednostavnije predstavnike orbita, koji daju predstavnike neizomorfnih
skalarnih proizvoda.

Prosto povezana rexiva Lijeva grupa sa levo-invarijantnom metrikom
naziva se rexiva mnogostrukost1. Dve Rimanove rexive mnogostrukosti
mogu biti izometriqne qak i kada odgovaraju�e Lijeve grupe nisu izomorfne.
Gordon i Vilson [23] su razvili apstraktnu teoriju modifikacija rexivih
Lijevih algebri, kao i kriterijum za proveru kada su dve Rimanove rexive
mnogostrukosti izometriqne. U [65] ovaj kriterijum je prime�en na qetvoro-
dimenzione rexive Lijeve grupe, pri qemu je pokazano da su u svim sluqajevima
izometriqne metrike ujedno i izomorfne. Zbog toga, u naxem sluqaju orbite
dejstva grupe automorfizama Lijeve algebre daju potpunu klasifikaciju nei-
zometriqnih levo-invarijantnih Rimanovih metrika na grupama CH2 i RH4.

Klasifikacija levo-invarijantnih Rimanovih i pseudo-Rimanovih metri-
ka na Lijevim grupama je veoma interesantna oblast istra�iva�a u kojoj
je posled�ih decenija objav	en veliki broj radova. Prekretnicu u �enom
razvoju predstav	a Milnorov pregledni qlanak Krivine levo-invarijantnih
metrika na Lijevim grupama [45] iz 1976. godine. Jedan od rezultata ovog

1solvmanifold [38]
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rada, klasifikacija Rimanovih metrika na trodimenzionim unimodularnim
Lijevim grupama korix�e�em strukture vektorskog proizvoda, praktiqno je
otvorio vrata da	im istra�iva�ima.

Nakon Milnorovog rada pojav	uje se niz radova u tri dimenzije koji kori-
ste vektorski proizvod. S. Rahmani je 1992. godine klasifikovala Lorencove
metrike na trodimenzionim unimodularnim Lijevim grupama [62], a zatim je
u zajedniqkom radu sa N. Rahmani klasifikovala i Lorencove metrike na
trodimenzionoj Hajzenbergovoj grupi [63]. Kordero i Parker su 1997. godine
dali potpunu klasifikaciju Lorencovih metrika na svim trodimenzionim
Lijevim grupama [17].

U dimenziji qetiri nije mogu�e primeniti tehnike zasnovane na vektorskom
proizvodu, pa je potrebno koristiti druge metode. Lauret [37] je 1997. godine
klasifikovao Rimanove metrike na nilpotentnim Lijevim grupama dimenzi-
ja tri i qetiri. Potpuna klasifikacija neizomorfnih levo-invarijantnih
Rimanovih metrika na svim qetvorodimenzionim Lijevim grupama data je
u radu [15] iz 2002. godine. U toj klasifikaciji pojav	uju se i Rimanove
metrike na grupama CH2 iRH4 koje razmatramo u ovom poglav	u. Ove grupe, sa
standardnom metrikom, jav	aju se i u klasifikaciji homogenih Ajnxtajnovih
qetvorodimenzionih prostora [31] koju je Jensen 1969. radio u okviru svoje dok-
torske disertacije, kao i u klasifikaciji qetvorodimenzionih Ajnxtajnovih
Lijevih grupa koju su dali Karki i Tomson [32]. Lorencove metrike na qetvo-
rodimenzionim nilpotentnim Lijevim grupama H3 × R i G4 klasifikovane
su u radu [11] iz 2015. godine. Rezultati u neutralnoj signaturi su novijeg
datuma. T. Xukilovi� je 2016. godine klasifikovala sve levo-invarijantne
metrike neutralne signature na nilpotentnim Lijevim grupama [66], a zatim
2020. godine i na svim rexivim qetvorodimenzionim Lijevim grupama [65].

Jedan od prvih rezultata u vixim dimenzijama je klasifikacija svih
Rimanovih i Lorencovih levo-invarijantnih metrika Hajzenbergove grupe
proizvo	ene dimenzije [72], koju je 2015. godine dao Vukmirovi�. Nakon toga
su klasifikovane levo-invarijantne metrike proizvo	ne signature na real-
nom hiperboliqkom prostoru RHn metodom varijacije Lijevih zagrada [36] i
metodom varijacije skalarnih proizvoda [76].

Metodu odre�iva�a neizomorfnih levo-invarijantnih metrika preko orbi-
ta grupe automorfizama Lijeve algebre sistematski je predstavio Tamaru sa
koautorima u vixe preglednih radova. Rimanov sluqaj opisan je u [35] i [26], a
pseudo-Rimanov u [36]. U tim radovima orbite su nazvane moduli prostori, a
rezultati dobijeni ovom tehnikom nazvani su Teoreme Milnorovog tipa. Ove
vrste tvr�e�a obuhvataju klasifikacije neizomorfnih levo-invarijantnih
metrika na konkretnim Lijevim grupama, kao i odre�iva�e posebnih vrsta
metrika na xirim klasama Lijevih grupa. Lauret je koristio orbite grupe
automorfizama algebre za pronala�e�e algebarskih Riqi solitona na nilpo-
tentnim [39] i rexivim [40] Lijevim grupama. Metrike proizvo	ne signature
na xestodimenzionom prostoru kotangentnog rasloje�a Hajzenbergove grupe
klasifikovane su u [68].
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2.1 Grupe automorfizama Lijevih algebri ch2 i rh4

2.1 Grupe automorfizama Lijevih algebri ch2 i rh4

Automorfizam Lijeve algebre je linearno preslikava�e φ koje quva komu-
tatore:

φ[X, Y ] = [φX,φY ], X, Y ∈ g.

U fiksiranoj levo-invarijantnoj bazi algebre odgovaraju im matrice A = [φ]e.

Lema 2.1. Grupa automorfizama Lijeve algebre ch2 je

Aut(ch2) =

{1 0 0
u M 0
a vT λ

 ∣∣∣M ∈ GL(2,R), MTJM = λJ,

u, v ∈ R2, a, λ ∈ R, λ ̸= 0, u =
1

2λ
MJv

}
,

(2.1)

gde je J =

(
0 1
−1 0

)
kanonska simplektiqka matrica.

Dokaz: Posmatrajmo bazu (e1, e2, e3, e4) Lijeve algebre ch2 sa komutatorima
oblika (1.10) i proizvo	an automorfizam A = (aij) u ovoj bazi.

Poxto automorfizmi quvaju komutatore, moraju da quvaju i izvodne podal-
gebre. Prva izvodna algebra je Hajzenbergova h3, razapeta vektorima (e2, e3, e4),
odakle odmah sledi da su koeficijenti a12 = a13 = a14 = 0. Druga izvodna
algebra je jednodimenziona, razapeta vektorom e4, pa je a24 = a34 = 0.

Ako oznaqimo λ = a44, onda va�i

λe4 = Ae4 = A[e3, e2] = [Ae3, Ae2] =

[
4∑

i=2

a2iei,
4∑

i=2

a3iei

]
= (a23a32 − a22a33)e4,

λe4 = Ae4 = A[e1, e4] = [Ae1, Ae4] =

[
4∑

i=1

a1iei, λe4

]
= λa11e4,

pa je
λ = a23a32 − a22a33 i a11 = 1.

Sliqno, iz uslova

Ae2 = 2[Ae1, Ae2], i Ae3 = 2[Ae1, Ae3]

sledi da je

a42 = 2a21a32 − 2a31a22 i a43 = 2a21a33 − 2a31a23.

Odatle nakon jednostavnog sre�iva�a dobijamo oblik (2.1) iz iskaza leme.
Izdvojimo tri tipa automorfizama koji generixu sve ostale.
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2.1 Grupe automorfizama Lijevih algebri ch2 i rh4

Lema 2.2. Komponenta jedinice grupe automorfizama Lijeve algebre ch2 je
poludirektan proizvod simplektiqkih, dijagonalnih i unipotentnih auto-
morfizama.

Aut0(ch2) = P ⋉ (D ⋉ U) ,

P =

A(M) =

1 0 0
0 M 0
0 0 1

 ∣∣∣MTJM = J

 ∼= Sp(2,R) ∼= SL(2,R),

D =

A(α) =

1 0 0
0 αI 0
0 0 α2

 ∣∣∣ α > 0

 ∼= R+,

U =

A(v, a) =

 1 0 0
1
2
Jv I 0
a vT 1

 ∣∣∣ a ∈ R, v ∈ R2

 ∼= H3,

gde je J =

(
0 1
−1 0

)
.

Adjungovana reprezentacija Lijeve grupe je homomorfizam grupe G u grupu
automorfizama �ene Lijeve algebre g:

Ad : G → Aut(g),

g 7→ Adg,

Ako je
Cg(h) = ghg−1, g, h ∈ G,

konjugacija na grupi G, onda je

Adg = (dCg)e.

Ekvivalentno,

Adg X =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp(tX)g−1, g ∈ G, X ∈ g.

Centar grupe G je jezgro adjungovane reprezentacije

Z(G) = Ker(Ad).

Svaka Lijeva grupa poseqena svojim centrom je izomorfna grupi unutrax-
�ih automorfizama svoje Lijeve algebre [25, str. 66, 72]

G/Z(G) ∼= Ad(G) ∼= Inn(g) ⊴ Aut(g),

gde je Inn(g) grupa unutrax�ih automorfizama Lijeve algebre g, odnosno ad-
jungovana grupa algebre g.

Poxto je CH2 rexiva Lijeva grupa, �en centar je trivijalan, pa je izo-
morfna svojoj adjungovanoj reprezentaciji i samim tim normalna podgrupa
grupe Aut(ch2)

CH2 = AN = R+ ⋉H3 ∼= D ⋉ U.
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2.2 Klasifikacija metrika

Lema 2.3. Grupa automorfizama Lijeve algebre rh4

Aut(rh4) =

{(
M b
0 1

) ∣∣∣M ∈ GL(3,R), b ∈ R3

}
(2.2)

izomorfna je sa Aff3(R), grupom afinih transformacija prostora R3.

Dokaz: Fiksirajmo bazu (e1, e2, e3, e4) Lijeve algebre rh4 sa komutatorima
oblika (1.11). Neka je A = (aij) matrica proizvo	nog automorfizma u ovoj
bazi. Za i ∈ {1, 2, 3} va�i

4∑
j=1

ajiej = Aei = A[ei, e4] = [Aei, Ae4] =

[
4∑

j=1

ajiej,

4∑
j=1

aj4ej

]
=

3∑
j=1

ajia44ej.

Izjednaqava�em koeficijenata uz bazni vektor e4 najpre sledi da je a4i = 0
za i ∈ {1, 2, 3}. Zatim, izjednaqava�em koeficijenata uz ostale bazne vektore,
sledi da je a44 = 1. Direktnom proverom ostalih komutatora vidimo da ne
postoje dodatne restrikcije na koeficijente matrice automorfizma.

2.2 Klasifikacija metrika

Teorema 2.1. Neizometriqni pozitivno definitni skalarni proizvodi Li-
jeve algebre ch2, u levo-invarijantnoj bazi sa komutatorima oblika (1.10),
dati su matricama

S(p, b, β) =


p b 0 0
b 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 β

 , (2.3)

gde je b ≥ 0, β > 0, p− b2 > 0.

Dokaz: Neka je S ∈ GL(4,R) proizvo	na simetriqna pozitivno definitna
matrica. Tra�imo najjednostavnije predstavnike orbita pod dejstvom grupe
automorfizama Aut(ch2) u nekoliko koraka. Zapiximo najpre S u obliku blok
matrice:

S =

p1 zT0 l

z0 S̃ w
l wT β̄

 ,

gde je p1, l, β̄ ∈ R, z0, w ∈ R2, i S̃ ∈ GL(2,R).
Unipotentnim automorfizmom A1(− 1

β̄
w, 0) ∈ U , gde je U definisano u

lemi 2.2, najpre ponixtimo vektor w. Pojednostav	ena matrica skalarnog
proizvoda je sada

S1 = AT
1 SA1 =

p2 zT1 l
z1 S̄ 0
l 0T β̄

 .

Poxto je polazna matrica S pozitivno definitna, i matrica S̄ je pozitiv-
no definitna. Na osnovu Vilijamsonove teoreme [78], postoji simplektiqka
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2.2 Klasifikacija metrika

matrica M ∈ Sp(2,R) koja dijagonalizuje pozitivno definitnu simetriqnu
matricu S̄ i transformixe je u Vilijamsonovu dijagonalnu formu

dσ =

(
σ 0
0 σ

)
,

gde je σ =
√

det S̄ > 0 simplektiqka sopstvena vrednost matrice S̄. Drugim
reqima

MT S̄M = dσ.

Ovakva simplektiqka matrica M nije jedinstvena. Ako je

S̄ =

(
a h
h c

)
,

onda je

M =

− h√
|a|σ

√
σ
|a|√

|a|
σ

0


primer simplektiqke matrice koja transformixe S̄ u Vilijamsonovu dijago-
nalnu formu. Ako sada odaberemo automorfizam

A2(M) =

1 0 0
0 M 0
0 0 1

 ∈ P,

skalarni proizvod postaje

S2 = AT
2 S1A2 =

 p2 zT1 M l
MT z1 MT S̄M 0

l 0 β̄

 =

p2 zT2 l
z2 dσ 0
l 0 β̄

 .

Ponixtimo sada l unipotentnim automorfizmom A3

(
0,− l

β̄

)
∈ U :

S3 = AT
3 S2A3 =

p2 − l2

β̄
zT2 0

z2 dσ 0
0 0 β̄

 =

 p zT2 0
z2 dσ 0
0 0 β̄

 .

Dijagonalni automorfizam A4

(
1√
σ

)
∈ D svodi dijagonalnu matricu dσ

na jediniqnu

S4 = AT
4 S3A4 =

 p 1√
σ
zT2 0

1√
σ
z2

1
σ
dσ 0

0 0 β̄
σ2

 =

p zT 0
z I 0
0 0 β

 =


p x1 x2 0
x1 1 0 0
x2 0 1 0
0 0 0 β

 .

33



2.2 Klasifikacija metrika

Ako je x2
1 + x2

2 = 0, onda je dokaz zavrxen, matrica skalarnog proizvoda je
oblika (2.3). U suprotnom, posmatramo automorfizam

A5 =


1 0 0 0
0 a h 0
0 c d 0
0 0 0 1

 ∈ P,

gde je

a =
x1√

x2
1 + x2

2

, h = − x2√
x2
1 + x2

2

, c =
x2√

x2
1 + x2

2

, d =
x1√

x2
1 + x2

2

.

Dejstvom ove rotacije matrica skalarnog proizvoda dobija tra�eni oblik

S5 = AT
5 S4A5 =


p ax1 + cx2 hx1 + dx2 0

ax1 + cx2 a2 + c2 ah+ cd 0
hx1 + dx2 ah+ cd h2 + d2 0

0 0 0 β

 =

=


p

√
x2
1 + x2

2 0 0√
x2
1 + x2

2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 β

 =


p b 0 0
b 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 β

 ,

b ≥ 0, β > 0, p− b2 > 0.

Oznaqimo sa g(p, b, β) metriku na Lijevoj grupi CH2 koja odgovara ska-
larnom proizvodu S(p, b, β) na algebri ch2. Poxto skalarni proizvod na al-
gebri levim translacijama jedinstveno odre�uje levo-invarijantnu metriku,
prethodna teorema daje klasifikaciju svih levo-invarijantnih Rimanovih
metrika na grupi CH2. Pokaza�emo u poglav	u 4 da je u sluqaju b = 0 i
pβ = 1 odgovaraju�a metrika Ajnxtajnova. Prostor CH2 sa ovom metrikom i
standardnom kompleksnom strukturom je Kelerova mnogostrukost konstantne
holomorfne sekcione krivine −β.

Primetimo da dejstvo grupe automorfizama na prostor simetriqnih ma-
trica nije slobodno. Naime, postoje neidentiqki automorfizmi koji skalarni
proizvod S(p, b, β) oblika (2.3) ostav	aju invarijantnim, odnosno ispu�avaju
uslov ATSA = S. Grupa ovakvih automorfizama definisa�e u poglav	u 3
klase ekvivalencije na prostoru kompleksnih struktura, pa ih zbog toga sada
posebno izdvajamo.

Lema 2.4. Neka je S = S(p, b, β) skalarni proizvod oblika (2.3), Lijeve
algebre ch2 u bazi e = (e1, e2, e3, e4) sa komutatorima oblika (1.10). Tada je
stabilizator skalarnog proizvoda S u grupi automorfizama

Aut(ch2)S = {A ∈ Aut(ch2) |ATSA = S} ∼=

{
Z2, b > 0,

O(2), b = 0.

Dokaz: Matrica automorfizma A je oblika (2.1). Direktnim raqunom iz
uslova ATSA = S dobijamo slede�e mogu�nosti:
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2.2 Klasifikacija metrika

� Ako je b > 0, onda je A jediniqna matrica ili A = diag(1, 1,−1,−1).

� Ako je b = 0, onda je

A =


1 0 0 0
0 cosϕ −λ sinϕ 0
0 sinϕ λ cosϕ 0
0 0 0 λ

 , λ = ±1.

Teorema 2.2. Neizometriqni pozitivno definitni skalarni proizvodi Li-
jeve algebre rh4, u levo-invarijantnoj bazi (e1, e2, e3, e4) sa komutatorima
oblika (1.11), dati su matricama

S(λ) =

(
I3 0
0 λ

)
, λ > 0. (2.4)

Dokaz: Neizometriqne skalarne proizvode na Lijevoj algebri rh4 tra-
�imo kao orbite grupe Aut(rh4), odnosno kao klase ekvivalencije pozitivno
definitnih simetriqnih matrica S u odnosu na relaciju S ∼ ATSA, gde je
A = A(M, b) automorfizam oblika (2.2). Neka je S ∈ GL(4,R) proizvo	na
simetriqna pozitivno definitna matrica. Zapiximo je kao blok matricu

S =

(
S̄ v
vT λ̄

)
,

gde je S̄ simetriqna pozitivno definitna 3× 3 matrica, v ∈ R3, λ̄ ∈ R. Najpre
dejstvom automorfizma A1(I3,−S̄−1v) ponixtimo vektor v

S1 = AT
1 SA1 =

(
S̄ 0
0 λ

)
.

Neka je M matrica koja simetriqnu matricu S̄ svodi na jediniqnu. Primenom
automorfizma A2(M, 0) dobijamo tra�eni oblik skalarnog proizvoda

S2 = AT
2 S1A2 =

(
I3 0
0 λ

)
.

Skalarni proizvod S(λ) na algebri rh4 jednoznaqno odre�uje levo-
invarijantnu Rimanovu metriku g(λ) na grupi RH4 levim translacijama.
U poglav	u 4 pokazujemo da je prostor RH4 sa ovom metrikom Rimanova
mnogostrukost konstantne negativne sekcione krivine − 1

λ
.

Problem klasifikacije levo-invarijantnih metrika realnog hiperbo-
liqkog prostora je rexen u svim dimenzijama i signaturama. Sve levo-
invarijantne metrike na RHn klasifikovane su u radu [76].
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3 Hermitske kompleksne strukture

Osnovni ci	 ovog poglav	a je klasifikacija levo-invarijantnih hermit-
skih kompleksnih struktura na Lijevim grupama CH2 i RH4 sa proizvo	nim
levo-invarijantnim Rimanovim metrikama.

Ovo istra�iva�e inspirisano je radom Ovando, Kompleksne struktu-
re na RH4 i CH2 [53], koji je bio deo �ene doktorske disertacije pod
mentorstvom Izabele Doti. U tom radu prouqavane su klase ekvivalencije
levo-invarijantnih kompleksnih struktura na Lijevim algebrama ch2 i rh4,
dobijene dejstvom grupe automorfizama na odre�ene podalgebre kompleksifi-
kacije polaznih algebri. Ove rezultate Ovando je zatim proxirila na sve
levo-invarijantne qetvorodimenzione rexive grupe koje imaju trodimenzionu
izvodnu algebru [54]. Taj rad predstav	a uopxte�e rezultata Snou [64], koja je
jox 1990. dala klasifikaciju holomorfno ekvivalentnih levo-invarijantnih
kompleksnih struktura na rexivim Lijevim grupama sa izvodnim algebra-
ma dimenzije ma�e od tri. Ovando je zatim primenila sliqan pristup za
prouqava�e kompleksnih struktura na tangentnim i kotangentnim algebrama
dimenzije xest [69], kao i na klase ekvivalencije simplektiqkih struktura
qetvorodimenzionih Lijevih algebri [55].

Zajedniqko za navedene radove je da se kompleksne strukture posmatraju
u odnosu na standardne metrike hiperboliqkih prostora, dok je ovde pri-
me�en drugaqiji pristup - odre�ene su hermitske strukture za sve mogu�e
levo-invarijantne Rimanove metrike.

Zanim	ivo je da se ch2 pojav	uje u klasifikaciji invarijantnih hiper-
kompleksnih struktura na qetvorodimenzionim Lijevim algebrama Marije
Barberis [7]. Na ovoj algebri pronaxla je dvodimenzionu sferu kompleksnih
struktura. Ispostav	a se da ove strukture jesu hermitske, ali nisu Kelerove,
i pojav	uju se kao jedan od sluqajeva u naxoj klasifikaciji koji odgovara

metrici g
(

1
4β
, 0, β

)
. Bla�i� i Vukmirovi� [10] su pokazali da je ch2 jedna

od tri qetvorodimenzione Lijeve algebre koja nije Abelova, a dopuxta u isto
vreme i hiperkompleksnu i para-hiperkompleksnu strukturu.

Skoro kompleksna struktura J na mnogostrukosti M je automorfizam
J : TM → TM , koji zadovo	ava uslov

J2 = −Id.

Nijenhuisov tenzor N skoro kompleksne strukture J je tenzorsko po	e
tipa (1, 2), definisano izrazom

N(X,Y ) = [JX, JY ]− [X,Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ], X, Y ∈ TM. (3.1)
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Skoro kompleksna struktura J naziva se kompleksna struktura ako je
�en Nijenhuisov tenzor identiqki jednak nuli

N ≡ 0.

U tom sluqaju ka�emo da je M kompleksna mnogostrukost, a da je operator
J integrabilan.

J je hermitska (skoro) kompleksna struktura ako je saglasna sa
Rimanovom metrikom g, tj.

g(X, Y ) = g(JX, JY ), X, Y ∈ TM.

Ako su kompleksna struktura i Rimanova metrika levo-invarijantne, pret-
hodni uslov je ekvivalentan sa jednaqinom na Lijevoj algebri

JTS + SJ = 0,

gde je S matrica skalarnog proizvoda koji odgovara metrici g.
Kompleksna struktura J je Abelova ako va�i [X,Y ] = [JX, JY ] za sve

X, Y ∈ TM .
Neka je ∇ Levi-Qivita povezanost metrike g. Kompleksna struktura je

paralelna ako je

(∇XJ)Y = ∇X(JY )− J(∇XY ) = 0, X, Y ∈ TM.

Rimanova mnogostrukost (M, g, J) je (skoro) Kelerova ako je (skoro) kom-
pleksna struktura paralelna u odnosu na Levi-Qivita povezanost metrike g.

Ovando [53, 69] je posmatrala realnu Lijevu algebru g i �enu kompleksi-
fikaciju gC = g ⊗ C. Proizvo	an element gC je oblika X ⊗ c, gde je X ∈ g,
c ∈ C. Svaka (skoro) kompleksna struktura J se sa algebre g xiri na gC preko
J(X ⊗ c) = JX ⊗ c. Uz standardnu identifikaciju X ∈ g sa X ⊗ 1 ∈ gC, svaki
element gC se mo�e zapisati u obliku (X + iY ), X,Y ∈ g. Sopstveni prostor
koji odgovara imaginarnoj sopstvenoj vrednosti i operatora J je podalgebra m
algebre gC

m = {X − iJX | X ∈ g}.

Ako je σ konjugacija na gC, tj.

σ(X + iY ) = X − iY, X, Y ∈ g,

onda je m sopstveni potprostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti i, a σ(m)
je sopstveni potprostor koji odgovara −i. Tada se kompleksifikacija razbija
na slede�i naqin:

gC = m⊕ σ(m). (3.2)

Ako je J skoro kompleksna struktura, odgovara joj jedinstvena kompleksna
podalgebra m i obrnuto, svako razbija�e (3.2) jedinstveno odre�uje skoro
kompleksnu strukturu J . Preciznije, svaki vektor iz algebre X ∈ g ⊂ gC

mo�e da se zapixe jedinstveno kao X = U + V ∈ m ⊕ σ(m), pa mo�emo da

37



3.1 Klasifikacija

definixemo preslikava�e J preko JX = iU − iV . Poxto va�i σ ◦ J = J ◦ σ,
preslikava�e J definixe skoro kompleksnu strukturu na g.

Dve kompleksne strukture J1 i J2 na g su holomorfno ekvivalentne ako
postoji automorfizam φ algebre g takav da

φ ◦ J1 = J2 ◦ φ, φ ∈ Aut(g).

Ovo je ekvivalentno sa time da postoji automorfizam φ kompleksifikacije
gC koji quva odgovaraju�e podalgebre

φm1 = m2, φ ◦ σ = σ ◦ φ, φ ∈ Aut(gC).

Rezultati Ovando odnose se na standardne metrike i ortonormirane baze
Lijevih algebri ch2 i rh4, i poklapaju se sa naxim rezultatima u specijalnim
sluqajevima koji odgovaraju metrikama g(1, 0, 1) na CH2 i g(1) na RH4.

3.1 Klasifikacija

Teorema 3.1. Levo-invarijantne hermitske kompleksne strukture na me-
triqkoj Lijevoj grupi (CH2, g) kojoj odgovara Lijeva algebra ch2 sa skalarnim
proizvodom S(p, b, β) oblika (2.3) su

1a) za b = 0, 1− 4pβ = 0, dvodimenziona sfera struktura

{Js,r,q | s2 + r2 + q2 = 1},

1b) za b = 0, 1− 4pβ ̸= 0, 4 strukture JK±, JNK±,

2a) za b > 0, 1− 4pβ = 0, 4 strukture J1±, J2±,

2b1) za b > 0, 1− 4pβ ̸= 0, detS ̸= 4p2β2, 4 strukture J3±, J4±,

2b2) za b > 0, 1− 4pβ ̸= 0, detS = 4p2β2, 4 strukture J5±, J6±.

Matrice ovih struktura u levo-invarijantnoj bazi sa komutatorima oblika
(1.10) date su u tabeli 3.1.

Dokaz: Neka je J = (aij) matrica kompleksne strukture J u bazi sa komu-
tatorima oblika (1.10). Poxto je J hermitska struktura, mora da zadovo	ava
uslov

JTS + SJ = 0,

odnosno

a33 = 0, a44 = 0, a22 = −a12b,

a34 = −a43β, a11 = a12b, a21 = −a12p,

a13 =
a31 − a32b

b2 − p
, a23 =

−a32p+ a31b

p− b2
,

a14 =
−a41β + a42bβ

p− b2
, a24 =

−a42pβ + a41bβ

p− b2
.
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3.1 Klasifikacija

S(p, b, β) Hermitske kompleksne strukture Izomorfne

b = 0
1− 4pβ = 0

Js,r,q =


0 −2s

√
β −2r

√
β −2qβ

s
2
√
β

0 −q r
√
β

r
2
√
β

q 0 −s
√
β

q
2β

− r√
β

s√
β

0

 , s2 + r2 + q2 = 1

(s, r, q) ∼ (0, r̃, q̃)
r̃, q̃ ≥ 0
r̃2 + q̃2 = 1

b = 0
1− 4pβ ̸= 0

JK± = ±


0 0 0

√
β
p

0 0 −1 0
0 1 0 0

−
√

p
β

0 0 0

 JNK± = ±


0 0 0 −

√
β
p

0 0 −1 0
0 1 0 0√
p
β

0 0 0


JK+ ∼ JK−
JNK+ ∼ JNK−

b > 0
1− 4pβ = 0

Ji± = ±


0 0 − b(r2i−2p2)

2pri(p−b2)
− r2i−2pb2

4pri(p−b2)

0 0
r2i−2pb2

2ri(p−b2)
− b(r2i−2p2)

4pri(b2−p)

−pb
ri

− ri
2p

0 0

ri
2pb
ri

0 0


i ∈ {1, 2}, r1 = p

√
2
(
1 + 2

√
detS

)
, r2 = p

√
2
(
1− 2

√
detS

)

J1+ ∼ J1−
J2+ ∼ J2−

b > 0
1− 4pβ ̸= 0
detS ̸= 4p2β2

Ji± = ±


0 0 − 2q(2pti+1)bβ

(p−b2)(1−4pβ)

qβ(−2tib
2−4βb2+4pβ−1)

(p−b2)(1−4pβ)

0 0
q(4tiβp2−tip+tib

2+2b2β)
(p−b2)(1−4pβ)

q(2pti+1)bβ
(p−b2)(1−4pβ)

qb(ti+2β)
1−4pβ

qti 0 0

q −2qb(ti+2β)
1−4pβ

0 0


i ∈ {3, 4}, q =

√
1−4pβ
t2i−4β2 , t3 =

2b2β+
√

β(p−b2)(4pβ−1)2

−4p2β+p−b2
, t4 =

2b2β−
√

β(p−b2)(4pβ−1)2

−4p2β+p−b2

J3+ ∼ J3−
J4+ ∼ J4−

b > 0
1− 4pβ ̸= 0
detS = 4p2β2

J5± = ±


0 0 −

√
1−4pβ

p(12pβ+1)
− 4pβ+1

2p
√
12pβ+1

0 0 2√
12pβ+1

1
2

√
1−4pβ

p(12pβ+1)

−
√

p(1−4pβ)
12pβ+1

− 4pβ+1√
12pβ+1

0 0

4p√
12pβ+1

2
√

p(1−4pβ)
12pβ+1

0 0



J6± = ±


0 0 − 1√

p
−

√
1−4pβ
2p

0 0 0 1
2
√
p√

p
√
1− 4pβ 0 0

0 −2
√
p 0 0



J5+ ∼ J5−
J6+ ∼ J6−

Tabela 3.1. Hermitske kompleksne strukture na ch2 sa skalarnim proizvodom
S(p, b, β)
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3.1 Klasifikacija

J je kompleksna struktura, pa va�i:

N(X,Y ) = 0, J2 = −Id, (3.3)

gde je N Nijenhuisov tenzor (3.1).
Rexava�e ovih kvadratnih jednaqina podelimo na sluqajeve

1) b = 0

1a) b = 0, 1− 4pβ = 0,

1b) b = 0, 1− 4pβ ̸= 0;

2) b > 0

2a) b > 0, 1− 4pβ = 0,

2b) b > 0, 1− 4pβ ̸= 0,

2b1) detS ̸= 4p2β2,

2b2) detS = 4p2β2.

Sluqaj 1a) b = 0, 1− 4pβ = 0.
U ovom sluqaju kvadratni uslovi (3.3) postaju

4a231β + 4a241β
2 + a243β = 1.

Ako oznaqimo
r = 2a31

√
β, s = a43

√
β, q = 2a41β,

onda strukture Jr,s,q zadovo	avaju uslov r2 + s2 + q2 = 1, pa dobijamo sferu
hermitskih kompleksnih struktura

Js,r,q =


0 −2s

√
β −2r

√
β −2qβ

s
2
√
β

0 −q r
√
β

r
2
√
β

q 0 −s
√
β

q
2β

− r√
β

s√
β

0

 , s2 + r2 + q2 = 1.

Sluqaj 1b) b = 0, 1− 4pβ ̸= 0.
Kvadratni uslovi (3.3) i regularnost matrice J sada daju sistem jednaqina

a43 = 0, a12 = 0, a42 = 0, a31 = 0, a232 = 1, a241 =
p

β
.

Rexe�e ovog sistema su taqno qetiri hermitske kompleksne strukture, JK± i
JNK± :

JK± = ±


0 0 0

√
β
p

0 0 −1 0
0 1 0 0

−
√

p
β

0 0 0

 JNK± = ±


0 0 0 −

√
β
p

0 0 −1 0
0 1 0 0√
p
β

0 0 0

 .
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3.1 Klasifikacija

Sluqaj 2) b > 0.
Kvadratni uslovi (3.3) i regularnost matrice J sada daju sistem:

a43 = 0, a12 = 0,

a31 = a32b− 2a42pβ + 2a41bβ, (3.4)

a232 +
(a42 + 2a32b)(a42p− a41b)β

p− b2
− 1 = 0, (3.5)

a232 +
4(a42p− a41b)

2β2

p− b2
− 1 = 0. (3.6)

Sluqaj 2a) b > 0, 1− 4pβ = 0.

Sada iz jednaqina (3.5) i (3.6) sledi a32 = −a41
2p

. Iz jednaqine (3.4) onda

dobijemo a31 = −a42
2
. Uslovi (3.3) sada postaju

a41a42 = 2pb, (3.7)

a241 + a242p = 4p2. (3.8)

Posmatrajmo sistem (3.7), (3.8) u ravni sa koordinatama (a41, a42). Poxto je
p > 0, b > 0, jednaqina (3.7) predstav	a hiperbolu, a jednaqina (3.8) predsta-
v	a elipsu. Direktno proverimo da se ove dve krive seku u qetiri taqke

a41 = ±p

√
2(1± 2

√
detS), a42 =

2pb

a41
.

Sva qetiri rexe�a po a41 su realna. Ako oznaqimo

r1 = p

√
2(1 + 2

√
detS), r2 = p

√
2(1− 2

√
detS),

dobijamo kompleksne strukture J1± i J2±.

Ji± = ±


0 0 − b(r2i−2p2)

2pri(p−b2)
− r2i−2pb2

4pri(p−b2)

0 0
r2i−2pb2

2ri(p−b2)
− b(r2i−2p2)

4pri(b2−p)

−pb
ri

− ri
2p

0 0

ri
2pb
ri

0 0

 , i ∈ {1, 2}.

Sluqaj 2b) b > 0, 1− 4pβ ̸= 0.

Uslovi (3.5), (3.6) i regularnost matrice J daju

a42 =
2(a32b+ 2a41bβ)

4pβ − 1
.

Kvadratni uslovi (3.3) su sada ekvivalentni sa

a232 − 4a241β
2 + 4pβ − 1 = 0, (3.9)

(4βp2 − p+ b2)a232 + 4a32a41βb
2 + (β − 4β2p+ 4β2b2)a241 = 0. (3.10)
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3.1 Klasifikacija

Jednaqina (3.9) po nepoznatim a32, a41 predstav	a hiperbolu. Determinanta
kvadratne forme (3.10) je

−(1− 4pβ)2 detS.

Strogo je negativna, pa jednaqina (3.10) predstav	a dve prave kroz koordi-
natni poqetak. Dakle, rexe�e sistema je presek hiperbole i unije dve prave.
Koeficijent uz a232 u jednaqini (3.10) je 1

β
(4p2β2 − detS), pa zbog toga imamo

grana�e:

2b1) detS ̸= 4p2β2,

2b2) detS = 4p2β2.

Sluqaj 2b1) b > 0, 1− 4pβ ̸= 0, detS ̸= 4p2β2.
U ovom sluqaju je a41 ̸= 0. Uvedimo smenu a32 = ta41. Sada iz jednaqine (3.10)
sledi

a41 =

√
1− 4pβ

t2 − 4β2
, t± =

2b2β ±
√

β (p− b2) (4pβ − 1)2

−4p2β + p− b2
.

Ako uvedemo oznake t3 = t+, t4 = t−, q = a41, rexe�a su qetiri strukture J3± i
J4±:

Ji± = ±


0 0 − 2q(2pti+1)bβ

(p−b2)(1−4pβ)

qβ(−2tib
2−4βb2+4pβ−1)

(p−b2)(1−4pβ)

0 0
q(4tiβp2−tip+tib

2+2b2β)
(p−b2)(1−4pβ)

q(2pti+1)bβ
(p−b2)(1−4pβ)

qb(ti+2β)
1−4pβ

qti 0 0

q −2qb(ti+2β)
1−4pβ

0 0,

 ,

i ∈ {3, 4}, q =

√
1− 4pβ

t2i − 4β2
,

t3 =
2b2β +

√
β (p− b2) (4pβ − 1)2

−4p2β + p− b2
, t4 =

2b2β −
√
β (p− b2) (4pβ − 1)2

−4p2β + p− b2
.

Sluqaj 2b2) b > 0, 1− 4pβ ̸= 0, detS = 4p2β2.

U ovom sluqaju jednaqina (3.10) postaje

a41β(1− 4pβ)(4a32p+ 4a41pβ + a41) = 0.

Jedine opcije su
a41 ̸= 0 i a41 = 0,

xto daje redom strukture J5± i J6±.

J5± = ±


0 0 −

√
1−4pβ

p(12pβ+1)
− 4pβ+1

2p
√
12pβ+1

0 0 2√
12pβ+1

1
2

√
1−4pβ

p(12pβ+1)

−
√

p(1−4pβ)
12pβ+1

− 4pβ+1√
12pβ+1

0 0

4p√
12pβ+1

2
√

p(1−4pβ)
12pβ+1

0 0

 ,
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J6± = ±


0 0 − 1√

p
−

√
1−4pβ
2p

0 0 0 1
2
√
p√

p
√
1− 4pβ 0 0

0 −2
√
p 0 0

 .

Ovim su pokriveni svi mogu�i sluqajevi i klasifikacija hermitskih
kompleksnih struktura je potpuna.

Definicija 3.1. Hermitske kompleksne strukture J i J̃ nazivamo izomorf-
nim ako postoji automorfizam A ∈ Aut(ch2)S koji quva skalarni proizvod S
takav da va�i

J̃ = A−1JA.

Ova definicija zadaje relaciju ekvivalencije na prostoru kompleksnih
struktura, a izomorfne strukture suxtinski zadaju istu geometriju na Lijevoj
grupi. Na osnovu leme 2.4 direktnim raqunom dobijamo koje strukture iz
klasifikacije su me�usobno izomorfne. Odgovaraju�e klase ekvivalencije
prikazane su u posled�oj koloni tabele 3.1.

Primetimo da za svaku levo-invarijantnu metriku grupe CH2 postoji dvo-
dimenziona sfera hermitskih skoro kompleksnih struktura. Me�utim, uslov
integrabilnosti name�e dodatna ograniqe�a, ponekad toliko jaka da postoje
Lijeve grupe parne dimenzije koje ne dopuxtaju ni jednu integrabilnu kom-
pleksnu strukturu [24].

Posledica 3.1. Na Lijevoj algebri ch2 ne postoje Abelove hermitske kom-
pleksne strukture.

Dokaz: Proverimo uslov [X, Y ] = [JX, JY ] za sve kompleksne strukture iz
tabele 3.1.

Za sferu kompleksnih struktura Js,r,q, uslov [e1, e2] = [Je1, Je2] povlaqi
s = 1, r = q = 0. Me�utim, u tom sluqaju je [Je1, Je3] = 0, dok je [e1, e3] =

1
2
e3 ̸= 0,

pa Js,r,q nije Abelova.
U svim ostalim sluqajevima iz tabele 3.1, va�i da su Je1 i Je2 linearne

kombinacije e3 i e4, pa je [Je1, Je2] = 0, dok je [e1, e2] =
1
2
e2 ̸= 0.

Prema tome, nijedna kompleksna struktura nije Abelova.

Barberis [7] je klasifikovala sve hiperkompleksne strukture na qetvo-
rodimenzionim realnim Lijevim algebrama. U toj klasifikaciji se pojav	uje
Lijeva algebra ch2, a �ena sfera hiperkompleksnih struktura odgovara naxem
sluqaju Js,r,q iz teoreme 3.1. Naime, za strukture

I = J1,0,0, J = J0,1,0, K = J0,0,1,

sfere {Js,r,q | s2 + r2 + q2 = 1} va�i

IJ = K = −JI,

pa one qine hiperkompleksnu strukturu (I, J,K). Takva struktura na qe-
tvorodimenzionoj mnogostrukosti odre�uje konformno jedinstvenu hermitsku
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3.1 Klasifikacija

metriku. U naxem sluqaju, to je metrika g
(

1
4β
, 0, β

)
iz klasifikacije date u

teoremi 2.1.
Ovando [53, 54] je odredila tri klase holomorfno ekvivalentnih komplek-

snih struktura na Lijevoj algebri ch2. Posmatrala je ortonormiranu bazu u
odnosu na standardnu metriku i primetila je da jedna od tih klasa sadr�i
standardnu Kelerovu strukturu kompleksnog hiperboliqkog prostora. Ovaj
sluqaj odgovara strukturama JK± iz naxe klasifikacije za metriku g(1, 0, 1),
dok druga klasa odgovara strukturama JNK±. Kompleksne strukture iz tre�e
klase nisu hermitske.

Teorema 3.2. Svaka levo-invarijantna Rimanova metrika g(λ) na Lijevoj
grupi RH4, zadata pozitivno definitnim skalarnim proizvodom S(λ), λ > 0,
oblika (2.4) na Lijevoj algebri rh4, dopuxta dvodimenzionu sferu hermitskih
kompleksnih struktura:

Jα,β,γ =


0 −α −β −γ

√
λ

α 0 −γ β
√
λ

β γ 0 −α
√
λ

γ√
λ

− β√
λ

α√
λ

0

 , α2 + β2 + γ2 = 1.

Dokaz: Neka je J = (aij) matrica kompleksne strukture J u bazi sa
komutatorima oblika (1.11). Poxto je J hermitska, zadovo	ava uslov

JTS + SJ = 0,

odnosno

a11 = 0, a22 = 0, a33 = 0, a44 = 0, a21 = −a12, a32 = −a23,

a31 = −a13, a14 = −a41λ, a24 = −a42λ, a34 = −a43λ.

Ako oznaqimo
a21 = α, a31 = β, a32 = γ,

uslov J2 = −Id daje jednaqine:

a241 =
1− α2 − β2

λ
, a242 =

1− α2 − γ2

λ
, a243 =

1− β2 − γ2

λ
,

λ(a241 + a242 + a243) = 1.

Odatle direktno sledi konaqan oblik matrice i uslov

α2 + β2 + γ2 = 1.

Direktnom proverom uslova integrabilnosti, ispostavi se da je i on zadovo-
	en. Drugim reqima svaka skoro kompleksna hermitska struktura na RH4 je
ujedno i kompleksna.

Za standardnu metriku g(1) realnog hiperboliqkog prostora, Ovando [53] je
pronaxla sferu kompleksnih struktura, xto se sla�e sa rezultatom prethodne
teoreme.
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Posledica 3.2. Na Lijevoj algebri rh4 nema Abelovih hermitskih komplek-
snih struktura.

Dokaz: Neposrednom proverom uslova [e1, ek] = [Je1, Jek] za k ∈ {2, 3, 4}
vidimo da on nije ispu�en ni za jednu kompleksnu strukturu Jα,β,γ iz prethodne
teoreme.

Primedba 3.1. Sve kompleksne strukture Lijeve grupe RH4 su ekvivalentne
u smislu definicije 3.1.

45



4 Geometrija

U ovom poglav	u razmatramo krivinske osobine levo-invarijantnih Rima-
novih metrika g(p, b, β) na Lijevoj grupi CH2, kao i metrika g(λ) na Lijevoj
grupi RH4.

Prikazani su deta	ni raquni krivinskih osobina za navedene prostore u
odnosu na sve mogu�e levo-invarijantne Rimanove metrike. Za svaku metriku
odre�eni su Levi-Qivita povezanost, Rimanov tenzor krivine, Riqijev tenzor
i skalarna krivina. Na grupi CH2 su provereni uslovi pod kojima postoji
Kelerova struktura, a zatim su odre�ene metrike u odnosu na koje je CH2

auto-dualna mnogostrukost. Pokazuje se da je standardna metrika kompleksnog
hiperboliqkog prostora jedina Ajnxtajnova metrika u dobijenoj klasifikaci-
ji. Ona je ujedno i jedina metrika koja dopuxta Kelerovu strukturu. Sa druge
strane, na grupi RH4 su sve levo-invarijantne Rimanove metrike Ajnxtajnove,
jer se razlikuju samo do na konstantu.

Teorijski deo ovog poglav	a koji se odnosi na auto-dualnost zasnovan je na
preglednom radu Fridriha [19], gde su dati osnovni pojmovi i tvr�e�a. Deo
posve�en holonomiji se najvixe osla�a na rad Nijenhuisa [51], koji pratimo
zbog jasnog i sistematiqnog izlaga�a i lepo izvedenih dokaza veza izme�u
razliqitih tipova grupa holonomije.

4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost

Neka je ∇ Levi-Qivita povezanost koja odgovara metrici Rimanove mnogo-
strukosti (M, g). Za sva glatka vektorska po	a naM va�i Ko�ulova formula:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+ g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y ), X, Y, Z ∈ X(M).
(4.1)

Poxto su i metrika g i vektorska po	a levo-invarijantni na Lijevoj grupi G,
funkcije g(X,Y ) su konstantne, pa prva tri qlana Ko�ulove formule nestaju:

2g(∇XY, Z) = g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y ), X, Y, Z ∈ X(M). (4.2)

U levo-invarijantnoj bazi e = (e1, e2, e3, e4) metrici g odgovara pozitivno
definitan skalarni proizvod S Lijeve algebre g. Uvedimo oznaku

koz(X, Y, Z) =
1

2
(g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )) .

Ako identifikujemo vektorska po	a sa matricama kolona koordinata u datoj
bazi e, prethodni izraz mo�emo zapisati u obliku

koz(X, Y, Z) = g(∇XY, Z) = (∇XY )TSZ = ZTS∇XY.
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4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost

Da bismo izraqunali koordinate (v1, v2, v3, v4) vektora

v = S∇XY

u bazi e, primenimo prethodnu jednaqinu na bazne vektore:

vk = eTk v = eTk S∇XY = koz(X, Y, ek).

Na ovaj naqin dobijamo eksplicitnu formulu za raquna�e povezanosti:

S∇XY =


v1
v2
v3
v4

 ⇒ ∇XY = S−1


v1
v2
v3
v4

 . (4.3)

Neka je sada (M2n, g) orijentisana Rimanova mnogostrukost. Ako je
(f1, . . . , f2n) lokalna baza tangentnog rasloje�a TM , onda sa Λk oznaqavamo
rasloje�e k-vektora

Λk = R⟨fi1 ∧ . . . fik⟩, {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , 2n}.

Rimanova metrika g na TpM prirodno indukuje pozitivno-definitni skalarni
proizvod ⟨ · , · ⟩ na prostoru k-vektora Λk na slede�i naqin:

⟨X1 ∧ · · · ∧Xk, Y1 ∧ · · · ∧ Yk⟩ := det(g(Xi, Yj)).

Definicija 4.1. Neka je (f1, . . . , f2n) lokalna ortonormirana baza TM i neka
je ω = f1 ∧ · · · ∧ f2n zapreminska forma na M2n. Definiximo Ho
ov zvezda
operator

∗ : Λk → Λ2n−k

relacijom
α ∧ ∗β = ⟨α, β⟩ ω. (4.4)

Ho
ov zvezda operator ima slede�e osobine:

1. ∗2 = (−1)kId na Λk

2. Ako je I = (i1 < · · · < ip) i J = (j1 < · · · < j2n−p) razbija�e skupa indeksa
(1, . . . , 2n), onda va�i

∗(fI) = sgn(I, J)fJ ,

gde je fI = fi1∧· · ·∧fip , fJ = fj1∧· · ·∧fj2n−p , a sgn(I, J) je znak permutacije

sgn(I, J) = sgn

(
1 . . . p p+ 1 . . . 2n
i1 . . . ip jp+1 . . . j2n−p

)
.

3. U dimenziji n Ho
ov zvezda operator je ortogonalna transformacija
∗ : Λn → Λn, ∗2 = (−1)nId.
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4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost

Za qetvorodimenzione mnogostrukosti M4 posmatramo rasloje�e 2−vektora
Λ2M . Ho
ov zvezda operator ∗ : Λ2 → Λ2 je sada ortogonalna involucija
∗2 = Id, pa indukuje ortogonalnu dekompoziciju

Λ2 = Λ2
+ ⊕ Λ2

− (4.5)

xestodimenzionog prostora Λ2 na trodimenzione sopstvene prostore operatora
∗ koji odgovaraju sopstvenim vrednostima ±1. Odaberimo proizvo	nu ortonor-
miranu bazu f pozitivne orijentacije. Tada je H = (h+

1 , h
+
2 , h

+
3 , h

−
4 , h

−
5 , h

−
6 ) baza

prostora Λ2 = Λ2
+ ⊕ Λ2

− sastav	ena od sopstvenih vektora:

h+
1 =

1√
2
(f1 ∧ f2 + f3 ∧ f4), h−

4 =
1√
2
(f1 ∧ f2 − f3 ∧ f4) ,

h+
2 =

1√
2
(f1 ∧ f3 − f2 ∧ f4) , h−

5 =
1√
2
(f1 ∧ f3 + f2 ∧ f4), (4.6)

h+
3 =

1√
2
(f1 ∧ f4 + f2 ∧ f3), h−

6 =
1√
2
(f1 ∧ f4 − f2 ∧ f3)

Proverimo da je recimo (f1 ∧ f3 + f2 ∧ f4) zaista sopstveni vektor:

∗(f1 ∧ f3 + f2 ∧ f4) = sgn

(
1 2 3 4
1 3 2 4

)
f2 ∧ f4 + sgn

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
f1 ∧ f3

= −(f2 ∧ f4 + f1 ∧ f3).

Iz prethodne jednaqine vidimo da je f1 ∧ f3 + f2 ∧ f4 sopstveni vektor za
sopstvenu vrednost −1, odnosno da pripada sopstvenom prostoru Λ2

−. Na isti
naqin se proverava i za sve ostale sopstvene vektore.

Definicija 4.2. Ako je ∇ Levi-Qivita povezanost Rimanove mnogostrukosti
(M, g) onda preslikava�e R : TM × TM × TM → TM ,

R(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z. (4.7)

nazivamo Rimanov operator krivine, a preslikava�e

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ), X, Y, Z,W ∈ TM. (4.8)

zovemo Rimanov tenzor krivine.

Ovo preslikava�e ima slede�e simetrije:

1) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z,

2) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

3) g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z), (4.9)

4) g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

Ako u bazi f oznaqimo komponente tenzora krivine

Rijkl = g(R(fi, fj)fk, fl),
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4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost

onda se simetrije (4.9) kra�e zapisuju

Rijkl = −Rjikl,

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0,

Rijkl = −Rijlk, (4.10)

Rijkl = Rklij.

Definicija 4.3. Riqijev tenzor krivine je bilinearna forma na prosto-
ru TM takva da va�i

ρ(X, Y ) = Tr(Z 7→ R(Z,X)Y ), X, Y ∈ TM. (4.11)

Komponente Riqijevog tenzora su

ρij =
∑
k

Rikkj.

Riqijev operator je

Ric(X) =
∑
j

ρ(X, ej)ej.

Definicija 4.4. Skalarna krivina je trag Riqijevog tenzora u odnosu na
metriku g.

τ =
∑
i

ρii =
∑
i,j

gijρji, (4.12)

gde su ρij = ρ(fi, fj) komponente Riqijevog tenzora.

Definicija 4.5. Mnogostrukost (M, g) jeAjnxtajnova ako je Riqijev tenzor
ρ proporcionalan sa metrikom g.

Koeficijent proporcionalnosti Riqijevog tenzora i Ajnxtajnove metrike
je

k =
τ

n
, (4.13)

gde je τ skalarna krivina, a n dimenzija mnogostrukosti M .
Koso-simetriqni endomorfizmi iz algebre so(g) mogu se identifikovati

sa bivektorima spo	ax�e algebre Λ2 pomo�u jednakosti

(X ∧ Y )(Z) := g(Z, Y )X − g(Z,X)Y, Z ∈ TM.

Iz simetrija Rimanovog operatora krivine (jednaqine (4.9), uslov 3) sledi da
operator R(X, Y ) pripada algebri koso-simetriqnih endomorfizama so(g), pa
se mo�e izraziti preko bivektora koji generixu so(g). Drugim reqima, uslov

R(X, Y ) = −R(Y,X)

koji sledi iz ovih simetrija omogu�ava da umesto R(X, Y ) pixemo R(X ∧ Y ),
odnosno da operator R posmatramo kao operator na prostoru bivektora. Defi-
niximo zato preslikava�e

R : Λ2 → Λ2
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4.1 Povezanost, operator krivine i auto-dualnost

na baznim vektorima

R(fi ∧ fj) =
1

2

∑
k,l

Rijkl fk ∧ fl.

Lako se proverava da definicija ne zavisi od izbora baze.

Propozicija 4.1. [19] Operator krivine R : Λ2 → Λ2 je samoadjungovani
endomorfizam.

Iz (4.5) dobijamo dekompoziciju ovog operatora:

R =

(
A B
B∗ C

)
: Λ2

+ ⊕ Λ2
− → Λ2

+ ⊕ Λ2
−.

Ovde
A : Λ2

+ → Λ2
+ i C : Λ2

+ → Λ2
−

predstav	aju samoadjungovane endomorfizme, a

B : Λ2
− → Λ2

+

je adjungovano preslikava�u

B∗ : Λ2
+ → Λ2

−.

Odavde se posle du�eg raquna dobija poznata dekompozicija operatora krivine

R =
τ

12
I6 +

(
W+ B
B∗ W−

)
. (4.14)

Za deta	an raqun i dokaz ove dekompozicije videti [19].
Tenzor

W = W+ ⊕W− = (A+
τ

12
)⊕ (C +

τ

12
)

naziva se Vejlov tenzor. On je samoadjungovan, bez traga, komutira sa opera-
torom ∗ i ima iste simetrije kao tenzor krivine.

Definicija 4.6. Orijentisana qetvorodimenziona Rimanova mnogostrukost
(M, g) je auto-dualna ako jeW− = 0. Ako jeW+ = 0 ka�emo da je mnogostrukost
anti-auto-dualna. Metrika je konformno ravna ako je W+ = W− = 0. Ako
je samo jedan od W± nula, onda je metrika polu-konformno ravna.

Primetimo da neki autori koriste obrnutu notaciju za auto-dualne i anti-
auto-dualne mnogostrukosti u zavisnosti od orijentacije.

Mnogostrukost je Ajnxtajnova ako je B = 0.

Definicija 4.7. Neka je (X, Y ) baza dvodimenzione ravni π ⊂ TpM . Tada je

K(π) :=
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
(4.15)

sekciona krivina u ravni π. Ako na mnogostrukosti M postoji hermitska
kompleksna struktura J , onda za svaki jediniqni vektor X ∈ TpM , vektori X
i JX qine ortonormiranu bazu J-invarijantne ravni π. Tada se K(π) naziva
holomorfna sekciona krivina ravni π.
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4.2 Holonomija

Neka je M povezana diferencijabilna mnogostrukost sa afinom povezano-
sti ∇ i neka je γ : [0, 1] → M diferencijabilna kriva na M . Vektorsko po	e
V du� krive γ je paralelno ako je

DV

dt
= 0, za svako t ∈ [0, 1].

Propozicija 4.2. [16] Neka je γ : [0, 1] → M diferencijabilna kriva na
mnogostrukosti M i neka je V0 ∈ TpM tangentni vektor u taqki p = γ(0).
Tada postoji jedinstveno paralelno vektorsko po	e V du� krive γ takvo da
je V (0) = V0.

Vektorsko po	e V (t) iz prethodne propozicije se naziva paralelno pome-
ra�e vektora V0 du� krive γ. Ono indukuje linearni izomorfizam vektorskih
prostora

Pγ(t) : Tγ(0)M → Tγ(t)M

V0 7→ V (t),

koji nazivamo operator paralelnog pomera�a du� krive γ.
Operator paralelnog pomera�a du� diferencijabilnih orijentisanih za-

tvorenih krivih koje poqi�u i zavrxavaju u fiksiranoj taqki p generixe
Lijevu grupu koju nazivamo grupa holonomije mnogostrukosti M u taqki p

Hol(M, p) =
{
Pγ(1) | γ(0) = γ(1) = p

}
.

Grupa holonomije je podgrupa linearne grupe

Hol(M, p) ≤ Aut(TpM) ∼= Gl(n,R).

�ena komponenta povezanosti i ujedno normalna podgrupa koja odgovara
krivama homotopnim taqki, naziva se restrikovana grupa holonomije, u
oznaci Hol0(M, p). Ako su p i q proizvo	ne taqke mnogostrukosti M , onda su
grupe Hol(M, p) i Hol(M, q) kao i Hol0(M, p) i Hol0(M, q) izomorfne, pa se
zato oznaka za taqku qesto izostav	a.

Ako je ∇ Levi{Qivita povezanost Rimanove metrike g, onda paralelno
pomera�e quva skalarni proizvod. Za svaku zatvorenu krivu γ baziranu u p
va�i

gp(PγX,PγY ) = gp(X, Y ), X, Y ∈ TpM,

pa je grupa holonomije podgrupa ortogonalne grupe tangentnog prostora

Hol(M, p) ⊂ O(TpM, gp) ∼= O(n)

Za restrikovanu grupu holonomije va�i

Hol0(M, p) ⊂ SO(n).
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Neka je U otvorena okolina taqke p. Oznaqimo sa Hol0(U, p) restrikovanu
grupu holonomije mnogostrukosti U . Ako je otvorena okolina V ⊂ U, p ∈ V ,
onda je Hol0(V, p) ⊂ Hol0(U, p). Na ovaj naqin niz otvorenih okolina taqke p

Ul ⊃ U2 ⊃ ... ,

∞⋂
i=1

Ui = {p}

daje opadaju�i niz Lijevih grupa Hol0(Ui, p), i ∈ N. �ihov presek je tako�e
povezana Lijeve grupa i naziva se lokalna grupa holonomije u taqki p

Hol∗(p) =
⋂
U∋p

Hol0(U, p).

Lijeva algebra h′(M, p) razapeta operatorima krivine R(·, ·) i �ihovim
kovarijantnim izvodima ∇kR svih redova k ∈ N naziva se infinitezimalna
algebra holonomije. Odgovaraju�a, jedinstveno odre�ena povezana podgrupa
grupe GL(n,R), u oznaci Hol′(M, p), naziva se infinitezimalna grupa
holonomije.

Teorema 4.1. [51] Ako je mnogostrukost M analitiqka, grupe Hol0, Hol∗ i
Hol′ se poklapaju.

4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

U nastavku razmatramo Lijevu grupu CH2 sa metrikom g(p, b, β), odre�enu
skalarnim proizvodom oblika (2.3).

Lema 4.1. U levo-invarijantnoj bazi e Lijeve algebre ch2 sa komutatorima
oblika (1.10), svi kovarijantni izvodi razliqiti od nule su slede�i:

∇e1e1 =
b

2(p− b2)
(be1 − pe2), ∇e1e2 =

b

2(p− b2)
(e1 − be2),

∇e2e1 =
1

2(p− b2)
(be1 − pe2), ∇e2e2 =

1

2(p− b2)
(e1 − be2),

∇e2e3 = −1

2
e4, ∇e2e4 =

β

2
e3, ∇e3e1 = −1

2
e3, ∇e3e2 =

1

2
e4,

∇e3e3 =
1

2(p− b2)
(e1 − be2), ∇e3e4 =

β

2(p− b2)
(be1 − pe2),

∇e4e1 = −e4, ∇e4e2 =
β

2
e3, ∇e4e3 =

β

2(p− b2)
(be1 − pe2),

∇e4e4 =
β

p− b2
(e1 − be2).
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

Dokaz: Primenom formule (4.3) izraqunajmo na primer ∇e1e2:

v1 = koz(e1, e2, e1) =
1

2
(g([e1, e2], e1)− g([e2, e1], e1) + g([e1, e1], e2)) ,

=
1

2

(
g

(
1

2
e2, e1

)
+ g

(
1

2
e2, e1

))
=

1

2
b,

v2 = koz(e1, e2, e2) =
1

2
(g([e1, e2], e2)− g([e2, e2], e1) + g([e2, e1], e2)) = 0,

v3 = koz(e1, e2, e3) =
1

2
(g([e1, e2], e3)− g([e2, e3], e1) + g([e3, e1], e2)) = 0,

v4 = koz(e1, e2, e4) =
1

2
(g([e1, e2], e4)− g([e2, e4], e1) + g([e4, e1], e2)) = 0.

Odatle dobijamo da su koordinate ∇e1e2 u bazi e

[∇e1e2]e = S−1


v1
v2
v3
v4

 =


1

p−b2
− b

p−b2
0 0

− b
p−b2

p
p−b2

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

β




b
2

0
0
0

 =


b

2(p−b2)

− b2

2(p−b2)

0
0

 ,

odnosno

∇e1e2 =
b

2(p− b2)
e1 −

b2

2(p− b2)
e2.

Ostali kovarijantni izvodi se raqunaju analogno.

Lema 4.2. Rimanov operator krivine R algebre ch2 u levo-invarijantnoj bazi
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

e sa komutatorima oblika (1.10) ima matriqni oblik:

R(e1, e2) =
1

4(p− b2)


−b −1 0 0
p b 0 0
0 0 0 βb2 − βp
0 0 p− b2 0

 ,

R(e1, e3) =
1

4(p− b2)


0 0 −1 −2bβ
0 0 0 pβ
p b 0 0
pb 2b2 − p 0 0

 ,

R(e1, e4) =
1

4(p− b2)


0 0 −3βb −4β
0 0 2pβ 2bβ

pbβ 3b2β − 2pβ 0 0
4p− 2b2 2b 0 0

 ,

R(e2, e3) =
1

4(p− b2)


0 0 3bβ 2β
0 0 −3pβ − 1 −3bβ
b 3pβ − 3b2β + 1 0 0

3b2 − 2p b 0 0

 ,

R(e2, e4) =
1

4(p− b2)


0 0 β −bβ2

0 0 −2bβ β(pβ − 2)
2b2β − pβ bβ 0 0

2b 2− pβ + b2β 0 0

 ,

R(e3, e4) =
1

4(p− b2)


−bβ −β 0 0
pβ bβ 0 0
0 0 0 β(pβ − 2)
0 0 2− pβ 0

 .

Dokaz: Izraqunajmo na primer R(e2, e4). Po definiciji operatora krivine
(4.7) i na osnovu leme 4.1 va�i

R(e2, e4)e1 = ∇e2∇e4e1 −∇e4∇e2e1 −∇[e2,e4]e1 = −∇e2e4 −
1

2(p− b2)
∇e4(be1 − pe2)

= −β

2
e3 −

1

2(p− b2)

(
−be4 − p

β

2
e3

)
=

2b2β − pβ

4(p− b2)
e3 +

b

2(p− b2)
e4.

Koeficijenti uz bazne vektore prethodne jednaqine predstav	aju prvu kolonu
matrice operatora R(e2, e4). Prona�imo i ostale kolone matrice ovog operato-
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

ra.

R(e2, e4)e2 = ∇e2∇e4e2 −∇e4∇e2e2 −∇[e2,e4]e2 =
β

2
∇e2e3 −

1

2(p− b2)
∇e4(e1 − be2)

= −β

4
e4 +

1

2(p− b2)

(
e4 +

bβ

2
e3

)
=

1

4(p− b2)
(bβe3 + (2− pβ + b2β)e4),

R(e2, e4)e3 = ∇e2∇e4e3 −∇e4∇e2e3 −∇[e2,e4]e3 =
β

2(p− b2)
∇e2(be1 − pe2) +

1

2
∇e4e4

=
β

2(p− b2)

(
b
be1 − pe2
2(p− b2)

− p
e1 − be2
2(p− b2)

)
+

β

2(p− b2)
(e1 − be2)

=
β

4(p− b2)
e1 −

bβ

2(p− b2)
e2,

R(e2, e4)e4 = ∇e2∇e4e4 −∇e4∇e2e4 −∇[e2,e4]e4 =
β

p− b2
∇e2(e1 − be2)−

β

2
∇e4e3

=
β

p− b2

(
be1 − pe2
2(p− b2)

− b
e1 − be2
2(p− b2)

)
− β2

4(p− b2)
(be1 − pe2)

=
1

4(p− b2)

(
−bβ2e1 +

(
−2β + pβ2

)
e2
)
.

Ovim smo izraqunali matricu operatora R(e2, e4). Na isti naqin se raqunaju
i ostale matrice Rimanovog operatora krivine na baznim vektorima.

Lema 4.3. Neka je

E = (e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4) (4.16)

standardna baza prostora 2-vektora Λ2 Lijeve algebre ch2. Operator krivine

R : Λ2 → Λ2

algebre ch2 sa metrikom g(p, b, β) u bazi E ima slede�i oblik:

R(e1 ∧ e2) = − 1

4(p− b2)
(e1 ∧ e2 + (p− b2)e3 ∧ e4),

R(e1 ∧ e3) = − 1

4(p− b2)
(e1 ∧ e3 + 2be1 ∧ e4 − pe2 ∧ e4),

R(e1 ∧ e4) = − 1

4(p− b2)
(3bβe1 ∧ e3 + 4e1 ∧ e4 − 2pβe2 ∧ e3 − 2be2 ∧ e4), (4.17)

R(e2 ∧ e3) =
1

4(p− b2)
(3bβe1 ∧ e3 + 2e1 ∧ e4 − (1 + 3pβ)e2 ∧ e3 − 3be2 ∧ e4),

R(e2 ∧ e4) =
1

4(p− b2)
(βe1 ∧ e3 − bβe1 ∧ e4 − 2bβe2 ∧ e3 + (pβ − 2)e2 ∧ e4),

R(e3 ∧ e4) = − 1

4(p− b2)
(βe1 ∧ e2 − (pβ − 2)e3 ∧ e4).
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Dokaz: Zapiximo operatore ei ∧ ej u matriqnom obliku:

(e1 ∧ e2) =


b 1 0 0
−p −b 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (e1 ∧ e3) =


0 0 1 0
0 0 0 0
−p −b 0 0
0 0 0 0

 ,

(e1 ∧ e4) =


0 0 0 β
0 0 0 0
0 0 0 0
−p −b 0 0

 , (e2 ∧ e3) =


0 0 0 0
0 0 1 0
−b −1 0 0
0 0 0 0

 ,

(e2 ∧ e4) =


0 0 0 0
0 0 0 β
0 0 0 0
−b −1 0 0

 , (e3 ∧ e4) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 β
0 0 −1 0

 .

Kolone svake matrice su operatori ei ∧ ej prime�eni redom na vektore levo-
invarijantne baze e = (e1, e2, e3, e4) algebre ch2. Izraqunajmo recimo operator
R(e1 ∧ e2) u ovoj bazi:

R(e1 ∧ e2) = a1e1 ∧ e2 + a2e1 ∧ e3 + a3e1 ∧ e4 + a4e2 ∧ e3 + a5e2 ∧ e4 + a6e3 ∧ e4.

Iz leme (4.2) znamo matriqni oblik operatora R(e1 ∧ e2), pa iz prethodne
jednaqine neposredno odre�ujemo nepoznate koeficijente (a1, . . . , a6). Direktna
provera u ovom sluqaju daje

a1 = − 1

4(p− b2)
, a6 = −1

4
, a2 = a3 = a4 = a5 = 0.

Na isti naqin se odre�uju svi ostali operatori R(ei ∧ ej).

Teorema 4.2. Lijeva grupa CH2 sa metrikom g(p, b, β) ima slede�e krivinske
osobine:

1. Riqijev tenzor krivine je

ρ =
1

p− b2


b2−3p

2
−b 0 0

−b −pβ−b2β+2
2

0 0

0 0 −pβ+2
2

−5bβ
4

0 0 −5bβ
4

β(pβ−4)
2

 . (4.18)

2. Skalarna krivina je strogo negativna i data je izrazom

τ = − 11 + pβ

2(p− b2)
. (4.19)

3. Jedina Ajnxtajnova metrika dobija se za b = 0, pβ = 1. To je ujedno
i jedina metrika koja dopuxta Kelerovu strukturu. Grupa CH2 sa

metrikom g
(

1
β
, 0, β

)
i kompleksnom strukturom JK± iz tabele (3.1)

je rexiva mnogostrukost konstantne holomorfne sekcione krivine −β
i izometriqna je standardnoj kompleksnoj hiperboliqkoj ravni CH2.
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

4. g
(

1
4β
, 0, β

)
i g
(

1
β
, 0, β

)
su jedine polu-konformno ravne metrike. Mnogo-

strukost CH2 sa ovim metrikama je auto-dualna.

Dokaz:
1) Riqijev tenzor krivine raqunamo direktno. Prikaza�emo deta	an raqun

za ρ34 = ρ(e3, e4). Preslikava�e iz definicije 4.11

m(X, Y ) : Z 7→ R(Z,X)Y,

je u ovom sluqaju
m(e3, e4) : Z 7→ R(Z, e3)e4.

Primenimo m na bazne vektore

m(e3, e4)(e1) = R(e1, e3)e4 =
β

4(p− b2)
(−2be1 + pe2),

m(e3, e4)(e2) = R(e2, e3)e4 =
β

4(p− b2)
(2e1 − 3be2),

m(e3, e4)(e3) = R(e3, e3)e4 = 0,

m(e3, e4)(e4) = R(e4, e3)e4 =
β(2− pβ)

4(p− b2)
e3

da bismo dobili kolone matrice preslikava�a

m(e3, e4) =
β

4(p− b2)


−2b 2 0 0
p −3b 0 0
0 0 0 2− pβ
0 0 0 0

 .

Odatle, direktno iz definicije, sledi

ρ34 = Tr(m(e3, e4)) = − 5βb

4 (p− b2)
.

Sve ostale komponente se odre�uju analogno.
2) Skalarnu krivinu raqunamo na osnovu definicije (4.12) i prethodno

izraqunatog Riqijevog tenzora (4.18):

τ =
∑
i,j

gijρji = − 11 + pβ

2(p− b2)
.

Skalarni proizvod S(p, b, β) koji odgovara metrici g(p, b, β) je pozitivno de-
finitan, pa va�i p − b2 = detS > 0. Poxto je p, β > 0, skalarna krivina je
strogo negativna.

3) Metrika je g Ajnxtajnova ako va�i ρ = kg, k ∈ R. Pore�e�em Riqijevog
tenzora (4.18) i metriqkog tenzora (2.3) vidimo da je ovaj uslov ispu�en ako i
samo ako je b = 0, pβ = 1 i k = −3

2
β. Primetimo da je u tom sluqaju ispu�eno

(4.13), odnosno zaista va�i

k =
τ

dim(CH2)
=

−6β

4
= −3

2
β.
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

Ovime je pokazano da je g( 1
β
, 0, β) jedina Ajnxtajnova metrika na Lijevoj grupi

CH2.
Za kompleksnu strukturu JK± iz tabele 3.1, u sluqaju pβ = 1 va�i

∇XJK± = 0 za svako X ∈ ch2.

Odavde sledi da je (CH2, g( 1
β
, 0, β), JK±) Kelerova mnogostrukost konstantne ho-

lomorfne sekcione krivine −β, pa je izometriqna kompleksnoj hiperboliqkoj
ravni CH2.

Primetimo da kompleksna struktura JNK± sa metrikom g( 1
β
, 0, β) tako�e

ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu −β, ali nije paralelna, pa u
tom sluqaju mnogostrukost nije Kelerova.

Pojedinaqnom proverom svih kompleksnih struktura iz tabele 3.1 pokazuje
se da nijedna od �ih nije paralelna, odnosno da nijedna druga metrika ne
dopuxta Kelerovu strukturu.

4) Neka je e = (e1, e2, e3, e4) levo-invarijantna baza Lijeve algebre ch2 sa
komutatorima oblika (1.10). Standardna baza prostora 2-vektora Λ2ch2 je

E = (e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4).

Iz jednaqina (4.17) leme 4.3 znamo da operator krivine u bazi E ima matriqni
oblik

[R]E =
1

4(p− b2)


−1 0 0 0 0 −β
0 −1 −3bβ 3bβ β 0
0 −2b −4 2 −bβ 0
0 0 2pβ −3βp− 1 −2bβ 0
0 p 2b −3b pβ − 2 0

b2 − p 0 0 0 0 pβ − 2

 .

Kolone su koeficijenti R(ei ∧ ej) uz vektore standardne baze ei ∧ ej.
Neka je f = (f1, f2, f3, f4) ortonormirana baza algebre ch2 u odnosu na

skalarni proizvod S(p, b, β).

f1 =
1√

p− b2
e1 −

b√
p− b2

e2, f2 = e2, f3 = e3, f4 =
1√
β
e4. (4.20)

Oznaqimo sa

F = (f1 ∧ f2, f1 ∧ f3, f1 ∧ f4, f2 ∧ f3, f2 ∧ f4, f3 ∧ f4)

ortonormiranu bazu prostora Λ2ch2.
Koristimo vezu (4.20) izme�u ortonormirane i levo-invarijantne baze

algebre ch2 da odredimo matricu prelaska CE→F sa standardne baze E na
ortonormiranu bazu F prostora Λ2ch2. Izraqunajmo recimo prvu, drugu i
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

posled�u kolonu matrice CE→F.

f1 ∧ f2 =

(
1√

p− b2
e1 −

b√
p− b2

e2

)
∧ e2 =

1√
p− b2

e1 ∧ e2,

f1 ∧ f3 =

(
1√

p− b2
e1 −

b√
p− b2

e2

)
∧ e3 =

1√
p− b2

e1 ∧ e3 −
b√

p− b2
e2 ∧ e3,

f3 ∧ f4 =
1√
β
e3 ∧ e4.

Na isti naqin se dobijaju i ostale kolone:

CE→F =



1√
p−b2

0 0 0 0 0

0 1√
p−b2

0 0 0 0

0 0 1
√
β
√

p−b2
0 0 0

0 − b√
p−b2

0 1 0 0

0 0 − b
√
β
√

p−b2
0 1√

β
0

0 0 0 0 0 1√
β


Operator krivine u bazi F raqunamo preko

[R]F = C−1
E→F[R]ECE→F,

pa je

[R]F =
1

4



− 1
p−b2

0 0 0 0 −
√
β√

p−b2

0 −3b2β+1
p−b2

−4b
√
β

p−b2
3bβ√
p−b2

√
β√

p−b2
0

0 −4b
√
β

p−b2
b2β−4
p−b2

2
√
β√

p−b2
− bβ√

p−b2
0

0 3bβ√
p−b2

2
√
β√

p−b2
3b2β−3pβ−1

p−b2
− b

√
β

p−b2
0

0
√
β√

p−b2
− bβ√

p−b2
− b

√
β

p−b2
pβ−b2β−2

p−b2
0

−
√
β√

p−b2
0 0 0 0 pβ−2

p−b2


.

Ortonormirane baze sopstvenih potprostora Λ2
± operatora Ho
ove zvezde

(4.4) za sopstvene vrednosti ±1 su (4.6):

Λ2
± = L

(
1√
2
(f1 ∧ f2 ± f3 ∧ f4),

1√
2
(f1 ∧ f3 ∓ f2 ∧ f4),

1√
2
(f1 ∧ f4 ± f2 ∧ f3)

)
Veza izme�u ortonormirane baze F i baze H, sastav	ene od sopstvenih

vektora

H =
1√
2
( f1 ∧ f2 + f3 ∧ f4, f1 ∧ f3 − f2 ∧ f4, f1 ∧ f4 + f2 ∧ f3,

f1 ∧ f2 − f3 ∧ f4, f1 ∧ f3 + f2 ∧ f4, f1 ∧ f4 − f2 ∧ f3 ),
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4.3 Krivinske osobine Lijeve grupe CH2

data je matricom

CF→H =
1√
2


1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1
0 −1 0 0 1 0
1 0 0 −1 0 0

 ,

a operator krivine u bazi H je

[R]H = C−1
F→H[R]FCF→H.

Iz dekompozicije (4.14) sledi(
W+ B
B∗ W−

)
= [R]H − τ

12
I6,

odnosno

W± =
β

detS


2βp+1±3

√
detS

12
0 0

0 2βp−6βb2+1±3
√
detS

12
− b

√
β(3±4

√
detS)

8

0 − b
√
β(3±4

√
detS)

8
−2βp−3βb2+1±3

√
detS

6

 ,

gde je detS = p− b2 determinanta matrice skalarnog proizvoda S(p, b, β).
Primetimo da je W+ ̸= 0, pa nijedna od metrika nije konformno ravna.

Kra�i raqun pokazuje da za b ̸= 0, ni W− ne mo�e da bude nula, pa u tom
sluqaju nema ni polu-konforno ravnih metrika.

Neka je sada b = 0. Dobijamo

W− = β
1− 3

√
pβ + 2pβ

12p
diag(1, 1,−2).

W− je jednak nuli ako i samo ako je 4pβ = 1 ili pβ = 1. Odgovaraju�e metrike

g
(

1
4β
, 0, β

)
i g
(

1
β
, 0, β

)
tada su polukonformno ravne, pa je mnogostrukost CH2

sa ovim metrikama auto-dualna.
Milnor je pokazao da je na rexivoj Lijevoj grupi skalarna krivina svake

Rimanove metrike koja nije ravna strogo negativna (videti [45], teorema 3.1).
Kako nijedna od metrika iz klasifikacije nije ravna, prethodna teorema se
sla�e sa Milnorovim rezultatom.

Teorema 4.3. Sve levo-invarijantne metrike g(p, b, β) Lijeve grupe CH2

imaju punu grupu holonomije SO(4), izuzev Kelerove metrike g( 1
β
, 0, β), qija

je grupa holonomije unitarna grupa U(2) ⊂ SO(4).

Dokaz: Grupa CH2 je prosto povezana, pa je grupa holonomije jednaka lokalnoj
grupi holonomije. Poxto je Lijeva grupa analitiqka mnogostrukost, po te-
oremi 4.1 �ena restrikovana, lokalna i infinitezimalna grupa holonomije
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4.4 Krivinske osobine Lijeve grupe RH4

se poklapaju. Iz tog razloga, dovo	no je da izraqunamo infinitezimalnu
algebru holonomije na ch2 pomo�u tenzora krivine i �ihovih kovarijantnih
izvoda, a odgovaraju�a povezana Lijeva grupa predstav	a grupu holonomije
mnogostrukosti CH2 sa metrikom g(p, b, β).

U sluqaju pβ = 1 i b = 0 metrika je simetriqna, pa je ∇R = 0, i algebra
holonomije u(2) je razapeta samo operatorima krivine.

U svim ostalim sluqajevima, obiman raqun pokazuje da je algebra holonomi-
je izomorfna sa so(4) i da je razapeta operatorima krivine i �ihovim prvim
kovarijantnim izvodima.

Iz prethodnog sledi da je u sluqaju pβ = 1 i b = 0 grupa holonomije U(2).
U svim ostalim sluqajevima, metrika g ima punu grupu holonomije.

Posledica 4.1. Metriqka Lijeva grupa (CH2, g) nije razlo�iva ni za jednu
metriku g(p, b, β).

4.4 Krivinske osobine Lijeve grupe RH4

U realnom sluqaju raqun je daleko jednostavniji. U nastavku posmatramo
Lijevu grupu RH4 oprem	enu metrikom g(λ), koja je odre�ena skalarnim
proizvodom S(λ) = diag(1, 1, 1, λ).

Lema 4.4. U levo-invarijantnoj bazi algebre rh4 sa komutatorima oblika
(1.11), nenula kovarijantni izvodi su

∇e1e4 = −e1, ∇e2e4 = −e2, ∇e3e4 = −e3, ∇e1e1 = ∇e2e2 = ∇e3e3 =
e4
λ
.

Lema 4.5. Neka je aij standardna baza algebre gl(4,R), tj. aij su matrice
koje imaju jedinicu na mestu (i, j), a nule na ostalim mestima. Rimanov
operator krivine algebre rh4 sa metrikom g(λ) u levo-invarijantnoj bazi e
sa komutatorima oblika (1.11) ima matriqni oblik

R(ei, ej) =
1

λ
(aji − aij) , (4.21)

R(ei, e4) =
1

λ
a4i − ai4, i, j ∈ {1, 2, 3}.

Lema 4.6. Operator krivine R : Λ2 → Λ2 Lijeve algebre rh4 sa metrikom
g(λ), na bazi prostora 2-vektora Λ2 ima oblik:

R(ei ∧ ej) = −1

λ
ei ∧ ej, 1 ≤ i < j ≤ 4.

Teorema 4.4. Sve levo-invarijantne Rimanove metrike g(λ) na Lijevoj grupi
RH4 su Ajnxtajnove. Imaju konstantnu negativnu sekcionu krivinu − 1

λ
,

skalarnu krivinu −12
λ
i punu grupu holonomije SO(4).

Dokaz: Iz leme 4.6 se odmah vidi da je sekciona krivina

K(π) = −1

λ
,
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4.4 Krivinske osobine Lijeve grupe RH4

za sve dvodimenzione ravni π ⊂ TpRH4.
Po definiciji 4.11 dobijamo da je Riqijev tenzor

ρ = diag(−3

λ
,−3

λ
,−3

λ
,−3).

Poxto je proporcionalan skalarnom proizvodu S(λ) = diag(1, 1, 1, λ) koji
odgovara metrici g(λ), sledi da su sve metrike Ajnxtajnove.

Skalarna krivina je

τ =
∑
i,j

gijρji = −12

λ
.

Odmah se vidi da je ispu�eno (4.13), odnosno, da je koeficijent proporcional-
nosti Riqijevog tenzora i metrike k = τ

4
= − 3

λ
.

Na osnovu leme 4.5 sledi da su R(ei, ej) linearno nezavisni, pa je algebra
holonomije xestodimenziona. Samim tim algebra holonomije je jednaka so(4).
Poxto je Lijeva grupa RH4 prosto povezana, grupa holonomije je potpuno
odre�ena svojom Lijevom algebrom, pa sve metrike imaju punu grupu holonomije
SO(4).

Primetimo da je ponovo krivina strogo negativna xto je saglasno sa
rezultatima iz Milnorovog rada [45]. Rezultat dobijen raqunom, da su sve
metrike Ajnxtajnove, je bio oqekivan, jer su Rimanove metrike g(λ) iste do
na konstantu, a Herber [30] je pokazao da va�i:

Teorema 4.5. Svaka rexiva Lijeva grupa S dopuxta najvixe jednu levo-
invarijantnu standardnu Ajnxtajnovu metriku, do na izometriju i skali-
ra�e. Ako takva metrika postoji, onda S ne dopuxta ni jednu nestandardnu
Ajnxtajnovu metriku, pa je Ajnxtajnova metrika suxtinski jedinstvena.

Prethodna teorema se odnosi samo na Rimanove metrike i ne va�i u pseudo-
Rimanovom sluqaju.
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5 Geodezijske linije

Geodezijske linije, uz krivinu, predstav	aju jedan od k	uqnih pojmova
Rimanove geometrije [16]. Mogu se definisati kao krive sa nultim ubrza�em,
odnosno krive qiji je tangentni vektor paralelan du� same krive u odnosu na
Levi-Qivita povezanost metrike. Tako�e, mogu se posmatrati i kao krive koje
minimizuju rastoja�a na mnogostrukosti za taqke koje su

”
dovo	no blizu“.

Na Lijevim grupama oprem	enim levo-invarijantnim metrikama po-
stoji standardan naqin za odre�iva�e geodezijskih linija. Pomo�u Oj-
ler{Arno	dove jednaqine, diferencijalne jednaqine drugog reda koje opisuju
geodezijske linije na grupi svode se na diferencijalne jednaqine prvog reda
na odgovaraju�oj Lijevoj algebri. Ovaj pristup prime�en je u radu [4] za
odre�iva�e geodezijskih linija kompleksne hiperboliqke ravni u odnosu na
proizvo	ne Rimanove levo-invarijantne metrike.

U ovom poglav	u prikazujemo kako se odre�uju geodezijske krive na grupama
CH2 i RH4 oprem	enim levo-invarijantnim Rimanovim metrikama opisanim
u poglav	u 2.

Svakoj krivoj c(t) na Lijevoj grupi G pridru�imo jedinstvenu krivu γ(t)
na odgovaraju�oj Lijevoj algebri g pomo�u jednaqine

γ(t) = dL−1
c(t)ċ(t). (5.1)

e = c(0)

ċ(0)

c(t) ċ(t)

γ(0) = ċ(0)

γ(t)

G

g = TeG

Slika 5.1: Pridru�ena kriva u algebri
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Ako je kriva
c(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t)), t ∈ R,

data u lokalnim koordinatama na G, geodezijska, tj. ako va�i

∇ċċ = 0,

tada pridru�ena kriva

γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t), γ4(t)),

u bazi e = (e1, e2, e3, e4) algebre g zadovo	ava Ojler-Arno	dovu jednaqinu

γ̇ = ad∗γγ, (5.2)

gde je ad∗γ adjungovani operator za adγ u odnosu na levo-invarijantnu metriku
⟨·, ·⟩:

⟨ad∗γX, Y ⟩ = ⟨X, adγY ⟩.
Arno	d [1] je prvi pokazao da su krive dobijene na ovaj naqin zaista

geodezijske. Sistematiqan pristup ovoj temi sa deta	no izlo�enim dokazima
mo�e se prona�i u k�igama [2,71]. Za primenu ovih rezultata u vizualizaciji
geodezijskih sfera va�no je da geodezijske linije dobijene na ovaj naqin budu
prirodno parametrizovane.

Lema 5.1. Ako je kriva γ(t) = dL−1
c(t)ċ(t) na Lijevoj algebri g rexe�e Ojler-

Arno	dove jednaqine (5.2), onda je odgovaraju�a geodezijska c(t) na Lijevoj grupi
G prirodno parametrizovana.

Dokaz: Neka je g levo-invarijantna metrika na Lijevoj algebri g. Kada
primenimo Ko�ulovu formulu (4.1) na geodezijsku c(t) i proizvo	no vektorsko
po	e Z dobijamo:

0 = 2g(∇ċċ, Z) = 2ċg(ċ, Z)− Zg(ċ, ċ)− 2g(ċ, [ċ, Z]). (5.3)

Lajbnicovo pravilo i qi�enica da je Z levo-invarijantno po	e daju

ċg(ċ, Z) = g(ċ(ċ), Z) + g(ċ, ċ(Z)) = g(c̈, Z)

i
g(ċ, [ċ, Z]) = g(ċ, adċZ) = g(ad∗ċ ċ, Z).

Sada jednaqina (5.3) postaje

2g(c̈, Z)− Zg(ċ, ċ)− 2g(ad∗ċ ċ, Z) = 0.

Iz jednaqine (5.2) sledi
g(γ̇, Z) = g(ad∗γγ, Z).

Poxto su vektorsko po	e Z i metrika g levo-invarijantni, levim translaci-
jama se dobija

g(c̈, Z) = g(ad∗ċ ċ, Z).

Odatle direktno sledi
Zg(ċ, ċ) = 0,

qime je pokazano da je kriva prirodno parametrizovana.
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5.1 Ojler-Arno	dove jednaqine na algebri ch2

Slede�a teorema opisuje krive Lijeve algebre ch2 koje odgovaraju geo-
dezijskim linijama Lijeve grupe CH2 sa proizvo	nom levo-invarijantnom
Rimanovom metrikom g(p, b, β).

Teorema 5.1. Ako je g(p, b, β) levo-invarijantna Rimanova metrika odre�ena
skalarnim proizvodom (2.1), onda su Ojler-Arno	dove jednaqine na Lijevoj
algebri ch2 oblika

γ̇1 = −(bγ1 + γ2)
2
+ (γ3)

2
+ 2bβγ3γ4 + 2β (γ4)

2

2 (p− b2)
,

γ̇2 =
pb (γ1)

2
+ (p+ b2) γ1γ2 + b (γ2)

2
+ b (γ3)

2
+ 2βγ4 (pγ3 + bγ4)

2 (p− b2)
,

γ̇3 =
1

2
γ1γ3 − βγ2γ4,

γ̇4 = γ1γ4,

(5.4)

gde je γ(t) = γi(t)ei kriva u algebri pridru�ena geodezijskoj liniji na grupi,
zapisana u levo-invarijantnoj bazi e = (e1, e2, e3, e4) sa komutatorima oblika
(1.10).

Dokaz: Oznaqimo
γ̇(t) = v(t) = vi(t)ei.

�elimo da odredimo koordinate vi(t) vektora v(t) u levo-invarijantnoj bazi
e. Ojler-Arno	dovu jednaqinu

v = γ̇ = ad∗γγ

pomno�imo sa ei:

⟨v, ei⟩ = ⟨ad∗γγ, ei⟩ = ⟨γ, adγei⟩ = ⟨γ, [γ, ei]⟩.

U Ajnxtajnovoj notaciji, prethodna jednaqina ima oblik

⟨vjej, ei⟩ = ⟨γkek, [γ
lel, ei]⟩,

odnosno
vj⟨ej, ei⟩ = γkγl⟨ek, [el, ei]⟩.

Kada koeficijente metrike g oznaqimo sa gji = ⟨ej, ei⟩ = gij dobijamo

vjgji = γkγl⟨ek, [el, ei]⟩.

Pomno�imo inverznom matricom S−1 = {gij}

vj = gjiγkγl⟨ek, [el, ei]⟩ = gijγkγl⟨ek, cmli em⟩ =

= gijγkγlcmli ⟨ek, em⟩ = gijgkmc
m
li γ

kγl,
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gde su cmli strukturne konstante algebre ch2:

[ei, ej] = cmij em.

Poxto su komutatori

[e1, e2] =
1

2
e2, [e1, e3] =

1

2
e3, [e1, e4] = e4, [e3, e2] = e4,

onda su jedine nenula strukturne konstante

c212 =
1

2
= −c221, c313 =

1

2
= −c331, c414 = 1 = −c441, c423 = −1 = −c432,

odakle se direktno dobijaju jednaqine (5.4).

Teorema 5.2. Kada je metrika Kelerova (pβ = 1, b = 0), kriva γ(t) = γi(t)ei
je data u parametarskom obliku:

� u ravni Σ = Span{e1, e4}

γ(t) =

(
−2c1 tanh(2c1t+ c2), 0, 0,±

2c1
β cosh(2c1t+ c2)

)
, (5.5)

c1, c2 ∈ R, c1 > 0,

ili
γ(t) = (1, 0, 0, 0).

� u ravni Πϕ = Span{e1, eϕ}, eϕ = cosϕ e2 + sinϕ e3, ϕ ∈ [0, π)

γ(t) =

(
−2c1 tanh(c1t+ c2),

2c1 cosϕ√
β cosh(c1t+ c2)

,
2c1 sinϕ√

β cosh(c1t+ c2)
, 0

)
,

c1, c2 ∈ R, c1 > 0.

� u opxtem sluqaju: ch2\
(⋃

ϕ∈[0,π)Πϕ

)
\Σ

γ1 =
2c2
(
e4c2(c4−t) − 16c21c

2
2 − 4

)
(2 + e2c2(c4−t))

2
+ 16c21c

2
2

,

γ2 =

√
2

β
r cosφ,

γ3 =

√
2

β
r sinφ,

γ4 = ±c1
β
r2,

(5.6)

gde je r =
4c2e

c2(c4−t)√
4 + 16c21c

2
2 + 4e2c2(c4−t) + e4c2(c4−t)

,

φ = s arcsin

(
1 + c21r

2√
1 + 4c21c

2
2

)
+ c3, s = − sgn γ1 sgn γ4,

c1, c2, c3, c4 ∈ R, c1 > 0, c2 > 0.
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5.1 Ojler-Arno	dove jednaqine na algebri ch2

Dokaz: U Kelerovom sluqaju, sistem (5.4) postaje

γ̇1 = −β

2

((
γ2
)2

+
(
γ3
)2

+ 2β
(
γ4
)2)

,

γ̇2 =
1

2
γ1γ2 + βγ3γ4,

γ̇3 =
1

2
γ1γ3 − βγ2γ4,

γ̇4 = γ1γ4.

Linearna smena

γ1 = 2α1, γ2 =

√
2

β
α2, γ3 =

√
2

β
α3, γ4 =

1

β
α4,

transformixe prethodni sistem u

α̇1 = −1

2

(
α2
2 + α2

3 + α2
4

)
,

α̇2 = α1α2 + α3α4,

α̇3 = α1α3 − α2α4,

α̇4 = 2α1α4.

Ravan
Σ : α2 = α3 = 0

je invarijantna mnogostrukost prethodnog sistema. Restrikcija sistema na ovu
ravan je

α̇1 = −1

2
α2
4,

α̇4 = 2α1α4.

Rexe�e sistema u ravni Σ je

α1 = −c1 tanh(2c1t+ c2), α4 = ± 2c1
cosh(2c1t+ c2)

, c1, c2 ∈ R, c1 > 0,

ili α4 = 0 i α1 = const.
Kada prethodno rexe�e vratimo u linearnu smenu (5.1), dobijamo prvi speci-
jalni sluqaj iz iskaza teoreme (5.5).

Posmatrajmo sada ch2\Σ. Uvo�e�em cilindriqnih koordinata:

α2 = r cosφ, α3 = r sinφ, (5.7)

sistem postaje

α̇1 = −1

2

(
r2 + α2

4

)
, (5.8)

ṙ = α1r, (5.9)

φ̇ = −α4, (5.10)

α̇4 = 2α1α4. (5.11)
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5.1 Ojler-Arno	dove jednaqine na algebri ch2

Invarijantna ravan Σ odgovara sluqaju r = 0. Poxto sada radimo na ch2\Σ,
znamo da je

r ̸= 0.

Jednaqine (5.9) i (5.11) daju

α1 =
ṙ

r
, α̇4 = 2α1α4 = 2

ṙ

r
α4. (5.12)

Ako je α4 = 0, onda iz jednaqine (5.10) sledi da je φ konstanta.
Neka je φ = ϕ, ϕ ∈ [0, π), onda je ravan

Πϕ = Span{e1, eϕ}, eϕ = cosϕ e2 + sinϕ e3

invarijantna ravan sistema. Restrikcija sistema na ovu ravan je

α̇1 = −1

2
r2,

ṙ = α1r,

a rexe�e je:

α1 = −c1 tanh(c1t+ c2), r =
c1
√
2

cosh(c1t+ c2)
, c1, c2 ∈ R, c1 > 0.

Kada se rexe�e izrazi u cilindriqnim koordinatama (5.7), dobijamo:

α1 = −c1 tanh(c1t+c2), α2 = r cosϕ =
c1
√
2 cosϕ

cosh(c1t+ c2)
, α3 = r sinϕ =

c1
√
2 sinϕ

cosh(c1t+ c2)
.

Uvrxtava�em ovog izraza u linearnu smenu (5.1) dobija se drugi specijalni
sluqaj iz iskaza teoreme (5.2).

Reximo sada opxti sluqaj na ch2\
(⋃

ϕ∈[0,π)Πϕ

)
\Σ.

Sada va�i r ̸= 0 i α4 ̸= 0, pa iz jednaqine (5.12) sledi

α̇4

α4

= 2
ṙ

r
.

Integralimo prethodnu jednaqinu:

ln |α4| = 2 ln r + c̄, |α4| = r2ec̄,

α4 = ±c1r
2, c1 > 0. (5.13)

Jednaqine (5.8), (5.9) i (5.13) daju

−1

2

(
r2 + c21r

4
)
= −1

2

(
r2 + α2

4

)
= α̇1 =

dα1

dt
=

dα1

dr

dr

dt
=

dα1

dr
ṙ =

dα1

dr
α1r,

−1

2

(
r + c21r

3
)
dr = α1dα1,
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−1

2

(
r2

2
+

c21r
4

4

)
+ c =

α2
1

2
, c ≥ 0, α2

1 = −r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ 2c.

Preimenujemo c22 = 2c i dobijamo rexe�e

α1 = ±

√
−r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ c22, (5.14)

uz uslov:

c22 >
r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
, tj. 4c22 − 2r2 − c21r

4 > 0. (5.15)

Jednaqine (5.9) i (5.14) daju

dr

dt
= ṙ = α1r = ±r

√
−r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ c22,

dt = ± dr

r

√
− r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ c22

.

Integracijom prethodnih jednaqina dobijamo

t = ±
(

1

2c2

(
ln

(
8c22 − 2r2 + 4c2

√
4c22 − 2r2 − c21r

4

)
− 2 ln r

)
+ c4

)
,

r =
4c2e

c2(c4−t)√
4 + 16c21c

2
2 + 4e2c2(c4−t) + e4c2(c4−t)

. (5.16)

Ako vratimo rezultat (5.16) u jednaqinu (5.15) vidimo da je taj uslov ispu�en
za svako t :

4c22 − 2r2 − c21r
4 > 0,

4c22
(
e4c2(c4−t) − 16c21c

2
2 − 4

)2
((e2c2(c4−t) + 2) 2 + 16c21c

2
2)

2 > 0.

Iz jednaqina (5.10) i (5.13) sledi

φ̇ = −α4 = ∓c1r
2,

xto zajedno sa (5.9) daje

− sgn(α4)c1r
2 = φ̇ =

dφ

dt
=

dφ

dr

dr

dt
=

dφ

dr
α1r.

Prethodna jednaqina i (5.14) daju

− sgn(α4)c1r = sgn(α1)
dφ

dr

√
−r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ c22,

dφ = − sgn(α1) sgn(α4)
c1rdr√

− r2

2

(
1 +

c21r
2

2

)
+ c22

,
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5.2 Geodezijske linije Lijeve grupe CH2

φ = − sgn(α1) sgn(α4) arcsin

(
1 + c21r

2√
1 + 4c21c

2
2

)
+ c3. (5.17)

Ograniqe�e za konstante

1 + c21r
2√

1 + 4c21c
2
2

∈ (−1, 1), odnosno 4c22 > 2r2 + c21r
4

je isto kao ranije dobijeno (5.15).
Iz jednaqina (5.9) i (5.16) sledi

α1 =
ṙ

r
=

c2
(
e4c2(c4−t) − 16c21c

2
2 − 4

)
(e2c2(c4−t) + 2)

2
+ 16c21c

2
2

. (5.18)

Kada dobijena rexe�a za α1, r, φ, α4, tj. jednaqine (5.18), (5.16), (5.17), (5.13)
uvrstimo u linearnu smenu koordinata (5.1), dobijamo rexe�e (5.6) iz iskaza
teoreme.

5.2 Geodezijske linije Lijeve grupe CH2

Nakon xto se prona�e rexe�e Ojler{Arno	dove jednaqine na algebri,
slede�i korak je rekonstrukcija geodezijskih linija na Lijevoj grupi CH2 sa
Kelerovom metrikom. U da	em radu koristimo orisferne koordinate parabo-
loidnog modela kompleksnog hiperboliqkog prostora.

Posledica 5.1. U sluqaju Kelerove metrike g
(

1
β
, 0, β

)
, geodezijske

c(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t))

na Lijevoj grupi CH2, koje prolaze kroz neutral e = (1, 0, 0, 0), zadovo	avaju
slede�i sistem jednaqina

ẋ = xγ1, ẏ =
√
xγ2, ż =

√
xγ3, ẇ =

1

2
z
√
xγ2 − 1

2
y
√
xγ3 + xγ4, (5.19)

sa poqetnim uslovima

c(0) = (1, 0, 0, 0), ċ(0) = γ(0),

gde je γ kriva iz teoreme 5.2. Specijalno

� U ravni
σ : y = z = 0,

koja je integralna ravan distribucije

Σ = Span{e1, e4},
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5.2 Geodezijske linije Lijeve grupe CH2

geodezijske kroz neutral su polukrugovi dati sa

c(t) =

(
cosh c2

cosh(2c1t+ c2)
, 0, 0,±

(
cosh c2

β
tanh(2c1t+ c2)−

sinh c2
β

))
,

c1, c2 ∈ R, c1 > 0, t ∈ R,

i poluprava
c(t) = (et, 0, 0, 0), t ∈ R.

� Ravni
πϕ : w = 0, cosϕ z − sinϕ y = 0

su integralne ravni distribucija

Πϕ = Span{e1, eϕ}, eϕ = cosϕ e2 + sinϕ e3, ϕ ∈ [0, π).

U ovim ravnima geodezijske

c(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t))

kroz neutral su polukrugovi dati sa

x(t) =
cosh2 c2

cosh2(c1t+ c2)
,

y(t) =
2√
β
cos(ϕ) (cosh c2 tanh(c1t+ c2)− sinh(c2)) ,

z(t) =
2√
β
sin(ϕ) (cosh c2 tanh(c1t+ c2)− sinh(c2)) ,

w(t) = 0,

c1, c2 ∈ R, c1 > 0, t ∈ R.

i poluprava
c(t) = (et, 0, 0, 0), t ∈ R.

Dokaz: Veza izme�u koordinatne i levo-invarijantne baze Lijeve algebre
ch2 data je matricom prelaska (1.9). Ako relaciju (5.1) koja povezuje geodezijsku
liniju na grupi i pridru�enu krivu na algebri

ċ(t) = dLc(t)γ(t),

zapixemo u matriqnom obliku
ẋ
ẏ
ż
ẇ

 =


x 0 0 0
0

√
x 0 0

0 0
√
x 0

0
√
x
2
z −

√
x
2
y x



γ1

γ2

γ3

γ4

 ,

odmah dobijamo da geodezijske na grupi CH2 zadovo	avaju sistem jednaqina

ẋ = xγ1, ẏ =
√
xγ2, ż =

√
xγ3, ẇ =

1

2
z
√
xγ2 − 1

2
y
√
xγ3 + xγ4. (5.20)
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5.2 Geodezijske linije Lijeve grupe CH2

Odredimo sada geodezijske u ravni σ. Na osnovu prvog sluqaja (5.5) teoreme
5.2, u tangentnoj ravni Σ = Span{e1, e4}, pridru�ena kriva na algebri je:

γ1 = 2α1 = −2c1 tanh(2c1t+c2), γ2 = 0, γ3 = 0, γ4 =
1

β
α4 = ± 2c1

β cosh(2c1t+ c2)
,

c1, c2 ∈ R, c1 > 0.

ili
γ(t) = (1, 0, 0, 0).

Jednaqine geodezijskih linija na grupi (5.20), uz poqetni uslov da geodezijska
prolazi kroz neutral

c(0) = (1, 0, 0, 0),

u integralnoj ravni σ : y = 0, z = 0, distribucije Σ postaju:

ẋ = xγ1 = −2xc1 tanh(2c1t+ c2), ẏ = 0, ż = 0, ẇ = xγ4 = ±x
2c1

β cosh(2c1t+ c2)
.

Najpre odredimo koordinatu x. Poxto radimo u orisfernim koordinatama
paraboloidnog modela kompleksne hiperboliqke ravni, va�i x > 0, pa mo�emo
da zapixemo

ẋ

x
= −2c1 tanh(2c1t+ c2).

Integracijom dobijamo

log x = − log cosh(2c1t+ c2) + c,

odakle sledi

x =
d1

cosh(2c1t+ c2)
.

Iz poqetnog uslova x(0) = 1 dobijamo vrednost konstante d1 = cosh(c2), pa je
rexe�e

x =
cosh(c2)

cosh(2c1t+ c2)
.

Sada odredimo koordinatu w. Zamenom dobijenog izraza za x u jednaqinu za ẇ,
dobijamo

ẇ = xγ4 = ± cosh(c2)

cosh(2c1t+ c2)

2c1
β cosh(2c1t+ c2)

= ± 2c1 cosh(c2)

β cosh2(2c1t+ c2)
.

Integracijom sledi

w + d2 = ±cosh(c2)

β
tanh(2c1t+ c2).

Iz poqetnog uslova w(0) = 0, dobijamo vrednost konstante

d2 = ±cosh(c2)

β
tanh(c2) = ±sinh(c2)

β
,
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5.3 Totalno geodezijski potprostori CH2

pa je rexe�e za w

w = ±(
cosh(c2)

β
tanh(2c1t+ c2)−

sinh(c2)

β
).

Poxto va�i ẏ = 0, ż = 0, uz poqetne uslove y(0) = 0, z(0) = 0, sledi

y = 0, z = 0.

Dakle, rexe�e u ravni σ ima oblik

x =
cosh(c2)

cosh(2c1t+ c2)
, y = 0, z = 0, w = ±(

cosh(c2)

β
tanh(2c1t+c2)−

sinh(c2)

β
).

U sluqaju kada je pridru�ena kriva γ = (1, 0, 0, 0), odmah sledi da je
odgovaraju�a geodezijska poluprava

c(t) = (et, 0, 0, 0), t ∈ R.

Sistem u ravni Πϕ = Span{e1, eϕ}, gde je eϕ = cosϕe2 + sinϕe3, se rexava na
sliqan naqin.

5.3 Totalno geodezijski potprostori CH2

Podmnogostrukost N Rimanove mnogostrukosti M je totalno geodezijska
ako su geodezijske linije u N sa indukovanom metrikom ujedno i geodezijske
linije ambijentne mnogostrukosti M .

Ako je J (skoro) kompleksna struktura, onda je podmnogostrukost N

� totalno realna ako je za svaku taqku p ∈ N, J(TpN) ⊆ (TpN)⊥, odnosno
ako J tangentno rasloje�e slika u normalno,

� (skoro) kompleksna ako je za svaku taqku p ∈ N, J(TpN) ⊆ TpN , odnosno
ako je tangentno rasloje�e J−invarijantno.

Posmatrajmo Kelerovu metriku g
(

1
β
, 0, β

)
. Struktura JK iz tabele 3.1 je

kompleksna, pa su JK−invarijantne podmnogostrukosti kompleksne. Precizni-
je, one odgovaraju kompleksnim pravama CH1.

U sluqaju qetvorodimenzionih Lijevih grupa, prethodne definicije imaju
jednostavan oblik na nivou algebre. Ravan π u Lijevoj algebri je totalno realna
ako je JX ⊥ π za svako X ∈ π, dok je (skoro) kompleksna ako je JX ∈ π za svako
X ∈ π.

Razmotrimo sada invarijantne ravni sistema (5.1) teoreme 5.2.

Lema 5.2. Ravan Σ = Span{e1, e4} je kompleksni potprostor Lijeve algebre

ch2. U odnosu na Kelerovu metriku g
(

1
β
, 0, β

)
ima konstantnu sekcionu

krivinu −β i odgovara kompleksnoj pravoj CH1.
Sve ravni Πϕ = Span{e1, eϕ}, eϕ = cosϕ e2 + sinϕ e3, ϕ ∈ [0, π) su totalno

realni potprostori algebre ch2 konstantne sekcione krivine −β
4
.
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5.3 Totalno geodezijski potprostori CH2

Dokaz: Sekcionu krivinu raqunamo na osnovu definicije (4.15) i opera-
tora krivine iz leme 4.2

K(Σ) =
g(R(e1, e4)e4, e1)

g(e1, e1)g(e4, e4)− g(e1, e4)2
=

g(−β2e1, e1)
1
β
β

= −β2 1

β
= −β

K(Πϕ) =
g(R(e1, eϕ)eϕ, e1)

g(e1, e1)g(eϕ, eϕ)− g(e1, eϕ)2

=

g




0 −1
4
β cos(ϕ) −1

4
β sin(ϕ) 0

cos(ϕ)
4

0 0 1
4
β sin(ϕ)

sin(ϕ)
4

0 0 −1
4
β cos(ϕ)

0 − sin(ϕ)
4

cos(ϕ)
4

0

 eϕ, e1


1
β

= g(−β

4
e1, e1)β = −1

4
β = −β

4

Kompleksna struktura JK koja sa metrikom g
(

1
β
, 0, β

)
na prostoru CH2 gradi

Kelerovu strukturu ima oblik

JK =


0 0 0 β
0 0 −1 0
0 1 0 0
− 1

β
0 0 0

 .

Kada preslikamo vektore e1, e4 i eϕ

JK(e1) = − 1

β
e4, JK(e4) = βe1, JK(eϕ) = − sin(ϕ) e2 + cos(ϕ) e3,

vidimo da va�i JK(Σ) = Σ, pa je ravan Σ kompleksna, i JK(Πϕ) = Π⊥
ϕ , gde

je Π⊥
ϕ ortogonalni komplement u odnosu na metriku g, pa je ravan Πϕ totalno

realna.

Na ravnima Σ i Πϕ sekciona krivina posti�e minimum i maksimum.
Primetimo da ravan Σ ima jedan nenula komutator

[e1, e4] = e4,

kao i sve ravni Πϕ

[e1, eϕ] =
1

2
eϕ,

pa su ove Lijeve algebre izomorfne Lijevoj algebri realne hiperboliqke
ravni. Odgovaraju�e podmnogostrukosti na grupi CH2, ravni σ i πϕ, su po-
luravanski modeli realne hiperboliqke ravni RH2. Iz posledice 5.1 vidimo
da su geodezijske linije polukrugovi i poluprave normalni na apsolutu

a : x = 0.
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5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

Ravan σ je kompleksna, a ravni πϕ su totalno realne podmnogostrukosti
kompleksne hiperboliqke ravni. Na osnovu slede�e teoreme, dokazane u [21,56],
sledi da su σ i πϕ totalno geodezijske podmnogostrukosti prostora CH2. Xta-
vixe, do na izometriju, one su jedine totalno geodezijske podmnogostrukosti
kompleksne hiperboliqke ravni, osim geodezijskih linija.

Teorema 5.3. [56] Jedine prave totalno geodezijske podmnogostrukosti CH2

su kompleksne prave i totalno realne ravni.

5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

Geodezijske linije realnog hiperboliqkog prostora sa levo-invarijantnim
metrikama prouqavane su u radu [76] Geodezijska kompletnost levo-
invarijantnih metrika na RHn. Klasifikovane su sve metrike proizvo	ne
signature i odre�ene su geodezijske linije svake metrike, zatim je pokazano da
su metrike geodezijski kompletne samo u Rimanovom sluqaju.

U nastavku predstav	amo rexe�e na Lijevoj grupi RH4 sa levo-
invarijantnom Rimanovom metrikom g(λ) odre�enom skalarnim proizvodom
S(λ) iz teoreme 2.4. Na Lijevoj algebri rh4 krivu γ pridru�enu geodezijskoj c

γ(t) = dL−1
c(t)ċ(t),

posmatramo u levo-invarijantnoj bazi e = (e1, e2, e3, e4) sa komutatorima oblika
(1.11):

[e4, ek] = ek, k ∈ {1, 2, 3}.

Lema 5.3. Kriva γ(t) = γi(t)ei na algebri rh4, pridru�ena geodezijskoj na
grupi RH4 sa metrikom g(λ), data je parametrizacijom

γk(t) =
ck

cosh(ct+ c4)
, k ∈ {1, 2, 3},

γ4(t) = −c tanh(ct+ c4),
(5.21)

c2 =
1

λ

3∑
k=1

c2k, ck ∈ R,

ili
γ(t) = (0, 0, 0, 1).

Dokaz: Jedine nenula strukturne konstante Lijeve algebre rh4 su

ck4k = 1 = −ckk4, k ∈ {1, 2, 3}.

Odatle direktno sledi da su Ojler{Arno	dove jednaqine na Lijevoj algebri
rh4 oblika

γ̇k = γ4γk, k ∈ {1, 2, 3}, (5.22)

γ̇4 = −1

λ

3∑
k=1

(
γk
)2

. (5.23)
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5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

Diferencira�em jednaqine (5.23) dobija se

γ̈4 = −2

λ

(
3∑

k=1

γkγ̇k

)
= −2

λ

(
3∑

k=1

γkγ4γk

)
= −2γ4

λ

(
3∑

k=1

(
γk
)2)

= −2γ4

λ

(
−λγ̇4

)
= 2γ4γ̇4 =

d

dt

(
γ4
)2

.

(5.24)

Integracijom prethodne jednaqine dobijamo

γ̇4 =
(
γ4
)2

+ c̃, c̃ ∈ R.

Iz (5.23) znamo da je γ̇4 < 0, pa je c̃ < 0. Ako preoznaqimo

c̃ = −c2,

prethodna jednaqina postaje

γ̇4 =
(
γ4
)2 − c2, c ∈ R. (5.25)

Za (γ4)
2
= c2, sledi da je γ̇4 = 0, pa se iz jednaqine (5.23) dobija da je γk = 0

za k ∈ {1, 2, 3}. U tom sluqaju rexe�e je

γ(t) = (0, 0, 0, 1).

Za (γ4)
2 ̸= c2, jednaqina (5.25) postaje

dγ4

(γ4)2 − c2
= dt.

Integracijom se dobija

−1

c
arctanh

(
γ4

c

)
= t+ c̄

arctanh

(
γ4

c

)
= −(ct+ c4)

γ4 = −c tanh(ct+ c4). (5.26)

Ako zamenimo dobijeno rexe�e (5.26) u jednaqinu (5.22) dobijamo

γ̇k = γ4γk = −c tanh(ct+ c4)γ
k, k ∈ {1, 2, 3}.

Za γk ̸= 0 prethodna jednaqina postaje jednaqina sa razdvojenim promen	ivima

γ̇k

γk
= −c tanh(ct+ c4).

Integracijom sledi

log |γk| = − log cosh(ct+ c4) + c̄k,
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5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

odnosno

γk = ± 1

cosh(ct+ c4)
ec̄k =

ck
cosh(ct+ c4)

, ck ∈ R\{0}, (5.27)

Za γk = 0 rexe�e upada u prethodni sluqaj kada je ck = 0.
Kada ubacimo dobijena rexe�a (5.26) i (5.27) u jednaqinu (5.23) dobijamo

− c2

cosh2(ct+ c4)
= −1

λ

3∑
k=1

c2k
cosh2(ct+ c4)

,

xto daje vezu izme�u konstanti

c2 =
1

λ

3∑
k=1

c2k.

Teorema 5.4. Geodezijske c(t) = (x1, x2, x3, y) kroz neutral na Lijevoj grupi
RH4 sa metrikom g(λ) su polukrugovi

xk(t) =
ck cosh c4

c
(tanh(ct+ c4)− tanh c4) , k ∈ {1, 2, 3},

y(t) =
cosh c4

cosh(ct+ c4)
,

c2 =
1

λ

3∑
k=1

c2k, ck ∈ R,

i poluprava
c(t) =

(
0, 0, 0, et

)
.

Dokaz: Iz poglav	a (1.4) znamo da je diferencijal leve translacije (1.4)
u poluprostornom modelu realnog hiperboliqkog prostora

dLq = yI.

Zbog toga je veza izme�u geodezijske linije na grupi RH4 i odgovaraju�e krive
na algebri rh4 u ovom sluqaju data sa

γ = dL−1
c ċ =

1

y
ċ,

odnosno geodezijska zadovo	ava sistem jednaqina

γk =
ẋk

y
, k ∈ {1, 2, 3}, (5.28)

γ4 =
ẏ

y
. (5.29)

U sluqaju kada je kriva na algebri γ = (0, 0, 0, 1), odgovaraju�a geodezijska
je poluprava

c(t) = (0, 0, 0, et), t ∈ R.
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5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

U opxtem sluqaju, kada u jednaqinu (5.29) zamenimo koordinate odgovara-
ju�e krive (5.21) sa algebre rh4, dobijamo

ẏ

y
= −c tanh(ct+ c4).

Poxto je u poluprostornom modelu y > 0, integracijom prethodne jednaqine
dobijamo

log y = − log cosh(ct+ c4) + d. (5.30)

Iz poqetnog uslova da kriva prolazi kroz neutral (0, 0, 0, 1), tj. y(0) = 1,
dobijamo vrednost konstante

d = log(cosh c4).

Sada iz jednaqine (5.30) sledi

y =
cosh c4

cosh(ct+ c4)
. (5.31)

Kada dobijeno rexe�e (5.31) i parametarsku jednaqinu (5.21) krive γ zamenimo
u jednaqinu (5.28), dobijamo

ẋk = yγk =
cosh c4

cosh(ct+ c4)

ck
cosh(ct+ c4)

=
ck cosh c4

cosh2(ct+ c4)
.

Integracijom prethodne jednaqine dobijamo

xk = tanh(ct+ c4)
ck cosh c4

c
+ dk.

Iz poqetnog uslova xk(0) = 0, dobijamo vrednost konstante

dk = − tanh c4
ck cosh c4

c
,

pa je rexe�e

xk = tanh(ct+ c4)
ck cosh c4

c
− tanh c4

ck cosh c4
c

=
ck cosh c4

c
(tanh(ct+ c4)− tanh c4).

Primetimo da su jednaqine geodezijskih linija kroz neutral Lijeve grupe
RH4 invarijantne u odnosu na rotacije oko y-ose. Poxto se svaka geodezijska
koja sadr�i neutral takvom rotacijom mo�e preslikati u geodezijsku ravni
Ox1y, dovo	no je da ih nacrtamo u toj ravni.
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5.4 Geodezijske linije Lijeve grupe RH4

Slika 5.2: Geodezijske na RH4

Preslikava�e koje slika tangentni vektor geodezijske ċ(t) u tangentni pro-
stor neutrala (odnosno u Lijevu algebru rh4) je u ovom sluqaju samo skalira�e

γ(t) =
1

y(t)
ċ(t).

Ojler-Arno	dove jednaqine koje opisuju krivu γ(t) na algebri koja odgo-
vara geodezijskoj c(t) su invarijantne u odnosu na rotacije u hiperravni
Span(e1, e2, e3), koje quvaju pravac e4, pa ih bez gubitka opxtosti mo�emo
prikazati u ravni Span(e1, e4)

Slika 5.3: Geodezijska kriva c(t) na Lijevoj grupi RH4 i pridru�ena kriva
γ(t) u Lijevoj algebri rh4
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6 Vizualizacija geodezijskih na CH2

Postoji lepa pozitivna povratna sprega izme�u geometrije kao grane teo-
rijske matematike i vizualizacije pomo�u modernih softverskih alata: dobro
poznava�e geometrije omogu�ava razvoj programa za prikaz geometrijskih obje-
kata, a dobijene vizualizacije zauzvrat produb	uju intuiciju i podstiqu da	a
istra�iva�a.

Na primer, Goldmanova k�iga Kompleksna hiperboliqka geometrija [21],
jedan od najpoznatijih u
benika geometrije prostora CHn, prvobitno je nastala
kao

”
uputstvo za korisnike jednog raqunarskog programa\ (videti [21], Uvod).

Req je o Matematika 1 paketu Hajzenberg [57], naprav	enom u Geometrijskom cen-
tru Univerziteta u Minesoti [20]. Od kraja osamdesetih do kraja devedesetih
godina tu je radio tim istra�ivaqa (Goldman, Parker, Filips [50], Gan [18],
Viks [77], Micner [49] i drugi), qiji su radovi iz geometrije, topologije,
raqunarske vizualizacije i matematiqke animacije predstav	ali inspiraciju
za ovaj rad.

Matematika paket [57] koristi geodezijsku perspektivu (1.7) iz beskonaqno
daleke taqke q∞ za projektova�e prostora CH2 na apsolutu paraboloidnog
modela, koja nosi strukturu Hajzenbergove grupe (videti poglav	e 1.2.4). Ova
projekcija je posebno zanim	iva, jer je apsoluta izomorfna orisferi, povrxi
koja unutar prostora CH2 modeluje trodimenzioni euklidski prostor.

Sliqan pristup, vizualizacija centralnim projektova�em iz taqke na
orisferu, prime�en je na realnom hiperboliqkom prostoru RH3 u radovima
[5, 74], kao i u Matematika paketu [6], razvijenom za izradu ilustracija u tim
radovima. Poxto je orisfera u RH3 izomorfna euklidskoj ravni, mo�emo da
je zamislimo kao euklidsku ravan ekrana utop	enu u prostor RH3, pa ovaj
pristup omogu�ava da hiperboliqki prostor posmatramo

”
euklidskim oqima\.

U ovom poglav	u koristimo orisferne koordinate za prikaziva�e geode-
zijskih linija koje prolaze kroz neutral, kao i geodezijskih sfera sa centrom
u neutralu Lijeve grupe

CH2 = R+ ⋉H3 = R+ ⋉ (C⋉ R) = {(x, ζ, w) | x ∈ R+, ζ ∈ C, w ∈ R},

u odnosu na razliqite levo-invarijantne Rimanove metrike. Poxto se ovi
objekti prirodno nalaze u realnom prostoru dimenzije qetiri, potrebno je
izabrati odgovaraju�i naqin �ihovog prikaziva�a u trodimenzionom pro-
storu. Zbog toga kompleksnu komponentu prikazujemo modulom kompleksnog
broja, qime se dimenzija efektivno svodi na tri. Ako sa ∥ζ∥ oznaqimo modul
kompleksnog broja ζ = z + iy, onda taqke paraboloidnog modela na slikama
predstav	amo koordinatama (x, ∥ζ∥, w).

1Wolfram Mathematica software package
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Slike koje slede dobijene su numeriqkim rexava�em jednaqina geodezijskih
linija iz teoreme 5.1 za razliqite parametre metrika g(p, b, β) definisanih
odgovaraju�im skalarnim proizvodima (2.3). Na osnovu leme 5.1 znamo da
prikazane geodezijske linije imaju konstantnu brzinu, xto nam omogu�ava
vizualizaciju geodezijskih sfera.

Slika 6.1: Kelerova metrika na CH2: p = 1, β = 1, b = 0

Slika 6.2: p = 1, β = 1
2
, b = 2

Slika 6.3: p = 1, β = 2, b = 1
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7 Prilog

A Harmonijske NA grupe

U ovom delu dajemo definiciju NA grupa, kao i zakon mno�e�a na �ima. Za
vixe deta	a videti k�igu: Sundaram Tangavelu, Uvod u princip neodre�eno-
sti, Hardijeva teorema na Lijevim grupama [70]. Harmonijske NA grupe qine
klasu rexivih Lijevih grupa oprem	enih levo-invarijantnim metrikama,
koja, izme�u ostalog, obuhvata i nekompaktne simetriqne prostore ranga jedan.

Definicija 7.1. [70, str. 162] Neka je Lijeva algebra n nilpotentna u dva
koraka. Oznaqimo sa z centar, a sa v ortogonalni komplement centra algebre
n:

n = v ⊕ z.

Ka�emo da je n uopxtena Hajzenbergova algebra, ili algebra Ha-tipa
ako za svako W ∈ z preslikava�e

JW : v → v

definisano sa
⟨JWX, Y ⟩ = ⟨[X, Y ],W ⟩, X, Y ∈ v

ispu�ava uslov
J2
W = −|W |2Id,

gde je Id identitet na vektorskom prostoru v. Povezana i prosto povezana
Lijeva grupa N naziva se uopxtena Hajzenbergova grupa ili grupa Ha-
tipa ako je �ena Lijeva algebra Ha-tipa.

Poxto je n nilpotentna algebra, eksponencijalno preslikava�e

N = expn

je surjekcija, pa se svaki element grupe N mo�e zapisati u obliku

exp(U +W ), U ∈ v, W ∈ z.

Kada elemente grupe parametrizujemo sa (U,W ), na osnovu Kampbel-Bejker-
Hausdorfove formule dobijamo zakon mno�e�a na grupi N

(U,W )(U ′,W ′) = (U + U ′,W +W ′ +
1

2
[U,U ′]).

Ako je Ivasava dekompozicija poluproste Lijeve grupe G

G = KAN,
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A Harmonijske NA grupe

onda simetriqan prostor G/K mo�e da se realizuje kao Lijeva grupa S = NA.
U sluqaju kada je Abelov deo dekompozicije A = R+, a nilpotentan deo N grupa
Ha-tipa, pri qemu je dejstvo grupe A na N definisano sa

(U,W ) → (
√
xU, xW ), x ∈ A,

ka�emo da je poludirektan proizvod

S = N ⋊ A

harmonijska NA grupa.
Specijalno, za realan hiperboliqki prostor RHn nilpotentan deo je Abe-

lova grupa Rn, dok je za kompleksni hiperboliqki prostor CHn nilpotentan
deo Hajzenbergova grupa Hn.

Element NA grupe (exp(U + W ), x) kra�e zapiximo kao (U,W, x). Tada je
zakon mno�e�a na NA grupi:

(U,W, x)(U ′,W ′, x′) = (U +
√
xU ′, W + xW ′ +

1

2

√
x[U,U ′], xx′).
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8 Zak	uqak

Osnovni ci	 naxih istra�iva�a je prouqava�e levo-invarijantne Rima-
nove geometrije qetvorodimenzionih hiperboliqkih prostora. Iz tog razloga
je u tezi deta	no i sistematski izlo�eno kako se na ovim prostorima uvodi
struktura Lijeve grupe. Definisani su neki od osnovnih modela realnih
i kompleksnih hiperboliqkih prostora, a zatim su na �ima dati zakoni
mno�e�a i izvedeni komutatori odgovaraju�ih Lijevih algebri. Ove alge-
bre povezane su sa postoje�im klasifikacijama qetvorodimenzionih Lijevih
algebri i pokazano je kako one predstav	aju jednodimenzione ekstenzije al-
gebre trodimenzionog realnog hiperboliqkog prostora. Na primeru realne
i kompleksne hiperboliqke ravni prikazana su neka interesantna svojstva
simetriqnih prostora, kao i naqin odre�iva�a geodezijskih linija na �ima.

Na poqetku svake glave ili poglav	a dat je pregled dosadax�ih rezultata
iz odgovaraju�e oblasti, uz navo�e�e izvora u kojima su izlo�eni teorija,
definicije i osnovna tvr�e�a. Me�u citiranim referencama nalaze se mnogi
klasiqni u
benici iz diferencijalne geometrije, teorije Lijevih grupa i
simetriqnih prostora, koji se ve� dugo koriste u nastavi na doktorskim stu-
dijama geometrije. Time se, pored izlaga�a originalnih rezultata, nastojalo
da se qitaocu pru�i pregled relevantne literature kao polazna taqka za da	e
prouqava�e tema obra�enih u disertaciji.

Jedan od glavnih doprinosa ove disertacije jeste klasifikacija hermit-
skih struktura na Lijevoj grupi CH2, odnosno odre�iva�e svih neizometriq-
nih levo-invarijantnih Rimanovih metrika i sa �ima saglasnih kompleksnih
struktura. Ovaj rezultat objav	en je u radu [75]. Geodezijske linije dobijenih
metrika prvi put su prouqavane u samostalnom radu autorke [4].

Poxto se sve Rimanove levo-invarijantne metrike na Lijevoj grupi RH4

razlikuju samo za konstantu, u realnom sluqaju svi raquni su znatno jedno-
stavniji nego u kompleksnom. Zbog toga smatramo da ovaj primer mo�e biti
posebno koristan qitaocima koji se prvi put upoznaju sa klasiqnim metodama
rada u geometriji Lijevih grupa. Svi raquni, posebno u glavi 4, izlo�eni
su xto deta	nije kako bi zainteresovani qitalac mogao samostalno da prati
izvo�e�a i primeni iste metode na drugim prostorima.

Vizualizacija realnog i kompleksnog hiperboliqkog prostora, kao i odgo-
varaju�ih Lijevih grupa CH2 i RH4, predstav	a prirodan nastavak ranijih
radova autorke [5,74] koji su se bavili vizualizacijom prostora RH3. Za izradu
slika korix�eni su slede�i softverski alati:
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� Geogebra1, za prikaz geodezijskih linija na simetriqnim prostorima RH2

i CH2 u poglav	u 1.6,

� GCLC2, za ilustraciju veze izme�u geodezijske linije na Lijevoj grupi G
i odgovaraju�e krive na Lijevoj algebri g u glavi 5,

� Volfram Matematika3, za vizualizaciju geodezijskih linija i sfera
Lijeve grupe CH2 u glavi 6, kao i geodezijskih linija Lijeve grupe RH4

i pridru�enih krivih algebre rh4 u poglav	u 5.4.

U ovoj tezi prikazane su geodezijske linije i sfere neizometriqnih Rima-
novih levo-invarijantnih metrika na Lijevoj grupi CH2. Kako se ovi objekti
nalaze u qetvorodimenzionom realnom prostoru, za �ihovu vizualizaciju
bilo je potrebno odabrati odgovaraju�i naqin predstav	a�a u tri dimenzije.
Pristup odabran u tezi je da se kompleksna komponenta proizvoda

CH2 = R+ ⋉H3 = R+ ⋉ (C⋉ R)

predstavi modulom kompleksnog broja, odnosno da se na taj naqin efektivno
sma�i dimenzija prostora na tri.

Da	i rad mo�e biti primena drugih metoda vizualizacije qetvorodimenzi-
onih hiperboliqkih prostora. Jedna od zanim	ivih mogu�nosti je pristup za-
snovan na kompjuterskoj tomografiji (CT-scan). Fiksira�em jedne koordinate
i preseca�em geodezijske sfere trodimenzionim hiperravnima koje odgovaraju
razliqitim vrednostima te koordinate dobija se niz trodimenzionih preseka.
Takav niz slika mo�e dati lep uvid u strukturu geodezijske sfere ili bilo
kog drugog objekta qetvorodimenzionog prostora koji se razmatra.

Drugi interesantan pristup je projekcija qetvorodimenzione Lijeve gru-
pe CH2 na orisferu, po ideji koja je realizovana u paketu Hajzenberg [57]
za kompleksnu hiperboliqku ravan sa standardnom Kelerovom metrikom. U
oricikliqkim koordinatama ovo preslikava�e ima veoma jednostavan oblik
(1.7), pa bi bilo prirodno ispitati kako se geodezijske sfere dobijene u ovoj
tezi vide u takvoj projekciji.

Ovim radom, naravno, nije iscrp	ena levo-invarijantna geometrija qetvo-
rodimenzionih hiperboliqkih prostora. Dobijeni rezultati otvaraju vixe
prirodnih pravaca za da	a istra�iva�a.

Prvi naredni zadatak bi mogao biti da se odrede projektivna, afina,
konformna i Kilingova po	a na CH2. Preliminarni raquni pokazuju da nema
levo-invarijantnih po	a ovih tipova ni za jednu od Rimanovih metrika iz
poglav	a 2.2, ali opxti sluqaj jox nismo razmatrali.

Drugi pravac istra�iva�a odnosi se na prouqava�e hermitskih struktura
i geodezijskih linija u odnosu na Lorencove metrike i metrike neutralne
signature. Dok je ve�ina rezultata u realnom sluqaju poznata i u proizvo	noj

1GeoGebra, Markus Hohenwarter, https://www.geogebra.org/
2Mathematical Tool GCLC (Geometry Constructions → LaTeX Converter) by Predrag Janičić

https://poincare.matf.bg.ac.rs/ janicic/gclc/
3Wolfram Mathematica, Stephen Wolfram, https://www.wolfram.com/mathematica/
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dimenziji, u kompleksnom sluqaju ostaje otvoreno pita�e u kojoj meri se dobi-
jeni rezultati mogu uopxtiti najpre na prostor CH3, a zatim i na kompleksni
hiperboliqki prostor CHn proizvo	ne dimenzije.
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[13] E. Cartan, Oeuvres Complétes Vol. 1, 2, Gauthier-Villars, 1952.

87



Literatura

[14] G. Calvaruso, A. Zaeim, Four-dimensional Lorentzian Lie groups, Differential
Geometry and its Applications, vol. 31, no. 4, pp. 496-509, 2013.

[15] T. Christodoulakis, G. O. Papadopoulos, A. Dimakis, Automorphisms of Real 4
Dimensional Lie Algebras and the Invariant Characterization of Homogeneous
4-Spaces, Journal of Physics AMathematical and General, vol. 36, no. 2, pp. 427-
442, 2002.

[16] M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhäuser, 1992.
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