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3axBaJTHUATIA

La au je naw mcusommyu nym yranped npedodpeher ual camo Cnaem CAYUAGJHUL 0KOA-
Hocmu, mewxo je pehu. IlIma 200 da je y numany, 3ax8aaHa cam HG NPUAUYY 0a ce baBUM
MONONOUJOM.

Y mwyockoj je npupodu da ce gorycupa ma oHO aoule, 6 0a Y3uma oo 00bpo 30paso 3a
20moeo. 3602 Mo2a je NENO NOBPEMEHO OCBPHYMU CE U PAZMUCAUMY HA YEMY CMO C8€ Y
acusomy 3axsannu. Jedwa o0 cmeapu Kojy HUKGOG HUCGM Y3UMAAQ 30PABO 30 20MOBO U
Ha K0jo] hy ysex bumu zaxsaana je moja capadwa ca banemom. Ocum came mamemamure
KOJy cam 00 Mmeza HAYHUAQ, BUDCAQ CAM WIMA 3HAYY OUMU 002080DAH NPEMA CeOU, HAYUU
U HACMABU. AUCTNG CAM YHCUBANG Y HAULEM 30JEOHUUOM Pady U OYbOKO Cam MY Ha C8EMY
304T8aAHA.

IIpujamna mu je dymcHocm 0a ce 3aT8AAUM U YAGHOBUMG KOMUCUJE HA “UMADY 08€
Jucepmayuje u 0a8awY KOPUCHUT KOMEHMAPA KOJUMG je 08a] pad 000amHO nobOLULAH.

Hanocaemxy, najeehy saxeansrnocm 0yzyjem c80joj nopoouyu u NPujamesuma jep cy ae-
POBAAYU Y MEHE U OHOG KAOG JG HUCAM.

Beorpan, memembap 2024. Mununa JoBarnosuh



HacaoB: Koxomoaomka aarebpa ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU OPUjEHTUCAHUX TPO-
MUMEH3UOHAJTHUX PABHU Y €YRIUICKOM MIPOCTOPY

Caskerak: VcnutuBame ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH, KOj€ C€ MPBU IMIYyT MOMUY jOII
y 19. Beky, je jeman on kiacuyHUX TpobieMa anaredbapcke tomosoruje. Kama mcnury-
jeMO TOIOJIONIKE MPOCTOPE, YBEK je KOPUCHO OIPENUTU HBUXOBY KOXOMOJIOWKY aJaredpy.
O roxomomoruju I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH ce Beh mocra 3HA, aJu IBUXOBU HAT-
KpuBajyhu mpocTtopu, T3B. opujeHTrcane I 'pacMaHoBe MHOTOCTPYKOCTHU, MHOTO CY MaHe
UCTIUTAHE. _

Opujenrucana I'pacmanoBa MHOrocTpykocr G, ) OepUHHUIIE Ce KAO IPOCTOD OPU-
JeHTuCaHuX k-AMMEH3MOHAJHUX notmpoctopa y R™. Y oBoj muceprammju ce GaBuUMO
aHAJIM30M KOXOMOJIOIEKe ajrebpe opumjeHTmMcaHux l'pacmanoBux MHOrocTrpykoctu G,
ca IeJOOPOJHUM M MOZIYJIO 2 KOoe(UIMjeHTHMa, IpeTeRHO 3a ciaydaj k = 3. ucepra-
nyja ce cacToju O4 TPHU IorJyaBJsba. IIpBo moraassme je yBom rime hemMo maTtu mperjemn
MMO3HATUX PE3yJaTaTa U MOTpeOHUX aJjaTa.

Y npyrowm moriyiaBspy heMmo m3ydyaBaTy KOXOMOJIOTH]Y Ca MOIYJIO 2 KOe(pUIjeHTIMA.
Ty cy mHajupe u3io:KeHU MO3HATU pes3yaratu y ciaydajy k = 2. Hakon Ttora ce mpesnasu
Ha aHaIu3y ciaydaja k = 3 rme je mar meJmMUdYaH OMUC KOXOMOJOIKe anrebpe. OBaj
oeJhbaK Ce 3aCHUBA Ha PAMOBUMAa O0jaB/HEHUM Y IMOCJEIHUX HEKOJIUKO TOOUHA. Y Te3u
he Obutu mat mpersen TUX HOBUX pe3yiTara, a OMhe u M3JIOKEHU OPUTUHAJJIHU PE3yJ-
TATU y CIydajeBUMa Kaja je n OJu3y CTemeHa ABOJKe. Y TMOCIEeNmeM Ney OBOT IOTJa-
BJba MCINTAHA je W KOXOMOJOIIKa ajJredpa MHOrocrpykoctu (ot 4, NOKIE C€ OTHPUIINKE
TPEHYTHO U CTUIJIO Ca UCIUTUBAMEM MOIYJIO 2 KOXOMOJIOTHU]E.

Tpehe nornasme je moceeheno mHTEerpasnoj koxomogoruju. OBo morsiaBbe, Ka0 U
IPEeTXOqHa, JeJU Ce Ha HEKOJIUKO NeJOBa Yy 3aBUCHOCTU O BpenHocTu k. Kana je k = 2,
UHTErpaiHa KOXOMOJOIHMja je y MOTIIYHOCTU onpeheHa m y Te3u je M3JIOKEH MOKa3 Y
ciydajy HemapHor n. 3a k = 3 TpeHyTHO je onpeheHa uMHTerpaJiHa KOXOMOJIOTHja OJf
Gn3 camo y cayuajy n € {6,8,10}, nok 3a k > 4 mocToje Tek MOHEKU MAPIUjATHUA PE3yJI-
TaTtu. Y OBOj MEJUHU UCIUTYjeMO U Be3y u3Melhy mesobpojHe u MOMYJIO 2 KOXOMOJIOTHje
oBux l'pacmaHmjana azHagm3oM MoOp¢u3Ma u3MeDy HBUX MHIYKOBAHOI PEIYKIMUjOM IIO
MOy Y 2.
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Title: Cohomology algebra of Grassmann manifolds of oriented three-dimensional planes in
Euclidean space

Abstract: The analysis of Grassmann manifolds, which were first introduced in the 19th century,
is one of the classical problems in the algebraic topology. When analyzing topological spaces, it is
always useful to determine their cohomology algebra. The cohomology of Grassmann manifolds
is already well known, but their covering spaces, so called oriented Grassmann manifolds, are
far less examined. _

The oriented Grassmann manifold G, is defined to be the space of oriented k-dimensional
subspaces of R™. In this dissertation we analyze the cohomology algebra of oriented Grassmann
manifolds G, with integer and modulo 2 coefficients, predominantly the case kK = 3. The
dissertation comprises three chapters. The first chapter is an introduction where an overview
of known results and necessary tools is given.

In the second chapter we study the cohomology with the modulo 2 coefficients. First of all,
the known results in the case k = 2 are presented. Next, we move onto the case £ = 3 where
the partial description of the cohomology algebra is given. This section is based on papers
published in the last several years. We give an overview of these results in the thesis, and we
also present original results for n close to a power of two. In the last part of this chapter, we
investigate the cohomology algebra of the manifold G 4, and that is as far as we have come
with the examination of modulo 2 cohomology.

The third chapter is dedicated to the integral cohomology. This chapter, like the previous
one, also splits in several sections, depending on the value of k. When k& = 2, the integral
cohomology is completely determined, and we present the proof for n odd. When k = 3, only
the integral cohomology of G, 3, n € {6,8,10}, has been determined so far, while for k£ > 4
only some partial results are known. In this segment we also analyze the connection between
the integer and the modulo 2 cohomology algebra of these Grassmannians by analyzing the
morphism between them induced by the modulo 2 reduction.
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Y Bono

Jemno on OWMTHMX mUTama y MaTeMaTUIM je Kilacupuranuja ompebeHmx objeraTa.
KRanoncka paciojewma Han ['pacMaHOBUM MHOTOCTPYKOCTUMA UTPAjy KJBYUHY YIOTY Yy
KJIaCU(PUKANUj BEKTOPCKUX paciiojema Hal MapaKOMITAKTHUM Oa3HUM IPOCTOPUMA.
Hawnwme, mokazano je na ykoauko je B mapakoMIakTaH, OHIA je CBAKO k-IUMEH3UOHAJHO
BEKTOPCKO paciiojeme Hal B moBilaueme KaHOHCKOI Paciliojema 7y, Hal T3B. ODECKOHAU-
uuM ['pacmannjanom Gy. Illrasume, ako ca Vecty(B) 03HAUNMO CKyI CBUX KJIaca €KBU-
BAJICHTHUX k- IMMEH3MOHAJHUX BEKTOPCKUX paciojema Hal B, uMaMo OUjeKIu]y

[B, Gk] — Vectk(B),
=

CnuvHO, KAHOHCKO PAaciojeme Vi Had OPUjeHTUCAHUM OECKOHAUYHUM | pacMaHujaHoM CNJk
KJIaCU(PUKYje CBa opujenmucana k- ITMMEH3MOHAJIHA BEKTOPCKA PACiIOjema Hal IapaKkoM-
MMAKTHUM IPOCTOPOM B.

[Ipu Tom, ako je B rommakran CW-KoMIJIEKC M KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT, OHIA
je [B,Gy| = [B, G ) 32 noBosmHO Benuko n, na nMamo oujexuujy Vecty(B) = [B,Gpk], n
CIUYHO y OPUjEHTUCAHOM CJYYa]y.

WNuarerpaana 1 Moayao 2 KoOXxoMoJiordja OeckoHauynux | pacmanujana mobpo je mo-
3Hara (3a mHTErpasHy norsexartu (5], 3a moxyiso 2 [24, reopema 7.1]). Takobe, Bopen
je 1953. y [4] ompenuo moxyno 2 koxomonorujy I'pacmanoBe mHOrocrpykoctu Gy, j.

MNako mocToju npupogHo ne@UHUCAHO IBOJIVCHO HATKPUBAIE P ! énk — Gy, KOjE
jemHocTaBHO 3a00paBsba OPUJEHTAIM]Y, UCIIOCTAaB/ba CE Ja HUje TAaKO JIAKO PE3yJITaTe
3a G, npeneru Ha Gy ).

Y cayuajy Mmomyio 2 KoepuiyjeHarta, IpBU INOTIYH ONMC HaJa3mMo kKol KopOama un
Pycuna y [18], roe cy oM ogpenuiu KOXOMOJIOTHjy opujeHTrcane ['pacMaHOBE MHOTO-
CTPYKOCTU CNJW. Haxron Tora, Bacy u Yakpaboptu cy nanu y [1] mapuujanne pesynrare
y cayuajy k= 3. Tu pesyararu cy monymenu Hajupe pamom [7] Honosuha u IIpsyio-
suha y cayuajy n = 2!, 3arum panom [15] y cayuajesuma n € {28 — 3,2 — 22! — 1}, a
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KoHauHO cy Mananroc u Bent y [22] 3aokpyssunu ciaydaj k = 3 ucnuraBmu npeocrasie
BpeqHOCTH n. 3amoueTra je n aHanmusa 3a k = 4 Pycunosum onpebusamem anmTuBHUX
6aza on H*(Gna;Zs) 3a n € {8,9,10,11} y [28], a HacTaB/beHA je NEIMMUYHUM OIKACOM
KoxoMonomke amrebpe H*(G,.4;Zy) kana je n cremen asojxe y [6].

Murerpanna KOXOMOJIOTHja OpUjeHTUCAHNX ['pacMannjana jé MHOrO Mame UCIUTaHA.
Koxomonoruja ox G2 onpebena je y [20] 3a mapHe n, DOK ce OIUC KOXOMOJOTHUje Y
cayuajy Hemapuor n moxke Hahu y [29] u y [14]. Kana je k = 3, upso cy Kanadar u
Jamuunkaja y [16] ogpenunau mHTErpasHy KOXOMOJOTH)Y O 5673, HAKOH uera je y [14]
onpebeHa u KoxoMoJOTHja O ég,g u 61073. Ocum oBux pesyinrara, Manauroc u Bent cy
y [21] amanu3upanau TOp3MOHU €0 MHTErPAJIHE KOXOMOJIOTH]je, Tae cy, nudMmehy ocrasor,
IIoKa3aJau ga ce y H*(émk;Z) MOJK€e IIOjaBUTHU JeqUHO 2-TOp3uja uiau 4-top3uja.

[Mum oBOr pana je ma ma mperJsen A0 €ana TO3HATUX PE3YJITaTa O KOXOMOJIOTUJU OPU-
jenTucanux ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH, KA0 U 1A U3JIOKU OPUTHUHAJHE PE3yJITaTe
n3 [6], [14] u [15]. Crpykrypa pana je caeneha.

Y mpBOj rsiaBm cy HaBeIEeHU OCHOBHM IIOJMOBU M PE3YJITATU KAO W IpeEryel TeXHUKA
Koje ce kopucre y mucepramuju. Hajupe cy medpunucuue (opujentucane) I'pacmanose
MHOTOCTPYKOCTH KaO U HEKa KOPUCHA paciojema Han wuMma. Onucan je Bopenos pe3yi-
tar u3 [4] o Mmoxyso 2 koxomonoruju ['pacMaHOBE MHOTOCTPYKOCTH, & 3aTUM je aHAJM3N-
paHa " CJIUKa XOMOMOp(Gu3Ma p* MHAYKOBAHOT NBOJUCHUM HATKPUBAHEM P : énk — G-
YKPaTKO je U3JT0KEeHA U TeOPUja KOXOMOJIOMKAX omepamnuja ca Gporycom vHa CTUHPOIO-
BuM KBaapatuma. [lopen Tora, mar je m Kpartak yBonm y Teopujy I'pebGHepoBux Oa3sa.
Ha kpajy je yBemen u CepoB CHEKTpAJHU HU3 KOJjU je y Paay KOPUIINEH KAao jemaH o1
rJIaBHUX aJiaTa 3a oapebuBame KOXOMOJOIIKE aJiredpe opujeHTrucaHux | pacManujaHa.

Ilpyra ramaBa je mocBeheHa KOXOMOJIOTUjU OPHUjEHTUCAHUX [ pacMaHOBUX MHOTO-
CTPYKOCTH ca MOAyJO 2 KoepunujeHTmMa. Ha moueTky je mar mperJsien mO3HATUX pe-
3yJaTaTa O KapaKTePUCTUYHOM PAHTY O énk Hakon Tora cy aHagm3upaHUu CiydajeBuU
k€ {2,3,4}. Y cayuajy k = 2 mar je mOTIyH OOUC KOXOMOJIOIIKE ajrebpe H*(émk;Zg)
Koju je npBobutHO usBenen y [18]. Cuyuaj k = 3 monesbeH je Ha HeKOIUMKO HeauHa. Haj-
Ipe je M3JI0/KEeH MOKa3 34 égt’g u3 [7]. Hakon Tora cy m3/10:KeHU OPUTMHAIHA Pe3yJITaTu
u3 [15] 3a n € {2 —3,2" — 2,2 — 1}. Y nmocnenmo]j nennHu AAT je mperyien pesyiarara 3a
ocrasne Bpennoctu n u3 [22]|. Konauno, y cayuajy k = 4 U3JI0:KEHU Cy OPUTUHAJIHU De-
3yararu u3 [6] rae je ucnuTUBaHA KOXOMOJIOIKA ajrebpa opujentucanor ['pacmannjana
éQtA.

Tpeha raasa ce 6aBu UHTErpaJTHOM KOXOMOJOTrHjoM. Kao u y mpeTxomaHoj, 1 y OBOj
rJIaBU aHAJU3Y AEJIUMO Ha OCHOBY auMeHsuje k. 3a k = 2 maT je ommc KOXOMOJIOTHje
H*(Gp9;7Z) n nznosken noka3 u3 [14] y cuayuajy HemaprHe auMeH3uje n. 3a mapHe n je
nHaseneH pesyiarar u3 [20] 6e3 mokasa. [locse tora je ananusupan cayuaj k = 3. Hakon



YBon

YBOIOHUX pe3yJTaTa, y MOTIYHOCTH Cy oapeheHe KOXOMOJIOMEKe aJrebpe H*(émg;Z) 3a
n € {6,8,10}. Koxomonoruja ox 6673 je mpBobutHO onpebena y [16], a y mucepraunju
je HaBelleH HemToO apyrauuju nokas. /lokaszu 3a n =8 u n = 10 cy opuruHaJ Hu U3 pana
[14]. Tarobe, y oBuM ciyuajeBuMma y KOjuMa je m3padyHara HeJ00pOjHa KOXOMOJIOTHja,
onpeben je u xomoMopduzam aaredbpu p, : H*(énﬁk; 7) — H*(én’k; Zs) MHAYKOBAH MO LY JIO
2 penyrnujoM KoedunujeHata p: Z — Zy. Y mnociaenmeM onesbKy Tpehe riae mar je u
mperien Ho3HATUX pesynrara 3a k > 4 u3 [21].



I'maBa 1

OcHOBHU TOjMOBU

1.1 TI'pacmMaHOBe€ MHOTOCTPYKOCTH

I'pacmarnosa mnozocmpykocm G, j, kpahe I'pacmarujan, je TpocTOp CBUX k-TUMEH-
3HOHAJIHUX HOTIPOCTOPa eyKIuACKOr npocropa R". Ha ciawvyan mauwm ce meduaume u
opujenmucara I'pacmarnosa mrozocmpyrkocm Gn k. Hamme, Gn k jé TPOCTOP CBUX OPUjEH-
TUCAHUX k- IMMEH3MOHAJIHUX MOTIIPOCTOPA €YKIUIACKOT npocTtopa R™.

Tononorujy va G, MokeMo nepumuucaru Ha ciaenehm maumna. Ca V,; o3HaumMo
IImugenosy mrozocmpyrkocm, IPOCTOP CBUX OPTOHOPMUPAHUX k-TOPKU JIMHEAPHO HE3a-
BuCHUX BekTopa y R", u Heka je q : V, ;, — G, IpecankaBame Koje CBaKy k-TODKY CIIMKa
y k-mMMeH3MOHAJIHN NOTIPOCTOP Koju Tux k Bexropa oapebyjy. Ha V,, , CR" x--- x R"
MMaMO TOIOJIOTH]Y HacjieheHy Ol TOMOJOruje Npou3Bona, & OHA ce MOMONY KOJIWYHUY-
KOT TIpeciaukaBama ¢ npenocu Ha Gy i. Hakne, U C G, je otBopen ykomuko je ¢~ (U)
orBoper y V. Heka je ¢ : V, — énk IpecinuKaBame KOje CBakKy k-TOPKY CJIuKa Yy
opujeHTHCAHU k-OVMEH3MOHAJHN MOTIPOCTOD KOoju oHa oxpebyje. Tomomoruja Ha énk
je ympaBo TomoJjioruja nobujena moMony KOJWYHUYKOT MPECIUKABAHA (.

UecTo je KOPUCHO MOCMATPATH KAGHOKCKO 8EKMOPCKO PACAOJERE Yy i HAL Gy j UUJU CE
roTasHu npoctop E(v,y) cacroju on cBux maposa (P,v) € G, x R" TakBux na v € P.
Hakse, umamo pacaojeme RF < E(v,4) n, Gk, THE je ImpeciluKaBame p; JaTO Ca
p1(P,v) = P, Tj. p; je upojeknuja Ha NPBY KOOPIUHATY.

Y cayuajy opujenTucanor ['pacmanujana mMaMoO 0pUjEHMUCAHO KAHOHCKO 8EKMOPCKO
pacaojeme Yy, arju ce ToTasHu npocrop E(7,x) cacroju onx csux maposa (P,v) € G, X
R"™ TakBux ma je v € ﬁ, a mpecnukasame Py E(Y,) — énk je TIOHOBO IIpPOjeKnunja Ha
IPBY KOOPAWHATY.

HajjemnocraBuuju npumep ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH BUIUMO y ciaydajy k = 1.
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Mmuorocrpykoct ()1 je IPOCTOp IpaBUX KPO3 KOOpauHATHM noderak y R", makie To
Jé yIpaBO peaJyiHu MpOjEeKTUBHU MPOCTOP RP"!. Ca mpyre crpane, opujertucana ['pa-
cMaHOBa MHOrocTpykocT (3,1 je caummeHa Ol CBUX OPUjeHTHUCAHMX mpaBux y R”, ma
je Mosemo maeHTUGUEOBaTU ca chepom S" 1. IlpupoanHo ce mocraBiba MUTAHmE Ha Jn
ce TO3HATO ABOJUCHO HaTKpuBame p : S ! — RP"! momxe yommruru u ma I'pacma-
HUjaHe u oAroBop je morBpman. CBaku k-mumensmoHasHu mOoTIpocTop y R” MoxkeMo
OpHMjeHTHCATN Ha [OBa HauuHA. 10 3HAUM & CBAKOM k- IMMEH3MOHAJHOM IOTIPOCTOPY,
enementry G, j, OArOBapajy TadHO IOBa OPUjeHTUCAHA k-IVMEH3MOHAJIHA HOTIPOCTOPA,
eJeMeHTa énk Crora mma cMucia mAepUHUCATA TPECIUKABAWKE D : @nk — G EKOje
CIUKA OPUjEHTUCAHU k- IVMEH3WOHAJHU MOTHpOCTOp ona R" y mcTu k- AMMEH3MOHAJHU
MIOTIIPOCTOP, ayiu 6e3 opujertaruje. OBo mpecinkaBame Koje 3abopaBiba OPUjeHTALN]Y
jecTe OBOJIMCHO HATKPWBAaMK€E U KOMYTUPA HAPETHU IUjarpaM.

Y smemm 5.1 y [24] je mokazano na je upecnukaBame h: Gy — Gy, fato ca h(P) =
Pt xomeomopduzam, kao u na je G, jeIHA KOMIAKTHA TONOJIONKA MHOTOCTPYKOCT
mumensuje k(n — k). Vcro Basku u 3a opujentucane ['pacmanujane, ma hemo ybynyhe
YBEK IIPETIOCTaBbATH Aa je n = 2k.

Takobe, moxke ce mokazatu na cy ['pacMaHoBe MHOTOCTPYKOCTU XOMOT€HU ITPOCTOPMU.
[Ipenusnanje, mocroje xoMeoMOpP(PU3IMU

Gox ~ O(n)/ (O(k) x O(n — k)) 1)
Gor =~ SO(n)/ (SO(k) x SO(n —k)). '

1.1.1 KoxomoJsoruja I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTHU

Bopexn je y [4] onpenuo koxomonorujy I'pacManOBUX MHOTOCTPYKOCTU ca Zg Koehu-
nmujeHTuMa. lokaszao je na mocroju mdoMopduzam anredpu

ZQ[wl,wg, e ,wk]

(wnfk+1>wnfk+27 S 7wn)

I

H* (G Zs) , (1.2)

pu KoMe KoceT onx w; oarosapa lltuden-BurHrjeBoj knacu KAaHOHCKOT BEKTOPCKOT pa-
crnojema w;(Yur), 1 <i <k, (IItupen—Buranjese rnace w;(7y,x) hemo rakobe ybynyhe
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03HAYABATHU Ca W;), & Wy, r = 0, cy momuaoMu y Zs|wy, ..., wg] 3anaTu pesamujom

(I+w +wy+ - +wp)(1+w +wWe +---) =1, (1.3)
Tj. 1 +wW; + Wy + -+ je mHBep3 mosmHOMA 1 + Wy + We + -+ - + Wy Y IPCTEHY CTEMEHUX
penoBa Zs|[wy, wy, ..., wgl].

N3 (1.3) moske ce nobuTu 1 PEKypPEHTHA Besa
Wy = W Wy + WoWyp_2 + + ++ + WpWy_g, rz ka (14>
a HUje TEeNKO MOKAa3aT! Ja MoJuHOMU W,, T > (0, 3amoBosbaBajy cienehy jemHaxkoct

W, = Z [ar, ag,. .., ag] witws? - wpk, (1.5)

a1+2az2+---+kagp=r

ar+ax+---+ag\ a2+ -+ ag ap—1 + Qg
[Cll,QQ,...,CLk]: .
aq a2 ax—1

Tpeba umaTtu y BuUAYy Oa Cy CBU KOepUIUjeHTH y Zo, Na je CBaAKU O OWHOMHUX
KoepuuujeHara y [ai,as,...,ax] jennax 0 nianm 1.

rie je

1.1.2 T'mcuHOB HU3

Heka je R xomyTtaTuBan npcreH (3a mac hie R 6uru Z umu Z;) u S™ — E % B jemno
R-opujentabunno cpepHO paciojeme, Tj. HEKA je NejcTBO GpyHAAMEHTaJHE TpyIe Da3HOT
npocropa B wa H™(S™; R) rpuBujanuno. Taga 0oBOM paciojemy MOKEMO MPUIAPYKUATA
HapemH! NyTU TaYHU HU3

oo H™™Y(B;R) % H/(B;R) X H/(E;R) — H"™(B;R) — - --

rae je xomomopdusam H'"™ Y B:;R) = H’(B;R) wmmosxeme OjIepoBoM KIacoM e €
H™(B; R).

JIBonmmcHO HATKpUBaMmE P : énk — Gp i MOKEMO BUIETH Kao CPepHO paciojeme ca
crojem S° a cBako cdepHO paciojeme je Zy-OpujeHTabUIHO, TTa My MOKEMO MPUIPY-
xuTu ['mcmHOB HU3 ca Zs KOe(OUIIN)jeHTUMA,

o HITN (G Zo) 25 HI (Gps Zo) 25 HY (G Zo) — H (Gpi Zo) = -+ (1.6)

Hapenna mema mam maje Be3y m3mehy auMeH3Mje KOXOMOJIOTHjE€ TOTAJIHOT IPOCTOPA
: n—1 P .
chepHOr paciojema S — I/ — B u nuMeH3Wje CIMKe MHAYKOBAHOI XOMOMOpP(U3Ma
im p*. RopuctuheMmo je y cayuajeBuma Kajga MMaMO aJUTUBHY 0a3y jeqHOr O OBa ABA
BEKTOPCKaA IPOCTOpa ma nobumjemo mHBoOpMaIuje o 6a3m OPYror.
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Jlema 1.1.1. Hexa jen € N u S" ' — E 5 B cfeprno pacaojeme maxeo da je H*(B;Z,)
KOHAYHO OUMEHZUOHANGH 8EKMOPCKY Npocmop (wad Zy). Axo je p* : H*(B;Zy) — H*(E;Zs)
UHOYK08aAK TOMOMOPPuU3aM, 0HOG je

dim H*(F;Zs) = 2 dim(im p*).
Iloxas. Tlocmarpajmo 'ucurOB HU3 IpUApPY:HEH chepHOM paciojemy S 1 — E 5 B.
coo s HF (B Zy) B HH N (B Zy) — HY(B; Zy) < H™(B; Zy) 2 H™(E; Zy) — - --
HpI/IMeTI/IMO Ja MPETXOoOHU AYTY TaYHU HU3 I/IH,E[yKyJe Cﬂeﬂehe KpaTKe€ Ta4YHe€ HU30BE:
0—C;— H(B;Zy) - K; — 0, i€Z,
rue je
C; = coker (p* : H*"(B; Zs) — H"(E; Zy))
K; =ker (p*: H"(B; Zs) — H"(E; Zy)) .
CyMupameM OBUX KPATKUX TAYHUX HU30Ba HOOMjaMO KpaTak TavyaH HU3
0 — coker p* — H*(B;Zs) — ker p* — 0.
Kako je H*(B;Zy) kOHAYHE AWMEH3Uj€e, MMAMO
dim H*(B; Zsy) = dim(coker p*) + dim(ker p*) = dim H*(E;Zy) — dim(im p*) + dim(ker p*).

Konauno,
dim H*(B;Z) = dim(ker p*) + dim(im p*),

omakje TBpheme MUPEKTHO CJIIEIN. ]

1.1.3 Cuauxa xomomop¢usma p*

Nako cy opujeHTHMCaHa WM HEOpPHUjEeHTUCAHA | pacMaHOBa MHOTOCTPYKOCT TOBE3aHE
NBOJIMCHUM HaTKpUBameM, u3doMopéuszam (1.2) Huje moBOMbAH Oa y MOTIYHOCTU OAPE-
o u H*(Gop; Zy). Wnax, cimka uanykoBasor xoMomophusma p* : H* (G Zs) —
H*(émk;Zk) YMHU jedaH 1e0 KOXOMOJIOIU]je H*(émk;ZQ). Haunme, u3 neme 1.1.1 Bugumo
na he imp* YMHUTYU MOJOBUHY KOXOMOJOTHjE O énk Y aIUTUBHOM CMUCIY.
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Jlema 1.1.2. Hexa jep: @nk — Gy 080aucHo namrpusawe. Tada

P (wi(Ynk)) = wi(Vng), 1 <i < k. (1.7)

Jloxas. TBpbewe cnenn nuperTHo n3 akcuome npuponuoctu [ltuden—-BuranjeBux kia-
ca M KOMYTAaTUBHOCTU AMUjarpama

rae je mpecnurasame ¢ @ E(V, ;) = E(yx) maTo ca o(P,v) = (p(P),v). ]

[MItuden-BurHujeBe Kiace OprjeHTUCAHOT KAHOHCKOI BEKTOPCKOT Paciliojema heMmo
yecro kpalie osmauaBatu ca w; = w;(Ynk), 1 < ¢ < k, ma Besy (1.7) moxemo kpahe
3amucaT u Kao p*(w;) = w.

I[TocmaTpajMo cama KOMIO3ULN]Y

Lo[ws, ..., wi] < Zofwi, wa, ..., wy] 5 H* (G Zo) 2 H(Gpp: Zo)

re je IpBO IpeCInKaBalbe¢ UHKIY3HMja, a APYTO je KOJUMYHUYKO NIPecIuKaBame Koje Mo-
trde ox uzomopousma (1.2). OBa romnosurnuja ciauka w; y [ltudpen—Buraujey knacy
Wi (Ynk) € Hi(én’k;ZQ), 2 < i < k. I3 T'ucunosor =Huza (1.6) nmamo na je kerp* = imwy,
na crnenujanso wy; € kerp* m wy(Ynx) = p*(wy) = 0. OBo ympaBo 3HAUM na Ce CIUKA
xoMomop¢dusMa ¢ mokaama ca CIMKOM XOMOMOp(dU3Ma p*, ma mMamo

imp* =im® = Zs|w,, . .., wg]/ ker . (1.8)
ITa ducMmo ompemuau imp* ocraiio je jom ma omxpenumo ker P.
Heka je g, € Zslws, ..., wi], v = 0, peayknuja moauHOMa W, MOLYJIO wi. Pemykiuumjom

jemnaroctu (1.4) Momyno wy mobujamo

Gr = WaGr—2+ -+ WGr_k, T =Kk, (1.9)
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mok u3 (1.5) mobujamo

as + -+ ay Ap—1+ap\ 4 a

A _
2a9+--+kap=r k—1

YKOIUKO meUHUMmEMO ¢ 1 = g o = -+ = g_j4+1 := 0, oHga ce mako nposepu na (1.9)
Basku 3a cBe r > 1. Muanykmujom mo ¢ jemuakoct (1.9) MOkeMO reHepasm3oBaTu 10
caenehe jemnakocTu

k
G =02 g gt W G = Y WP g, =14k (2-1),i20.  (1.11)
j=2

Saucra, 6a3a uaaykuuje caemu u3 (1.9) 3a r > 1. Ako je i > 1 u ako mpeTnocTaBUMO
na je (1.11) tauno 3a i — 1, ouma 3a r > 1+ k- (2 — 1) umamo

k k k k

o 21'71 ) o 27L71 27L71 ) ) o 21 )
gr = Wy Gr—j.2i-1 = w;  Wp Grjgi-l_p.2i-1 = Wy Gr—j2i,

j=2 j=2 1=2 =2
jep ce cabupnu Kox KoOjux je | # j ckpare.

IIpono3umuja 1.1.1. Hexa je p : émk — G 080aucro namxpusamwe. Tada nocmoju uso-
mopduzam anzebpu

. . Z2[w27”'7wk]
im p* = :
(Qn—k+17 .. 7gn)
npu Kome Kocem 00 w; odeosapa Llmudes—Bummnujeso) kaacu w; = w;(Vn i), 2 < i < k.
Jloxas. Ha ocuoBy (1.8) moBosmuO je morazaru na je ker ® = (g,_gs1,---,9n). I3 (1.2) m
Kako je ker p* = w1 H* (G, x; Zs), mmamo na je ker(p*oq) = (Wy—g1s - - - , Wy, wy ). IIpumernmo
na je
ker(p* © q) N ZQ[U}?? s 7wk] = (gn—k+17 cee 7gn)

Saucra, ako je r € ker(p* o q) N Zslws, . .., wy], oHmA T MOKEMO 3amucaTU Y OOIUKY

r = Z piw; + pwi, (112)

i=n—k+1

THE CY Pnkils---sDPny P € Lowy, wa, ... wy]. CBAKM MOIMHOM MOKEMO HA jeUHCTBEH Ha-

UMH 3alliCaTr Kao 36I/Ip IIOJMHOMA Yy KOM HEMa Wi WM HEKOI' YMHOIIKa O Wi (HpBI/I IIO-
JMHOM Y OBOM 3alCy je 3alpaBo PEAYKIMja MOIYJO w; MOJA3HOT MOJIMHOMA). 3alu-
MUMO IIOJUHOME W; U pP; ¥ TOM OOJUKY, Tj. W; = ¢; + wif; u p; = P; + w1q;, 3a HEKe

9
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fia% S Zz[wl,wg, R ,U}k] u Fz S Zg[wg, ce ,wk], IIa (112) HOCTaje
r= Z (p; + wi1q:)(gi + w1 fi) + pws.
i=n—k-+1
Kanma pazmBojumo cabupke KOju camp:ke UMHUJAIN w; ON OHUX KOJU T'a HE Ccaapike, HO-
oujamo

r= Z Pigi + w1q,
i=n—k+1

rae je q € Zolwy,wy, ..., wg|. Kako je r € Zo[ws, ..., wg], TO je wiq = 0, na 3axmydyjemo
7 € (Gntkily - Gn)-

O6puyTO, g;i = W; + w1 fi € (Wp—pt1,- .., Wn,w1), Ta g; € ker(p* o q) N Zylws, ..., wi, 32
cee i €e{n—k+1,...,n}.

Konauno,

ker & = ker(p* © q) N Z2[w27 s 7wk] = (gnfk+17 ce 7gn)
]

Wnean y nperxonuoj nponosunuju hemo o3avaBaTl ca Jpx = (Gnk+1s-- - n)-

Ilakme, koxoMoJomKa ajaredpa H*(émk; Zs) ce cacToju ol CIMKEe XOMOMOpQu3Ma p*,
Tj. eseMeHaTa Koju ce Mory m3pasutu nomohy Hlrtuden-BuraujeBux kmnaca, aau u on
TAKO3BaHUX anoMmasuvwHur kiaaca. Pehu hemo ma je kimaca aHoMaJuvyHA YKOJIMKO CE€ HE
MOxke mpencTaBuTu kao noamaoM Han llltuden—BurHujeBum knacama. Kopuctuhemo un
mnojaMm wepacmasnuse kiace. KoxoMmosomka Kiaaca je HepacTaB/bUBA YKOJIUKO CE HE MO-
’Ke MPEeICTaBUTU KAO MOJUHOM HAJ KJIacaMa CTPOro Mame KOXOMOJIOIIKE AUMEeH3uje. Y
ckaany ca opoMm mepuuHunmjom, cse ltupen—Buraujese kmaace ws, ..., W, Cy HepacTa-
BJbUBE Yy H*(émk;Zg) jep Ha ocHOBY mnpomno3unuje 1.1.1 npBa penamuja je y AUMEH3UjU
n—k+1, an—k+1 >k jep monpazymeBamo na je n > 2k. Tarkobe, y omemky 2.1
hemo BumeTu ma cy aHOMaJudvHE Kjaace y AuMeH3ujamMa Behum on k, ma CUTypHO HEMa
penanuja Meby Ituden-ButHUjeBUM 1 aHOMAJINMYHUM KjIacaMa IO AUMeH3uje k.

OnpebuBame KoxoMmoJIOrHTje H*(émk;ZQ) ce cBoau Ha nBa mpobiaema. IIpBo je mo-

TpeOHO OAPEAUTH CBE AHOMAJUYHE KJIACE, & 3aTUM U MYJITUILIMKATUBHY CTPYKTYPY
anrebpe H*(G x; Zs).

1.2 KoxomoJonike omepamnuje

Koxomomomke omeparuje cy KOpPUCTaH aJiaT 3a pal ca KoxoMmoJjorujom. Teopuja
KOXOMOJIOIIKUX Ollepaluja je mocta obpabuBana y auTeparypu, ma ce AETabU MOTY
mahwu permmmo y [12].

10
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Axko cy m,n € N u G, H AGenose rpyne, xoromosowry onepayujy tuna (G,n; H,m)
neUHUIEMO Kao IPUPOJIHY TpaHchopManujy GpyHKTOpPa

©:H"(-,-;G)— H™(-,-; H),

npu vemy H"(-,-;G), omnocao H™(-,-; H) BuauMo ka0 (yHKTOpE U3 KATErOpUje TOIO-
JIOMIKAX TapoBa y KaTeropujy ckymnosa (Tj. 3abopaBibaMo cTpykTypy AbGesnose rpyme).
OBo 3Haum na 3a cBaku TomoJyomky nap (X, A) UMaMoO HpecIuKaBame

Ox,a)  H"(X, A;G) — H™(X, A H),
a yCJIOB mpuUpOAHOCTH 3Hauu na ykoauko je f : (X, A) — (Y, B) menperumso, oHma
KOMYTHUPAa HApPEIHU IUjarpaM.

©
H"(Y,B;G) —=2% H™(Y,B; H)

f*l lf*

H(X, A: G) 59 m(X, A: H)

[IpumeTrmMo na meuHWIUja He 3aXTeBa Ja je IpeciukaBame O(x 4) XOMOMOP(HU3aM.
Yromuko mak O(x 4) jecte xomoMmoppusam 3a cBaku map (X, A), KaxeMo na je KOXOMO-
Jomka omneparuja O adumusena.

Ca mpyre crtpame, ako je k € N, cmabusna KOXOMOJIOIIKA Ollepalija cremeHa k je
HU3 KOXOMOJIOMEKUX onepanuja {60, },en, TakBux na je ©, tuna (G,n; H,n+ k) u na 3a
cBaku Tonosoumky nap (X, A) u cBako n € N koMyTupa HapeIHr qujarpam

H™(A;G) —2— H"" (X, A: Q)

enl l®n+1

H™WH(A; H) —2— HMH (X, A H)

rae je 0 mosesyjyhm xomoMopduszam u3 myror raunor Husa mapa (X, A).

N3 [11, cTp. 4] mmaMo ma Ccy KOMIOHEHTe CTabMIIHE KOXOMOJIOIIKE onepalmje obase-
3HO U aJUTUBHE.

Haname hemo ycMepuTu nasxmy Ha jeqHY KOHKPETHY BPCTY CTAOUIHUX KOXOMOJIOII-
KUX omepamnuja, Tako3Banux Cmunpodosur xeadpama. Hapemny teopemy HaBoamMo 6e3
IoKa3a, a moka3 ce Moxke Hahwm y [25].

Teopema 1.2.1. Ilocmoje cmabuare xozomonowxe onepavuje Sq*, k € Ny,
Sq* H'(-, - Zy) — H" (-, -1 Zy),

Koje 3ado8o.masajy caedehe ycaose:

11
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~

.S =1;
2. axo je k > |z|, onda Sq*(z) = 0;

3. axo je k = |z|, onda Sq*(z) = 2%;
k . .
4. Sqt(xy) = Z%Sb%x)Sq“”(y%

5. Sq¢* je Boxwmajnos zomomopduszam npudpyxcen xpammom maurom nuzy 0 — Zo —
Z4 — ZQ — 0,'

6. axo cy a,b € Ny maxeu da je a < 2b, onda

5] .
Sq"Sq" =3 (" 7)Sqth ISy,

a—2j

[N]1S)

Jj=0

Hanomena 1.2.1. Onepauuje Sq¥ uz npemzoone meopeme naszusamo Cmunpodosum xea-
opamuma. Popmyna 4. ce 30ee Kapmanoaa gopmyaa, dox cy peaayuje onucare y 6. nosname
xao Ademose peaauuje. Hepemxo ce Cmunpodosu xeadpamu 3a0ajy aKCUOMAMCKY NOMO Iy
yenosa 1. — 6., na ce naxnadHo nokaszyje da maxse onepayuje 3aucma nocmoje. 3602 moza
hemo ycaose uz npemroone meopeme noHexad Ha3UBAMU U AKCUOMAMA.

Yronuko je M moBesaHa 3aTBOpEHA MHOTOCTPYKOCT muMmen3uje n, u3 lloemkapeo-
Be nyaJsiHocTu ciemu ma 3a cBako k € {0,1,...,n} mocroju jemuHcTBeHa Kiaca vy €
H*(M;Zy) raxsa na je xomomopduzam Sq* : H" *(M;Zy) — H™(M;Zy) MuEOEEmE Cca vy,
Tj. 3a cBako x € H" " *(M;Z,) je Sq"(x) = vpxr (Bumeru [24]). Knaca v, ce maszusa k-Tom
Byosom xaacom muorocTpykoctu M.

Yxronuko cy wy = w(7y) Hltuden—Buranujese kiaace TaHN€HTHOD paciiojema Ty MHO-
roctpykoctu M, onna Baxku Byosa gopmyaa

Wy = Z Sq'(v;) (1.13)

unju ce noka3 takobhe mo:kxe mpouahu y [24, Treopema 11.14].
Hexra cy canma w;, j € N, lllTuden—Buraujese knace npousBobHOT paciojema. Tana
Basku u ciaeneha Byosa ¢opmyia

- L j+t—i—1
Sq'(wj) = Z (‘7 )wi_twﬁt. (1.14)

t=0 t

12
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Hoxkaz ¢popmyie (1.14) moske ce Hahwm y [30] mnm [13]. Y [24] ce y obnury 3anarka
IojaBJjbyje jom jemHa (GopMyJa ION HA3UBOM excnauyumma Byosa gopmyaa

Sefty) = Y ( o )wi_twﬁt. (1.15)

t=0

Moskemo npumerutu na cy ¢popmydie (1.14) u (1.15) y crBapu jemna ucra popmyiia
jep Huje Temko mokal3aTtu ma 3a cBako 0 <t < ¢ Baku

()=00)

1.3 I'pebmepoBe Gaze

Y oBoM omesbKy hemo matum kpaTtak nperJsen teopuje ['pebrepoBux 6a3a HaI MOJHEM.
3a Bume gerasba morsienartu [3].

['naBuu pesynarar koju hemo xopuctutu je nponosunuja 1.3.1. Hamve, kana ce Ko-
xomounomka anredpa H*(Gy, x; Zs) MOske IPEACTABATY KAO KOJINYHUK IIOINHOMUjaJIHE AJl-
rebpe u umeaaa y moj, MokeMo oapenutu ['pebuepoBy 0a3y tor mmeasa. Hakon Tora,
exkBruBaJieHnuja (a)<=-(B) u3 nponosunuje 1.3.1 he mam matm agnrTuBHy 6a3y KOXOMO-
JIommKe ajgredbpe H*(én,k;ZQ) [ITO YMHOIOME OJIAKIIABA PAUYH Yy E0)].

Heka je K nmome (kox mac hie ysex 6utu K = Zy) u K[X] nomunomujanuna anreGpa
van K ca komayno MHOTO mpoMmeH/BUBUX O3HaueHUX ca X. O3naummo ca M crynm cBux
monoma y K[X].

Hedbuaunuja 1.3.1. Mornomujaaru nopedax cxkyna M je auneapno ypehewe < xoje 3a0do-
80maA8A

(1) 1 X m, 3a ceaxu monwom m € M;
(2) axo je my X mq, onda je mmy < mmy, 3a cee m,my, mo € M.

Huje Temro mokazartu ma je CBakM MOHOMUjaJHU TOPENaK jeAHO TOOpO ypebeme
ckyna M. Heka je cama < ¢urcupano ypebeme na M. Buhe HaMm morpeOHO HEKOIMKO
HOBUX IIOJMOBA.

Heounnmuja 1.3.2. Heka je p = > aym; € K[X], 2de je a; € K\ {0}, cou monomu

=1
my,...,m, cy mehycobro pazsuvumu u p 7 0.

T

(1) Cryn mornoma noauroma p dedunuwemo xao M(p) ={m; |1 <i<r}.

13
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(2) Bodehu monom noaurnoma p je LM(p) = max M(p) 2de je maxcumym yzem y oonocy
HG PEAUUTY <.

(3) Booehu xoefuyujenm nosuroma p, y osnwauu LC(p), je woeduyujernm y p yz LM(p).
(4) Boodehu waan noaunoma p je LT(p) = LC(p) - LM(p).

[TocToju HekonUMKO HauMHa na ce nedunuite ['pebueposa 6a3a (BUAETU TPOIO3UNL]Y
1.3.1), a OBIe HABOAWMO jeNaH Ol HUX.

Hepmuaunmja 1.3.3. Hexa je F' C K[X] xonauwan cxyn nenyaa noaunoma u I udean y K[X]
eenepucan ca F. Kancemo oda je F' I'pebneposa basza udeana I (y oonocy na pesayujy <)
yroauko 3a ceaxu noaunom p € I\ {0} nocmoju f € F maxae da LM(f) deau LM(p).

Hedbununuja 1.3.4. I'pedreposa baza F udeana I je pedykosana ykosuko cy c8U NOAUHOMYU
y F monuunu, mj. LC(f) =1 3a cee f € F, u axo ne nocmoje pazauvumu nosukomu g, h € F
maxeu da LM(g) deau wexu monom y h.

3a f,g € K[X]\ {0}, nedpurnmenmo S-nonuHoM Kao

_ lem (LM(f),LM(g)) ~,  lem (LM(f), LM(g))
LM(f) LM(g)

S(fag) 9,

rae je lem (LM(f),LM(g)) najmamu 3ajenaunuru canpskaian Bomehux monoma oxn f u g.

[Ipuvernvo na je S(f, f) =0u S(g, f) = —S(f,9)-
Heka je F' C K[X] konauan ckyn HeHysa mojguHOMa U Heka cy p,q € K[X]. Kaxemo

a ce OJUHOM p Penykyje no q¢ Moayio F' ako mocToju n > 1 ¥ MOTUHOMU Pi, Pa, . .., Pp €
K[X] rakBu na je py =p, p, =q u 3a cBe i € {1,2,...,n— 1} Bakn
LC(p:)

Pi+1 = Pi — LC(fi) -m; - fi,

3a Heke f; € F'um; € M takse na je LM(p;) = m; - LM(f;). Hoka3 cinenehe nponosuruje
ce moxke Hahu y [3, mponosunuja 5.38].

IIpono3sunuja 1.3.1. Hexa je F C K[X] xonauan ckyn wempusujasnux nosuroma u I
udean y K[X]| zenepucan ca F. Caedehu uckasu cy exeusaseHmmu.

(a) F je I'pebreposa b6aza udeanra I;

(6) ceaxu noaurnom p € I ce momce pedyxosamu 00 wyae mooyao F;
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(8) ckyn Kaaca c8UT MOHOMA KOJU HUCY 0epUBY WU ca JeOHuM 00 800ehiuxr moroma LM(f),
sa [ € F, wunu 6a3y xoauunuukoz eexmopckoz npocmopa K[ X] /1.

Caenmeha Teopema HaAM gaje jOII jemaH €KBUBAJIEHTAH YCJIOB HAa je HEKU CKYII IOJI-
HoMma ['pebGuepoBa 6a3a, 3a meH moka3 Bumetu [3, reopema 5.48].

Teopema 1.3.1. Hexa je F' C K[X]| xonauwan cxyn wenyasa nosunoma u nexa je I uodean
eenepucar ca F. Tada je F' I'pebnepoesa basa sa I axo u camo axo ce S(f,g) pedykyje do
Hyae modyao F 3a cee f,g € F.

1.4 CuoekTpajJiHU HU30BU

Jemam on rumaBHUX ajara npu onpebumBamy KOXOMOJOIIKe aJaredbpe OpUjeHTUCAHUX
I'pacmanoBux MHOTOCTPpYKOCTH Omhe CepoB CIeKTpaJHu HU3 KOjU NeMO Y OBOM OZEJbKY
onucaTu HAa HUBOY Ha KOMe je HaMa NMoTpebHO, a 3a Buile mHGopManuja moraenaru [23].

Heka je R womyraruBan upcred (Z wmu Zy) u F' — E — B ¢ubpauuja Kox Koje
je b6asmm mpoctop B mpocto moBe3zan. Tana oBoj ¢ubpamuju mpuapyxkyjemo Cepos
cuexrpasau Hu3 {FP9 d,} KOju KOHBeprupa Ka KOXOMOJIOTHJU TOTAJIHOr mpocrtopa F.
[Ipenusnuje, npyra crpaHa CIEKTPAJHOT HU3A je ZaTa ca

Ey*= HY(B;HY(F;R)), p,q€ L.

YKOJIIMKO je KOXOMOJIoTHja cioja ciaobomua (a y caydajy R = Zs 6uhie jep je Zo nome),
OHZIa, UMAMO
Ey" = HP(B;R) @ H'(F;R), p.q€L,

a MMaMO 3alpaBoO U M30MOP(PU3aM OUCTENEHOBAHUX aJaredopu
Ey* =~ H*(B;R)® H*(F; R).
Csara Hapenna crpana je onpebena momohy mudepennujana d, Ha ciaenehu HAYNH
Pq - Fpa p+r,q—r+1 .
ERf, = ker (dr: BEP? — Ef ) /Hn (d, : Ep—rmatr=l — Epa),

MIOK je MHOKeHe y OuCTeneHOBaHO] ajredpu F,,| MHAYKOBAHO MHOKEHmEeM u3 .
To ma oBaj cnekTpaJHU HU3 KOHBEPrUpPa K& KOXOMOJIOTUjU TOTAJIHOT IPOCTOPA 3HAYN
Ia IOCTOjU CTabMIHA (UITpanuja

0= =Fy=FY CF'CF', C---CF CF} = H'(E; R),

15
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TakBa Ja MMaMO M30MOpP(dU3aM OUCTENEHOBAHUX aJaredopu

D mre = @ FroE.

D,qEZL p,qEL

Yrommko paszmMarpamMo R-opujeHTabuizo chepHO paciojeme S¥ — E — B, 3mamo u 1a
. . . : . ik J+k+1,0
ce jeMHU TOTEHIMja HO HeTPUBUjaJHU Aupepentmujart dyq @ Ey, — Ej ] CBOIW HA

vaOEeme Ojmeposom kmacom e € HH(B; R) oor pacmojema.
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I'imaBa 2

KoxomMmosioruja opmujeHTHICAHNX
I'pacmanujana ca Z9 KoedbuimjeHTIMA

IIpu ompebuBamy roxomoiormje opujeHTrcaHux ['pacmanujanmMa ca Z,; Koepumy-
jeHTMMa, Ouhe KOpUCHO ma mocMaTpaMoO TOMONHU TPOCTOP

Wiy = {(P,v) € Gpp x S| P L v} (2.1)
Kao U OBa paciojema U3 HapeIHOT Amjarpama.

Sk:

~

Sn—k’—l SN Wkn,l L} én,k (22)

sp

~

Gn,k+1

[pecnurasame p; : Wi — Gnk je mpojernuja Ha NPBY KOOPAMHATY IOK IPECIUKABAME
sp: Wity — G, Jk+1 CIIMKA Iap (P v) € Wi, y opujentucanu (k + 1)-AuMeH3MOHATHA TTPO-
CTODP KOju Puv onpebyjy. llpenusuuje, sp(P v) = P@E( ), IPU YeMy je OpUjeHTaluja
TakBa ma ce Ha 6a3y Koja 3anaje opujeHTAImjy ox P moma BEKTOD v (L(v) je jemmonu-
MEH3MOHAJHN MOTHPOCTOP on R™ renepucan BekropoMm v). Vneja je ma yKOJIMKO 3HAMO
H*(émk; Z3), XOPU30HTAITHO PACIOjeHe MOKEMO KOpUcTuTy Aa oxpemamo H* (W) ;7Zsy), a

oHJa HOMONY BepTUKAIHOT paciojema MoxkeMo oxpenntu U H* (G, 413 Zo). I'enepaiso,
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I'nmaBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

OBa TEXHMKa HaM Jlaje CaMo TaplyjaJiHe Pe3yJiTaTe, aju 3a HeKe Mame MuMeHsuje ouhe
OBOJLHA 3a HOTIYHO onpeDhmBame KOXOMOJIOIKe ajaredpe mpoctopa Gy, jiq.

Huje Temko mpuMeTuTH na je XOPU30HTAJIHO Pacilojeme YIpaBO cPepHO paciojeme
OPUIAPY’KEHO OPTOTOHAJIHOM KOMILIEMEHTY OPHUJEHTUCAHOT KaHOHCKOT BEKTOPCKOT pa-
cnojema HaL Gk, Tj. ij Ca mpyre crpaHe, BEPTUKAJIHO PACJOjerme je M30MOP(PHO
cepHOM paciojernhy NPUAPYKEHOM KAHOHCKOM BEKTOPCKOM PACIOjeHnY Yp k41 HAL émkﬂ.
Hawnme, Hera je neBa BepTHKaja y HapemgHOM amjarpaMy CepHO paciiojeme IPUAPY-
FKEHO Yy k1

Sk Sk
E'(Ynk+1) — Wiy (2.3)
r. -
pll \‘—w—”’ lsp
én,k—l—l _ én,k—l—l

[Ipecoukasame ¢ nepurunmemo Ha caenehn mauun. Heka je (ﬁ, v) € E'(Ynpt1) C émk“ X
Sl u meka je @ OPTOKOMILJIEMEHT BEKTODaA ¥ yHyTap P OPUjeHTUCAH TAaKO Ha KaJl Ha
Ga3y koja 3amnaje opujeHTanmjy on () monamo BEKTOp v, nobujamo Oasy kKoja 3amaje
opujentammjy on P. Cana je ) jenan opujentucanu nornpoctop on R" mumensuje k,
Tj. Q € G, Ia MOKEMO NePUHNCATH

p(P,v) =(Q,v).
Ca ampyre crpase, ako je (@,v) e Wiy C énjk x S"1 nedumEmeMo
0(@0) = (sp(@.0).v).
Huje Temko yBeputu ce na mujarpam (2.3) KOMyTwpa U ga Cy OPECIUKABAWKA @ U 1

jemHO ApPYyTOM WHBEP3HA.

2.1 KapakrepucTuuHU PaHT

Mogyno 2 koxomousoruja I'pacmanmjana remepucana je llltuden—BurHnjeBum kina-
caMa KaHOHCKOI BEKTODPCKOI PAaCJojema 7V, k, ka0 mrto cmo Bugeau y (1.2). Oso nehe
OuT; ciaydaj ca OpUjeHTHUCAHUM | pacMaHOBUM MHOTOCTPYKOCTUMA, Ma j€ 3aHUMJLUBO
ATy OATOBOP Ha MUTAIHE KOja je MpBa KOXOMOJIOIIKA AUMEH3Uja Yy KOjOj MMOCTOjU KJjaaca
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I'nmaBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

KOja ce He MOKe nmpencTtaBuTé kKao nosmHoM Han llltuden—BurHujeBum knacama opu-
jEeHTHCAaHOI KAHOHCKOI BEKTOPCKOTL PACJIOjeHma Y, k-

Hedumuunmja 2.1.1. Hexka je £ peaano sexmopcro pacaojewe nad CW -xomnaexcom X ou-
menzuje d. Kapaxmepucmuunu pane pacaojemwa § je najeehu yeo bpojm € {0,1,. .., d} makae
da ce ceaka Koromonowra xaaca uz H'(X;Zs), 1 < i < m, moxce npedcmasumu Kao nosu-
Hom nad HImudea—Bumnujesum xaacama pacaojena . Kapaxmepucmuvwnu pane pacaojena
€ osznavasamo ca charrank(§).

Y ognemky 1.1.3 mepuHucanau cMo mojaM aHoMmaJu4He Kiace. [IpBa anomanuyna Kia-

ca y KOXOMOJOTHWjU OpujeHTHUCaHOT l'pacmanujaHa énk (Tj. mpBa HepacTaBHUBA KIACA
koja Huje lItudes—BurHujeBa kiaca paciojema 7, ) HAJIA3U Ce yIPABO Yy AUMEH3U)U
charrank (7, x) + 1.

Kop6amr je y [17, reopema 2.1] onpenno nomy rpanumy 3a charrank(7, ).

Teopema 2.1.1. Hexa je k >3 ut > 3 jeOuncmeen ueo 6poj makae da 2= < n < 28
(1) Axo je k =3, onda

charrank(Jye 3) = 2" — 2,
charrank(y,3) =n—5+14, san=2"—i,i=1,2,3,

charrank(7,3) > n — 2, unave.

(2) Axo je k =4, onoa

charrank(3,4) =n —5+14, san=2"—1i,i=0,1,2,3,

charrank(y,4) > n — 3, unaue.

(3) Axo je k > 5, onda charrank(y,x) > n —k + 1.

Haxon Tora, Kop6am u Pycun cy onpennnn charrank(7,2) y [19].

Teopema 2.1.2. Hexa je n > 4. Tada

n—2, n Henapo,

charrank (7, 2) = {
n—3, n napro.

Pesynarar u3 teopeme 2.1.1 y cayuajy k = 3 cy Ilerposuh, IIpsynosuh u Panosa-
HoBuh mompaBuiu nokaszasmu y [26] HapenHy Teopemy.
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I'nmaBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

Teopema 2.1.3. Heka je t > 3 jeduncmaeen yeo b6poj maxae da 2871 < n < 2t Tada je
charrank(7,, 3) = min{3n — 2" — 2,2" — 5}.
[Tpeynosuh u Panosanosuh cy y [27] y mornyroctu onpenunu u charrank(7,.4).

Teopema 2.1.4. Hexa jet > 3 jeOuncmeen ueo 6poj maxas da 201 < n < 2t. Taoda je
charrank (%, 4) = min{4n — 3 - 27! — 52" — 5}.

Y [27] cy mokaszane u HapegHe ABe TeopeMe Koje mobosbliaBajy rpasuiy n3 nena (3)
Teopeme 2.1.1.

Teopema 2.1.5. Hexa je k > 2. Tada
charrank (7, x—1) < charrank(7,,x).

Teopema 2.1.6. Hexa je k > 1.
(1) Axo jen —k >k > 6, onda

- k
charrank(y,x) > n —k + {gJ -1

(2) Axo jen—k>6-|%], onda

k
charrank(Y,x) =2 n—k+2- {EJ —1.

Hanmomena 2.1.1. IIpumemumo da meopeme 2.1.4 u 2.1.5 dajy jow jed0no dome 02paruvene
3a k=5
charrank (%, ;) > charrank(¥, 4) = min{4n — 3 - 2" — 5 2" — 5}

Koje Y HEKUM CAYHAJe8UuUMa Moxuce bumu boma oyena 00 onux y meopemu 2.1.6.

Y aurepaTypu ce HaWIAa3M U HA HEKOJIWKO TOPHUX orpanunvema. Haumme, y [19] je
maTo caemehe orpannueme.
Teopema 2.1.7. Hexka je i < @ maxso da je Hi(én,k;ZQ) £ 0, onda je

charrank (Y, ) < k(n — k) —i — 1.
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I'nmaBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

Hamomena 2.1.2. U3z nponoszuyuje 1.1.1 moxmcemo saxpyvumu 0a je H"‘k(én,k;Zg) # 0,
na u3z meopeme 2.1.7 dobujamo

charrank (Y, x) < k(n—k)—(n—k)—1=(k—1)(n—k) — 1.
Mamnanroc u Benr cy y [22] manu mapenHo ropme OorpaHudemne.

Teopema 2.1.8. Heka je 5 < k <2t — 5. Tada je
charrank(Fa ) < 2" — 2.

Y umcTom pamy Cy ayTOpU HaBeJU U MPETIOCTABKY O BPEIHOCTU KapaKTePUCTUUHOT
paHTa y ommTeM ciydajy. Haume, oHm oueryjy ma ykommko je 5 < k<2l <n <2 n
t > 5, oHIma

charrank(¥,, ) = min{2" — 2, k(n — 2'71) 4 271 — 2}. (2.4)

Y cBom caenehem pany [21] cy mokazanu na m3pas y (2.4) jecre ropme OrpaHUYCHE
YyuMe Cy MOIPAaBUIU CBOj MPeTXoaHu pe3yaTtaT u3 treopeme 2.1.8. [Ipenusznuje, mora3aau
cy caenehy Teopemy.

Teopema 2.1.9. Hexa je 5 < k<20t <n <2 wt > 5. Tada je

charrank(5,, ;) < min{2" — 2, k(n — 271) 4 2171 — 2},

2.2 Ciayuaj k=2

Momymno maBa KOXOMOJOMIIKY ajaredopy opujertucanor ['pacmanujana én,g openuin
cy Kop6am u Pycun y [18]. ¥ oBoM onesmky fiemo npruka3aTu HEMTO APYTavnju IOKa3 O
opurunaJsHor. IIpe cBera, HaBoqUMO JeMmy nokasany y [18] koja hie mam Gutm kKopuchHa
y IOKa3y IJIaBHE TeOpEME.

Jlema 2.2.1. Heka je v =1+ vy + vy + -+ - momaana Byosa xaaca mrozocmpyxocmu Gy, o
u neka je Wy Imugpes—Bumnujesa xaaca KaHOHCKOZ 0OPUJEHMUCANO2Z PACA0TERA V2. TaOA

n—l—j)Nj
v = E . ws .
-nl( ‘7 ?
0<i< 5=

Onpenuvo Hajupe KOXOMOJIOTHjY TOMONHOT MpoCcTOpa
Wiy = {(P,v) € Gpy x S" 1| P Lo}
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I'nmaBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

rkopucrehn pacnojeme S"2 — Wi LaN én,l. Rako je ém ~ S"" !, HWje TemKO TPUMETUTH
1a je OBO paciiojeme YyIpaBo C(HepHO paciaojeme NPUAPYKEHO TAHME€HTHOM BEKTODPCKOM
paciaojemy Han chepom S" L. Tarobe, MoskeMO IPUMETUTH Ha je TPOCTOP W1, 3ampaso
IMITudenoBa MHOrOCTPYKOCT V9.

Teopema 2.2.1. Hexa jen > 2. Tada umamo uzomoppuzam anzebpu

H*(W{fﬁ L) = /\Zg(cn_Z) Xz, /\ZQ(Cn_l)7
20e je c; € H' (W3 Zy).
Jloxas. ITocmarpajmo CepoB CHEKTpaSHM HU3 TAHTEHTHOT paciojema S" 2 — Wiy EaN
S7~1, Tleo cnexrpaJnu HU3 caap:KaH je y ABe BpCTe, Ia jeIuHA AupepPeHIIn]jat KOju MOe

. . -2 —1 . . .
6uTy HerpuBHjanan jecre d,_o : o7y — E',0. Hudepennmjan d,_y je Muomeme Ojie-

POBOM KJIACOM KOja je Ha ocHOBY [24, ocobuna 9.5] jemnara llltuden—Buraujesoj rmacu
wy,_1(S™"!) TanrenTHOT pacmojema Ham S"!, anu oBa Kaaca je TpusujasnHa (Bumetu [24,
crp. 41]), na je d,, o = 0. Konausno,

By =Ey* = HY(S" Zy) @ H(S" % ),
OoZakKje clequ Oa KOXOMOJIOTHja TOTAJHOT IPOCTOPa MMa HaBeIeHY CTPYKTYDPY. [l
Teopema 2.2.2. Hexa jen > 2.
(1) Axo je n menapno, mada UMamo u3oMopPuzam anzebpu
=~ Ln|wa, a1

H*<Gn,2;Z2) el = a1
<w22 7a31—1> <w22 )

npu wemy xocem 00 wy odzoeapa ILImudea—Bumnujesoj kaacu Wy € H2(6n72;22), a

I

Kocem 00 a,_1 00208aPG HEPACMABNHUBO] KAACU Up_1 € H”_l(Gn,Q; Zs).
(2) Axo je n =42, mada umamo uzomopPusam aseedbpu

Ly [w2, an—z]

n 9 n—2 )
2 2
<w2 5 an_2 w2 CLn_2>

H*<én,2;z2) =

npu wemy xocem 00 wy odzoeapa ILImudens—Bumnujesoj kaacu Wy € H2(6n72;Z2), a

Kocem 00 Q,_s 00208aPA HEPACTNABHUBO] KAACY (ypy_o € H”_Q(GmQ; Zs).
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(3) Axo je n =40, mada umamo uzomopdusam aseedbpu

ZLig|wo, Gy, — Z
(Gn 9; Lo) = [152 an—) = o[ Xz, /\Zz(an 2),

(i) (o)

npu wemy xocem 00 wy odzoeapa IImugden—Bumnujesoj kaacu Wy € HQ(émz;ZQ), a

Kocem 00 Q,_s 00208aPA HEPACTNABHUBO] KAACY (y_g € H”*2(Gn,2; Zs).

Jloxas. Tlocmarpajmo CepoB CHeKTpajHU HU3 IPUIAPY:KEH chepHOM paciojemy S1 —

11 P, éng E5 cTpana OBOT CIEKTPAaJHOT HU3a CAIpP:KaHa je y HYJITO] U MPBOj BPCTH,
na je dy jenuHM ;mcbepeHuMJ aJl KOju MOke OUTu! nerpusujatan. Ha ocnoBy mponosunuje
1.1.1 3mamo ma je imp* = % canpskana y H* (Gn’g,Zg). ITokas hemo momenutu HA
OBa neja, y 3aBUCHOCTU O MAPHOCTU 7M.

Hexa je n menapno. Tana Ha ocHOBY Teopeme 2.1.2 umamo na je charrank(y, ) = n—2,
ma MOCTOjU HEPaCTaBJHUBA KJaca KOja Huje y imp* y JII/IMGHSI/IJI/I n — 1. O3maunmo je
ca a,.1 € H" I(GnQ,ZQ) Hame, uz (1.10) mmamo g, 1 = wy? wu g, = 0. 3namo nma
je dy muoweme IlTuden-BurnujeBom kaacoMm Wy, ma kako cy cse rpyme HY(Wi;Zs,)
rpuBnjague 3a 1 < J < n — 3, 3arpyuyjeMo na je dj : Eg"” — Eg’o u3oMopusaM 3a
1 <j < n-—3. Takobe, EP? = 0 3a p < n — 2 wenapuo, na je u dy : By %" — EJ2°
uwsomoppuzam. Tarxobe, u3 reopeme 2.2.1 je H/(W';Zy) =0 m 3a n < j < 2n—4, na
he dy : B} — EJ° 6wty msomopdusam u 3a n + 1 < j < 2n — 4. Temeparope Ha
Es crpanu moxkemo Bumetu y Tabenu 2.1, a cmenujasHo u3 tabesne BUAUMO 14 j€ Gy
jenmHa aHOMAJUYHA KJIACA.

n—3 n—3
1 110 QTJQ 0 w% tee 1/52 2 0 671,1 0 @gan,l s rL,UQ 2 an 1
n=3 n—3
0/11]0 ’&72 0 w% cee @2 2 0 fdnfl 0 @25n,1 s ﬁ)é 2 fdnfl
o(r{2(3,4|---[n—-3n—2/n—1|n| n+1 |- 2n —4

, sp =~
Tabena 2.1: F, cTpaHa CHeKTpaJHOr HM3a 3a paciojeme S' — W, — G,a 3a n

HEMapHO

la GucMO y MOTIYHOCTM OAPEMMIN MYITUIIMKATUBHY CTPYKTYDY, OCTaje caMo Oa
npumernmo na je as_; = 0 jep je mumensuja muOrocrpykoctu G, o jemnara 2n — 4.

[IpernmocraBumo cana na je n mapuo. CaMyHO KAO y HPETXOJHOM CIIyYajy, MOKEMO
3aKLYYUTU 12 Cy Wy € H? (GM,ZQ) U a, o€ H" 2(Gng, Zs) jenuHe HePACTABJLUBE Kilace
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a2 n=2

1|10 |wy|0|ws]|--- 0 | wy? , a2 0 Woly—2 0 c [ Wy Apg
= =2

010 |wy|0|wd]--- 0 | wy? , a2 0 Woly—2 0 e | Wy Apg

o112 (3[4 ] |n-3 n—2 n—1 n n+1|---| 2n—4

. sp N
Tabena 2.2: F, cTpaHa CIEKTPAJIHOr HU3a 3a paciojeme S' — W =5 G, 5 3a n mapHo
1,1 :

Yy KOXOMOJIOTHJU O én’g (y oBoMm cayuajy je charrank(¥,2) = n — 3). Takobe, Ha ocHOBY

(1.10) je gno1 = 0 m g, = wi. Deneparope Ha Fy cTpanu MokeMO BuneTu y tabemu 2.2.
1 jen 6 j je dy : B)2 — EBJ°
OHOBO KO M Kala je n Guio HemapHo, sakmbydyjemo na je dy : By — EJ° uso-

moppuzam 3a j € Z \ {0,n — 2,n,2n — 2}, na je Wy? ap_o # 0.

360r moBe3saHOCTH MHOTOCTPYKOCTH (9, 3HAMO na je H*"4(G,2;7s) = Zsy, a Kako
n—2 n—2
je Wy? @,_9 # 0, To mmamo mse moryhmoctu. Unu je a2 , = Wy po # 0 mim je

a2 _, = 0. Ila GucMo oxpemuan a2 _,, youumo mpeciaukapame Sq¢" 2 @ H" (G2, Z9) —

H*%(G,2;Zy). Ca jemme ctpane, 3amo na je Sq¢" 2(a,_2) = a’_,. Ca mpyre crpame,
OBO TIpECINKaBalm€e je MHOKeme ByoBoM KjiacoM v, s, a Ha OCHOBY JeMme 2.2.1, mmamo

_ 1 _n=2 —2 n —2 —2
_(n—1 2\~ 2 ~nes N ngE
2

Ilakie,
n—2
_n .
w n =4 2
2 9 4
Un—2 =
0, n=40
Konauno,
n=2
— ) wy? ap—g, N =42
ap_o =
0, n=40
JuMe je IOKa3 3aBPIIeH. [

2.3 Cuayuaj k=3

Bacy u Yakpaboptu cy y [1] mamu ckopo MOTIyH OMUC KOXOMOJIOWIKE Ajrebpe
H*(Gp3:Zs) rana je n 613y cTeleHa NBOjKE KAO U HEKe NEJIMMUYHE De3yJITaTe 3a OCTale
Bpennoctu n. Hajupe cy onpennnu mepacrasmuse eneMmente y H*(G,, 3;Zs), a 3aTUM Cy
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UCTPAKUBAIN MYJITUIIMKATUBHY CTPYKTYpPYy OBuXx aiarebpu. ['maBHM anat Koju cy Ko-
puctunu jecre CepoB CIEKTPAJIHN HU3 IPUMEHEH HA paciojema (2.2). Y 0BOM OIebKy
hemo matu mpersien BHUXOBUX pe3yaTaTa.

Teopema 2.3.1. (a) H*(égtvg;Z2> UMa No jedar HePaAcmMasHUE EACMEHM Y OUMENIUJAMG
2,3 u 2" — 1 u nujedan y ocmarum OuMeEH3UJaMAQ.

(6) H*<én73;22) 3a n = 28 — 3,28 — 2,28 — 1, uma no jedan mepacmasmus esemenwm Yy
oumenzujama 2,3 u 2\ — 4 u nujedan y ocmansum OUMENIUJAMGE.

(e) H*(émg; Zy) 30271 < n < 2'—4, uma no jedan nepacmaspue esemenm y OUMEHIUIAMA
2,3,3n — 2" — 1 u 2" — 4 u nujedan y ocmasum OumeH3ujaMa.

Teopema 2.3.2. (a) Axo je n =2', onda umamo uzomoppusam aseedbpu

Loy [w2, w3, &2t71]
(g2t—2792t—1a az_; + Pazt—l) 7

H*(ézt,:a;Zz) =

npu wemy kocemu 00 wy u ws odeoeapajy ILlmupes—Bumnujesum rkaacama KaHoH-
CKO2 pacaojema Yorz, 00K Kocem 00 Gyi_y 00208apa HEPACMABAUBO] KAGCU Agt_1 €

Hzt_1<62t’3;22); a P je nexu noaurom nao wy u ws.
(6) Axo jen =2'— 3,28 —2,2" — 1, onda umamo uzomopgusam areebpu

Ly [w27 w3, flzt—d

H* én : L) =2 7
( ? 2> (gn_Q’ 9n—1,9n, agt_4 + Pa,gt_4 + Q)

npu wemy kocemu 00 wy u ws odeoeapajy Llmupes—Bumnujesum rkaacama KaHoH-
cK02 pacaojena Yns3, 00K Kocem 00 Got_g 00208GPA HEPACMABHUBO] KAACU Aoty €

H2t_4(Gn73;Z2), a P u @Q cy mexku nosunomu Had we u wsz. Ipumom, ykoasuxo je
n=2"-3 urun=2"—2, onda je Q = 0.

Teopema 2.3.3. Hexa je 271 < n < 28 — 4. Osnavumo ca Qsy_ot—1 € H3”‘2t‘1(én73;22) U
Uyi_g € H* 4G, 3;Zs) nepacmasnuse waace. Tada y H* (G, 3;Zy) eance caedelie peaayuge.

(1) Axo je3n —2'—1 < 2" — 4, onda
3ot = Ry + Qo 4 Ro + 3ot 1 Rs, a5y =0,
a axo je 3n — 28 —1 > 2" — 4, onda
U5y = Q1+ G2r—4Q2 + Azp—21-1Q3, A3p_pr_1 =0,

20e cy R; u Q;, i =1,2,3, noaunomu nad lmupes—Bumnujesum xaacama Wy u Ws.
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(2) Hocmoje wnace vy_g € p*(H? "3(Grs;Zs)) U vapoi_s € p(H™ 2 75(G3;Zy)) woje
NOMHONCERE CA A3p_o9t_1 U Got_y4, PEOOM, 0GJY 2EHEPANOP HAJBUULE KOLOMOAOUKE 2PYNE

H3"%(G,, 3, Zs). Imasuwe,

Vgt _ghgt 4 = 0, Uzp_ot 503, 2t—1 = 0.

2.3.1 Cuayuaj n = 2!

[Tonosuh u Ipeynosuhi cy y [7] morasamu na ce momunom P u3 Teopeme 2.3.2(a)
MOzke omabpaTu Tako Aa Oyle HyJja IOJMHOM, YUMe Cy y MOTIYHOCTU OAPEAUIU KOXO-
MOJIOIIKY aJirebpy opujentucasor I'pacmannjana Gyt 3. Y 0BOM Ole/bKy NeMO U3I0KUTA
BUX0B noka3. [Ipenusnuje, npurazahemo npumeny ['pebuepoBux 6a3a npu onpebuBamy
oBe aJjiredpe, MoK heMmo mokase camMux TBphema u3 Teopuje ['pebHepoBux H6a3a IpecKoI-
xutu. Joka3u cBux TakBux TBphema ce mory mahwu y [7]. Hamame mompasymesamo na
jet = 3.

Heka je < nercukorpadcko ypebeme Ha MoHOMUMA y Zo|ws, w3] maTo ca we = ws, Tj.

wglwgl < wgzw? S b1 < by vV (bl = by VAN c1 < CQ).

Y omemky 1.1.3 mokasaym CMO Ja 3a ABOJHMCHO HaTKpuBame P : Gor g — (ot 3 BaKU
Ly|wy, ws]

(g2t—27 got—_1, g2t) '

*

imp

N3 (1.9) nmamo
g2t = Wagat_2 + W3gat_3 = WaGot_2
jep je got_3 = 0 ma ocuosy [17, nema 2.3], na je
J2t73 = (9215_279215_179215) = (ggt_g,ggt_l). (25)

IeduraMmmnmo
Ji= 023421, 0 < i<t — 1, (2.6)

Teopema 2.3.4. Ckyn {fo, f1,..., fi—1} je pedyxosana I'pebreposa baza udeara Jor 3.
Osmaunmo ca J mmean u3 Teopeme 2.3.2(a), Tj.
J = (92t72792t717(13t_1 + Pa2ffl) .

[Tpomwupumo ypebeme MoHOMa 13 Zg[ws, w3] HA MOHOME Y Zg|wse, W3, gt 1] Ha ciaemehn
HAUUH (gt 1 > Wy > W3. JACHO je na BayKu

LM(a3:_ | + Pay_1) = a3 _, (2.7)

jep je P monuHOM HaI ws W wWs.
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Teopema 2.3.5. Cxyn {fo, f1,..., fi-1,a%_, + Past_1} je I'pebneposa basa udeanra J.
IIponosunuja 2.3.1. Hexa jei € {0,1,...,t —1}. Tada je f; # 0 u sancu

LM(f;) = wy i,
HImasuwe, fi_1 = LM(f;_1) = wgt -1

Ha ocuoBy teopeme 2.3.5, nponosunuja 1.3.1 u 2.3.1 u ma ocuoBy (2.7) mobujamo
HapeIHy MOCJIEIUILy.

Ilocaemuma 2.3.1. Cxyn KoroMos0wKUT KAGCa

B = {ay_wyw§|r<2, (Vie{0,1,....t =1} b<2"'=2"ve<2 —1}
je adumusna b6a3a Koxomosowke anszebpe H*(égt’g; Zs).
IIpumep 2.3.1. VY cayuajy t = 3, adumuena baza 00 H*(é&g;Z2> je

B = {1 Wo, Ws, w27 WaWs3, w37 ar, ’w2w3, ar7Ws, A7W3, a7w2, A7 WaWs, a7w3, a7w2w3}

IIpumep 2.3.2. V cayuajy t = 4, adumusna baza 00 H*(él&g;ZQ) je

_ ~ o~ 9~ = o3 9 a9 o~ o9 S8 o3 a5 S99~ ~ ~3
B = {1 w?)w3aw27w2w37w27w37w2w37w27w2w37w2w3aw3aw27w2w37w2w37w2w3a
~6 ~3-2 ~4 ~5~ ~2~3 ~4-~ ~3~3 ~5 ~5~2 ~2~

Wy, U]2’UJ3, W3, WyWs3, w2w3, w2w3, w2w3, CL15, WoWs5, w3, w2w3, w2w3, a15w2,
w2w3, a15W3, w2w§, ng (11511]2, w2w3> a15WaWs3, w2w3, a15w2, a15w3, @2@3,
a15w§w3, w%wg, a15w§, a15w2w3, ClmU)%UJg, a15w§’, wg’wg, a15wg, a15w§w3,
A5 WDy, G5 Wa2, WS, A5 WEW2, s, G15 W0 W3, G5 WS, G5 WA,
a151,1\]/2@37 515@3@? 515627 615{53@37 51515%@3, 615@2@27 &15w§@§, 615{527
a15w§w3, a15w2wg, a15wgw3, a15w§wg, CL15’LU2’LU3}

Hedumannmja 2.3.1. Bucuna xoromosowre xaace T, y osnayu ht(zx), je npupodan 6poj n

maxae da je " # 0 u 2" = 0.
J'IeMa 2.3.1. Bucuna xoxomonowxe kaace w3 € H3 (th 3;Zs) je 2871 — 2, mj. w 240w
~9t— 1_

Joxas. Kako je f;_1 € J, umamo ma je OJIFOBapaJyBa KJIaca ft 1=0 y H* (th 3;Zs), a

t—1 —-1_
Ha OCHOBY Ipomo3uiyje 2. 3 1 3mamo nma je ft L =w; ', maje w§ = 0. Ca gpyre
~9t—1__ . ~ot—1__
CTpaHe, BUAVUMO 14 je wg ? enement Gaze B u3 nociemume 2.3.1, ma je wi; 2 # 0, Te
3akmydyjemo ga je ht(ws) = 2071 — 2. H
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Bunenu cmo ma je KOXOMOJIONmKa aaredbpa H*(égt’g; Zs) renepucana ltupen—Buruu-
jeBUM KJiacaMa KaHOHCKOT pacJOjema M jOII jeJHOM HepaCTaBJ/HUBOM KJIACOM KOja HUje
y caunm xoMoMopdusma p*. Y caenehoj mponosunuju hemo BumeTu na ce KOXOMOJIOIIKE
rpyne H*<62t’3; Zs) nene va Tpu neaude. Ornpunuke npsa TpelinHA KOXOMOJIOIIKUX TPY-
na canp:kahe camo ememenrte koju ce mory mpezncraButu npero ltuden—BuraujeBux
KJIaca, Tj. caMo esieMeHTe u3 imp*, apyra tpehuna he caap:xkaru enemente m m3 imp*
aJu U OHE KOjU HUCY y TOj CJAUIU, NOK he mociiemma TpehuHa caap:KaTu UCKILYJIUBO
eJIeMeHTe KOjU HUCY M3 im p*, Tj. OHE KOjU Cy YMHOIIIM KJIACE (ot 1.

IIpono3unmja 2.3.2. (a) Axo je j <2'—1, onda je Hj(égt’3;22> C im p*.
(6) Axo je j > 220 —8, onda je Hi(Gy3;Zs) Nimp* = 0.

Joxas. Ha ocuoBy Teopeme 2.1.3 umamo na je charrank(Jae 3) = 2" — 2 omakse tBpheme
(a) DUpEKTHO cieau.

Ila 6ucmo nokaszanu neo nox (6), HIPETHOCTABUMO CYNPOTHO: Ja IMOCTOjU HETPUBU-
jajHa Kjiaca o € Hj(égt,g; Zs) Nim p* 3a mero j > 2-2' — 8. Ha ocuosy Iloenrkapeose my-
AJHOCTU OHJA MMaMO U HETPUBUjAJHY KIacy T € H3'2t_9_j(62t73; Zs) TakBy ma je oT # 0.
[Ipumernno ga je 3-28—9—j <3-28—9— (22" —8) =2' — 1, ma je mHa OoCHOBY gnena
(a) 7 € imp*. Hakse, u 0 u 7 cy y caunu xomoMopdusma p*, ma je oT € imp* u camMmum
TUM XOMOMOpdu3am p* : H3'2t_9(G2t’3;Z2) — H3.2t_9(62t’3;22) Huje TpuBujaJsad. [lo3uaro
je ma je H¥2' %Gy g; L) = Zo(w? ~3), Tre je ws = ws(yars), ma je o1 = w2 > # 0 mTo je
Y KOHTPAAWKINJU ca IPETXOMHO HOKa3aHOM jJeMoM 2.3.1. []

Kopumhemem Byose popmyne (1.14) u ocobuna CTUHPOIOBUX KBAAPATA U3 TEOPEME
1.2.1, manykmujoM ce MOKe OOKA3aTU HapeIHa JeMa.

Jlema 2.3.2. Hexa cy b,c € Ny. Taoa y H*(éQt’g;ZQ) saxce caedehe jednaxocmau.
(a) Sq*(whas) = bwy w5
(6) Sq*(whws) = (b+ )y ag + (3)wy w5

Jlema 2.3.3. (a) Sq'(ao:_1) € imp*;
(6) Sq*(ay_1) € imp*.

Joxas. (a) Kako je Sq'(ay_,) € H2t<égt’3;Zg), a BUOUMO Ia Cy ejeMeHTu Oasze B u3
nocaemuue 2.3.1 y numensuju 2! cBu o6auka ﬁ}g@g, 3akmyudyjeMo na je Sq(ay_1) € im p*.

(6) IpencraBmio knacy Sq(dy_y) € H2 T (Gy 3;Zy) mpeko emnemenara 6aze B u3
nociaenune 2.3.1.

Sq2(62t_1) = Bagt_lwg + VV, (28)
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3a Heko B € Zy u W € imp”. Ilokazahemo na je = 0. B B

Kaxko je dim G2t73 = 3-2! =9, xomomopduzam Sq® : H32' 1 (Gye 53 7)) — H>? (G 33 Zs)
je MEHOKeme ByoBoM EKaacoMm v, € H2(52t73; Zs).

Ha ocuoBy ¢opmyie (1.13) umamo ma je

wz(é?,:a) = Sq2(Uo) + Sql(m) + v = Vo, (2.9)

rae je w2(G2t 3) LHTMq)eﬂ BurHujeBa kKilaca TAHTE€HTHOT pPacjojemha MHOTOCTPYKOCTU
Gzt 3, a v =0 jep je H' (G2t 33 Ln) = 0.
N3 reopeme 1.1 y [2] mobujamo nma je wo(Garz) =0, na je u

U)Q(th’g) = p*(wz(G2t73)) =0.

Cana u3 (2.9) zakmyuyjemo ma je vy = 0, a camuM TuMm je u xomomopduzam Sg?
H3'2t*11(G2z,3; Zy) — H3'2t*9(G2t,3; Zs) TpuBUjaJIaH.
Y KOJIMKO MOHOBO morJjienaMo 0a3y B, Bumumo na je
32611/~ . ~ot=2_9 ~ot=1_9
H (GQ%g,Zg) = Z <a,2t 1Wy W4 >,

Ot _ =~ 2 —~ 1
H3* (Gl g3 L) = Loty 02 "t %),

na je
0= Sq (&Qt 1w§t ’ 2@%’5 ' 2)
= S (ay_1)@5 @3+ Sqt(ax_1)Sqt (@ PaE ?) (2.10)
F Ay SR (@Y 2w ),

CTuHpPOIOBM KBaApPATU Cy KOXOMOJIOIIKE Ollepaluje, ma ciaukajy imp* y imp*. Ha
~9t—2 ~ot—1
ocuoBy nesa (a) u mpomnosunuje 2.3.2(6) je Sq'(ao_1)Sq'(ws *ws ) =0.

Iame, nacraBumo pauyH u3 (2.10) rkopumhemem (2.8) u neme 2.3.2(06)

(ﬁGQt 1UJ2+W) o2 2’&7? -2

_ _ - _ _ 2.11
+azt,1((2” B Y L ) N
[TornoBo Ha ocHoBy mpomnosunuje 2.3.2(6) je W - wgt 2 gwgt 1y ~ 0, 10k je wgtfl _0
Ha ocHOBY seme 2.3.1. Kana nacraBumo (2.11) konauno mobujamo
0 = Bag:— 1w§t : 1@? 2 y Hg'zt_g(ézz,g) ZLs{age 1w§t ’ 1@? ' 2),
onakie je = 0. 0
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Teopema 2.3.6. Koxomonowra anzebpa opujenmucane I'pacmarnose mrozocmpyrocmu Got 3

je
~ Lo wa, w3, ast_1] Zowa, ws)
H* (Gt 3;75) = = ®z, Ng(a2t-1),
(tafz,gztfl,agt,l) (920—2, g2t—1) 20

npu wemy Kocemu 00 wy u ws odzosapajy LImugden—BumHujesum kaacama KaHOHCKO2 PACAO-
. ~ . ~ t_1,
Jema Fat 3, 00K Kocem 00 ag_1 00208apa HEPACTNABAHUBOJ Kaact Aot 1 € H* ~H(Gat 35 Zs).

Jlokas. Ha ocHOBY Teopeme 2.3.2(a) DOBOBHO je oKa3aTu na je s, =0y H*(Gaor 33 Zs).

Mpeacrasunmo kracy az_, € H*? 2(Gy 3;Zy) mpexo enemenara Gaze B u3 mociemane
2.3.1. Y mumensuju 2 - 2' — 2 Ga3HU €JIEMEHTHU Cy

~ ~ot—l_§5 ~3 ~ ~ot—1_8 ~5 ~ ~ot—1_9_ 3k ~2k+1
a/2t,1w2 wg, a2t71w2 "LU3, ceey a2t71w2 w3 P
. _ . t—1_
rIe ce OBa JMCTa HACTaBJba JOK rox je 2071 —2—3k >0, 1j. k < 25=2. Crora,
t—1_
| 2—5—2]
~2 ~ ~9t=1_92_3k ~2k+1
Ay 1 = E Apot 15 ws (2.12)
k=1

3a Heke jenuHCTBeHO onpebene roedunujente N\, € Z,. Ilokazahemo ma je A\, = 0 3a
cBako k.
[Ipumenom KapranoBe dopmysie mmamo

Sql(fdgtq) = Sql(a2f—1)a2t—1 +52t—15q1(52t—1) = 0.

Tarobe, npumerumo na je Sq'(as, ) € H>? NGy 3: ), &y H* Y Gy 3; Zy) HeMa HEHY-
Ja ejleMeHaTa u3 im p* Ha ocHOBY nponosunuje 2.3.2(6). Uckopuctuhemo oBy uumenuiy
3ajenHo ca semaMma 2.3.2 u 2.3.3 y HaApegHOM padyHY.

1252

N
0=5¢"@ )= Y MSqM(@yo@d )
k=1

t—1_
Lg‘g‘ZJ
_ 1/~ ~ot=1_9_3k ~2k+1 | ~ 1/~2t71-2_3k ~2k+1
= E Ak (Sq (@gt_1)ws w3+ age_15q (w; w3 )
k=1

125=2]

t—1 ~ ~9t=1_3_3k ~2k+2
= (277 =2 = 3k)ag_w; w3
1

ES
Il
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[IpuMeTuMO 1a je dge_11Ws 213 e @2k ¢ B 3a cBako k € {1,2,..., L%J}, ma 3a-
KJbYydyjeMo ma je
Me(271 =2 - 3k) = 0.

Kaxko je

1, k memapno
21— 9 3k =, HeHapH
0, k mapmo

To je A\ = 0 xana je k HemapHoO.
Ila 6ucmo mokasanu na je A\, = 0 u 3a napue k, yBemumo cmeny k = 2j. Tana (2.12)
rnocraje

Rty

~2 Z ~ ~2t=1_2_ 65 ~4j+1
azzt 1 — )\2] a2t71w2 ’LU3 .
Jj=1

[Tonosnom mpumenom Kapranose popmyse umamo
~ ~ ~ ~ 2
S(@ ) = Sq*(az—1)az—1 + (Sq"@x—1))” + Go15¢* @ —1) = (Sq"(@2-1))",

a Kako je (Sql(’dy,l))2 € H?? (Gy 3 Zy) Nim p* = 0, ma ocHOBY mponosmmumje 2.3.2 1 Jeme
2.3.3, o je S¢*(a%_,) = 0. Canma ma ocmoBy seMa 2.3.2 u 2.3.3 umamo

|22

0= Sq (CLQt 1 Z )\QJS(] (CLQt 1w2t -2 6]@4”1)
7=1

L2t =

~2t=1_9_ 65 ~45+1
E Ngjge1Sq* (W wy’ ™)

t—2
L2731J
~ ~2t=1_1-65 ~4j+1 2t=1_92_65\ ~2t=1—4—65 ~45+3
= E )\2]‘@21&_1(’(1}2 Wi +( 5 )w2 Wy
j=1

|22

Z ~2t=1_1_6j G+t 2t=1 265\~ ~2t=1_4—6j ~45+3
= ()\Qjagt 1Woy W3 +)‘2j< 9 )agt_lwz Ws .

J=1
~2t=1_1_6j ~4 ~2t=1_4—6j ~4j+3 . t-2_
CBU MOHOMU gt 110, Ty Ay Twd ™ sa € 31,2, |25, ey
. . 2t 2 1
MehycoGHO pazmuunTu eementu 6aze B, ma je Ay =03a j€11,2,...,[=5—];. ]
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2.3.2 Cayuajn=2" -1

Y oBOM UM HapemHOM OAEJbKYy heMO OApenuTH KOXOMOJIOUIKY aJreopy H*(CNJW;;;ZQ) y
cayuajesuma n = 2" — 3,28 — 2,2t — 1. Vznokuhemo mokas u3 [15].

WNuknysuja eykauackux npocropa R® «— R pmaykyje mBa pasmmumra yTanama,
I'pacmanujana. O3saunmo ca i : G — Gpi1) yTalame Koje dyBa AUMEH3Ujy HIOTIPO-
cropa, a ca j : Gpr < Gpi1 k41 yTalame Koje dyBa KOOUMEH3Mjy HmoTmpocTopa. Kon-
KpeTHO, ako je V C R™ motnpocrop mumensuje k, ouna je i(V) =V H0 CR*"®R = R",
ok je j(V) = V ®R C R*". Ha UCTY HAYMH Ce AeGUHUITY U yTalamha OPUjEeHTUCAHUX
['pacmanujana I Gnk — Gn+1k u ] Gnk — Gn+1 k1. Ouuriaenno je ma oBa Mpecyu-
KaBama KOMYTHUPA]y Ca OBOJUCHUM HATKPUBAIEM P, Tj. UMAMO cjienehe KOMyTaTuBHE
oujarpaMe.

SO [ SO SO - SO
én,k % én+1,k én,k ;) énJrl,kJrl
”l lp ”l l’”
Gn,k ;) Gn+1,k Gn,k % Gn—f—l,k—i—l

W3 mperxomuux mujarpama @ npupomaHoctu ['mcuHOBOr HM3a HOOMjaMO ma KOMYTU-
pajy u HapemHu mujarpamMu (CBe KOXOMOJIOIIKE IPyIe Cy ca Z; KOeQUINjeHTUMA ).

7 HT(Gn—H,k) p_> HT(GTH-LIC) i> HT(G'rL—H,k) g HT+1(Gn+1,k) —r

l f l l (2.13)

S HT(Gn,k) P_) Hr(én,k) L> Hr(Gn,k’) L HH_l(Gn,k) —

- — H"(Gny1k41) L H"(Gry1got1) = H™ (Gt 1) — HY (G o) — -

lj* lg* lj* lj* (2.14)

*

i HT(Gn,k) p—> Hr(én,k) L) HT(Gn,k) L) HH_l(Gn,k) —

Y teopemm 2.3.1 cMO Bumesm na Kama cy m U n OJU3Yy, OHOA émg u émg nuMa)y
aHOMAJIMYHE KIace y MCTUM min OamckmM auMensujama. [la Gumcmo ompemunn demy je
jemHak kBampar Kaace dy_y € H* 4(Gy_13;7s), eIUMO Ia Ia TOBEKEMO Ca KIACOM
Qgt_q € HQt_l(éQt’g; Zs) 3a ®Ojy 3HaAMO ma uMma TpuBHjaiaH ksanpar. OBo hemo nmocruhin
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AHAJM30M IPETXOMHUX AujarpaMa. 3a aHOMaJIMYHe Kjaace 3HaMO [a HUCY y im p* ma Ham
cireneha neMa naje mOBOJLHE yCJIOBE na ce aHOMAJIWYHA KIaca CIUKA Y AaHOMAJIMYHY IPU
npeciaukaBamuMa i u j* w3 mujarpama (2.13) u (2.14).

JIema 2.3.4. (a) Hexa jer > 0 uyeo bpoj makae da je kerwy Nkeri* =0 y H' (Gpq1x; Z2)
y dujazpamy (2.13). Tada 3a npouseonny kaacy x € H (Gui1x; Ze) 8axcu

r¢impt — i*(z) ¢ imp".

(6) Hexa je r > 0 yeo bpoj maxas da je kerwy Nker j* =0 y H'(Gpi1 413 ZL2) y Qujazpamy
(2.14). Tada 3a npouszeonny waacy x € H' (Gi1p11; Z2) 8axcu

rdimpt = j*(z) ¢ imp*.

Joxas. Norazahemo tBpheme moxn (a) mok ce (6) amamorHo mokasyje. Heka je x ¢
imp* = ker p. Onna je p(z) # 0, a rakobe je u p(z) € kerw;. Karo je kerw; Nkeri* = 0,
3akmyudyjemo ma p(z) ¢ keri*, ma je

omarte mobmjamo i*(z) ¢ ker ¢ = im p*. [l

Onpebusame kBampaTa knace oy € H> ~4(Gp3;Z;) 3a k =28 —3,20 —2,2! — 1, cBom!A
ce Ha nmpuMmeny jeme 2.3.4. VI3 Tor pasmora hemo aHajm3upaTu je3rpa MpecIUKaBaba
i H(Graap; L) — H (Gpp;Zsy), ®ao 1 j* @ H(Grgi 413 L) — H* (G Zo), ma he mam
OUTU KOpUCHA U HapegHa JeMa.

JIema 2.3.5. (a) 3a npecauxasamwe i* : H*(Gpi1x; L) — H* (Gnp; Za) 6axcu
i (wr(’yn+1,k)) = wr(’yn,k)y 1<r< k.

(6) 3a npecaukasawe j* 1 H*(Gpi1 py1; Lo) = H* (G i Zs) 6axcu

N

A (wr(’}/nJrl,kJrl)) =W (Ynk), 1<7r <Kk,

7 (W1 (Vns1,41)) = W1 (V) =

(8) 3a npecaurasame i* - H*(énJrLk;Zg) — H*(émk;ZQ) 8aMCU

i (wr<;3//n+1,k)) = wT(/in,k)? 2

/&

r<k.
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(2) 3a npecaurasame 5* : H*(énH,kH;Zg) — H*(é’n’k;Zg) 8axNCU

]*(wT(’yn—l-l k+1)) = wr(,’?n,k)a 2<r< k)

]*(wk—i-l %+1,k+1)) = wk+1(%,k) =0.

/loxasz. CBa yetupu TBphema ce jeQHOCTABHO OOKA3yjy Kada MPUMETUMO A WHKJIY3U-
je i,j,z n 3 MHIYKYjy TpeciukaBama u3Melhy KaHOHCKUX paciojema Hal (OpujeHTuca-
HuMm) ['pacmanujannva. Hakon Tora, camo mpumeHumMo ocobuny npupoxsoctu [Iltu-
pen—BurHujeBux kiaaca. []

Hajope hewmo ce porycuparu na cayuaj n = 2'—1. Y teopemnu 2.3.2 cMo Bugeam na je
Koxomostoruja ['pacmManoBe MHOTOCTPYKOCTH CNJQt_Lg regepucasa llItuden—Buraujesum
KJIacaMa Ws, W3 Ka0 W jeJHOM HEePACTABJ/LUBOM KIIACOM gt _4, Tj. KIACOM KOja C€ HE MO-
’Ke TIpeNCTAaBUTU KAO MOJMHOM HaJ KJIacaMa CTPUKTHO MaH€e KOXOMOJIOIIKE TUMEH3Uje.
OsBa HepacTaB/bUBA KJIACA je jeAMHCTBEHA IO Ha M0IABAHE ca61/1pf<a u3 imp*. Hawuwme,
YKOJIUKO j€ Qgt_4 Je,I[Ha HEepaCTaBJ/LUBA KJIaca, OHIA je U dgt_4 + W TaKohe HepacTaBbUBA
3a cpako W € H* 4(G2t 13;Z2) Nimp*. OBo 3HAYM na 3a HEPACTABILUBY KIACY gty W3

Teopeme 2.3.2 MOxkeMO omabparu GuUIO Kojy kiaacy m3 H2 ™ (GQt_Lg;ZQ> \ imp*. Heka
je agi_y € H2t_1(52t73;Z2) HepacTaBUBa Kjaaca u3 Teopeme 2.3.6 u i égt,w — éQt,E‘)
pasmje ne¢urncano yramame. llokasaliemo ma je i*(dy_1) € H* NGy_13:Zs) \ imp*.
Kako je 2! —1 memapamn, cse kaace y Hztfl(ég_l,g; Z,) 6uhie nemuse ca Ws, Ma CIEI)AJTHO
nocrojahe HEKO 0 € Hzt_4<égt_1,3;22) TakBO Ha je i*(dy_1) = Wyo. Kama mokamemo ma
7*(@,1) ¢ imp*, nobuhemo u o ¢ imp*, na hemo romauno mohu ma mampaBumo u3Gop
aHOMAJIMYHE KJIACe Ugt_4 := 0 Ca OCOOMHOM

i*<52t_1) - ”[1735215_4. (215)

Ocraje jom ma moka:keMo na Z*(’th_l) ¢ imp*, a To nobujamo nmpumenom seme 2.3.4 u
HapeaHe TPOIO3UIINjeE.

Tponosunuja 2.3.3. Hexa je H* (G 3; %) — H? (Gyr 3; %) mmoxcemwe MTmuden—Bu-
MHUJEBOM KAACOM Wy U T* : H2t_1(G2t’3;Z2> — HQt_l(Gzt_Lg; Zs) xoMOMODPuU3aM UKOYKOBAH
ymanamwem i : Got_1 3 = Gat 3. Tada je ker wy Nkeri* = 0.

Jokas. Heka je f € Zs|wy,ws, w3] xomoren monmuaom. Ca [f] hiemo o3HaumTy xKoXOMO-
JIOWIKY KJIacy Koja oarosapa noaunomy f npu uzomopdusmy (1.2). Hera je [f] € ker wy N
keri*. V3 yeaosa [f] € ker i* u teme 2.3.5(a) mmanmo ma je [f] = i*[f] = 0y H* " (Gyr_13;Zs),
mna je

f = (qw} + Bwe)War_3 + yw Wyt 5 + Wae_1,
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3a Heke a, 3,7,0 € Zy. Kako je Wayt_o, Wot_1 € Jot 3,
[f] = [(qw? + Bwo)War 3 + YwiWar g + 0War 1] = [(Qw} + Pws)War 3],

ma Mo:keMo omabparu v = = 0.
Ca npyre crpame, n3 yciosa [f] € kerw, mvmamo ma je [wyf] = 0y H? (Gy 3;7Z), 1a
je
wy f = (Aw} + pws)Wae g + v Wai_y + EWor, (2.16)
3a HEKe A\, [, v, € € Zy. Ha ocuony (1.4),

Wot = W1 Wot_1 + Wollgt_o + W3Wat_3,
ma kafa 3ameruMo [ ca (qw? + Bws)Wy_3, jemnaroct (2.16) moctame
(qw? + Bwywy + ews)War_5 = (AT + (1 + €)wy)War o + (V + €)w Wae-1. (2.17)

Hame, Ha ocHoBy (1.5) y mommHOMY Wyt o ce cabupak wgt_l’l nojaBJbyje ¢ Koe(puIjen-
ToM 1, a ounrsenno je na je (u+e)wslyt o jemuuu cabupakr y (2.17) koju camp:xu w%til‘

Haxrne, p+¢ =0, tj. p = ¢e. Jemnarocr (2.17) cama mocraje

(qw? 4 Bwiwy + paws)Wy_3 = Awiwge_g + (v + p)w Wa_;. (2.18)

Ha cauvan mauvun MmoskeMmo mokasatu na je a = [ = 0. [la Oucmo oapeaunan o« youaumo
t—1_ . .

MOHOM w‘fw% 2 uckopuctumo (1.5) ma ompemumo roeuUIUjeHTE Y3 OBaj MOHOM Y

cBakoM on cabupaka y (2.18). OBu koepurnujertu cy mHasenenu y tabemu 2.3. Ilpu-

cabupaxk a b c (“+2+C) (b}:C)
Qw3Wat_3 121 =210 1
Burwaar_g | 3|27 =310 0
HWsWat 3 - - - -
ATy, | 220120 0
(v + p)w a1 | 32071 =210 0

Tabena 2.3: Koepummjertu ys wiw? 2y (2.18)

-1_9

. . — . . t .
mehyjemo na je awiwy 3 jemuuu cabupak Koju caap:Ku wiws , TIa 3aKBby4dyjeMo Oa

je a=0.
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3 2t7173

Bpenuocr 8 mosxeMo oxpenutu nctuMm MeTonoM. Ilocmarpajmo moHOM wiw; w3.
Koedumnujerrn y3 w?w§t71_3w3 cy HaBeleHU y Tabenu 2.4, ma MOXKEMO 3aKbyUUTHU Ia je
B =0.

cabupak a b c (“JFZ“ (berC)
Oé’wi))wgt_g 0 2t_1 -3 |1 0
6w1w2E2t_3 2271411 1
,lL’lUg@gt,g 3 2t71 —-310 0
)\W%@Qt,g 1 2t_1 -3 |1 0
(v+ p)wiwg— | 2 | 2071 =3 |1 0

; 3,,271=3
Tabena 2.4: Koedunujertu y3 wiw; ws y (2.18)

Kouauno, no6unu cvo ma je [f] = [(aw? + Bwy) Wy _s) = 0y H* ~H(Gai 5;Zs), a kaxo je

[f] 6o npounssBoman enement u3 ker wy Nkeri*, mobujamo ker wy Nkeri* = 0. [l

Haxme, mpono3unuja 2.3.3 HaM oMoryhasa mna omadbepeMO HepacTaBJ/bUBY KJIIACY
Aoty € HQt_4((§2t_1,3;Z2) ca csojcTBOM (2.15).

Ha ocroBy mpomnosunuje 1.1.1 je caura on p* : H*(Gat—y13;Zs) — H*(égt,Lg;ZQ) 130-
MOpdHA
Zz[w2,w3]

Y

Jat_13

rae je Jor_13 = (gor—3, gat—2, got—1). VI3 [17, Teopema 2.1] ciemn gor—3 = 0, ma u3 (2.5) Bu-
auMo fa je Joi_13 = Jor 3. OBo Ham omoryhasa na nckopuctumo ['pebHEepoBy 6a3y u3 Te-
opeme 2.3.4. Ciimuno Kao u y caydajy n = 2!, u opae mosxkemo ['peGuepoBy 6asy mueada
Jat_1 3 mpommputu 1o I'pebrepose 6asze nneana J = (gn_g, Gn—1sGns Q3¢ 4 + Page_q + Q) u3
teopeme 2.3.2(6). Hanme, Basku caeneha teopema.

Teopema 2.3.7. Cxyn {fo, f1,..., fi—1,03_, + Pay_4 + Q} je I'pebueposa 6asa udeana J y
00HOCY MG AEKCUK0ZPAPCKU NOPEOaK NPU KOME jJe Qgi_gq > W > W3.

Ha ucty maumn kao u y caydajy n = 2!, Ha ocHOBY Teopeme 2.3.7 U IPONO3UNU]jE
1.3.1 mobujamo HapenHy mocJjenauy.
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IMocaemuma 2.3.2. Crxyn KOTOMOAOUWKUT KAGCA
B = {ah_ywyws | r<2, (Vie{0,1,....t—1}) b<2"'=2" v <2 —1}
je adumuena 6aza koromonouwxe anzebpe H*(Gar_13;Ls).
IIpumep 2.3.3. V cayuajy t = 3, adumuena b6asza 00 H*(Gr3;Zs) je
B = {10, )~~~ s~~~ )~ o)~~~ o ~~~}
- , W2, W3, Wy, Gy, WaW3, W3, AgW2, A4W3, WaW3, A4Wy, A4gWoW3, a/4w37 AqWolWsg g -
IIpumep 2.3.4. V cayuajy t = 4, adumuena b6aza 00 H*(G153;Zs) je
~  ~  ~9 ~ ~ o9 ~3 )~ o~ o) ~f ~3 o3~ 9~ ~F ~ ~3 ~f~ 4 ~3
B — {17w2,wg,w27w2w3,w3,W27w2w3,w2w3,w2,w3,w2w3,w2w3,w27w2w3,w2w3’w3,w2
~) ~f ~  ~9 o3 B~ o~ ~f~) ~ o~ a5 =33~ o~ )~ ~f~) o~ =) ~5
W3, Wy, A12, WyW3, WolW3, WolWg3, WylWg, G12W2, W3, WylW3, A12W3, WyW3, Wyls, a12w27 Wals,
N~~~ a3~ o~ o~ ~8 D~ )~~~ o~ o~ ~) ~ o~ ~3 5~ 3
A12WaW3, W3, WyWsg, G12W3, G12Wq, WyWsz, G12WoW3, W2W3, A12W2W3, A12Wy, Wol3, A12W3,
~ B3~ aD e~ ~ ~D ) o~ ~f o~ o~ a3~~~ a3~ o~ ~3 )~~~ ~ 3
A12Wo W3, WoWgz, A12Wo W3, A12Wq, A12W2W3, A12Wo W3, WoWg, A12W3, A12Wo W3, A12Wy, G12Wo W3,
~ ~B e~~~ s~ g ~) o~ ~f o~ a3 3~ s o~ ~f )~ o~ ~f o~~~ =3~y
A12Wy W3, A12WaW3, A12Wo W3, A12W3, A12Wo W3, A12Wo W3, A12Wo W3, A12W2W3, A12W3, A12Wy W3,
alngwg, a12w2w3, a12w2w3, a12w2w3, alngwg}
Ha mctu maumn kao npomnosuruja 2.3.2, norkasyje ce u ciaeneha mpono3unyja.

IIponosunuja 2.3.4. (a) Axo je j < 2' —4, onda je Hj(égt,l,g;Zg) C imp*.

(6) Axo je j > 220 —8, onda je HI(Gye_1.5;Z) Nimp* = 0.

. -2 ~9t—1_o .
[IpumeTrumo na je w2 1w§ Je,L[I/IHI/I exeMeHT y BNimp* crenena 2 2t 8 (Bumern

[15, crp. 387]). Taxobe, ma ocroy |9, mociemma 4.12] 3uamo xa je @2 1 # 0, ma je
W =@ T T 240y HYU MGyl Z). (2.19)

. . . . ot _ o .
CamuHo, jequun GA3HU €NEeMEHT Y HAJBUIIO] KOXOMOJIOMKO] rpymu H*? ~12(Gy_ 3;Zs) je

t— 2 ~ot—1 .
Qy_4W; 'ws %, ma mobujamo

agt_41’17§t_4 = 'th 4~%t ’ 1~2t -2 7é 0 Yy H3'2t_12(é2t_173;22) = ZQ. (220)

Cana sKeIMMo fa OIPeInMO YeMy je jeIHAK a5 _,. SAIUIIIMO OBY KJIACy IPEKO eJeMe-

HaTa a;uTHBHE Gaze B u3 mocmemue 2.3.2. Kako je a2,_, € H**~ (th_l,g; Zs), noTpebHu
. . ~9t_4 .

cy HaM GasHu eieMenTH y mamensujn 2-2° —8. M3 (2.19) umamo na je ws * jenunu GazHu

. " ~ ~2t=1_2_3k ~2k
eneMeHT n3 imp*. Ilopen mwera, y 6a3m cy um CBU €JI€MEHTU gt _4W, w3” 3a CBAKO
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k>0 raxso ma je 2071 —2 -3k >0, 1j. k < (2071 —2)/3. Bancta, ay_sas 2 a2 e B
3a CBako TakBO k jep ako 6m O6mmo 2071 —2 — 3k > 2071 — 20 » 2k > 2! — 1 3a Hexko
i€{0,1,...,t — 1}, onma 6ucmo mobunu 2° > 3k +2 u 2° < 2k + 1, 1j. k < —1, mro je
memoryhe. Konauno,

=]

a2, ~2 - ~ ~9t=1_92_3k ~2k
k=0
3a HekKe jenHO3HAYHO onpebene koedurujente v, Ao, A1, ... € Zo. [IpBo hemo y mHapenHoj

IPONO3UIjU U3PA3UTHU CBe Koepunujente A\, k > 1, mpero koedumujenta Ag.

IIponosumuja 2.3.5. Axo cy N\, 0 < k < [(277' — 2)/3], xoeduyujenmu uz jednarune
(2.21), onoa
5]
3

~ot—1_9_3k ~2k
E Aot 4 W) = NoJot—4Q2t_4,

20€ je Got_4 KOTOMOAOWEKA KAACA KOJA 00208GPA KOCEMY NOAUHOMA Got_g NPU USOMOP HUIMY
u3 nponosuyuje 1.1.1.

Jlokas. Ha ocuosy Teopeme 2.3.6 mmamo ma je dz_, = 0y H**2(Gy3;Z3), a anoma-

mrary Kaacy dot—g € H? ~4(Gy_13;7s) cMo omaBpams ympaBo Tako ma Bawum (2.15).
Iakie, mmamo

A~ ~ o~ T g~ 2 Tk
wgazt 4 = (w3a2t74)2 = (Z*(aﬁfl)) =1 (agt 1) =0,

na kaJ nomHOEUMO (2.21) ca w:, mobujamo
ot—1_o
=]
A~ ~ ~9t—1_o__ ~
0= wWias_4 = E Al gt 23k p2ht2 (2.22)
k=0

~4w? = 0 je mecrao ma ocmoBy mpomnosurmje 2.3.4(6)). Ipumehyjemo ma

cy y (2.22) CBE RJIace dot_ 4w§t 23k ~§k+2 3a k > 1 enmementu 6a3ze B jep He mocToju
i €{0,1,...,t—1} TakBo ma je 201 —2—3k > 271 -2/ u 2k+2 > 2'—1. Ca apyre crpane, 3a

t—1 ~ .
k=0, Knaca Gy_4W; W2 HUje eJeMeHT 0a3e, Ia KeJUMO OBY KJIACy Ma TPeACTaBUMO

t71_2

(cabupar Y2

nomohy 6a3Hux ememenara. IIpuMeTHMO 12 je MOHOM dgi_ 4w w? memus ca LM(f;) =

—1_ . . .
wgt 2w (BumeTn mponosunujy 2.3.1), na mo mepuHUNAjU TOAUHOMA fi HOOUjaAMO

V )
b+c 201 1 —k t—1_o_
Ji =021 = E ( b ) wiws E ( ok 1 1 )w% g, (2.23)

2b+3c=2t—1 k=
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Ila bucmo moOMIM TOCTAENHY jeTHAKOCT, IPUMETUMO [a je ¢ HemapHo, jep je 2b+ 3c =
2' — 1, u onma 3amenumo c ca 2k + 1. Kako je omrosapajyha xoxomonmomsa kxaca f; = 0
y H*(Gar_13; Zs),

)
0— Z <2t;k_+11_ k) G2 ke
k=0
===

_ gt-l_g9~ 27t -1k ~2t=1 23k ~2k+1
= W, w3 + Z % 41 Wy w3 .
k=1

MHOKemeM IPEeTXoaHe jeMHAKOCTU Ca (gt _4W3 UMAMO

===

~  gt-1_g 2L 1 —k\ . - ~
Gy_ga | 2w% = Z ( 2%+ 1 >a2t4w§t 2Bk 2k 2 (2.24)
k=1

3amenom cabupka 3a k =0y (2.22) ca (2.24) mobujamo

e 21—k
0= ) (Ak + )\0( ok 1 )> Qge_g05 2RIt

k=1

CBe KOXOMOJIOIIKE KJlace ca JecHe cTpaHe jemHakoctu (2.22) cagna jecy GasHu ee-

MEHTH, IIa 3aKbydyjeMO Oa CBM KoepuumjeHTH Mopajy na Oyny jemmakm 0. [lakie,
t—1_1_ .

e = Xo(® 2k+11 ") 3a cpako k TarBo ma je 0 < k < (27! — 2)/3]. Komauno, zarmyuy-

jeMo ma je

== ===

~ ot—1_o_ap - ot 1 —k ot—1_o_ a1

k=0 k=0

Ocrajo je jom ma mOKaskeMO Oa je cyMa ca OeCHe CTpaHe jeIHAKOCTU M3HAI jeTHaKa

YIPAaBO (ot 4.
Axo o3maunmMmo

£

S A R AP
s= 5 (M e

k=0
ouna n3 (2.23) u (1.9) mobujamo na y Zslws, ws] Basku ciaenehia jeanaroct

w3S = got_1 = Wagai_3 + W3gat_g = W3Gat_4

(jep je gat—3 =0). Kaga ckpatumo ws, nobujamo S = got_4. ]
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Ha ocuoBy nperxonne nponosunuje, jemsakoct (2.21) cana mocraje
~ ~ ~ ~9t _
agt_4 = )\092t74a2t,4 + wag 4 (225)
(3a HEKO \g,7 € Zs). Cunenehu kopak he 6utu onpebusame koepunmjenta .

Iponosumnuja 2.3.6. Hexa je H* ~*(Gyr_1.3;Zy) — H* =3(Glyr_1 55 L) Mmoaceme Imugden
Bummnujesom xaacom wy u j* : HQt*4(G’2t_173;Zg) — H2t74(G2t_272;ZQ) TOMOMODPuU3AM UH-
dykoear ymanamwem j : Gat_g9 — Gat_1 3. Tada ker wy Nker j* = 0.

Joxas. Kao u y nmokazy mponosunuje 2.3.3, Hera je [ € Zolwy, wy, w3] monmuuom Takas
na je omrosapajyha xoxomosomka kmaca [f] € H* ~4(Gy_13;%y) yayTap kerw; N ker j*.
Kemmo na mokaskemo na je [f] =0y H? ~4(Gy_13;Zs).

Ha ocuoBy neme 2.3.5(6), j*[f] = [p(f)], vme je p : Zolwy, wa, ws] — Zo|wy,ws] pe-
nykmuja Momyino ws. Kako je j*[f] = 0, mobujamo [p(f)] = 0, anmu y crBapu he Ba-
s#utn u Bume. Hamve, p(f) = 0, jep je cremen on p(f) y Zo|wy,ws] jemmar 28 — 4, a
H*(Gat—99; L) = Zo|wy, we]/(Wat _3, Wat_5), ma HeMa penanuja y aumensuju 2' — 4. akie,
f = wsh, 3a HEKO h € Zo|wy, wo, w3).

Ca mpyre crpase, u3 ycaosa [f] € kerw; umamo ma je [wif] =0y H*3(Gy_13;Zs),
na Kako je H*(Gar_y3;ZLs) = Lo|wy, wa, ws]/(Wat _3, Wat_o, Wat_1), TO je wy f = aWat_3 38 HEKO
o c ZQ.

Haxne, mobuau cMo

wlwgh = (l/mgt_g.

Ako 6u 6uno « # 0, onma Gu MONUHOM Wt 3 OO nemus ca wz. M3 (1.5) Bumumo na ce
— . . t_ __ .
y Wy _3 mojaBmyje cabupak w: °. Crora, a = 0 1 KOHAYHO w,f = QWqr_g = 0, ma je u

F=0. 0
Canmano kao u panuje, nponozuiyjy 2.3.6 KeaUMO a TPUMEHUMO y KOMOMHAIM)U ca
nevom 2.3.4(6). Hanme, kaxo je dy_y € H> ~4(Gyr_13;Z,) \ imp*, 0 je
}*(52t_4) € H2t_4<égt_272; Zg) \ ll’Ilp>k (226)
Ha ocuoBy Teopeme 2.2.2, mumamo na je

Ly [w27 a2t74]

20-1_1 o 2t-1_9
(w2 y Aoy + W)

H*(égt_gyg;ZQ) = (227)

CLQt_4)

Heka je a4 € H2t*4(62t_2,2; Zs) rnaca Koja oAroBapa KOCETY OI Got_4 IPU U30MOP-
pusmy (2.27). Tana n3z (2.26) mobujamo

j* (aQt_4) = EQt_4 -+ /,ngt_liz, (228)
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3a HEKO [l € Zs. B
Kako je ws * =0y H*(Gy_29;Zs), kBagpupamen jemaaxoctu (2.26) mobujamo

’j/ (agt ) = a2t 4 7’é 0 y H2t+l_8(égt_272;22). (229)

Ca npyre crpane, Ha ocHOBY (2.25) u neme 2.3.5(r) nmamo

2

j (a5e_4) = Ao?@zﬁ—ﬁ? 4) T

+ywy " = Aoj*(gar—atae—a),
ma 3aKpbydyjeMo ma je \g = 1 u caMuM TuM
W2y = Gor—gdigi_g + w2 2. (2.30)
OBuMe cMO MOKA3ayil HAPEIHY TEOPEMY.
Teopema 2.3.8. Koromonrowra anrzebpa opujenmucane I'pacmarose mHozocmpykocmu éQt_Lg

je
ZLowa, ws, agt_4]

* ~ .
H*(Goi_1 33 Zg) = 201y’
(gzi 2, g2t 1, A5y + Got 4l 4 + YWy )
30 HeKo 7y € Lo, npu wemy Kocemu 00 wy u w3 0dzosapajy LlImudes—Bumnujesum xaacama

KGHOHCKOZ PACAOJena Yor_13, 00K KOCEM 00 Qgt_g 00208GPA HEPACTNABNHUBO] KAACY Ggt_g €

Hzt_4<égt_1’3; Zg) .

IIpuvermmo a u3 (2.29) cremu na xnaca a2, € H*28(Gy_y 3; Zy) Buje TpuBMjamma.
Ca Apyre cTpame, jom yBeK HUje MO3HATO Ia ju je waaca ay_, € H¥¥12(Gy_ys;7,)
TPpUBUjaJHA UIN HE, KAO HU YeMY je je THAK KOe(UIUjeHT vy € Zs, aJll MOKE Ce ITOKa3aTu
fia Cy OBa JBa NMTAI:A CKBMBAICHTHA MTO hemo u Bugern y mpomnosunuju 2.3.7.

Hajupe hemo mokaszatu na je Wo 2 jemunu Gasuu enement y im p*NH2 4(Gyr_y 53 Zo)
unju je kBanpar pazandnt ox 0. Beh je u3 (2.19) mosnato na Je (@222 = a2t £ 0,
ma je caMo mOTPeBHO Ia Ce YBEPUMO Ha je KBaIpaT Kaace W 2 oFg2k TpI/IBI/IJaJIaH 3a
cBako k > 0.

Jlema 2.3.6. Hexa je k >0 u 28 —4 — 6k > 0. Tada
W2 TGE = 0y HY(Gyr13;Z0).

Jloxas. Tepheme hemo nokaszaru mEHBep3HOM MHIyKIujoM mo k. Awo je k > 273, 1j.
t—1
4k > 27", omma
~2t 46k ~4k ~ot 46k ~A4k—2t"141 ~2t-1_1 _ ~ot_4 6k ~4k—2t"141F
w; W3 = W Wy ws = Wy Wy fie1=0
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jep Ha ocHOBY nponosunuje 2.3.1 f;_1 € Jot 3 = Jy_1 3, ma je ogrosapajyha KOXOMOJIOIIKA
KJIaca ﬁ_l TPpUBUjAJHA.

Hexa je cama 0 < k < 272 u mpeTmocrasumo 1a je @Stﬂ*b’j@éj = 0 3a cBako 1eI06pOoj-
HO j > k (TarBO ma je 2'—4—65 > 0). Tama nocroju jemuucTBeH meo 6poj i € {2,...,t—2}
ca cBojcTBOM 2 < 4k < 2771 — 4. TIpumernmo 1a je Tana

12k <3271 —12.= 2742 p ol 19 <2 427 12

Tj. 6k < 271 4+ 20 — 6, omaxie mobujamo 2 — 4 — 6k > 271 — 21, Jlakmne,

~ot 46k ~dk __ ~2t—4—6k—2t"142 ~4k—214] ~2t—1 921 ~9i_]
Wy Wy = W, Wy w; ws . (2.31)

Ca mpyre crpane, Ha OCHOBY mpomno3uiuje 2.3.1 umamo

- i i b+ c
T RN TIEY R DI (M I
2b+3c=2t—3+2¢
(b,c)#£(2t—1—21,2¢ 1)

Ha ocmoBy Teopeme 2.3.7, 32 KOXOMOJIOWKY KJIacy ﬁ, KOja OAroBapa MOJUHOMY [; BaAKU
fi =0, na us (2.31) mobujamo

~ot _4—6k ~4k _ ~2t7142' 46k ~4k—2i4+1 ~2t—1 921 ~9i_]
Wy W3 = Wy Wy Wa W3

_ ~ot=149i 4 Gk ~4k—2i 41 b+c\
= Wy W3 § b WaWs3

2b+3c=2t—3+42¢
(b»c)7é(2t_1 -2 72Z 71)

_ b+ ¢\ —yiot110i 4 6k ~ctdk_2i41
b

2b+3c=2¢—3+-2¢
(bye)#(2t1 28,20 1)
ITa OucMO 3aBpIIMIN MHIAYKTUBHU KOPAK, JOBOJHHO j€ a JOKaKEeMO Oa 3a cabupak TakaB
na je (bzc) =, 1 Bawu c + 4k — 2' + 1 = 45 3a Hero j > k.

Kako je LM(f;) = w%til_giwgi_l, 3a HETPUBUjAJIAH cabUpak y OBOj CyMU MOpa naa
Basku b < 271 — 2! ma je ¢ > 2° — 1 (jep je 2b+ 3c ucro 3a cse mMoHOMe y f;). Omasne
nobujamo ¢ + 4k — 2' +1 > 4k, na jemmHO mpeocTaje mda mOKaxkeMo ma je ¢ + 4k — 20 + 1
nesbuBO ca 4.

Kako je i > 2 u 2b+ 3¢ = 2! — 3 + 2°, Hajope MOKEMO 3aKbYUUTU Oa je ¢ HellapHO,
na je ¢+ 4k — 2' + 1 mapHo, mMTO 3HAYM Ha jOII OCTaje Ha MCKLyduMo MoryhuocT ma je
c+4k —2"+1=,2, 1j. c=41. Ako 6u 6uno c =4 1 u 2b+ 3c = 2! — 3 + 2!, omna Gucmo

noounu 20 =4 2, ma O6u b MopaJso OUTU HEmapHO, MTO j€ Y KOHTPAIUKIU]U CA YNHEHUIIOM

na je (be“c) =, 1. ]
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. . t—1_
M3 (1.10) Bumumo ma ce y ¢or_4 Kao cabupak TojaBibyje ws -, a TOpem Hera

t—1_o_
cBu ocTamu cabupmu cy obauka wi 2 Fw?f 3a mexko k > 0. Crora, Kama IPUMEHHMO

IPEeTXOAHY JIeMy moOujaMo na je
Gora = W5 " (2.32)

~ t_ =~
Hepacrasmus enement agt—y € H* ~*(Gar_1 3;Zs) cMO onabpanu Tako na Basku (2.15),
aJii CETUMO Ce J1a je OBaj HepPACTaBJ/LUB €JIEMEHT jeIUHCTBEH 10 Ha I0JaBame Kjlace U3
im p*. YKOIUKO je dyt_4 HEpACTABJLUB, OHIA j€ U o4 + W Takohe HepacTaBJLUB 3a OUJIIO
. ~ . t_ =~ .
koje w € imp*NH? ~*(Gyr_1 3;Zs). pumernmo na 6e3 063upa Koju HePACTABILUB CIEMEHT
omabpauu, jemnarkoct (2.30) u mame Basku

(agt_4 + {17)2 = fdgtiél + iUV2 = ggt_452t_4 + ’}/{Egt—4 + {172 = ggt_4<52t_4 + {D) -+ 71’5?—4’

r'Ie CMO y MOCIEeIH0] jeTHAKOCTA MCKOPUCTUIN UMLCHUILY 2 je W2 = W{oi_4. SAUCTA,

aKoO IpeJCTaBUMO W IPEKO ejeMeHaTa Oa3e B u3 mociaemune 2.3.2, uMaMo

N

3
~ ~9t—1_o__ ~
w = E s ARk
k=0
3a Heke i € Zo. Ca jemne cTrpame je

===

3

~ ~ot _ 4Gk ~. ~ot _

w® = E s Rk = agws ! (2.33)
k=0

jep ¢y CBU ceM HYyJTOr cabupka TPUBUjaJHU Ha OCHOBY Jjeme 2.3.6. Ca mpyre crpane,
y OOKa3y mpomno3uruje 2.3.5 ¢MO MMajm

75| ===

_ A o e 27— 1 =25\ 19 ;i aj

jep je (2t_2lkjrlfk) = 0 3a menapue BpemuocTu k. Kako je wsgst_s = got_1 = 0, TO je
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===

3
~ } : ~2t=1_92-3k ~2k | ~
Wgat_4 = AWy W3 got_4
k=0
~2t—1_2~
- a0w2 got—4 (2 34)
=]
3
t—1 :
o ~2t7172 2 - 1 - 2] ~2t717276j ~4]
= W, 4i+1 Wy W3
§=0 J
_ ~ot_4

rae CMO y HOCJTIenHOj jeAHAKOCTU jOIlm jeaHOM ucKopucTtuaum jemy 2.3.6. Komauwmo, us
(2.33) u (2.34) BumUMO Ha je W? = Wgs 4.

IIponosunuja 2.3.7. Heka je agt_4 € HQt_4(62t_173;ZQ> HEPACmMasmuU8a Kaaca U Koephuyu-
jenm v € Zo uz meopeme 2.3.8. Tada

ay A0 = y=0.
Loxas. N3 (2.30) u (2.32) umamo

~3 ~ ~ gty
Aot _y = Gor—4Q50_y + Y2t _4W)
~2 o~ ~ ~2t 4 ~ ~2t—4
= Got_4Q2t—g T YG2r_aWy ~ + Y2t _4W)
~ o~ ~ ~2t_4
= (ot _40Q2t_4 -+ YQot _4W,
—~ ~2t_4
= (1 +7)ag_qw; ",
. . ~ ~9t _ ot _ -~ . .
jep je Gor_qwy € H¥¥712(Gyi_13,7y) Nimp* = 0 ma ocmoBy mpomosummje 2.3.4. Ca

xpyre crpame, 3 (2.20) 3HaMO ma je dgy_qWr * £ 0y H¥?'12(Gy_y4; Z,), umme je TBD
beme mora3zano. ]

2.3.3 Cuayuajesu n =2'—22 -3

Y mmmy ompebusama KBagpaTa HepacTaBbuBe KaIace dy_y € H2 4 (Ghs;Zy) 3a n =
2t —2 2! -3, kopucTuheMo caMyYaH METON Kao U y caydajy n = 2!—1. Haume, nokaszahemo
Ia ce HepACTaB/bMBE KIace MOry omabpaTu Tako Oa Ce_CIHUKajy jeiHa y APYTy Ipn
XOMOMOP(GU3MY MHIYKOBaHOM yTamameM % : Gar_og — Gor_13, OMHOCHO % : Gai_g3 —
égt_z,g. [Iperu3HUje, YKOIMKO je Goi_y € H2t_4(égt_1’3;Z2> \ im p* HepacTaBmUBa Kiaaca,
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. e~ t_ ~ . . Tk~ .
nokazahiemo na je i*(dg_4) € H? ~*(Gor_23;7Zs) \ imp*, 1j. u i*(aGyr_4) je HEpacTaBbLUBA,
nma heMo HaIpaBUTH OHAOUP HEpaCTaBJHUBE KJace

agt_4 3:7*(521&_4) € H2t_4(égt_273;Z2). (235)

Ha Guemo mokaszamu na je i(ay_y) € H* *(Gyr_ss;Zy) \ imp*, Ha ocuoBy neme 2.3.4(a)
OOBOJHHO je ma moKaskeMo cjemeny mpomo3uIjy.

ITponosunuja 2.3.8. Hexa je H* ~4(Gyr_1.3;Zy) — H* ~3(Gyr_y5; L) Mmoaceme Imugden—
Bummnujesom xaacom wy u i* : H2t74(G2t_173;ZQ) — H2t*4(G2t_2,3;Zg) LOMOMODPPuU3aAM UH-
dykoaar ymanamwem i : Gat_g3 — Gar_q 3. Tada ker wy Nkeri* = 0.

Jloxas. Vneja norkasza je mcra kao m y npomnosunujama 2.3.3 u 2.3.6. Hera je [ €
Zo|wy, wo, ws] momuuOM Takas ga je [f] € kerw; Nkeri*. Ha ocuoBy seme 2.3.5(a), umamo
na je [f] = *[f] = 0y H* 4(Gy_93;%), ma je f = iy _4 3a HerO a € Zy. Ca mpyre
crpane, Kaxo je [wyf] =0y H* 73(Gy_13;Zs), mmano w; f = By _s 3a Hewo 3 € Zy. Cana
nooujamo

QW Wat_g = [PWot_3. (236)

Ako 6u 6uno « # 0, ouma 6u ce Ha ocHOBY (1.5) ca smeBe crpane jemnakoctu (2.36)

. t—1_ . .
nojasuo cabupak wiw; °, amu moHOBO U3 (1.5) MOKEMO BUIETH 12 je KoehUIIjeHT y3

t—1_ . . t—1 . _
cabupak wiw; 7y Wyr_3 jemHAK (23 ) =0. Crora, a =0, na je f = awy_4 = 0. ]
3a ompebuBame kBampara Kmace dy_y € H* *(Goi_ys;7;) 6uhe mam morpebHa u
caeneha smema.

Jlema 2.3.7. 3a Wy € H*(Gyr_ys; L) samcu w2 * = 0.

Jloxas. llpernocraBuMO CynpoTHO na je &7?‘4 # 0. Rako je dim égt_m =3-2' - 15, To
na ocuoBy IloeHKapeoBe AyanHOCTH mocTOju Kaaca o € H7(Gy_y3:7,) Taxsa na je
ows £ 0y H¥?15(Gy_ys;Zy). llpumerimvo ma je 28 —7 < 28 —4, ma je o € imp* (jep
je mpBa aHOMAJUYHA KJIAca Y H*(égt,m;ZQ) y mamensuju 2' — 4). Kako je o € imp*, To
jen J@%t_4 € imp*. Ha mcTy HaumH Kao y NPeTXOdHa MABa CIydvaja MOMXKEe ce MOKa3aTu
Ia je OBO Y KOHTPAIUKIU]U Ca 0@?‘4 # (0. okaykmMO MIIaK TO cal HA MAJO APYyraduju
HA4YUH. _
[Tocmarpajmo ['mcuHOB HM3 TPUAPYKEH ABOJIMCHOM HATKpUBAWKY P : Gat_o — Got_s.

> H¥? (G 3 7o) LN H3 =15 (Gor_g 3 Zo) 5o H**15(Glyp3Z5) — 0

Kako je H¥*(Gyi_y3; %) = H¥? 15(Gyi_g5; ) =2 Ly, TO je MpECTUKABAIE (0 M30MOD-
. . . . ~9t _ .
$dusam, ma je p* = 0 mMTO je y KOHTPAIUKIM]M Ca UMIHEHWUIOM M2 je ows; — € imp* m

ow? £ 0. [l
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Konauro wmosmemo ma oapemmmo KBaJapaT HepacTaBibuse kmace. Hera je dp_g €
H?~*(Gyr_s3;Z,) HepacTaBbuBa KIaca TakBa oa Baxu (2.35) (oBakaB 0mabup MOMEMO
HAIIpaBUTU Ha OCHOBY seMe 2.3.4(a) m mpomosumuje 2.3.8). Cana Ha OCHOBY TeopeMe
(2.3.8) mmamo

ooy =17 (A3_y) = 0" (Gor—a) - 1" (@2—a) + 8" (W5 ) = Gor—alize—a + 75 *=0.  (2.37)

Y mociaensmso] jeqHaKoCTA @3”4 = 0 ma ocHoBy Jseme 2.3.7, HOK je got_4 = 0 Ha OCHOBY
nponosurmje 1.1.1. Canma n3 penamuje (2.37) um Teopeme 2.3.2(6) mobujamo caenehy
Teopemy.

Teopema 2.3.9. Koxomoaowra aneebpa opujenmucarne I'pacmanose mHozocmpyrocmu
GQt—2,3 Je

ZQ[w27 ws, a21—4] Lo [wz, @Ug}
= Xz, /\ (G’Qt—4)7
(92t—4, gat—2, th_4) (92t—4, g2i—2) 2

I

H*((~;2t—2,3; Z2)

npu wemy Kocemu 00 wy u ws odzosapajy LlImugden—BumHujesum Kkaacama KaHOKCKO2 PACAO-
. ~ . ~ t_ =~
Jema Yot o3, 00K Kocem 00 agt_y 00208aPa HEPACMABHUEO] Kaac Ggt—y € H* ~HGat_o3;Zs).

~ t__ =~ .
Keampar wnace dge 4 € H? ~*(Gor_33;7Z) onpebyjemo na cauuan maums. Hepacra-
BJLUBY KJIACY dot_4 OMpaMo Ha cienenu HAYMWH:

agt_4 2:7*(6215_4) c H2t74(égt_373;Z2), (238)

rae je i @ Go_33 — Gai_gg yramame. OBO cMeMO ypaauTm Ha OCHOBY JeMme 2.3.4 u
cienehe mponosunuje.

ITponosunuja 2.3.9. Hewxa je H* (G _93;%5) — H*3(Gor_9s;72) mnoxcewe ITmu-
Pea—Bumnujesom xaacom wy u romomopdusam i* : HQt_4(G2t,2’3;ZQ) — H2t_4(G2t,373;Zg)
undyxosar ymanamwem i : Gat_33 — Gat_o3. Tada ker wy Nker* = 0.

/loxas. lneja nmokaza je mcta Kao U y IPETXOMAHVUM TBPhHEmUMa OBOT THUIIA.

Heka je f € Zs|wy,wq, ws] monuuaom takas na Baku [f] € kerw; Nkeri*. Ca jenme
crpare umamo [f] = i*[f] = 0y H* 4(Gy_s3;Zs), ma je f = qu Wy_5 + fWy_y 38 HEKO
a, B € Zy. Kako je Wy_4 € Jyr_g3, 3akmyuyjemo na y H? ~4(Go_y3;7) OHIA Basku

[f] = [aw Wy 5 + B 4] = [awWar 5],

ma Moskemo omabpartu [ = 0. fRemumo ma moraskemo ma je u a = 0.
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s [f] € kerw; umamo ma je [wif] = 0y H?* “3(Gy_o3;Zy), ma je wif = MuiWar_y +
[Wot_3, 38 HEKO A\, i € Zy. OnmaBme mobujamo

Cl{w%wgt_5 = )\wlwgt_4 + ,uwgt_g. (239)

t_
Younmo monOM w? 0

we. yRenmuMo na BUAMMO mTa Cy KOEPUIUjEHTU y3 OBaj MOHOM

. . ¢ _
ca JeBe u mecHe cTpane 3Haka jemHakoctu y (2.39). Koedunwujenre y3 w% Swy y w;
pauyramo nmomohy dopmyse (1.5) u y tabenn 2.5 MOKeMO BUIETH OBe KOE(PUIMjEHTE Y

cBaKOM cabupkry jennauwnse (2.39).

(a+b+c <b+c)

cabupax a b|c . b

Oéw%wgt_5 2t —71110 0
)\w1WQt_4 2t —611]0 1
MEQt,S 2t —5111]0 0

Tabena 2.5: Koepurmjertn y3 w? Pw, y (2.39)

Ananuzom Tabese 3akmyuyjemo ma je A = 0. Jemnauwmnua (2.39) cama mocraje

aw%ww,g) = /VLEQt,g. (240)

1_ . . .
? ca mecHe crpame jemmaxoctu (2.40) je jemmak

2t71_1 2t71_2
()0 ) e

IOK je ca jJeBe crpaHe jenHak (, ma mopa outum p = 0, omakie je u o = 0, a caMuM TUM

u f=0. [

) t—
Koedunujert y3 w w3

Konauyno, n3 pemnanuje (2.38) u Teopeme 2.3.9 mvmamo
54 :7*@%&4) =0 € H" (G _33;Zs),
unme cMo (nmajyhu y Bumy Tteopemy 2.3.2(06)) mokazanu HaAPeIHY TEOPEMY.

Teopema 2.3.10. Koromonowxa anzebpa opujenmucane I'pacmanose MmHOzZoCcmpyrocmu
G 33 je
Lowy, w3, ase 4] Lp|ws, ws]

H*ét_ 1 o) = = & Ast_y),
(G55 22) (QQt—5ath—47agt_4) (g2t—5, gar—4) - AZ2( #-4)

npu wemy Kocemu 00 we u ws 00zo08apajy Ilmugpes—Bummnujesum xaacama KaHOHCKO2 PAcAO-
. ~ Rk ~ t_4,
jema Yot_3 3, 00K KOCEM 00 Agt_y 00208aPA HEPACTNABNHUBO] KAACY Aoty € H? 4(G2t_3,3; Zs).
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2.3.4 Cayuaj 2l <n <20 —4

Kama je 217! < n < 2! — 4 curyanuja je HemTo Apyraunja y OOHOCY Ha IIPETXOIHE
caydajese. Y ooM ciaydajy mopen Illtuden-BurHujeBux kiaaca paciaojema 7,3, Y KO-

xomousioruju opujerTucanor I'pacmanujana G, 3 mmaheMo nBe aHOMaJIMYHE KJjace, 3a
PA3JIMKy O jelHe aHOMAaJIMYHE KOjy CMO mMasm 3a n € {28 — 3,2 —2 2 — 1, 2'} mro Bu-
muMo y Teopemu 2.3.1. MyaTunamkaTuBHy cTPYKTypy 3a 2071 < n < 2 —4 cy oapemunn
Mananroc n Benr y [22] kopucrehu Kosynose rommiexkce.

3a k = 3, pexkypentna ¢popmyina (1.9) je obuauka

gj = Wagj—2 +wsgj—3, J =1,

ok je (1.10) obuuka

b+c ..
n= 3 (7] s =0

2b+3c=j

Hepuanmunmo jom jenar ckyn monuuHoMa. Heka je 1; € Zglws, ws] monuHOM cremena 2j
3amar ciaenehoMm pexkypeHTHOM (OpMYyJIOM

2 .
Tj = Worj_1 +wsrj_3, J =1,
ro=1ur;,=03aj<0. I3 pekypenrue popmyiie, IMIOJIUHOMHA 7"; MOT'Y C€ U €KCIJIUIUTHO
j ) j

b
n= X (1 )uer. iz

2b+6c=2j

n3Pa3nuTn

['maBHM pesynrar mokasaH y [22] je HapemHa TeopeMa.
Teopema 2.3.11. Hexa je 271 < n < 2! — 4. Tada umamo uzomopdusam aseebpu

=~ ZQ[U&, w3, A3p—2t—1, a2t74]

H*(Gp3:Zs) = 7 ;

20e je udean I zenepucar nOAUHOMUMG

Gn—2y  Gn—1, Yn, G2t—3-nQ3n_2t_1 + Tp_ot-1Q2t_4, Got_2_pA3p_2t_1 + W3Tp_ot-1_102t_4,

2 2
W3G2t—4—nA3n—2t—1 + Tp_ot-141020—4, A3, ot 1, A3p—2t—102t—4, Agi_y.

IIpu zopwem uzomopdusmy, xocemu 00 we u w3 odeosapajy LlImupes—Bumnujesum xaacama
Wy U W3 PACAOJERA Yy 3, 00K KOCEMU 00 Uzp_ot_1 U Aot_y 00208APAJY GHOMANUYHUM KAACAMA

Asp_ot_1 € HS”_Qt_l(én,g; Zs) u agt_y € H2t_4(én73; Zs), pedom.
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2.4 Cayuaj k=14

Axo je p: égt@ — Gyt OBOJIMCHO HATKpPUBAH-€, HA OCHOBY TeopeMe 2.2.2 mMaMoO Ia
je ~
H* (Gt 95 7o) = imp" @ My (az—2).
Cnuuno, ako je p : 5233 — Gyt 3 OBOJMCHO HAaTKPUBame, OHIA je Ha OCHOBY TeopeMe
2.3.6 N
H*(Gat 3, Z2) = imp™ @ Ny (asr—1).

OuekuBatgio 6u ce ma he m 3a k = 4 KoxomoJiomka aJjaredbpa H*(égtA;ZQ) mohu na ce
OpEeACTaBU Kao TEH30PCKU MPOU3BOJ cauke on p* (rme je p: 62t74 — Gt 4 OBOJIKCHO HAT-
KPUBAabe) U CIOJbHE ajiredbpe Hal jeJHOM aHOMAJIUYHOM KJIACOM, ajau y Teopemu 2.4.3 u
npono3unuju 2.4.4 norkazahemo na to Huje caydaj. Hanme, nopen Hltuden—BuraujeBux
KJaca 3alcTa HeMo MMAaTU caMoO jOoIl jemHy HepacTaBJbUBY Kjaacy y AuMensuju 2' — 4,
ajy KBaIpaT oBe kjace Hehe Outu TpuBujasan. Roxomosmomrka anredbpa opujeHTHCA-
He ['pacMaHOBe MHOTOCTPYKOCTU C€ NOCTA YCJIOXKIbaBa Kako k pacTe, MITO HAM CIIyYaj
k =4 unycrpyje. Takobhe, y mo cama ananusupanuM ['pacManujanuMa mojaB/bUBAJIE CY
ce MO HAJBUIIE ABE aHOMAJIMYHE KJace, ajil M3rjena na To reHepajno nehe dutwu ciayi-
xaj. Y [22, omemax 9.1] ayTopu cy oapenuian JUMEH3Vje AHOMAJIUYHUX Kiaaca 3a k =5
un € {10,...,33}, kao m 3a k =6 u n € {12,...,21}. Mcnocrasma ce ma Gpoj aHoMa-
JUYHUX KJIaca pacTe U TO, Ha NPBU norien, 6e3 Heke npasuianoctu. [llTaBumme, yak u y
caydajy Kalla je n CTEeleH OBOjKe CUTYAaIldja Ce YCIOKIbaBa MaKo OU ce Ha OCHOBY mOCa-
MAIBUX Pe3yITaTa MOTJIO OUEKMBATH fa heMo Oap y TOj AMMEH3UjU UMATU CaMoO jeIHy
aHoMaJnuHy kKiaacy. To mnakx Huje ciydaj, jep Beh Gig MMa IBe aHOMAJIMYHE KJace.
Osaj pesynTar MOxAa U HUje TONMKO M3HeHaDyjyh, jep CcTPyKTypa KOXOMOJIOIIKE aJ-
rebpe opujentucanor I'pacmanujana Gy, cBakako 3aBucu u ox k (moryhe je na he ce
cuUTyanuja MEmhATU Y 3aBUCHOCTU Ol TOTA KOJUKO je U k Gin3y HEKOr CTemeHa ABOJKe),
ajii KaKO je MO Cajll aHAJU3UPAHO TEK NPBUX HEKOJUKO BPETHOCTU k, HEKe TeHepaJiHe
IPaBUIHOCTU MOYKEMO caMoO na Harabhamo.

Y Teopemu 2.4.3 ycmenu cMo Ja JaMoO OIMC KOXOMoJIormje camo 3a n = 2!, mana u
Taj onuc je meaumudan. CBU JOKA3M KOje M3IAKEMO Y OBOM onesbKy cy u3 [6]. Cauuno
kao TteopeMma 2.4.1, morsa ce mokazatu u teopema 2.3.1 (y moka3sy ose teopeme y [1],
Bacy n YakpabopTu cy Takobe ncnuruBany puiarpanujy kojy HaM CepoB CIHEKTPaJIHU
uu3 naje). Ca gpyre crpane, noka3u teopema 2.3.2 u 2.3.3 (matu y [1]) pasaukyjy ce
oxn nmoka3za teopeme 2.4.3. Y [1], ayropu cy ce 6aBunu anann3zom CepoBOr CIEKTPAJI-
HOI HU3a 3a paciojema (2.2), nok he mOKa3M M3JIOKEHU y OBOM OJIeJbKYy OUTU HENITO
apyraurju u kpahwu, mro Ham omoryhyje mpumena teopeme Jlepe—Xwupina u Teopuje
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['pebrepoBux 6aza. MehyTum, MmeTonu koje cMo nmpumenuam 3a onpebusame KOXOMOIIO-
ruje on Gyt 4 He Ou npomun y caydajy k = 3. Haume, nokas nponosunuje 2.4.2 3acHuBa
ce Ha nmpuMenu teopeme Jlepe-Xupma, a yciaoBu Te Teopeme Hehe OUTU UCIYEHEHU 3a
cBe n kana je k= 3. Hamame moapasymeBamo ma je t > 3.

Y yBOmy mOrjaBjhba 2 BUAEJIU CMO JIBa KOPUCHA paciojema, Ia MOorjeaajMo Aujarpam
(2.2) y cayuajy k=3 un=2"
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t_ t p1 ~
St W2 Py Gy

sp

~

Gt 4

[IpumeTunu cMO ma je XOPU3OHTAJHO PAaciojeme W3 MPeTXOMOHOT Aujarpama yIpaBo
cepHO paciojeme Koje oAroBapa 553, IOK je BEPTUKAJIHO U30MOP(HO CPepHOM paciio-
jemy IPUADPYKEHOM Yot 4.

Ila BucMo ompeauniu KOXOMOJIOIIKY aJrebpy H*(ém; Zs), najupe hemo nomohy pa-
cJ0jema %%3 OIpEeNUTU reHepaTope aJjrebdbpe H*<W327t1;22), a 3aTUM U TeHepaTope aJi-
rebpe H*(ég%;Zg). Hakon Tora hemo matu m onmuc MyJITUINIMKATUBHE CTPYKTYpe OBE
asrebpe.

2.4.1 TI'emepaTopm KOXOMOJIOIIKe aJjiredope H *(W32t1, Zs)

Ilpyra crpasa CepoBOr CIEKTPAJIHOT HU3a IPUAPYKEHOT paciojemy S2 4 = Wftl LA
égt’g cagpskaHa je y OBa pelna, Ia je jenuHu AudepeHnujas KOju MOyKe OUTU HETPUBU-
jaman dyt_3. 3HaAMO na je oBaj mudepeHnUjas MHOXKeme Momyso 2 OjaepoBOM KiIacoMm
paciojema Yy 4, Tj. [ltupen—Buraujesom kiracom war_3(Ya: 5) € H*3(Gy 3: 7). Ca mpy-
re crpaHe, oBa KJIaca OIrOBapa KOCETY KJIace (ot_3 IPU MéOMOpcbeBM}/ 13 MPOIO3UIIN]e
1.1.1, a ma ocuoBy [17, mema 2.3] je got_3 = 0. arne, mupepenuujan dyt_3 je TpUBUja-
JIaH, Ta je N

Eu = By 2 H*(Gy 3, %) @ H (S* 4 Zy). (2.41)
Kako cmexkTpamsnu HU3 KOHBEPrUpa Ka KOXOMOJIOTHjU TOTAJHOI TPOCTOPA Wgztl, MO-

t__ t . . .
sKeMo omabpaTu kaacy co_y € H? ~4(W2,;Zs) ca cBojcTtBOM i*(cyt_y4) = s, The je s €

H?~4(S*~*. Z,) remeparop.
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Hame, Ha ocHoBy Teopeme 2.3.6 u (2.41) Bumumo na je E, kKao OucremeHoBaHA
anrebpa remepucana ca wy ® 1, w3 ® 1, a1 ® 1 u 1 ® s. Hepuaummmo

Wa 1= pj(Ws), W3 1= pj(W3) 1 agr—1 1= pj(age—1). (2.42)

IIponosunuja 2.4.1. IIpemzodno dedunucane xaace wy € HQ(W:,?E; Zs), w3 € HS(Wg?fl; Zs),
t_ t t_ t t

Corg € H* "N W35 Zo) wage_y € H* 7' (W3; Zs) eenepuwsy anzebpy H*(W3,; Zs).

Jlokas. 3a mpomsBosHO 1 > 0 sKeJIMMO Oa MOKa;KeMO na Cy CBe KJjace y HT(Witl;Zg)

HOJIMHOMM HAJ Wg, W3, Cot_4 M agt_j. KAKO rope MOMEeHyTU CIeKTPAJHU HU3 KOHBEPTUpa

ka H*(W3,;Z,), To umamo puiarpanmjy

T

H' (Wi Ze) = Ff 2F 2 2 F L 2F 2 F = Fly = =0,

‘e PP o frET
TakBy na je EP P = Fp/Ferl 3a cBe p = 0.

O6puyToM uaaykmujoM mo p > 0 mokaszyjeMo ma cy CBe Kjace U3 F; MOJVHOMU HAaI
W, W3, Cot_4 U agt_1. 1IBpheme je TpuBmMjasHO TadyHo 3a p > r. lIpermocraBumo na je
0 < p < r, ma cy cBe Kiace u3 F;H MMOJIMHOMUY HAI Wo, W3, Cot_4 W Agt_q ¥ HOKAKKIMO Ia
UCTO Bayky U 3a ).

3 T T 3 o~ 'D,T—p 3 T

Heka je x € F) \ »i1- Aro je T € ELJP eneMenT Koju oArosapa kocery r + Fj .,y
KosmanuKy Fy/F7. |, OHma je, Ha OCHOBY MMCKycHje KOja je TPeTXOauna MPONO3UIIjH,
T TMOJIMHOM HaI Wo @ 1, w3 ® 1, a1 ® 1 m 1® s, Tj.

T = f<{172®17@3®1,1®5762t,1 & 1),

rue je f HEKM HOJMHOM 4YeTupu Heonpebene Han momeM Zp. OBo je jemnakoct y EDI 7P,
= ~Y T T 1
a mpu uzomop¢usmy ELTP = [7/F7. | oma oarosapa jemHaKOCTH

x+ F) = f(Wa, W, Cor_g,a001) + I .

Cana je ouursnenso = — f(wy, W3, Cot 4, 89t_1) € FJ,,, ma je Ha OCHOBY WHMIYKIAjCKE XUIIO-
Te3e T — f(Wa, W3, Cot_4,a9¢_1) TOJIMHOM HAK Wo, W3, Cot_4 W agt_1, OJAKIE KOHAYHO 3aKJbY-
JyjeMo Oa je M I IOJMHOM HAI Wo, W3, Cot_4 U Agt_1. ]

Kako je age_1 = pi(ast_1), TO je HA OcHOBY Teopeme 2.3.6

Az = pi(az_1) = 0. (2.43)
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2.4.2 T'emepaTopm KOXOMOJIOIIKe aJjireope H *(GQt’Zl; Zs)

[TocmaTpajmo chepHO paciojeme S* — W 2, th 4
Kako cy Goe 4 1 S® 3aTBOpene nosesane MHOPOCprKOCTM nmumensuje 4-28—16, omrocHO
N t .
3, TO je m Wfl 3aTBOpPEHA MOBe3aHa MHOIOCTPYKOCT muMeHsuje 272 — 13, ma moskeMmo
t
npumenutu [loenkapeoBy nyamnoct wa H*(W3;Zs,).
C jema S% — W2, B G
€POB CIEKTPAJHU HU3 PaCIOjema — W3, — Gary KOHBEprupa Ka CTEIeHO-
BaHO] ayirebpu H*(WSl,Zg) [TpemusHuuje, mocroju crabunna ¢uiarpamuja {F7}, o O
. .
H (WS 1,Z2) T].

H(ng,ZQ):FSQF{Q---QFT DF ' DF/,,=F _,=---=0 3a caxo r,

TaKO Ma Cy WHIYKOBaHA OucTemeHOBaHa aJjredpa @ F;,’Jrq/F;,’:f 1 OucTeneHoBaHA AJl-
p,q=0
rebpa E, = EP9
) ~ P01 mpuapy:keHa OBOM CIEKTPAJHOM HU3Y U30MODP(HE.

P,q=0
Kako je cnexkrpasnu HU3 canp:kaH y HyJATO] u Tpehoj BpcTu, jenmuu audepeHIja

KOju MO:Ke OuTHh HeTpI/IBI/IJaJIaH je d4, a 3mamMo na ce oH cBoaM Ha MHO%eme OjmepoBom

KJIacoM paciojema S° — W 2 Got 4. llpumeTnim cMO paHUje Oa je OBO pacilojeme

“30MOPOHO chepHOM paCJIOJe}By IPUAPYKEHOM Yot 4, TA je dy MHOKEHEe ca Wy(Yat 4) = Wy.
Ha ocuoBy [23, Teopema 5.9], koMmmosunuja

H™ (G 43 7o) 2 E5° — E}° — - BN = B0 = FT C H'(W3; Zo) (2.44)

jecre ynpaso npecnukasame sp* 1 H"(Gar 43 Zs) — H“(Wg 1:Zs). llomto je jemuuu HETPU-
BUjasiaH muepeHnujaa d, MHOKEHmE Ca Wy, MOKEMO 3aKBYUUTH Ia je

ker sp* = Wy H* (G 4; o). (2.45)
OBo 3umaun na he raacay Hr<62t,4; Zsy) = H’"(éng; Z,)@H (S% Z,) = E3°  npesxusern”

no E7Y ako m camo ako Huje nesmuBa ca Wy. Vimamo u na je E72 =0 3a r < 2! —4 (Bumetn
cauky 2.1 ma ctp. 55), mro he nupekTHO cilemuTy U3 HapeIHe JeMe, Ia je

H' (WiiZs) = Fy = F sar<2' -1 (2.46)

Jlema 2.4.1. Muoxcewe ca Wy, HT(éQtA;ZQ) LN HT+4(621’4;ZQ), jecme moromopduzam 3a
r<2t—4.
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Joxkas. Y meopemm 2.1.3 Bumenu cmo zma je charrank(Ja4) = 28 — 5, ma cy cBe kiace y
HT(éQtA; Zs), 3a r < 2! — 5, momuromu man ltuden—BuraujesuM kracama Ws, W3 U Wy.
Ca mpyre crtpase, Ha OCHOBY npomnosunuje 1.1.1 u unmenune na je goe 3 =0 [17, mema
2.3] nmamo

Loy [w27 w3, w4]
(92t—2, G211, 92t)

Ila GucMO TOKa3aJM & je MHOEKEHme ca Wy MOHOMop¢ousaMm 3a r < 2! — 4, omabepmmo

npou3BobHO = € H"(Gar 4;Zs) \ {0} u moraskumo na je wyxr # 0. loBosmHO je ma ce yse-
pUMO & HUjemaH MOJMHOM CTemeHa (KOXOMOJIOIIKE MUMeH3uje) Mamer on 2! m3 mmeana

(g2t_2, got_1, got) HUje mesmus ca wy. OBO AUPEKTHO CIENN U3 YUHEHWUIE HA (ot o U (ot 1
. . t—1__
HUCY IeJbuBU ca wy. 3aucta, u3 (1.10) Buaumo na ce y got o mojaBibyje cabupak w% L

t—1_
IOK Y got_1 MMaMO cabupak ws  ws. []

Kako je komnosumuja (2.44) 3anpaBo mpecaunkaBame sp*, 3a ¢purcupano r > 0 uma-
MO [a je CJauKa om sp* : HT(GQ%;ZQ) — HT(ng;Zz) jemnaxa F). Axo je kmaca x €
Hr(égtA;Zg) pacTaB/bUBa, Tj. aKO Ce MOKEe MPEACTABUTU KAO MOJMHOM HaJ KjacaMma
CTPOTO Mame AUMEeH3uje, OHIa ce sp*(x) Moyke MpeIcTaBUTUA KAao MOJUHOM HAJ KIacaMma
u3 F}, 3a 0 <i <r. Crora, sp* unIyKyje emumopdusam

HT(é?t»‘l;Z?) /D(Hr(ézt,zx;zz)) i /D(Frr)’ (2.47)

rae je D(H"(Gy 4;7Z5)) ciuka IpecImEaBama

r—1
@ Hi(G2f,4§ ZQ) ® HT?i(G2t74; ZQ) = HT(thA; Zg)

i=1

[aTor moMONy KOXOMOJIOIIKOI Ipou3Bonaa, nok je D(F!) cauka ox

r—1
DFerRl=F.
i=1
Ilpyrum peurMa, KoceTu y IOMeHy IpecivkaBama (2.47) ogrosapajy HepacTaBJbu-
BUM KJlacama y Hr<é2t’4; Zs), a HapenHa JieMa HaM oMOoryhaBa na HepacTaBJbUBE KIIAce
y HT(éQtA;ZQ) IETEeKTYjeMO aHaJm3npajyhu ¢uiarpanujy KOXOMOJOIIKe ajaredbpe mpo-
cTopa Wi,

JIema 2.4.2. Enumopduszam (2.47) je uzomopdusam sa r > 4.
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Jloxas. Heka je x € H™(Gy 43 Zy) Taxas ma je sp*(z) € D(FT). Hemmmo na mokameMo aa
jex € D(H’“(égt/;; Zs)), Tj. na je x pacraBmus. U3 ycimosa sp*(z) € D(F)) cnenn na sp*(x)
MOKEMO NPEeACTABUTHU Kao sp*(x) = ), a;b;, rae a; € FZJJ nb; e F:__g, 3a HeKo 0 < i; < 7.
Kako je sp* : Hk(égtA;Zg) — FF emmvopgusam, To nmocroje knace a; € H"j(CN;’ztA;Zg) u
Bj € H™=5(Gyr 43 Zy) TakBE 1A je a; = sp*(a;) u b; = sp*(B;). Cana je

J

Hpyrm peunma, sp*(z) = sp*(y) 3a mexo y € D(H"(Gyu;Z,)). Hame nmamo = — 1y €
ker sp* = Wy H ™*(Gat 4;Zs) (Bumetn (2.45)). Konauno, nocroju xnaca z € H™*(Gat 45 Zs)
TakBa ma je £ =y + Wyz u Y+ wyz € D(H"(Got 4;Zs)) jep je r —4 > 0. []

Ha ocuoBy teopeme 2.1.4 je charrank(Yq:4) = 2 — 5, ma je Hajmame r TakBo ma je
H"(Got 4;72) \ imp* # () jennaro 2' — 4. Hexa je

Ggr_y € H* "Y(Gor.4; Zs) \ im p* (2.48)

npou3BOJbHA Kiaaca. Tana je ast 4 HEpACTaBHUBA, A je HEH KOCET y

H 4G Ta) [ D12 4(Giy 11 2)
HETPUBU]jAJIAH.

Teopema 2.4.1. [lImugpes—Bumnujese xaace W, W3, Wq, 34jeOHO CA KAGCOM Qot_y, 2EHEPUULY

anzebpy H*(Gat 43 Zs).

okas. Y cayuajy t = 3, tBpheme Basku Ha OCHOBY [28, Teopema 3.3].

Hexka je cama t > 4. Ilokaszahemo na cy 3a r > 0 cBe kiace y H’”((NJQtA; Zs) monuHOMMU
Ha o {Dg, 1,173, ’L’D4 n azt_4. _

Axo je r < 2'—4, ouna je H"(Gat 4; 7o) C im p*, a Ha ocHOBY nponosunuje 1.1.1 3uamo

na Wy, W3 U Wy TeHepUunry imp*.

Hera je r = 20 —4. Kocer on tyr_y y H? (G 4; Zo) ) D(H* (G 4: Zs)) je meTpmBuja-
nan u D(H? 4Gy 4; 7)) C imp*, ma je mOBOBHO ma MOKakeMmo aa e oBO OuTm jemwHu
HeTpuBUjaJaH KoceT. Ipyrum peumma, mokaszahemo na je

HH G Ba) [ (=G 22)) = 2
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Kako je t > 4, o je 2! —4 > 4, na je Ha OCHOBY JeMe 2.4.2 MOBOJHHO Oa MOKaKeMO Ia je

2t 4 /D = Zs. (2.49)
Ha ocuoBy nponosumnuje 2.4.1 u (2.46) nmamo
wo € F2, wy € F§ m ey y € F2 71, (2.50)

2t—4 : 2t—4 2t—4
u enementu y D(F;, ")) cy monusHoMu Ham Wo U W3. Kako je xommunuk F,, ~//D(F,, "))
HeTpUBUjaJaH, HA OCHOBY mpomo3urije 2.4.1 3akmpydyjeMo ma je KOCeT O Cyt_4 HETPU-
BUjAJIaH, a TO je U jeIWHU HeTPUBUjaJHU KOCET, ynMe cMO nokazasu (2.49).

3a r > 2! — 4 kenuMo ma MOKa:KeMO Ha Cy CBe Kjaace y H’”(égtA;ZQ) pacTaBJbUBeE,
IITO je Ha OCHOBY Jjeme 2.4.2 ekBUBaJeHTHO yciaoBy na je F' = D(F’). Heka je x € F,
x # 0. IloBO/BHO je ma MOKasKeMO 1a je & MOJUHOM HAaIl Wo, W3 U Cot_y4, TIa Ne TBpheme
cnemutu 3 (2.50) u ummennne na je puarpanuja crabuiaHa (mOrIenaATH M KOMEHTAD
HAKOH JIOKa3a).

3 a2t_1
o1l W2 W3 Cot_4 T Tz
0 2 3 2t — 4 2t —1 2tt2 _ 16 2t+2 _ 13

t sp <
Cmura 2.1: F,, crpaHa cnexTpaJHor Hu3a 3a S° — Wi — Gary

[IpermocTaBuMO CynpOTHO, Oa & HE MOYKEMO 18 MPEaCTaBUMO Ka0 MOJUHOM HA Wo, W3
u cot_y4. Tana na ocuoBy nponosunuje 2.4.1 u (2.43) umamo x = agt 1y, Tae je y IMOJUHOM
HAI W2, W3 U Cot_4 (y 3AIMCYy KjIace T MOMKEMO Ia M30CTABUMO MOHOME KOJjU HE CaIpiKe
agt_1 jep he onm npunanaru D(F))). Ha ocaoBy IloerkapeoBe gyasHOCTH TOCTOjU KIaca
z € H2t+2_13_"(W§t1;Z2) rakBa na je rz # 0. Kako je x = ax_1y u a3, , = 0 HA OCHOBY
(2.43), knacy z MO:KEMO 0nabpaTy Tako Ja Ce y HEeHOM 3alUCy He MOjaBJbyje agt 1, Tj.
Z je TONMHOM HAaJ Wo, W3 U Cyt_4. Canma Ha ocHoBy (2.50) m crabumHocTu duarparuje

2t+2_13—r : :
umamo z € Iy, 3", ma kako je r € F, nobujamo

vz € F2, e 2180 — g (2.51)

jep je mumensuja 6a3HOT MPOCTOPA éQtA jemnaka 272 —16 (Bugeru cauky 2.1). Konauno,
(2.51) je y KOHTpaIUKIUjU Ca YMEEHUIOM na je xz # 0. ]
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Y (2.45) cmo Bumenu na je ker sp* = @4H*(§2t74;22), ma 13 Teopeme 2.4.1 u mpomo-
aunje 2.4.1 mobujamo
sp*(wy) = wo u sp*(w3) = ws. (2.52)
Tarobe, sp*(agt_4) = cot_g + f(Wq, w3) 3a Herm nosuHOM f. 3amcra, y CympOTHOM OHCMO
Ha OCHOBY nponosuruje 2.4.1 u (2.52) nobuan sp*(ay_4) = g(wa, w3) = sp*(g(ws, w3)) 3a
HEKU TOJMHOM ¢, Oflakjie OU CIemUIo 1a je a4 — g(Ws, W3) € ker sp* = 564H2t_8(62t74; Zs),
mTo je Hemoryhe jep ag_4 ¢ imp*.
Axo Momupukryjemo ay_4 momasameM f(Ws, Ws), U Aabe UMaMO HEPACTABILUBY KIacy
3a KOjy cala BaykN
sp*(Qgt_4) = Cot_4, (2.53)

kao u (2.48) u Teopema 2.4.1.

Hamomena 2.4.1. Kaaca asi_y je Hepacmas.musa, mj. He MOACE ce NPedcmasumuy Kao no-
AUHOM HAO KAGCAMA CMPO20 MABE KOTOMOoaouLke Jumensuje. Taxohe, uz nponosuvyuje 1.1.1
suduMo 0a cy u Wa, W3 u Wy maxohe nepacmaspuse. Teopema 2.4.1 3anpaso xaxce da cy
080 jedune wemupu Hepacmasnuee kaace y H*(Gat 43 Z2) (0o na dodasame pacmasmpusus).

2.4.3 KoxomoJomka ajgredopa H *(éQtA; Zs)

ITpomo3unuja 2.4.2. Axo je ag_4 € H2t_4(é2t74; Zs) nepacmasrusa kaaca (00abpara maxo
da saxcu (2.53)), onda y H*(Gat 43 Zs) umamo jednaxocm

~9 R~ =~
aye_y = Page 4+ Q,
3a Hexe nosunome P u Q) naod wo, W3 u Wy.

Jloxas. TlocmaTpajMo cepro paciojeme S 4 5 w2 & Gys. Kako 1 = i*(1) m s =
i*(cyr_y) umme amurusHy 6Gaszy om H*(S?~*Z,), To ma ocmoBy teopeme Jlepe-Xupimra
(Bumetu [12, Teopema 4D.1.]) mmamo aauTUBHM M30MOp(UI3aAM

O : H(Gor g3 Zo) @ H (8% 74 Zy) — H* (W3, Zo)

mat ca P(r®1) =pi(z) u P(r®s) = pj(x) - car_y.

Y mocnemunu 2.3.1 Bumeau cMo 1a H*<62t’3; Zs) uMa anuTUBHY 6a3y CACTABILEHY O
eneMeHaTa WHws U dge_wHwS, 3a (b,c) € T, rue je T ckyn cBUX TapoBa HEHEraTUBHUX
neaux 6pojeBa (b,c) ca cBojcTBOM ma 3a cBako i € {0,1,...,t — 1} Bamkwm b < 2071 — 2
nmu ¢ < 2° — 1. Heka je N 6poj enemenara ckyna 1, Tj. 6a3a on H*(éy,g;Zg) cacroju
ce ox 2N ememenara. Vzomopduszam ¢ Ham oHIa maje agnuTuBHY 06a3y On H*(Witl;Zg).
Enementur oBe 6ase cy
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P w2w3 1) = p’{(’&?gﬁg) = W3W§§

(w
o D(Qy 1 WHwE ® 1) = pi(ay 1 WHWS) = Whw§a: 1;
(Wyw§ ® s) = pi(WHw§) - Cor—g = WoW5Co1_4]

o O(Gy WhWE ® 8) = P} (Ao _1WHWS) - Cot_g = WEWSCor_ga9: 1;

3a (b,c) € T. lIpumerumo na je dim H*(WSl,ZQ) =4N.

[TocmarpajMo cama chpepHO paciaojeme S — VV&1 2 Gt 4. Ha ocrOBy meme 1.1.1
MMAaMO

dim(im sp™) = = dlm H*(VV3 11 Zs2) = 2N.

Ca gpyre crpase, Ha OCHOBY (2.52) u (2.53) 3HaMO na 2N JrHeapHO HE3aBUCHUX eJle-
MeHaTa IpBe um Tpehe BpcTe mpumnana imsp*, ma he oHM y CTBApU YMHUTU eIy 0azy
on im sp*. Crora, Kako je u ¢3,_, € im sp*, MOKEMO ra IPENCTABATHU IPEKO DA3HUX eJie-
MeHaTa

Gy = Ccx 4P +Q,

rae cy P u () HeKm MONTMHOMU HAT Wy 1 w3. Ha ocroBy (2.52) m (2.53) mmamo

sp (%t 4 (5%74?(@2, 753) + @(@27 @3))) = cgt_4 - (C2ff4ﬁ + @) =0
na u3 (2.45) 3akmydyjemo
30, = Qo4 P(Wo, W3) + Q(y, W3) + Wy R,

Y t+1__ =~ . . ~
3a Hexy knacy R € H* ' ~'2(Gy 4;7Zs) KOja je Ha ocHOBY Teopeme 2.4.1 monmHOM HaI Ws,
W3, Wy U Aot_y. KOHAUHO, Kaga ImpernakyjeMo cabupke, m1ooujaMo

~9 S~ ~
(12,5_4 - Pa2t74 + Q7
3a Heke nojumaoMe P u () Ham Wy, W3 U Wy. []

Ila 6ucMo oapenuiIn KOXOMOJIOWKY aJjrebpy H*(éztA; Zs), 6uhe Ham norpebHA TEO-
puja ['pebuepoBux Oasa.
3a k =4, jemnaroct (1.9) mocraje

Gr = Wagr—2 + W3Gr—3 + Wagr—g, T =1, (2.54)
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(cetumo ce nma cmo medumHUCAIN g1 = g = g_3 = 0), a jemmakoct (1.11) mocraje
gr = w2 g_gint + W2 Gy + WD Gp_gire, T =212 30 >0. (2.55)

Youumo muaeal
I = (g2t*27 got—1, gat, agf—4 + Pa2tf4 + Q)v

rae cy noauHoMu P u () moOujeHu o MmoJIuHOMA Pu @ u3 npomno3unuje 2.4.2 3aMeHoM
[MItupen—BurHujeBux KiIaca ws U W3 TPOMEHUBAMA Wy U W3, PEIOM.
Kako je gor_3 = 0, mmamo na je g, € I 3a ce r > 2! —2. Cnenujasnno, saxuhe I = (G),
rue je
G={gy_ 342 |0<i<t—1}U{got,a5_, + Pag_4 + Q}. (2.56)

Hokazahemo na je 6a3za G uneana I <Zslwy, w3, wy, agt_4| 3anpaso I'peGueposa 6a3a. Y
Ty CBPXY HOKQKMMO HAjupe ABe moMohHe jgeme.

Jlema 2.4.3. 3a cee uyene bpojeser > —3 ui =0 sancu

201 20
Ws Gy = G2i(r+3)-3-

/loxas. Tepbewme nokasyjemo mHAYKIUjoM 1O ¢. 3a ¢ = () je AHAKOCT ce CBOAU HA G, = G-
3a 1 =1 Tpeba ma mpoBepuMO aa JIX je

w3g® = gorys  3a CBE T = —3, (2.57)

mro hemo nokazatu mugyknujom mo r. Ako je r € {—3,—2,—1}, oBe crpane oBe jemHa-
KOCTHU Cy jemHake Hynu, a ako je r = 0 (2.57) cBomu ce Ha w3 = g3, WITO jeCTe TAYHO
Ha ocHOBY (1.10). Ykoauko je cama r > 1 m ako IpeTnoOCTaBAMO na je 1U3g]2- = (2j4+3 3a
—3 < j <r, onma Ha ocHoBy (2.54) u (2.55) mobujamo

2 2

wsg; = w3(Wagr—2 + W3Gr—3 + WaGr—4)
9 9 2 9 2 9
= WiWs3g, o + W3W3G, 5+ WiW3G,_4

2 2 2
WyG2r—1 + W3G2r—3 + WiGor—5 = Gori3,

ymMme cMo Jokazauu (2.57).
Hexka je cama i > 2 un

21'—1_1 2i—1
ws 9r = g2i-1(r43)-3 34 CBe r = —3.

Kanpupamem npeTxonne jeIHAKOCTU U MHOKEHEM Ca w3 AOOUjaMo

20—1 2% 2 o
Wz gy = W3G9i-1(p43)—3 = G2i(r+3)-3

Ha OCHOBY (2.57), umMe je mOKA3 3aBpIIEH. [l
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Jlema 2.4.4. Hexa je 0 < @ < t — 1. Tada nujedar 00 MOHOMA Y Got_3.9i HE CAOPACU
NPOMEHLUBY Wy.

Jloxas. Ha ocuoBy seme 2.4.3 umamo

92t —3+2i = §oi(2t—i—24+3)—3 = w3 T ga-i_,
na je HOBOJBHO IOKA3ATU Ia HUjeNaH Ol HMOJMHOMA gom_o (m > 0) He caap:Ku MOHOMeE
nesuse ca wy. OBo hemo nokaszaru uunykuujom mo m. 3a m € {0,1} rBpheme ounrienuo
Baxku. Heka je cama m > 2 1 HeKa HUjenaH O MOHOMA Y (oj_o He caIp:iul wy 3a 0 < j < m.
Ha ocuoBy (2.55) umamo

om—2 gm—2 om—2
gam—2 =Wy  Gom-1_p + W3  Gom-2_9F+ Wi G2

2m—2 2m—2
= w2 gom—1_9 + ’LU3 gom—2_9,

ma ce w, He MOjaBJbyje HU Y (om_g. []

Teopema 2.4.2. Ckyn G (dedunucan y (2.56)) je I'pebreposa basa 3a I <Q1Zs|ws, w3, wy, Aot 4]
Y 00nocy ma aexcukozpapcro ypeheme monoma < 0amo ca w3 < We < Wy < Agt_4.

oxas. Ha ocuoBy nedununuje nmneana I mvmamo na G reHepuine oBaj mzaeas, ma je
Ha OCHOBY Teopeme 1.3.1 MOBOJLHO Ha TMOKaKEMO Oa ce S-TMOJMHOMU OWMIIO KOoja moBa
eseMeHTa penykyjy mo myae momyio G. Kako je S(f,f) = 0, mocmarpahemo camo S-
OJMHOME Pa3IuduTUX esemenara us G.

[Monuuomu P u () He canp:ke as_4, na je LM(a3, , + Pay_4+ Q) = a3,_,, a u3 (1.10)
BuarMo na je LM(gq) = w? . Takobe, 3a 0 < i < t— 1, ma ocuoBy 1eMe 2.4.4 MOHOM
LM(ggt_319i) HE CAOPIKU HU Ggt_4 HU Wy.

Ilakse, yKOIUKO je 6ap jeqan o1 HOIMHOMA y S-HONUHOMY U3 {gar, a3, + Pax_4+Q},
ouna cy Bomehim MOHOMU Ta JBa MOJIMHOMA y3ajaMHO MPOCTH, IIa HA OCHOBY [3, Teopema
5.66] 3akmyuyjemMo ma ce oBaj S-moaumHOM penykyje mo myse momyino G. Ocraje jom
a8 PasMOTPUMO ciaydaj S-moaumHOMa S((ot_3,0i, §ot_349i) 38 HEKA NBA pa3auumTa Opoja
i,j€{0,1,...,t—1}.

N3 jemmaroctu (1.10) Bumumo na je peaykuuja MOLYJIO Wy HOJUHOMA ¢, r = 0,
yIPaBO HMOJIMHOM ¢, V ciy4ajy k = 3. Ha ocHoBy neme 2.4.4 onma numaMo na je MOJIUHOM
Got_340i € Lows, w3, wy] 3a k = 4 jeqHak MOTUHOMY Got_3,0i € ZLo|we, ws] 3a k = 3. Ca npyre
cTpaHe, n3 TeopeMe 2.3.4 nmMaMoO Oa HOJMHOMU (ot 340, 0 <7 <t — 1, unae ['peOrepoBy
6a3y nmeana (got_o, got—1) I Zo|we, ws] y omuoOCy Ha snekcukorpagcko ypebeme ws < ws.
Hakise, S(gat_310i, gat_342i) PEOyKyje ce mo mymue 3a cse i,j € {0,1,...,t— 1}. []
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Ha ocuoBy mponosunuje 2.3.1 nmamo na je

LM(922_3+2i> = w;til_ingi_l, 0 < 1 < t—1.

Ilakae, MOHOM wgwg HUje HeJbWB HU Ca jeIHUM O OBUX BOmenNmxX MOHOMAa aKO U CaMoO

ako 3a cBako i € {0,1,...,t — 1} Baskm b < 271 — 2/ unm ¢ < 2 — 1, Tj. ako U camo
ako (b,c) € T (rme je T ckyn meduuucan y mokasy nponosuiuje 2.4.2). 3ajemso ca
wnmerrmom ga je LM(gx) = w?  u LM(a2_, + Pay_4 + Q) = a2 _,, nponosumuja 1.3.1
naje caemehy mocisenury.

IMocnemuna 2.4.1. Axo je B = {agt%wé‘fwgwg | r < 2,d <272 (b,c) € T}, onda Kocemu

eaemenama u3 B wune adumueny 6a3y xosuunuka Zgwy, ws, wy, agt 4] /1.
Jlodamwo, axo je N bpoj eaemenama ckyna T (kao y doxaszy nponoszuyuje 2.4.2), onoa
je
dim (Zg[wg,w3, Wy, CLQt_4]/I> =92l-1. N,

Ha mormyHOo mctm HaumH ce MoOske mokasatu na je {gor 3,00 | 0 < i <t — 1} U {ga}
['pebrepoBa 6a3a uneana (got_2, got 1, gor ) < Zg[ws, w3, wy] (y OMHOCY HA JIEKCUKOIPAPCKO
ypebeme w3 < wy < wy), omakge mobujaMo ma KoceTm MoHOMa wiwiw§ Taksux ma je
d < 272 u (b,c) € T, unHe Ga3y KOMUUHUKA Zo|ws, w3, wy]/(got_2, got_1, got). Ca mpyre

cTpaHe, 3HAMO Ja je OBaj KOJWYHUK yIpaBo m3oMopdan imp*, rae je p : Gag — Goi 4.
Haxsne, dim(im p*) = 272 . N na u3z neme 1.1.1 mobujamo

dim H*(Gar 4; Zs) = 27" - N. (2.58)

Teopema 2.4.3. Kozomonrowra anrzebpa opujenmucane I'pacmarnose mrozocmpyxocmu Gat 4

je
=~ Ly [w2, w3, W4y, a2f74]

H*(Got 4; 7)) = ,
(Gt 22) (92t—2,92t_1,92t, az_; + Pay_4 + Q)

npu wemy xocemu 00 W, ws U wy odzoeapajy Imugenr—Bummrujesum Kaacama KaGHOHCKO?Z

. ~ . ~ t_4,
pacaojema Yot 4, 00K Kocem 00 agt 4 002068aPaA HEPACMABHUBO] KAaCU Aoty € H? 4 Gar 45 7o),
a P u @ cy nexu noauromu Had wy, W3 U Wy.

Joxas. Opabeprmo nonuaoMe P u () HAX wo, Wy U Wy Y Zo|Ws, w3, Wy, Gt 4] KOjU OArO-
Bapajy mosmaomMuMma P u () u3 mpomnosunuje 2.4.2, penom. Ha ocuoBy Teopeme 2.4.1,
xoMoMopduzaM anredpu

U ZQ[U)Q, ws, W4, a2t74] — H*(égtA; ZQ),
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mat ca V(wy) = we, VU(ws) = ws, Y(wy) = wy n W(ag_4) = agt_4 jecre enumopdumsam, ma
He MHAYKOBAHO HpeciInKaBame

U : Ziolws, ws, wy, ag_yg)) ker W — H* (G 4; 7o) (2.59)

outu uzomopduzam. Crora, ma GUCMO JOKA3aau TBphHEme JOBOJLHO je Ma MOKAKEMO Ia
je
2
ker W = I = (gat 2, gat 1, gar, ey + Pag 4 + Q).

Ha ocmoBy mponosumumje 2.4.2 3namo ma je ay,_, + Pay_y + Q € ker ¥. Takobe, n3 npo-
no3uruje 1.1.1 mmamo

lmp* = Z2[w2’w37 w4] /(th—3792t—2792t—1792t) - Z2[w27w37 w4] /(th—2792t—17g2t>7

jep je got—3 = 0 ma ocuoBy [17, nema 2.3]. OmaBne mobujamo ma je u got o, got_1,got €
ker ¥, ma je
I CkerV. (2.60)

Ocraje jom ma mokrakeMO OOPHYTY WHKJIIY3U]jY.
N3 (2.60) umamo kpaTak TadyaH HU3 BEKTOPCKUX IPOCTOPA

0 — ker W/I — Zo[wa, w3, wy, ast_4|/I — Lo[wa, w3, wy, ase 4]/ ker ¥ — 0.
Ilame, Ha ocuoBy mociaemure 2.4.1 je
dim <ZQ[w2,w3,w4, G,Qt_4]/[> =271 N,
a n3 (2.59) u (2.58) mmamo
dim <ZQ[U}2,’UJ3, Wy, agt_ 4/ ker \If> = dim H*(égtA; Zy) =21 N.

Konauno, 3akmyuyjemo na je dim(ker W/I) =0, 1j. I = ker V. [

2.4.4 JlomaTHU pe3yJTaTU O H*(éQt’4;Z2)

Kako je I ynmpaBo umeas Koju ce mojaBibyje y ONMUCY KOXOMOJIOTHj€ O éQtA U3 TeOo-
peme 2.4.3 n nocnenune 2.4.1 nobujaMo u HapemHY MMOCJIEIUILY.

Iocaemuma 2.4.2. Crxyn KOXOMOAOUKUT KAGCA
B= {a“gt_@gwgwg r<2,d< 272 (Vie{0,1,.. . t—1})b<2 =2 v c<2 - 1}
je jeona adumuena 6a3a KOTOMOAOWKE anzedpe H*(égtA; Zs).
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Hamomena 2.4.2. [Ipumemumo da cee xaace uz npemrodne nocaeduye ko0 xojux je r =0
npunadajy im p*. Kaxo je dim H*(Gat 4;Zs) = 2 dim(im p*), saxwpyuyjemo da kaace k00 kojux
jer =1 nehe npunadamu im p*.

['maBHM pe3ysaTar KOju KeJIMMO na MCTAaKHEMO y OBOM OJEJbKY j€ YMILeHUuIla 1a je
~9 ottl_gr~ |
Aot _y % 0 y H 8(G2t}4,Zg).

To hemo norazartu kopumhemem seMe 2.3.4 HA cIMYaH HAYMH Ka0 U y ciaydajy k = 3,
n e {2 — 3,2 —2,2" — 1}. Haume, aro je j: Gor_13 <> Gar 4 IpeCIMKaBame UHIYKOBAHO
makysujom R* -1 < R? mokasahemo ma ce mpu xomomopduamy j* : H*(Gog; Zo) —
H*(Gyi-13;7Z>) HEepacTaB/bUBa Kilaca CJIMKa y HepacTaBbuBy, mTo he Ham omoryhurn
12 32 HEPACTABJLUBY KJIACy U3 Gg_y € H? ~H(Gar_15;7) y3memo Gam j*(dy_y). Haxie,

j*(62t74) - a2t74, (261)

a y omesmky 2.3.2 cmo nokasanu na he jemmaroct (2.30) BaskuTy 3a CBaKy HEPACTABIHUBY
kmacy mamemsuje 28 — 4, ma He BasknTn U 3a 0BaKo 0Mabpan0 dy_y € H? ~4(Gyi_13; 7).

Ca oBUM IMJ/bEM IOKA3y]eMO HAPEIHY IIPOMO3UIM]Y.

Iponozunuja 2.4.3. Heka je wy : H* =Gy 43 Zy) — H? ~3(Gyr4; Zy) mmoncemwe MImugen
~Bummugesom xaacom wy € H' (Gar 45 7s) u nexa je j* H2t_4(G2t74; Zy) — H2t_4(G2t,173; Zs)
romomopPusam unoykosar unkayaujom j : Gor_q 3 — Gar 4. Tada ker w; Nker j* = 0.

Jokas. N3 (1.2), mmamo

Z
H*(G2t74;Zg) o 2[w17w27w37w4]

(Wot_3, Wt _o, Wat 1, Wat )

Heka je f € Za|w, ws, w3, ws] XOMOreH OIMHOM KOXOMOJIOIIKE nuMensuje 2! —4 rakas na
je omrosapajyha knaca [f] € H2t_4(G2t’4;Z2) yayTap ker wiNker j*. I3 ycnosa [f] € ker w;
y Zolwy, we, w3, wy] mMaMO

wy f = aWa_3, (2.62)

3a HEKO « € Zy. Ca mpyre crpane, Ha ocHOBY Jjeme 2.3.5(0), mpeciukaBame j*
H*(Gat4;Z9) — H*(Gar-13;Zs) je penykunja Momyiro wy. 360r rora Ham yciuos [f]| € ker j*
naje 0 = j*[f] = [p(f)], vme je p: Zo|wy, wae, w3, wa] — Zawy, we, ws] peryKnnja MOLYIIO Wy.
[Ipumeruno na y H*(Gai_13;Zs) Hema penannja crenena 2' —4. Baucra, nonoBO u3 (1.2)
“MaMO

Ln|wy, wa, ws]

(Wot 5, Wot—o, Wat_1)’

12

H*(G2t71,3; ZQ)

na 3akmyuyjemo na je p(f) =0, onakie je

f=wih, (2.63)
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3a HEKO h € Zy[wy, wa, w3, wy.
Cana un3 (2.62) u (2.63) mobujamo

w1w4h = Oé@gt_g y Zg [wl, Wy, W3, w4]. (264)

— 2t_3 . .
N3 (1.5), Buaumo na Wyt_3 uMa cabupak w; °, HOK Takas cabUpak He MOCTOJU Ha JIEBOj
crpanu jemHakoctu (2.64). Crora 3akmyuyjemo na je a =0 na je u f = 0. []

Cana u3 meme 2.3.4 u nponosuryje 2.4.3, a Ha OCHOBY AMCKYCH]j€ KOja je IPETXOINnIa
MPOMO3UIIjUA, MOKEMO 01a0paTy HEPACTABILUBY KIIACY (gt_y4 € Hzt_“(th_Lg; Z3) Tako na
.~ ~ ~ ~9t _ t+1_q, .
pazkn (2.61). Tana je G2 _, = Got 4l 4 +yW5 *y H* ~8(Ga_13;Zs), ma je

T (Gara)? = @y = Gora - Tt g + y@2 . (2.65)

Tarkobe, mpumeTumo na je got_4 # 0y H2t_4(62t,173;Z2). 3aucTa, OBO CJIEOU M3 IPOIO-
summje 1.1.1 (jep y mumensuju 2 — 4 mema pernanmja) m dumeHune na je got_4 # 0 HA
ocuoBy (1.10).
Ca mpyre crpasre, u3 Teopeme 2.4.3 umamo 1a je a5, = Py 4+Q y H2t+1*8(6’2t74; Zs),
na je B o L o
G (—a)? = j* (Pagt—a + Q) = j*(P) - aze—s + j*(Q). (2.66)
Cana u3 (2.65) u (2.66) saxmyuyjemo ma P # 0. Omve cmo mokasamm caemehy
ITPOTIO3UITA] Y.

IIponosunuja 2.4.4. Axo je Gyi_4 € H2t_4(é21’4; Zs) nepacmasnusa kaaca, onda ag,_, # 0.

HImasuwe, y onucy anzebpe H*(Gat 43 Zs) u3 meopeme 2.4.3, noaurom P e moxce bumu
HYAA.

2.4.5 JlomaTrHa amaJjmi3a KoxomoJioruje H *(68,4; Zs)

Y oBOM onesbKy heMo meTajbHHUje aHAJIM3UpaTU Koxomoiaorujy ['pacmanoBe MHOrO-
crpykoctu Gg, ca muibeM na ogpenumMo monmuHoMme P um () m3 teopeme 2.4.3. I'maBHU
pe3yaTaT je caap:KaH y HapemaHO] MPOIO3UIN]jN.

IIponozumnuja 2.4.5. Mmamo uszomop@uzam cmenenosarur anrzedbpu

ZQ [w27 w3, Wy, (14]

H*(Gy.q Z) =
(G4 Z2) (96, g7, 9s, a3 + asw3 + ywow})’

30 HeKo Y € Zs.
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Lokas. IoBossHO je nma nokaskeMmo na 'y H*(Gsa;7Zs) Baku jeHAKOCT

~2 _ ~ =9 ~ ~2
ay; = Wy + YWaws,

(2.67)

3a HEKO v € Zy. Ha ocnoBy mocanemume 2.4.2 3maM0O amuTuBHY 0asy B 3a H*(ésA;ZQ) u

oHa je marta y tabenu 2.6.

TUMEH3U] &

eJieMeHTU Oase

© 00 N O Ut e W N = O

e e S S S
[ TNV V)

16

W
w3
~ ~2 ~
Wy, w27 aq
Wa3
~2 o~ o~ o~ o~
W3, WalWy, G4W2
W3Wy, A4W3
~ ~2 o2 o~ o~ ~)
w2w3, w2w4, asWy, &421]2
WrW3Wy, A4WoW3
W3Wyg, A4 W3, G WaWy4
aqW3Wy
~ 2 o )~ =)
WoW3Wy, A4 Wo2W3, A4gW5W4
(4 WaW3Wy
o~ ~2 ~
AqW3Wy

~ ~ ~) ~

AqWoaW3Wy

Tabena 2.6: EaemenTu amutusee 0ase

N3 popmymne (1.10) mobujamo ma je

3 2 2
g =W; +w3 MW gy = WWs.

(2.68)
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Kako cy omrosapajyhe kmace gg u g; TpUBUjaJIHE ¥ H*(égA;ZQ), n3 (2.68) mobujamo
W = W3, Wawz = 0, omarme je m Wy = Wyws = 0, Wy = Woils. (2.69)
Bammmmo kracy a2 € H3(Gsa; Zs) mpexo 6asHux enemenara

rae ¢y a,f,7,0 € Zs. Axo je j 5773 — 6874 yTamname, OHIa je Ha OCHOBY Jeme 2.3.5(r)
npeciaukasame j* 1 H*(Gga;Zo) — H*(Gr3;7Z2) penyknuja Monyio wy. IIprnMenom xomo-
Mop¢usma j* ma (2.70) mobujamo

3 (@) = (@) = 65" (@) as + s,
Ca mpyre cTpase, 3HAMO 1a je ;*(54) HepacTaB/LUBa, KJIACA Yy H4(é773;22), ma Ha
ocHoBy Teopeme 2.3.8 u (2.19) nmamo

J7(@)* = 7 (@0)ga + a5 = J* (@)@ + 73,

3a HeKO § € Zy (w3 (1.10) Bummmo ma je gy = w2 3a k = 3). Kako cy j*(a,)02, W2 €
HS(G7,3; Z5) TUHEAPHO HE3aBUCHU €JIEMEHTH aquTuBHe 6a3e u3 nociuequie 2.3.2, u3 npet-
XOZHE [Be jeMHAKOCTU 3akpbyudyjemo na je f =1wu vy =7. Cana jemnakocr (2.70) mocraje

@2 = alyly + A43 + Yo W2 + STy (2.71)

Hakne, ma 6ucmo mokazanau penanujy (2.67) ocrtano je jom na HOKakeMoO na je
a =0 =0. To hemo ypamuru ropumhemem CTUHPOIOBUX KBaIpara.
Ha ocuoBy Byose ¢popmyme (1.14) umamo

Sq' (W,) = ws, Sq'(ws) =0, Sq'(wy) =0,
Sq*(W2) = W), Sq°(Ws) = Wiy, Sq*(is) = Waiby.
Kako je mumensmja MHOTOCTPYKOCTU 68,4 jenHaka 16, xomoMopduzam
Sq4 : le(é&;l; ZQ) — H16<ég’4; ZQ)

je MEHOKEeme ByoBoM EKaacoMm v, € H4(é874; Zs).

U3 [2, Teopema 1.1] nobujamo ma je w;(Ggs) = 0 3a i € {1,3,4} u wo(Ggyq) = wi,
rae je wy upBa lltuden-BurHujeBa kiaca KaHOHCKOD paciojema g4, a w;(Gsa) i-Ta
[MItudpen-BurHujeBa K1aca TaHreHTHOr paciojema HaL Gsg. AkO je p : 6874 — Gga
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IBOMMCHO HATKpuUBame, ona je u w;(Gs4) = p*(w;(Gsa)) = 0, 3a 1 < i < 4, ma mpEMenroM
Byose ¢opmyse (1.13) sakmyuyjemo ma je m v; = 0 3a 1 < i < 4. Onasne je Sq? :
H'(Gys4; %) — H'(Gs4;Zy) TpuBmjamno mpecmukasame, ma je Sq¢t(a,wyw?) = 0. Ca
npyre ctpane, kopumhemem Kapranose gopmyse u (2.69), nobuja ce na je Sq'(wyw3) =
03al1<i<4, naun3 (2.71) u (2.69) nobujamo

4
0 = Sq*(aya3) = Y Sq*(ay)Sq' (W)
=0

= (Oé?i41ﬂ4 + 64{1\)13 + 7@2@% + (5@%@4)@2@%
= 0464’[62&}%1,174.
Y tabenu 2.6 BUAUMO 1a je G4WoWsWs OGA3HU eJeMeHT, a u3 (2.72) 3akpbydyjeMo na
je @ =0. Jemnakoct (2.71) cama mocraje

[Tpumerumo na je Sq'(ay) = 0. 3aucra, kKako je jenuHn Ga3HU €JIEMEHT y IUMEH3UjU 5
KJIaca Wols, YKOIUKO 61 6uio Sq'(ay) # 0, mmamu 6ucmo Sq'(ay) = wews. V3 maenturera
Sq¢'Sq' = 0 orma mmamo

0= Sql(Sql(ﬁ4)) = Sql({ﬁgiﬁg) = @g,

amu y Tabenu 2.6 BUAMMO ma je Wi Ga3HU eneMeHT ma Wi # 0.
Cana npumenom Kapranose ¢popmyne nobujamo S¢*(a?) = (Sq'(as))? = 0. Ca mpyre
crpane, u3 (2.73) je

0 = Sq¢*(a3) = Sq*(asw; + Ywow; + dwsty)
= S¢*(@y) W5 + Qw3 + yWiW5 + 6 (W3Wy + Wiy
= Sq2(54)f5§ + 54@%,
rae cmo ynorpebusnu (2.69) y mocaemmenm pemy. Kako je a,wi enement 6a3ze, u3 HAIO-
Mene 2.4.2 umamo ma aqwi ¢ imp*, ma u S¢*(a4) ¢ imp*. Onatne, Kana U3pa3sUMO OBA]

eJIEMEHT MPEeKo GasHuxX, oH Mopa Outu obmura S¢*(44) = A4We + Moy + pal3, TAE CY
)\, n e ZQ.
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[Tokazahemo ma je A = u = 0. I3 Anmemose peramuje S¢®Sq? = Sq¢®Sq¢* majope mmamo
S¢*(Sq?(ay)) = Sq¢*(Sq*(ay)) = 0. Ca mpyre cTpane,

0= Sq2(5q2(54)) = Sq2(5462 + )\@2@4 + /ubﬁ}g)
= Sq2(54)@2 + 64’@%
= (541752 + )\1,172’&}/4 + u@%)ﬂb + 541’173
ATy + i,
a KaKo Cy UM Wiy U Wel5 eneMeHTH Gasze, 3akmyuyjemo A = pu = 0. Ilakme, nokazasu

cMO ga je
Sq2(54) == 64@2. (274)

Komnauno, Sq¢*(a3) = vsa3 = 0, na kopumhemem (2.73), (2.74) u (2.69) mobujamo

4/~3 A/~  ~2
0= Sq"(ay) = Sq"(as - a3)
A= =2 |~ QA2
= Sq*(asg)ay + asSq™(ay)
~4 ~ 9/~ 2
= ay + a4 (Sq (a4))
= (AqW3 + Yoy + dWawy)? + aq105
S P T S R PO
= A W5 + dWyWj + a5a4W)
= QW5 + (W3 + YWws + SWWy)A4Ws
o~ ~4~
= 0a4WywWy
= 0a4WoWaily
(ummennna ma je Wiw2 = 0 cuemn u3 Wiw2 € H'(Gy 4Zs) Nimp* = 0 jep mmamo camo
jenan GasHu eJeMeHT y muMeH3Wju 16 u TO je ayWoWily, a 3HAMO Aa OH HUje y imp*
Ha OCHOBY HamoMmese 2.4.2). Konauno, 3akmydyjemo na je 0 = 0 u (2.73) cana mocraje

(2.67). 0
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I'maBa 3

KoxomMmosioruja opmujeHTHICAHNX
I'pacmanujana ca Z roepunujeHTIMA

3.1 Cuayuaj k=2

Koxomomomrka anrebpa H*(émg;Z) 3aBUCU OJ MAPHOCTU Nn. Y CIyYajy Kazaa je n
HapHO, KOXOMOJIOIIKA ajirebpa je y mormyroctu onpebena y [20], mok je 3a n HemapHO
onpebena y [29]. Y HapenmHoj TeopemMm hemo BuIeTy KakBy CTPYKTypy uMa aJsrebpa
H*(émg;Z) n u3noxkuhieMo moka3 u3 [14] y caydyajy HemapHOT n.

3.1.1 KoxomoJomka anredopa H*(éng; Z)

Teopema 3.1.1. Hexa je n > 2.

(a) Hnumezpanne xoromoaowre epyne I'pacmanose mrozocmpyrxocmu Gono 30 0 < k <

dn — 4 cy
7, 3a k napro u k # 2n — 2,
H*(Gono;2) = Z& 7, sak=2n—2,
0, 3a k nenapno.

dox je H’“(égmg; Z) =0, 3a k> 4n — 4. Kao aazebpa, H*(égmg; Z) je eenepucana Ojae-
posom Kaacom Ty = €(Yono) € H*(Gona;Z) u xay—o € H* *(Goya;Z) ca peaayujom
5 = 2T9%9y—2. IMmasuwe, yrxoauxo je e = 6(72%172) € H?2(Gano;Z) Ojaeposa xaaca
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up e H4”_4(égn72; Z) pynoamenmanna Kaaca, onoa saxce caedehe peaayuje

n—1 n—1 n
e+ xh T =2Ton_9, Top_oxy = (—1)"u, x9,_se = p,

14 (~1)!
8, = DT 5 N e S

(6) Hrmezpanna xoxomosowra anzebpa I'pacmarnose mrozocmpyrxocmu Gaopy12 je

Z[JJ% szn]

H*(Gopsr2;Z) = ,
S i T

20e je xo9 = e(Yant12) € H2(52n+1,g; 7)) Ojaeposa kaaca u Toy, € HQ”(éan,Z; Z).

oxas. Kommnneran nokas mena (a) ce moxke nahum y [20]. lorkazahemo neo (6). Ilo-
cMaTpajMo cepHO paciojeme St — Vont1,2 2, 62n+1,2- [IpecaukaBame sp ciamka map
OPTOrOHAJNIHUX BEKTOpa y OpUjeHTucany pasBaH oapebheny muma. [lemobpojrna Koxomo-
noruja Iltudenose MEOrocTpykocT Va,112 je mo6po mosHara (Bumeru [23, crp. 153]
ninn [8, Teopema 2.3|). AauTuBHA CTPYKTypa je ara ca

Z, 3ak=0,4n—1
H*(Vapi19:2) 2 Zy, 32 k =2n

0, nHaYe

IIOK je MHOKeme TpuBujasnHo. [locmarpajmo cama CepoB CIEKTPaJHM HU3 MPUAPYKEH
0BOM paciojewy. lleo cnexkTpanam HU3 je caap:kaH y HYJITOM U IPBOM peny, IIa jeauHO
mudepennujan do MOske OUTH HeTpUBUjaaH. Kako je KOXOMOJIOTHja TOTAIHOT MPOCTOPA
Vont1,2 mocTa jemHocTraBHA (HeTpuBHjakHa je jenuHo y tpu aummensuje 0,2n u 4dn — 1),
CKOPO cBU audepeHnujaiu Ha Fy cTpaHM CIEKTPAJJHOr HU3a he OUTM M30MOPYU3MU.
Hawnme, cBaxku mudepennmjan ds : E§’1 — E§+2’O je m3omopduzam 3a cBe k € Ny cem
eBeHTyaJHO 3a k € {2n — 2,2n — 1,4n — 2}.

Kako je mHOrocrpykoct égn_;'_LQ moBesaHa, TO je H0(62n+172;Z) ~ 7, na je ES’O ~
E’g’l = Z. Ilomro je ds : Eg’l — E22’0 usoMop@usam, 3akbydyjeMo Ia je E22’0 = Z. Nanyxk-

. . kO ~ kil A :

TUBHO HACTaBJbAMO HAJECHO M nobmjamo na je b, = Ey° = 7 3a cBe mapHe OpojeBe
k mameby O m 2n — 2. YKOonIMKO caja KpeHEMO ca IpyTe CTpaHe, Hajupe MMaMo na je
H*""%(Gopy12,2Z) 27 jep je Gany12 3aTBOPEHA OPUjEHTAOUIIHA TIOBE3aHA MHOTOCTPYKOCT
numensuje 4n — 2. 3atum, kopuctehu nzomopdusme dy, nobujamo na je E§’0 = Eg’l =7
u 3a cBe mapue k uamelhy 2n u 4n — 2. OBuMe CMO MOKPUJIM CBE MapHE IUMEH3Uje.

IlI1o ce Tude Hemapuux mamensuja, u3 yciaosa H' (Va1 2;Z) = 0, umamo ma je Ey° =
Ey' =0, ma nonoso xopucrehu msomopdusme dy nobujamo xa je E;“’O = Eg’l =0 3a cBe
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nenapue k uameby 1 u 2n—1. Ca npyre crpane, H*" ?(Vy,,12;Z) =0, na je n E;ln*g’l =0
u kpehyhwu ce HameBo oy CHEKTPAJHOT HU3a, OOOUjaMo Oa je E§’O = Ef’l =0 u 3a cBe
Henapue k m3mebhy 2n + 1 u 4n — 3. Cse rpymne E§’0 = E§’1 Cy HapaBHO TPUBHUjAJIHE 33
k>4n —1 jep je éQnHQ MHOTOCTPYKOCT AmMeH3uje 4n — 2.

Ilakie, 3acam ¢cMO OApPEnUIUN CBe TPyIle Ha APYroj CTPAHU CHEKTPAJHOT HU3A Kao
u ce mupepenmujane dy 1 Ey' — EVT0 cem 3a k € {2n — 2,2n — 1,4n — 2}. Kaza je
k = 2n — 1, magepenmmjan dy : B2 "' — EJY je rpusujanan jep cy um momen u
konoMmeH tpusujanan. Kako je H?"(Va,119;7Z) = 7y, 3aKbydyjeMO Oa je XOMOMOD(PHU3aM
dy 1 B3 - B3 muomeme ca 2, 10k je xomomopusam dy : By — By rpusu-
jaman jep je Ey"? =0.

Ipyra cTpaHa crnekTpaJiHOT HU3a nNpukasaHa je y tabemnu 3.1. Koxomomomke rpyme
['pacmaHOBE MHOTOCTPYKOCTH MOKE€MO HMPOYUTATHU U3 HYJTOT pena, Ma OCTaje jomr na
OPEeaUMO MYJITUIIUKATUBHY CTPYKTYDPY.

o |z |

1zl z || NM I :
o|zjopz|-| 2 | opz| o >z || z |

‘---‘271—2‘271—1 ‘2n+1‘2n—|—2‘ ‘471—2‘

Tabesa 3.1: FE, crpana CepoBOr CHEKTPAJHOT HU3A

Osmaummvo ca s € H'(S';Z) remepaTop u Heka je Ty € HQ(égnH 9;Z) eJeMEHT TaKaB
na je dy(l1 ® s) = x9 ® 1. 3uamo ma je dy MHOxKEeme OjIepoBOM KIACOM, Ha je Ty YIPABO
OjnepoBa knaca paciaojema S' — Vont1.2 2, G2n+12 Rako je d2 E%1 E2k+20
Mop¢du3am 3a cBe k m3meby 0 u n—2, nmamo na je rpymna E k+2,0 reHepucana eJIeMeHTOM

k“ ® 1. SaMCTa OBO Ce JIaKO IMOKa3yje MHIYKIUjOM. Y KOJIUKO 3HAMO 1a Je E reHe-
pMcaHa ca 75 ® 1, oHma Kama TpUMeHMMO M30MOpduU3aM dy Ha TeHepaTop T ® sy EQ]C '
nobujaMo reHepaTop On E2k+20

dy(zh @ 5) = da(zhb @ 1) (1@ 5) + (~1)* (@b @ )dy(1®5) = (b @ 1) (22 ®1) = 25T @ 1.

n30-

Ilakse, rpyna Hgk(é2n+1’2;Z) regepucana je ca x5, 3a 1 < k < n — 1. Karo je d :

E§”‘2’1 — E2n0 MHOKEHE ca 2, MOKEeMO omabpaTu reHepaTop T, € H2"(égn+1,2; Z) Tako
na je do(r) ' ® 5) = 279, ® 1. Ca Ipyre CTpaHe,

do(ay ™ @) = da(2y ' @ D)(1@s) + (=1)*" (a7 @ DNdo(1 @ 5) = a3 @ 1,

na 3aKbydyjeMo i = 2y, y H?"(Goyi12;Z). Illpumenom m3omopdusama dy : Egk’l —
ESHZ’O, 3an < k< 2n—2, ,JIO6I/IJ&MO na je E2k+20 reHepmcaHo ca :I;SH "ron @ 1. 360r

JII/IMeH3I/Ije MHOTOCTPYKOCTH G2n+172 nmMaMo 1 ga je ilfgn = 0.
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Korauno, nobmjamMo MyJITUINIUKATUBHU M30MODP(HU3aM

Z[I‘Q, I'Qn]

(l’g - 2I2m x%n) .

H*(§2n+1,2; Z) =

Ocraje jom ma ce yBepumo ma je ro OjaepoBa Kiaca OPUjeHTUCAHOI KAHOHCKOI BEK-

TOPCKOT PACIOjema Yant12. lIpuMmernnu cmo Beh ma je xo OjnepoBa kiaca paciojema
1 SP Y

St = Vanti2 — Gapyi12, @'y OfebKy 2.2 BUmeIn CMO Aa ce Va,iq 9 MO¥KE MACHTUPUKO-

BaTu ca mpoctopoM Wi ma ms xomyrarusmOr mmjarpama (2.3) 3akmydyjemo na je

r9 3aucra OjrepoBa KIaca Paciojema Va2 ]

Hamomena 3.1.1. 3a pazauxy 00 napre dumensuje 20e je Ojaeposa kaaca e(%lng) buna
HEMPUBUJAAHG, Y CAYUAJY HenapHre Jumensuje mo wehe sancumu. Haume, e(%ﬁwm) =0 jep

e(Vany12) € H? N (Gopy12:Z) = 0.

IIponosumuja 3.1.1. Ykoauxo je p : Z — Zy pedyryuja no mMooysy 2, umamo unoyxoean
zomomopusam py : H*(Gpno;Z) — H*(Gy2;Zs). Hpu 08om zomomoppusmy zenepamopu 00
H*(Gpo:Z) caukagy ce y zenepamope 00 H* (G, 2;Zs). Konkpemno,

(a) Axo je xo € H2<é2n72; Z) u xon_o € H2n*2(égn72; 7), owoa je
,0*($2) = 2172, P*(9€2n—2) = 52n—2,

20e cy wy € H2(62n,2;22) U Qgp—o € H2”*2(égn,2;22) u3 meopeme 2.2.2 (npeyusnuje,
2enepamopu To,_o € H* 2 Gono;Z) u Ggno € H* *(Gona;Zo) mozy ce odabpamu
maxo 0a 8axcu p.(Tay_2) = don_2).

(6) Axo je x5 € H2<ézn+1,2§ Z) u xay € HQn(é2n+1,2; Z), onoa je
,0*(172) = Wy, p*(l’zn) = Qap,
20€e cy Wy € HQ(égnH,g; Zy) u Gy, € H2n<52n+1,2;Z2> u3 meopeme 2.2.2.

Jokas. Horazahemo meo (6), mok ce meo (a) mokasyje Ha CIMYaH HAYVH.
Ha ocuHoBy Teopeme 2.2.2,

~ Z
H*(Gony1,2:Zs) = Lalwi] ® Agy(azn).

(wg)
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Teopema 0 yHMBep3aJHNM KOe(UIIMjeHTUMAa HaM Naje HapeIHW KOMYyTaTUBHU AujarpaM

0 — Ext(Hp_1(Gons12),Z) — H*(Gapir.2:Z) — Hom(Hy(Gopi12),Z) — 0

lp* lp* l :

00— EXt(Hk,1(62n+172),Z2) — Hk(égn+172;22) — Hom(Hk<éQn+172>,Zg) -0
Kana je k=2, Hk_l(CNJQMLQ) =0, ma ce IpeTXOMHU AUjarpaM CBOAU HA

0 — H2(ézn+172;Z) —» Hom(HQ(62n+172),Z) — 0

o |-

0 — HQ(é2n+172;Z2> —» HOHI(HQ(@QTLJFLQ),ZQ) — 0

N3 IloenkapeoBe ayaJJHOCTU MMaMO 14 je HQ(CN;'QMLQ) >~ 7, ma je mecHu XOMOMOP-
duzam p, emmmopduszam, a KaKO Cy XOPU3OHTaJEe U30MOPYUIMU, Py : HQ(C?QMLQ;Z) —
H2(égn+172;22) je Takobe emumopduzam. axie, p,(xs) = Wo.

Cnnyny curyanujy umamo u 3a k = 2n. Kako je HQn_l(égn_Fl’Q) = (0, mobujamo canyan
aujarpaM Kao HPEeTXOMHU Ma je Py : H2n(52n+1,2;Z) — HQ”(égnH,g;Zg) Takohe emuMop-
Gu3amM U KOHAYHO py(Ta,) = Gop. ]

3.2 Cuayuaj k=3

Y oBoM ozesbKy hemo y MOTIyHOCTUM OAPEAUTH MHTErPaHy KOXOMOJIOWKY ajredpy
opujentucare I'pacmanose mMHOrocrpykoctu G, 3 y ciaydajeBuma n = 6,8,10. Koxomo-
noruja ox Gg3 je onpebena y [16], a y HacTaBky heMo BrAeTH HEIITO APYraduju NOKAa3
ox Tor y [16]. Koxomosoruje on Gs3 u Gho3 cy onpebere y [14] u opne hemo re mokasze
n3noxkutu. CBa Tpu moka3a ce Oasupajy Ha mpumenu CepoBOr CIEKTPAJJHOT HU3a Ha

. 2 n Sp = . .
pacmojeme S° — W3y — Gn3 (Bumern (2.2)). Hajuope je moTpebHO 0ApeauTin KOXOMO-
JIOTUjy TOTAJJHOT TPOCTOPA OBOT PAacCiiojema.

3.2.1 Koxomoisoruja nomohsor npocropa W3,

[locmarpajmo momohnm npocrop W3y nmar ca
7 ={(P,v) € Gpa x S"' | P Lo}
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7 chepHO paciojeme S — W3y LEN Gn2, TO€ je p; IPOjeKnuja Ha NPBY KOODIVHATY.
Y yBomy morsaBjba 2 BUAEJM CMO na je OBO paciojeme ynpaBo C(epHO paciiojeme
IPUAPYKEHO BEKTOPCKOM PaCOjemy ﬁiQ.

Teopema 3.2.1. Hexa je n > 3. Unmezpasna Koromosowra aszedpa 00 Wi’} je

Z|T2, Ton—2, Ton—1]

—n—1 — —92 —92 )
(Ty™ — 2Ton—2,T5, 9, T3, 1)

H* (W3 Z) =

20e je Ty € H2(W22771L; Z), Top—o € H2n72(W22771L; Z) U Top_1 € H2n71(W22771L; Z)

Jlokas. Tlocmarpajmo CepoB CIEKTpaTHU HU3 IPUAPYHEEH paciojemy S 3 — Wfff LA

Glan2. Ha ocmoBy teopeme 3.1.1(a) mmamo y mormynoctu onpebeny Es crpaHy OBOD
CHEeKTpaJIHOT Hu3a. Y Tabenau 3.2 mpeacTaB/bEHM Cy reHepaTopu Ha [y CTpaHU.

2 n—2 n—1 n—2 n—1

2n—3 |1 To x5 | x4 Ty, Top—2 Top—2%a | ** | Ton—2Ts Top—2Ts
2 n—2 n—1 n—2 n—1

0 1 T2 Ty | - Ty Ty -, Top-2 Topn—2%2 | =+ | Tan—2T9 LTon—2To

0 2 4 |-+ |2n—4 2n — 2 2n in —6 dn —4

Tabena 3.2: E, cTpaHa CHEKTpaJJHOT HM3a 3a paciojeme S273 — W;’f — Gan2

Cpaku remepaTop z y HYJTOj BpPCTH je 3ampaBo obuuka ¥ ® 1, 1 € H(S?*"3,7Z), nok
je cBaku reHepaTop x y BpcTu 2n—3 obimka r®s, rae je s € H*"73(S5?"3; Z) remeparop.

Kako je nema apyra crpana COEKTPAJHOT HU3a CKOHIEHTPUCAHA y ABE BPCTE, j€IUHU
oudepeHnnjat Koju Moke OUTu HeTpUuBUjaaH je ds, . llakme, umamo Fy = F3 = --- =
Eyn  Eyyy = Eop = -+ = Ey. Hpumerninm cvo ga je S**73 — W3t 7, é?ng YIPaBO
cepHO paciojeme NPUAPYKEHO %an na je mupepeHuunjan ds, o MHOKeHme OjaepoBom
KJIACOM OBOT' PaCJiOjema, Tj. YKOJIMKO KOPUCTUMO HOTanujy u3 Teopeme 3.1.1(a), nmamo

. . . ok,2n—3 k-+2n—2,0
na je mudepeHnujast do,—o @ By, Es. 75 naT ca

dop2(x® ) =ze® 1.
Kako je o3 = €(Yanz) 1 € = e(33;,5), TO je z2e = e(Fan2 D Vo, 0) = €(e**) = 0 (¢*" o3HauaBa
TPUBHjAJIHO 2n- IMMEH3UOHATIHO BEKTOPCKO paciojeme Hal (Ga,o), Ia 3aKbYUyjeMO Ia
. 2n— 2n—2 . .
je dap—o: E;C,’L_”Q S E;:r_; ¥ rpuBmjaman ceM eBeHTyaJHO y mmMensumjama k = 0,2n — 2.

73



I'nmaBa 3. Koxomonoruja opujentucanunx ['pacmanujana ca Z xoepunujeHTUIMA

Ha ocroBy Teopeme 3.1.1(a) mmamo ma je e = 279, o — x5

, a je
. . 0,2n—3 2n—2,0\ __ n—1

omakJe mobujamo

1
F2n-20 _ 220/ _ L{xan—2) © Z{xy ) ~ 7, )
oo = fon-2 im dy,_9 = 709 1 — L\T2n—2
(21952 — 257 )
u E%"3 = 0. Jlame, U3 TPETXOMHO 3allasKeHE UMHCHUIE Aa je Tze = (0 U Teopeme
. . . 2n—2,2n—3 4n—4,0
3.1.1(a) 3armyayjemo ma je don_o: E5 5 — E5,—5" [aTo Ha TeHepaTopuMa ca

d2n72(l'72171 ® S) = O’ d2n*2(:€2n*2 ® S) = (_1)71:62”721_;*1 ® 17

omakie mobujamo E2n—22n=3 o2 701y pin—40 —

Ocum Ha oBa yetupu MecTa, ., cTpaHa y HOTIYHOCTH Ce TOKJama ca Fy cTpaHoM.

Capna MOKEMO OOpEeIUTH ajrebapcKy CTPYKTYPY O H*(Wiﬁf; 7). Umamo uzoMopdu-
3aM aJjredopu

H* (W3t Z) = total (EZ), (3.1)
rae je total(E%*) toramam kommiekc (Bumeru [23, cTp. 24]), Tj. uMamMo m30MOpdu3aM
rpyna

HY W3 Z) = (D B2,

ptq=k
a MuOmeme y H* (W31 Z) je nnaykoBano MHOKemeM y E3*.

W3 E, crpane BuauMo na he H*(WZQ’?;Z) MMATU T€HEePATOpPe To, To,_ 9 U To, 1 KOJU
0aroBapajy To @ 1, o, 2 @1 1 19 ® s, pemoM, a u3 penanuja y H*<égn’2;Z) nobujamo
penamuje y H*(W3%; Z). Ha npumep, remeparop y HY" (W31, Z) oarosapa remeparopy
Top 2Ty @ 8 = (Top o ® 1)(x2 ® §), ma MOpa OUTU jemHAK To, 1To, o ]

3.2.2 OcHOBHe 0cOOMHE KOXOMOJIOMIKEe ajireope H *(émg;Z)

Jlema 3.2.1. Hexa jen > 7. Tada cy npse u nocaedmwe wemupl KOTOMOAOWKE 2pyne 00 CNJ”B
dame ca

HYGps;Z) 27, H™ 373G, 4 7Z) =0,
Hl(én,g; Z) = 0, H3(n_3)_2(én’3; Z) = ZQ,
H*Go3:Z) =0, H"97NG,52) =0,
H¥Gh3: Z) = Ly, H (G5 Z) 27

Taxohe, epyna H (G, 3;7) je caoboona.
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Lokas. IlocmarpajmMo myru ravas HU3 y XoMOTONMju 3a paciaojeme SO(3) — V, 3 b, én,g,
raoe sp ciauka ypebeHy Tpojry JumHeapHO He3aBUCHUX BekTopa m3 R" y opujeHTmcany
TPOAUMEH3MOHATIHY paBaH Kojy oapebyjy. Ileo oBor myror TayHor HM3a OAT je y Ha-
pemHOM amjarpamy.

= m3(Vig) = m3(Grs) = m(SO(3)) = ma(Vys) = ma(Gs)
— 1 (SO(3)) = 1 (Vys) = 11 (Grs) = 0

MItugenosa murorocrpyroct V,, 3 je (n —4)-mosesana, na kako je n > 7, to je m(V,3) =
mo(Vis) = m3(Vi3) = 0. Tarobe, m(SO(3)) = Zy n WQ(SO( )) = 0, ma mperxomHM Ayru
TaYHU HU3 MTOCTaje

-0 = m3(Grs) = 0= 0 = my(Grs) = Zy — 0 — 11 (Grs) — 0.

Cana je oumrnenso m(Gps) = m3(Gns) = 0 1 mo(Grs) = Zs.

Kako je émg l-moBe3ana mHOrOCTpykocT, TO he XypeBuheB xomomopduzam h :
ﬂi(CNJ”B) — Hi<én’3) 6utu m3omopdusam 3a i = 1,2, a enumopdusam 3a i = 3. Kopumhe-
HEeM OBOI' M30MOp(U3Ma 3aKbydyjeMO na Cy IpBa, Apyra um Tpeha xomoJomka rpymna
on émg nzomop¢ue 0,Z, u 0, penom. [lase, TeopemMa 0 YHUBEP3aJIHUM KOe(PUINjeHTIMA
HaM Jaje “30MopgusaM

H'(Gys;Z) = Ext(H;_1(Gns), Z) & Hom(H;(G3), Z),

omakie nobujaMo IpBE YeTUPU KOXOMOJomKe rpyne on G,3, Ka0 U YUHEHULY 1a je
H*(G,3;7Z) cnobonua. Konauno, nmpumernom IloeHkapeose myatHOCTH

Hg(nig)ii(énﬁ; Z) = Hz(én,S)
,ZIO6I/IjaMO 1 nocJjenmhe YeTUPU KOXOMOJIOIIKE I'pyne o4 én73. D

Hanomena 3.2.1. Y [16] je dokazarno da aema 3.2.1 eanmcu u 3a n = 6. Haw dokaz aeme
3.2.1 ne bu npowao y cayuajyn = 6 jep je Vg 3 camo 2-nosezarna, na He bUCMO MO2AU HA UCTNU
HavuH 0a BARNDYUMO da je m3(Vs3) = 0. IlImasuuie, mo wuje Hu MawHo jep ce ucnocmas.na
da je m3(Ves) = 7r3(G6 3) = Zg (0o osoz pesyamama ce monce 0ohu AHAAUIOM pacnoye%a

SO(3) x SO(3) = SO(6) = Gg3). Mehymum, uy osom cayuajy ce dobuje da je Hy(Gg3) = 0,
na bu ce ocmamar mephemwa M02a0 00KA3AMU HA UCTNU HAYUH KGO Y NPEMTOOHO] AEMU.

YKOIUKO 03HAUMMO ciaobomHuM qeo xomousomke rpyne H;(G,3) ca F;, a Top3noHu ca
T;, tj. Hi(Gp3) = F; ®T;, Ha OCHOBY TeopeMe O YHUBEP3AJTHUM KOC(PUIWjEHTIMA UMAMO

Hl(én,iiyz) = E D sz'fl-
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Karo je Gns ~ SO(n)/(SO(3) x SO(n —3)) u3 (1.1), To 3mamo Iloenkapeos mou-
HOM 3a G, 3 Ha ocHOBY [10, crp. 494-496|. IloeHrapeoB MOIMHOM HAM YIPABO OTKPUBA
caobonue rpyme Fj;, a Kako je Ha ocHOBY lloenkapeoBe myajHOCTHU

T = T3(n-3)—i-1,

TO ce ompebmBame Koxomomnomkux rpymna ox G,s cBomu Ha onpebuBame TOpP3MOHUX
. 3(n—3
menoBa 1; 3a 4 <1< {%J

Hamomena 3.2.2. Y meopemu 3.1.1 sudeau cmo 0a je jedar 00 2eHepamopa KOLOMOAOUKE
anzebpe H*(én,g; Z) ynpaso Ojaeposa kaaca e(Yy,2). Uemo he sanmcumu v y caywajy k = 3.
Hauwme, Ojaeposa kaaca ys = e(7,3) je nepacmasnwusa y H* (én 3;Z). Y dokazuma meopema
3.2.2, 3.2.3 u 3.2.4 sudehemo da je jedan 00 zeHepamopa KOLOMONOUKE cmze6pe H* (Gn 3;7Z),

san = 6,8,10, Ojaeposa %aaca pacrojewa S* — W3 2 G 3 2de Sp cauka (P v) € W3y y
OPUJERMUCAHY MPOOUMEHIUOHAANRY DABAH KOJY Puw oopehyjy. ¥ yeody nozaasma 2 sudeau

cMO 0aG je 080 PACAOJERE UIOMOPPHO CHEPHOM DACAOTEDY NPUOPYHCEROM OPUJEHMUCAHOM
KAHOHCKOM B8EKMOPCKOM PACAOJERY Vn.3, NG je 3aucma Y3 = e(Vn3).

3.2.3 KoxomoJomka ajaredopa H*(CN}’G,;J,;Z)

Teopema 3.2.2. Unmeepaana xKoxomonowra anzebpa 00 Ggs je dama ca

Z[y3>$47$5]
Go3;
( o5 ) (293793$5;ygax471‘§)

20e cy Y3 € Hg(é&g;Z), = H4(6673;Z) u Ty € H5(é673;Z).

Zoxas. KoxoMmonomke rpyme o 6673 onpebene cy y [16] n nare cy y Tabeau 3.3. Mynru-
IUIMKATUBHY CTPYKTYpPy NeMo oapeanTu Ha APYTW HAUMH y OJHOCY Ha OHAj U3JIO/KEH
y pany [16]. 3uamo na je 1 € H°(Gg3;7Z) remepatop. O3HAUMMO T€HEPATOPE OCTAJUX

Tabena 3.3: Nurerpanue koxomosomke rpyne on Ggs

HETPUBUjaJHUX TPyHIa Cca Y3, T4, T, Y7 U Tg, penoM. 1l HaM je ma mokakeMo ma ce Y7
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U X9 MOTY MPEICTABUTU NMPEKO OCTAJUX T'€eHepaTopa, Kao W Ja OJAPEIUMO CBE pejalluje
y oBoj anrebpu. Ilocmarpajmo caga CepoB CHEKTpaJHU HU3 NPUAPYAKEH PaCiojemy
S? — W3, s Ges. Y Tabemn 3.4 Bummmo E, cTpamy oBOTr crekrpassor Husa. Takobe,
Ha OCHOBY TeopeMe 3.2.1 mMmamo

ZL|T2, T4, Ts)

H*(Wyy3 Z) = (3.2)

(f% - 2547 Eivfg .

211 Ys | T4 | Ts Y7 L9

1

01 Y3 | Ty | Ts Y7 Ty
011234 |5[6]7[8]9

Tabena 3.4: Deneparopu Ha E, cTpaHNM CHEKTPaJHOT HM3a 3a chepHO paciojeme S? —
ng — G673

Hexke penanumje mehy HaBeieHnMX neT remeparopa ciaele u3 TPUBUjaTHOCTH oApehennx
rpyna. Ha nmpumep, y3 = 0 jep je y3 € H(Gg3;Z) = 0. Cmuno 23 =0, 22 = 0 u yzz5 = 0.
Taxobe, umamo u na je 2ys = 0 jep je H3(é673;Z2) > Zs.

Kako je H*(W3;7Z) = 0, To mudpepennujan ds : EY? — E3° mopa 6utu ,Ha”, ma je ds
MHOKEHm€e ca y3. [lpenusnauje, oBaj mupepennujan je Ha remeparopy mar ca dz(l1® s) =
ys®@1, rae je s € H?(S2; Z) remeparop. Cinuno, axo je = € Ey?, onna je ds(x®s) = rys®1.

Ipyna E’° uzomopdua je moarpynu ciobomme rpyte H7(W§1;Z) = Z, Te je m OHA
cama ciaobomHa, Ma 3aKbydyjeMo Oa je TpuBujasHa (jep je KOIUYHUK O E;’O = Zo).
Cavum tum, qupepenuujan ds : E§’2 — E;O Mopa 6utu emumopuzam, crora dz(r,®s) =
yr ® 1, 1j. Y7 = Tays3.

Ocraje jom ma moka:kemo na je rg = x4xs. Ha ocHoBy [23, Teopema 5.9] umamo na
je KOMIIO3UIIja

H’f(é&?,;z) ~ 0 o BFO E,’jfl =N H’“(WQI;Z)

ympaso mpecimkasame sp* : H¥(Ggs; Z) — H*(W$,;Z). TIpuMeTMO a Kako je By =
E20) 10 je sp*: H9<6673;Z) — H(W3; Z) mosOMOD dur3anm.

Crpana FE, npurazana je y tabeau 3.5.

3a k =4 umamo na je B3 = F} = Ff = HY(W3;Z), ma je y 0BOM Cilydajy IpeCIUKa-
Bame sp* m30MOp(duU3aM, Te TeHEePATOp T4 MOsKe 6uTu omabpaH Tako na je sp*(ry) = Ty.
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212|010 |Zy | Z|Z|0]|Zs|0]|Z

0/Z|0|0]|0|Z|Z|0| 0 |0]Z
O(1(23[4|5[|6|7 8|9

Tabena 3.5: E, cTpaHa CIEKTPAJHOT HU3a 3a paciojeme S? — ng — Ge 3

Ca mpyre crpane, 3a k € {5,9} umamo
B = RE = B, = 28, = 25 = 2H(W3, ),

jep je EX 22> pF JFF | =7, W3 osor pasmora remepatope Ty U Ty MOEKEMO omabparu
TaKO na je
sp*(xs) = 25, sp*(xg) = 2T475.
Konauno, nmamo
sp*(z4x5) = 2T4T5 = sp*(xg)

u Sp* je MOHOMODP()U3aM y OUMEH3UjU 9, ma 3aKbydyjeMO Oa je Tg = T4Ts.

OcTaje jom ma ce yBepuMoO 1a je H*(CNJ673; Z) 3aucTta M30MOp(HA KOIUUHUKY U3 HOP-
MyJamnuje teopeMe. Kako je KOXOMoOJIOImKa ajaredpa H*(é&g;Z) TeHepUCaHa ca Y3, Ty U
T5, TOCTOjU enuMopQu3aM

D Z[y3,$4,$5] — H*<G6’3,Z>
Ha ocuoBy npBe Teopeme 0 m3doMoppusMy je

H*(é&g; Z) = Ly, x4, x5)/ ker @,

ma axo ozHaumMo [ = (2y3, ysTs, y3, T3, T2), ocTaje ma mokazkemo ma je ker ® = I. U3 mper-

xomHOr mesa mokasa je oumrsenuo I C ker @, ma mmamo kpaTku Taynu Hu3 AGeaoBuUxX
rpyna

0 — ker ®/1 — Zys, x4, 25/ > H*(Gg3;Z) — 0.
Kopucrehu rabemy 3.3, y3 maso pauyna, MOke ce mposeputu na cy Zlys,xy,xs]|/I

n H*(Ggs;Z) uzomoppue AGieose rpyme. Kako cy oBe rpyne KOHAYHO IeHEPUCAHE,
emmMopduzam P m3 ropmer KpaTrkor TayHOI HU3a Mopa Oumtm m3omopdmsaMm. [lakie,

ker® = 1. ]
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Cauuno kao y npomosunuju 3.1.1, kopumhemem Teopeme O yHUBEP3AJIHUM KOe(u-
[UjeHTHMa MOry ce oxpemutu ciauke reseparopa on H*(Ges;7Z) npm xoMOMOpP(U3MY
P

Hamomena 3.2.3. Hexa je p : 7 — Zy pedykuuja no mooysy 2 u youumo undyko8am To-
momopusam p. : H*(Ges:Z) — H*(Gegz;Zs). Tada umamo pi(ys) = ws, p«(z4) = a4 u
p(T5) = Watls, 20e cy Wy € H*(Ge3;Zs), w3 € H*(Ge3;Zs) u ay € H*(Ge3;Zs) usz meopeme
2.3.9.

3.2.4 Koxomousomka anre6pa H*(Gys; Z)

Teopema 3.2.3. Unmezparha KOromorowka anzedbpa 00 6873 je

Z[y3,$4,.’ﬂ7]
(2y3a Y3y, yga xi? x%) ’

H* (és,g; Z) =

20e cy y3 € HS(CNJ&;),;Z), x4 € H4(C~¥873;Z) ux7 € H7(CN¥8’3;Z).
Zokas. Tloenkapeos moauHOM 3a C~¥873 moske ce nahim y [10, cTp. 496] u jennak je
p(é&g) =142t +2" + 28+ 2! + 21,

ma 3HaMO CBe CJIODOIHE mesoBe KOXOMOJIOmEKuX rpymna. Crora, Ha OCHOBY IOUCKYyCH]je
u3 omesbka 3.2.2, ocTaje ma oapeauMo Top3mone menose Ty, 15, T u T;. Koxomomomke
rpyne oxn (g3 mare cy y Ttabemm 3.6.

k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘ 7 ‘ 8 ‘9‘10‘ 11 ‘12‘13‘14‘15
HGew2) |Z|0]0|2 | 2|00 | T | 2ot |zon || 1 [zZen | 0 [2.] 0 | 2

Tabena 3.6: MaTerpanue xoxomosomke rpyne on Ggs

Y teopemnu 3.2.1 mokaszaau cMO nga je

Z[iéa j67 ',E7]

H*(W28,1SZ) = (3.3)

(i’% - 2'%67 f%? Q_’%) .

ITocmarpajymo CepoB CHEKTPaJHM HU3 OPUAPYAKEH chepHOM paciojemy S? — W;l 2,

Ggs. Crpana Ey; OBOI CIEKTpaJHOI HU3a naTa je y Tabemn 3.7.
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212010 | Ze |Z Ty |T5 | 2T | ZDT7 |Ts |15 | ZBTy| 0 |Zy| O | Z

01Z 0|0 |Zy | Z\|\Ty|T5 | ZBTs |ZDT7 | Ts |15 | ZBTy| 0 |Zo| O | Z
oO(1(2, 34|56 ]| 7 8 19110 11 12 113114 | 15

Tabena 3.7: E, cTpaHa CHEKTpaJHOT HU3a 3a paciaojeme S2 — Wi, — Gs3

Kako je meo cmekrpainu HU3 caAp:kKaH y OBE BPCTE, jeAUHU TUPEPEHIUjaT KOju
MOsKke OuTu HerpuBujasdan je ds. larme, Fy = Fs u By = F5 = --- = E. 35amo na je
H5(W§1; Z) = 0, ma mudpepenmmjan ds : Ey° — Ey° Mopa 6urn ,ua” u 360r Tora je Ty = 0.
Takobe, u3 ucror pasmora u ds : E;f”? — E§’° Mopa butu ,,1-17, ma T5 canp:xu ereMeHT
pepa asa. Ca apyre crpame, H'?(W$;Z) = 0 na je u mupepenuumjan ds : E"% — By
,,1-17 crora T5 mopa 6butu nzoMopdHa noarpynu on Zs. Kako T5 cagp:xu ereMeHT pena
nBa, Ty = Zy. IlomTo je E§’2 =T, = 0, mudepennujan ds : E§’2 — E§’O je TpuBHMjaJaH,
na je ES? = Z @® Tr. V3 (3.3) Bumumo na je H¥(W3,;Z) crobomna, ma meHa MOATPYIA
E30 mopa takobe 6utu caobomna, Tj. Ty = 0. Cavuan apryMeHT MOKEeMO MPUMEHUTU U
wa H(W3;Z). Tpyna H?(W$;7Z) je cnoGonua, ma u mena moarpyna E2° mopa Guru
cnobomna, a kKako je B2’ uzomopdua moarpymu on Ty, 3akmyuyjemo na je E%0 = 0. Ila
6u 6mro E2° = 0, madepennujan ds : Ee” — Ey° Tpeba Gurn ,Ha”, a kako je Ty = Zo,
TO je Ty m3oMopdHA IOATPYNN OX Zy, Ia OocTaje joum ma oxpemumo na jau je 1g =0 mam
Ts = Zs. ~

Y Tabenu 3.8 marte cy koxomonomke rpyne on (s 3 ca Z u Zy koepunujerruma. Bpery
ca Zo KoeunujeHTrMa 100mjaMo KopuiIihemeM MHTerpajJHe KOXOMOJIOTje U TeopeMe O
YHUBEP3aJIHUM KO€(OUIjeHTUMA

H*(Gy3: Zs) = (H’f(ég,g; 7)® Zg) @ Tor(H (s 3, Z), Zs).

k 01123 |4/|5 6 7 8 9 10|11 |12 |13 | 14| 15
Hk(ég,g; Z)|Z|0|0|Zy|Z | O Ly 7.®Ts Z T Zo | Z | O |Zy| O | Z
Hk(é&g; Zg) Zg 0 ZQ ZQ Zz ZQ ZQ D TG ZQ D TG Zz D TG ZQ D TG Z2 Zz Zg Zg 0 Zz

Tabena 3.8: Koxomonoruja on Ggs ca Z u Zs KoepUIujeHTHIMA
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Ha ocuoBy mpumepa 2.3.1, H6<ég’3; Zs) = Zy. VI3 Tabene 3.8 Buaumo na je H6<ég’3; ZLs) =
Zo & Ty, ma je Ty = 0. B

Ilakne, ogpenuan CMO CBe MHTErPAaJHe KOXOMOJIOmKe rpyme on (g3 U OHE CY Ipe-
ctaBJ/beHe y Tabenu 3.9.

k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15
HGon2) |2] 0102 2]0] 2 |2|2] 0] 2] 2 | 0 | 2] 0|

Tabena 3.9: Wurerpasnne xkoxomonomke rpyne on (g

Cama heMo ompemuTy MyJITUINIMKATUBHY CTPYKTYPY KOXOMOJIOIIKE ajrebpe H*(ég,g; 7)
Ha CJMYaH HAUMH Kao y AOKasy Teopeme 3.2.2. O3HaumMo Hajope reHepaTope KOXOMo-
nomkux rpyna H'(Gss;Z), i € {3,4,6,7,8,10,11,13,15}, ca ys, 24, Y, 7, Ts, Y10, T11, Y13, L15,
penom. OBuU remeparopu cy mpencraBberu y tabeau 3.10.

2|1 Y3 | X4 Yo | T7 | T8 Y10 | T11 Y13 15

1

01 Yz | Ta Yo | T7 | Tg Y10 | T11 Y13 15
0(1(23 (4|56 |7 |8[|9]10|11 12|13 |14 15

Tabena 3.10: T'emepaTopu E, crpame CIekTpaiHOr HU3a 3a paciaojeme S — W3, — Gys

Kao un xonm ompebuBama H*(é&g;Z), IUJb HAM je Oa MOKa:KeMO na Ce TeHepaTopu Yg,
T8, Y10, L11, Y13, £15 MOTY MPEACTABUTUA TPEKO TE€HEPATOPA Y3, T4 U T7, KAO U A BasKe pe-
Janyje HaBeneHe y (opMyIanuju TeopeMe.

W3 TpuBmMjasHOCTU HEKUX KOXOMOJOIIKMAX I'Pyla, OaAMaX HOoOMjaMo MmojeauHe pea-
nuje. Koukperno,

ys =0,2]=0,22=0
jep OBM eJIEMEHTM NPUIaajy TPUBUjAJHUM T'pyHaMa.

Cana hemo ompemuru mudepenuujan ds. M3 (3.3) Bumumo na je H*(W3;Z) = 0,
na je mudepennujasa ds : Eg’Q — Eg”o emmMopdu3amM, Tj. d3 je ynpaBo MHOKEHE Ca Us3.
Hawnme, ykonuko osaummo ca s € H?(S?% Z) renepartop, onzna je d3(1 ® s) = y3® 1, na
u 3a CBe T € E§’2 je d3(x ® s) = zys ® 1. [lpumernnu cmo na je ds : E§’2 — E?(:‘,o ,1-17, a
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s 32 A 6,0 A : . . .
Kako je B3® = By = Zy, TO je oBaj muepeHnujas m3oMop@usaM, Ia 3akbydyjeMo na
je
2
Yo = Y3-

Cnuuno nobujaMo m pesamnuje

2
Y10 = Y3T7, Y13 = YsYio = Yzx7.

Iame, mudepennujan ds : E§’2 — E’g’o ciuka Z y Z, na je dz MHOKEHE HEKUM IeJIUM
6pojem, amu kaxo je HO(W$;7Z) = H'(W$;7Z) = Z, to oBaj mupepenmumjan Mopa Guru
tpuBujangan. Crora,

ysry = 0.
Ila GucMoO mOKa3aJM Aa Ce W IPEeoCcTalia TPU F'eHepaTopa Tg,T1] U T15 MOTY U3Pa3U-

TU OPEKO OCTAJMUX, MOTPEeBHO je na Kao u y moka3y reopeme 3.2.2 MCKOpucTuMo |23,
TeopeMa 5.9] Koja Kaske ma je KOMIIO3UIU]a

HYGs3:Z) = By — By — - — By — EX) = Ff C HY(W,;Z)

3ampaBo MpecianKaBame sp* : Hk<ég’3;z> — Hk(Wil;Z). Axko je k € {4,7,8,11,15}, ouna
E§’0 = E!féo, ma je sp* y oBuM muMen3sujama umHjeknuja. CepoBOM CHEKTPAJIHOM HU3Y
paciojema S* — W3 2, Gys mpuapysxena je ¢pumrpammja

0CF CF_,C-CF CFy=HWy;Z),

u pu Tome je ELTP = FN/ETL
Kana je k € {4,7,11} muamo EX° = Ff = Ff = HYW3;Z), na je sp* : H*(Gs3Z) —
Hk(Wil; 7)) nzomopduzam. To 3HAUM na reHepaTope Ty, Ty U T1;3 MOKEMO 04abpaTU TaKO
& BasKuU
sp*(z4) = T35, sp*(x7) = T7, sp*(z11) = T3T7. (3.4)

Ca npyre ctpamne, 3a k € {8,15} je EX22 > FF | /FF | & 7, na umamo
EN) > Ff = Fy | =2F , =2F; =2H"(W},;Z).
Crora remeparope Is U 15 MOKEMO 0#abpaTH TAKO 14 BarKN
sp*(xs) = 2Ta9T6, sp™(T15) = 2T2T6T7. (3.5)
Capna Ha ocHOBy (3.3), (3.4) u (3.5) mmamo
sp*(ws) = 22576 = Ty = sp”(23),

“(z11) = 53537 = sp”(x427), (3.6)

(
*(1'15) = 2f2f6i‘7 = i’gﬂ_h = Sp* ($Zl’7)

sp
sp
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Kormauno, npuMmernnu cmo na je sp* MoHomopduzaM y muMmensmjama 8,11 m 15, ma u3
(3.6) nobujamo ma Baske pesnanuje

2 2
Tg = Ty, T11 = T4T7, T15 = TyX7

y H*(Gs3;Z).
Cana ce Ha MCTM HauMH Kao y OOKa3y Teopeme 3.2.2 TOKake Ha je KOXOMOJIOIIKA
asnrebpa H*((Gy3;7Z) 3aucra n3oMOp(HA KOJIUYHUKY U3 GOPMyJIalyje Teopeme. []

Ha canuan mauun kao u y nponosummju 3.1.1, Moske ce ompennuTn y mra ce CIUKa]y
reaeparopu on H*(Ggs;Z) y H*(Gs3;Zy) Ipy IPECIUKABALY .

Hamomena 3.2.4. Hexa je p : 7 — Zo pedykyuja no mooyay 2 u youumo urkdykosar To-
MOMOpPusam py H*(é&g;Z) — H*(é&;;;ZQ). IIpu o8om TomomopPusmy eerepamopu 00
H*(é&g; Z) caukajy ce y eenmepamope 00 H*(CNJ&?); Z3). Konkpemno, p.(ys) = W3, p«(x4) = w3
u ps(x7) = a7, 20e cy Wqy € H2<ég’3;Z2), W3 € H3(ég,3;Z2) uay € H7(5873;Z2) u3 meopeme
2.3.6.

3.2.5 Koxomousomka anre6pa H*(Gys;Z)

Y HapemHoj TeopeMu nokaszahemo ma je KOXOMOJOIIKA ajaredpa o 61073 n3oMophHA
KOJIMYHWKY TIOJTMHOMUjaJIHe aaredbpe Hal neT Heoapebenux u cyme uneana Z u J. Rako
je muoroctpykoct Gig3 mamensuje 21, suamo na je H*(Gio3;Z) = 0 3a k > 21, te hiemo
3a umeaa J y3eTu maeas T€HepUucaH CBUM MOHOMUMAa KOXOMOJIOIIKe auMenH3uje Behe on
21. Ca ngpyre crpane, nneaa Z he 6uTu reHepucan CBUM IMOJIUHOMUMA KOJU OATOBAPAjy
peramujaMa y KOXOMOJIOIIKUM TpynaMa no auMmensuje 21.

Teopema 3.2.4. Hnmezpasna Koromosowxa arzebpa 00 61073 je

~ Z[y37 Ty, T9, T12, C(:13]

IT+J ’

H*(élo,:&; Z)
20e cyys € H¥(Ghos; Z), 1 € H(Grog; Z), i = 4,9,12,13, udean T je 2eMepucar nosunomuma

3 9 2 3
2y3, Y3, Y3Ta, Y3Ty, Ty — 2T12, Y3Tg, T4y — 2T13,

2 2 2 2
Y3T13 — TaT12, Tg, Y3zT12, TyT12, T9X12 — TyT13,

00k je udean J 2eHEPUCAH MOHOMUMG

yarbrsalyat, maxeum da je 3a + 4b+ 9c + 12d + 13e > 21.
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Lloxas. TloenkapeoB MOJIMHOM 34 él(),g nosuat je u3 [10, ctp. 496] n jenmax je
p(Grog) = 1+ a* + 2% +2° + 2" + 2% 4 217 4 2,

na cy muMe onpeberm crnobomHM nesoBu KoxoMoJomkiux rpyna onx Ghgs. V3 osor mo-

auHOMa U Jeme 3.2.1 mobumjamo ma cy koxomojomke rpyme onx Gips ca meIobpojHUM
KOoe(UIjeHTUMa YIPaBO

H*(élo,fi; Z) = (Za O) 07 ZQ) Z7 T47 T57 T67 L ¥ T7a Z b TS) T97 TIO) Z % T97
Z @ T87T77T67T57 L S T47 07227 O7Z>

Cnenehu ropak je ma oapeauMo cemaM HEMO3HATUX TOP3UOHUX TPYIIA.
Ha ocuoBy teopeme 3.2.1, umamo na je

Z[£27£87£9]

H*(W,0;Z) = (3.7)

(i‘% - 2j87 i‘gv fg) .
[TocmaTpajmo, kao 1 y panujuM nokaszmuMa, CepoB CIEKTPAaJIHU HU3 IPUAPYKEH CHepHOM
paciojemy S? — WQH{ 2 Gho3, ®a0 u pacaojeme SO(3) — Vigs =N Gio3 TOE ¢ CIuKa
TPOJKY JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA Y OPUJEHTUCAHY TPOJAUMEH3UOHAJHY PaBaH KOJy
tu Bekropu onpebyjy. U3 [8, reopema 2.3] mmamo msomopduzam anrebpu

Zi\vg, Vg, U
H*(Vio3; Z) & [vs, 9, V1] (3.8)

- 2 .2 .2 )
(2U87 g, Vg, V15, USU15>

2

rzue je v; € H'(Vio3;7Z), 3a v =8,9,15.

3a cmexTpajHM HEU3 KOjU OArosapa paciojemy S* — W39 % Ghos xopuctuliemo
o3Haky E, mok hemo 3a cnekrpannu HU3 Koju oarosapa paciojemy SO(3) — Vigs =N 610,3
KOPUCTUTH O3HAKY F.

Jemuen HeTpuBHMjasiaH aUdepeHIjaJ y IPBOM CIEKTpajJHOM HuU3y je dz. Kako je
H(W3$,Z) = 0, 1o je dy : E3* — B3 ,ma”, ma je Ty = 0. Coramo, kako je H3(W34;Z) =
Z, to cnuka mupepeHnujaga ds : E§’2 — ES’O Mopa owmtu 17, a Kako je E§’2 =T, =0,
10 je u Ty = 0. Hame, rpyma H°(W,Y;Z) je cnoboxmma, ma je u mena moarpyma EJ
takobhe caobomua, Te ds : E§’2 — E§’° Mopa Outu enmmopouszam. Ca apyre crpane,
H5(W212;Z) =0, ma ds : E§’2 — Eg’o MOpa OuTHM M MOHOMODP(QU3aM, Tj. 3aKbYyUIyjeMO na
je oBaj mudepennujas mzoMopusam, na je Iy = Z,.

Y tabenn 3.11 Buaumo Apyry CTpaHy CIEKTPaJHOT HU3a L.

Kaxo je HY(W}9;Z) = Z, To mena moarpyma E%° mopa 6utu cnobonma, ma ds : By” —
Eg’o cimuka Zo Ha Ty, Tj. rpyna Ty m3omopdHa je KOIUYHUKY on Zo. VI3 Teopeme o
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21Z|0|0|Zy |Z |0 |Z |T6|Z|ZDTg | Ty |Tho | ZPTy | ZPBTs| 0 |Ts |Zo| Z | 0 |Zy| 0 | Z

0[Z|0|0|Zy|Z |0 |Z |Ts|Z|ZDTg | Ty |Tio | ZPTy | ZBTs| 0 |Ts|Zo| Z | 0 |Zy| 0 | Z
0/1(2,3 (4|56 7|8 9 |10]11 12 13 14 115116 | 17|18 |19 |20 |21

TaGena 3.11: E, crpama cnekTpajsor Hu3a 3a paciaojeme S° — W3l — G

yHUBep3anHMM Koedunujentuma mamo na je H8(Gos; Zo) = Zy & T, a y [18] moxazamo
je ma je H8(610,3;Z2) = Z,, na 3armpyuyjemo Ty = 0.

Y tabenm 3.12 BUAMMO €0 CHEKTPAJHOT HU3A NPUAPYKEHOD APYTOM PACIOjemy.
I'pyma H'®(Vigs;Z) je tpuBujamna u3 (3.8), ma je ds : E3"? — E3”° msomopdumsam u

Eig’o = 0. OmaBne 3armyuyjemo ma je ds : E215’3 — £?217’2 MOHOMOp(dU3aM jep je OBO

3 0 Ts Zo | Z | 0 |Zy| O

2 | Tor(Ty, Zo) | Te ® Zo © 7o | Zo | Zo | Zy | Z | O

1

0 0 T, Zo | Z | 0 |2Zy| 0
14 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20

Tabena 3.12: Ileo E, crpane cnekTpajisor Huza 3a paciojeme SO(3) — Vigs — 51073

jenuHu nudepeHnujal ca JOMEHOM Eiw’. Ca nmpyre cTrpane, Kako je ng(Vm,g;Z) =0 u3
(3.8), To oBaj mudpepenuujas Mopa OUTH 1 enUMOPPU3aM 1a 3aKbydyjeMo na je Tg = Zs.

Bpatumo ce cana Ha npBu cuekrpasan Hu3 1 Tabery 3.11. Iudpepennujan ds : Eg’Q —
E;O’O Mopa 6utu enumopdusam jep je E%0 crobomma kao moarpyma cmoGomme rpyme
H(W3%;Z). Tlomto je Ey? = Ty = Zy, rpyna Ty je wmu TPUBHjaHA WIH M30MODQHA
Zs. llpumeHoM TEOpeMe O YHUBEP3AJHUM KOEPUIMjeHTUMa UMaMO 14 je Hg(élo’g;ZQ) &
Zo ® Ty, a 'y [18] je morazano ma je oBa rpymna m3oMop¢Ha rpynu Zs, na je Tg = 0.

[Ipeocraje mam ma ogpemnmumo jom Tio. Y Tabemau 3.13 mpukasaH je ApDyTHW IEO CIEK-
TpaJHOr Hu3a 3a paciuojeme SO(3) = Vigs — Gios.

U3 (3.8) Buamvo ma je H'(Vigs; Z) = 0, ma je ds : B3>® — E3”° usomop¢usam. Crora
jemmHN nudepeHnujal ca JOMEHOM E’;l’?’ KOjU MO:Xe OUTU HeTpuBUjaJaH je ds : E'211’3 —
E)»* u om mMopa Guri MoHOMOD¢U3aM, jep je rpyima H'Y(Vi03;Z) Tpusujanua. lakue,

rpyna Tjp uzomopdHua je moarpynu ox Zs. M3 [18] umamo nma je Hw(élog,;Zg) = 0, ma
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3 0 Tw |Z|Z|0| 2Z

2 | Tor(Tio, Zo) | Tio ® Zy | Zy | Zy | Ty | Zoy & Zoy

1

0 0 Tw |Z|Z|0| 2Z
10 11 |12|13|14] 15

Tabena 3.13: Ileo E, cTpane crnekTpajiHor Huza 3a paciojeme SO(3) — Vigz — 51073

3akmyuyjemo na je u Tiy = 0.
Korauno, nHTErpaiHE KOXOMOJIOIIKE Ipyne nate cy y Ttabenu 3.14.
k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘20‘21
HGos2) | 2]0] 0|2 |2]0] 2% |2]2] 0] 0|2 2|0 %]z 2|0 |Z] 0] 2

Tabena 3.14: MaTerpasgna KOXOMOJIOTH]a O 61073

Osuraunmo oarosapajyhe remeparope ca ys, T4, Yo, Y7, Ts, L9, T12, T13, Y15, Y16, 17, Y19, LTo1 -
Kenmumo nma mokazkeMo na ce CBU TeHepaTOPU MOTY U3PA3UTU MPEKO Y3, Lq, Tg, T12 U T13,
Ka0 U [a Baske pejaluje HaBeleHe y (GOPMYJIalju TeOpeMe.

Jenvem HeTpuBHjasHN AUPEpEHIUjal Yy NPBOM CIEKTPAJIHOM HU3Y je d3 M CIMYHO
Ka0 y MPETXOMHUM [IOKa3UMa MOKEMO 3aKbYUUTU Aa je d3 yIpaBO MHOKEHE Ca U3.
[perusuuje, yromuko je s € HX(S%Z), ouna je ds - Ey® — EX™% nar ca ds(z @ s) =
zys @ 1.

U3 (3.7) Buoumo gma cy cse koxomosomke rpyme H"(W34;7Z) crnoGomme. 3aro cy u
Ek0 cpe crobomme, ma je ds : E§’2 — E§+3’0 erumopdusam 3a k € {0,3,4,12,13,16} (B.
tabeny 3.15), omaksie nobujamo na Baske cienehe penanuje

2 _ _ _ 2
Y6 = Y3, Y7 = Y3Tq, Y15 = Y3T12, Y16 = Y3T13, Y19 = Y3x13,

ma CMO T€HEPaToOpe Ys, Y7, Y15, Y16 U Y19 »CIUMUHUCAINA , Tj. U3PA3UIN CMO UX MOMONY
OoCTaJInX.
[Toroso kopucTumo [23, Teopema 5.9] Koja Kaxke na je KOMIO3UIUja

HYGuosiZ) = By — B3 — - — Eify — B = Ff C HX(W,%:2)
npecaukasame sp* 1 H¥(Gios; Z) — HFW,S:Z).
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Y Tabenm 3.15 BuamMo F3 cTpaHy CHEKTPAJIHOT HU3a U Y HO0] UCTAKHyTe HETPUBU-
jamue mupepennujasne. Takobe, mumensuje y kojuma je koxomosoruja o Wil merpusu-
jasHa cy momebJibaHe.

21ZJ0 0| Zo\ZNO |Zo |Zo | Z\|Z | O | O | Z] Z~ O | Zo |ZeN Z | O | Zo| O | Z

O0|Z|O0|0MZy |Z|O0P2y 2o |Z|Z| 0 | 0 |Z |Z |0 PlaPZo| Z | 0 P2y| 0| Z
0|12 3|4|5|6 |7 (891011 |12 13|14 |15 |16 |17 18|19 |20 |21

TaGena 3.15: F3 crpaHa CHeKTPaJHOr Hu3a 3a paciojeme S* — W30 — Gios

N3 rabene 3.15 Bumumo ma 3a k € {4,8,9,12,13,17,21} Basku E§’0 = E* majey
OBUM OUMEH3HMjaMa IpeciukaBambe sp° MOHOMOD(U3aM.
Hexka je
0CFPCFE  C---CFCF =H'(W,%7Z)

¢unTpanmja TpUApYy:KEHA OPBOM cHeKTpasHoM Huly. Axo k € {4,12,13} umamo nma je
ERO > k= [F = Hk(WQIE; Z), na sp* cauka renepatop on H¥(Gig3;7Z) y onrosapajyhin
regeparop ox HY(W34;7Z), Tj. 24,212 1 213 MOXKEMO 04abpATU TAKO Ha BAKM
sp*(xyg) = T3, sp*(x12) = Tols, sp*(w13) = Toly. (3.9)
Ca mpyre crpane, 3a k € {8,9,17,21} umamo
PRV B = B = 28E, = 2R = 20 ),
jep je Efo’2’2 = F,ffz/Flff1 > 7o, a MOKEMO omabpaTu I, Tg,L17 U Ty TAKO O BaKWU

Sp*(QTg) = 2@'8, sp*(xg) = 2f9, Sp*(l'17) = Qi'gfg, Sp*($21) = QEgi‘gfg. (310)

Cana u3 (3.7), (3.9) u (3.10) mobujamo
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a Kako je sp* MOHOMOp(dHM3aM y OBMM AnMeH3ujama, mnobujamo ma y H*(Gios;7Z) Bake
penamnuje

2 I _ _ ) _
Ty = Ty, 2212 = Ly, 2x13 = T4Ty, Ti7 = T4T13, Tol = TyX13 = T9X12-

Iakme, 3axkpydyjeMo Oa je 1meiaa aaredpa H*(él(w; 7) reHepucaHa ca ImeT reHepaTropa
Y3, T4, T9,T12 U T13.

Heke penanuje ciaenme u3 TpuBujaHoCTU OApeheHUX KOXOMOJIOMEKUX rpymna. Tako je
pemumo yixy = 0, ys3zi = 0, 23 = 0, yazz = 0, 23715 = yzxazi3 = 0 jep ce cBu OBH
€JIEMEeHTHU HaJla3€e Y TPUBUjAJIHNM KOXOMOJIOMIKUM rpynamMa. Takobhe, mpousBon ys 1 OUI0
KOT' JIPYTOT eJIEMEHTa MOpa OUTU TPUBHUjAJAH YKOJIUKO IPUIALA TOP3UOHO CJI0DO0MTHO]
rpynu, na je tako ys = 0 u ysre = 0. ame, yizhz§zdyrs, = 0 kax rox je 3a + 4b + 9e +
12d 4+ 13e > 21 jep je 61073 MHOT'OCTPYKOCT numensuje 21.

OcTano je jom ma ce yBEpUMO na BaKU Y3T13 = T4T12.

N3 [18, mponosunuja 3.1] nmamo

H4(é10,3;Zz) = Zo{w3), Hu(élo,:’,;zz) = Zo(a12), Hlﬁ(élo,:’,;Zz) = Zo{wW3a12),

a IPUPOITHOCT y TEOPEMU O YHUBEP3AJHUM KOoe(pUIMjeHTUMAa faje ciaenehu KoMy TaTuBHI
orjarpaM.

0 — Ext(Hy—1(G13),Z) — H"(G103;Z) — Hom(Hy(Gro3),Z) — 0

0-> EXt(kal(éloﬁ),ZQ) — Hk(él(Lg;ZQ) — Hom(Hk(é1073),Zg) -0

3a k=4 je B N
EXt(H}C_1<G1073), Z) = EXt(Hk_l(Gl()?g), ZQ) = 0

1 XOMOMOpOU3aM py : Hom(H4((§’10’3),Z) — HOH](H4(§10’3>,Z2) je ,HA”, ma je m p, :
H4(61073;Z) — H4(61073;Z2) yHa” . Ilakae, p,(r4) = ws. Cnuuno Baxku u 3a k = 12, ma je
ps(T12) = a12. Komauno, p.(r4712) = Waas # 0, ma je z4r12 # 0, Tj. 14712 = Y3T13. N
Cnuuso Kao y nokasy teopeme 3.2.2 mokasyje ga je koxomouonka anredpa H*(Gyos; Z)
n30MOp(HA KOJIWYHUKY M3 POpMyJanuje TeOpeMe. ]

Hamomena 3.2.5. Kaxo je Z[ys, 14, T9, 212, 113] Hemepun npcmen, mozyhe je nahu xonavan
ckyn eenepamopa 3a udeas L+J uz meopeme 3.2.4. Jedan navwun da ce dobuje 08aj KOHa%aAH
cKyn zenepamopa je 0a kpenemo 00 zewepamopa udeasa L u onda 0a nposepasamo pedom
monome yirhrsrl, xS, 20e je 3a + 4b+ 9c + 12d + 13e = k sa k = 22,23,24,... u yxoauko
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newu yiabaird,as, nuje y I, dodamo za na aucmy zenepamopa udeana L + J. Osy nposepy

dosonno je ypadumu do dumensuje 34 jep je ceaxu monom ysabaiard,as, cmenena eehez 00
34 deswus HEKUM MOHOMOM cmenena usmehy 22 u 34.

Kada obasumo onucany npoyedypy sudumo da je na zenepamope 00 L nompebro dodamu
jow camo wemupu Hosa eewepamopa. Haume, T + J je zenepucan zenepamopuma 00 L u
000aMHO MOHOMUMA ToT13, T3y, T12T13 U Tis.

Konauno, xoromonrowxa anrzebpa 00 61073 je

~ Zlys, T4, Ty, T12, T13]

* ~ .
H (G10,3vz)
20e je udean K zenepucar noAUHOMUMA

3 .2 2 .3

23, Y5, Y3Ta, Y3Ty, Ty — 2T12, Y3Tg, TaTy — 2713,
2 2 2 2

Y3T13 — TaT12, Tg, Y3T12, TyT12, T9T12 — TyT13,

2 2
T9Z13, T19, T12213, Ti3-

Hamomena 3.2.6. Cauuno xao u y nanomenama 3.2.3 u 3.2.4, axo je p : Z — Zy pedyxuyuja
no moodyay 2, onoda ce ucnocmas.ma 0a je

pe(ys) = Wa, pulwa) = Wy, pu(9) = Wythy, pulw12) = Uiz, pu(13) = Az,

20e cy Wo, W3, A12 U A13 2eHepamopu u3 meopeme 2.3.2.

3.3 IlIpersen mo3marux pe3yJrara 3a k > 4

WMaTterpanua KoxoMoJoTuja OprjeHTUCAHNX |'pacMaHnjaHa je 3acana ciiabo ucuuTa-
Ha. Bunmenu cmo Beh y cuyuajy £ = 3 ma TpeHyTHO MMaMO IMOTIIYH ONWUC WHTErPaJIHe
koxomosoruje camo 3a n € {6,8 10}. Ocum IloenkapeoBux monumuOMa (KOjU Ce PEIUMO
mory npouuratu u3 [10, cTp. 494-496]), mano Tora ce 3Ha O KOXOMOJIOTUjUA O CN}mk,
k > 4. Y cropuje Bpeme, HapeIak y UCIUTUBAY H*(én,k;Z) 3a k > 4 ocTBapuiu cy
Mamnanroc u Benr y [21], a y oBoM ozmesmky hiemMo HaBecTu map TJIaBHUX Pe3yJTara U3
TOT paja, KAa0 U HEKa OYEKUBarmha ayTopa.

[Tosraro je ma y mHTerpannoj xoxomosoruju I'pacmanoBux MHOrocrpykoctu G, i
MoOzke OuTM camo 2-Topsuje, Ha ce IPUPOAHO MOCTaB/ba MUTAHE [a JIM TO BasKU U KO
opujenTucamux I'pacManoBux MHOrOCTPYKOCTH G ). Y TeOpemama 3.2.2, 3.2.3 u 3.2.4
ce jecTe mojaBuiia caMo 2-TOp3uja, aju OoBO Hehe BaskuTm 3a mpou3BosbHO n. Haumme, y
[21, Teopema 8.8] je morasama ciaenehia Teopema.

Teopema 3.3.1. Hexa jet > 4.
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(a) Hocmoju waaca peda 4 y H2 Y (Gy_15; 7).
(6) Hocmoju kaaca peda 4y H*(Gor ;7).

Ca_mpyre cTpane, UCHOCTaBba Ce Ja HUMTA OCUM 4-TOp3WUje HE MOke Ja ce TojaBu
y H*(Gnx;Z), o uemy roBopu HapenHa teopema (B. [21, mocuaemuna 3.2]).

Teopema 3.3.2. YV unmezpaanoj koromonozuju opujernmucane I'pacmarose MHo20cmpyro-
CMU MONCE CE NOJABUMU CaMO 2-mop3uja usu 4-mop3auja, mj.

4 Tor (H*(émk; Z)) = 0.

Y [21, upernocTtaBka 8.6] cy HaBeleHe M HEKe NPETIOCTABKE, KOje CY MOTUBUCAHE
KOMIIjYTEPCKOM MPOBEPOM MamuX AuMeH3uja. KOHKpeTHO, ayTopu OUeKyjy ma he Ba-
KUTHA cieneha yerupu TBphema.

(1) Axo je k <4, ouna y H*(G,x;Z) sema 4-top3uje.
(2) Aro je 1 <k <2'—1 u k menapan, onga y H*(ézt7k;z> HeMma 4-topsuje.
(3) Axo je k > 6 mapaH, u akO O3HAYNMO

c=min {k(n —2"7") + 271 —2,2" — 2},

onma nocroju knaca pena 4y H™Y G, x; Z).

(4) Heka je k > 5 memapho, t > 5 u 27! < n < 2'. Ako je n > EE271 onna mocrojn

knaca pexa 4y H* Gy 7).
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Npwunor 1.

MU3jasa o aytopcTBy

Mornucauun-a ___Munuua JosaHosuh

6poj ynuca __2015/2018

U3jaBmbyjem

Aa je AoKTOpCKa AucepTauuja noa HacnosoM

Koxomonouwka anrebpa CpacMaHoBUX MHOrOCTPYKOCTW OpPUjEHTUCaHUX

TPOAUMEH3NOHANHUX PAaBHU Y eYKNWACKOM NPOCTOPY

¢ pes3ynrtar ConcCraeHor ucTtpaxueadkor paga,

e [a npeanoxeHa aucepraumja y UenuHu H1 y aenosuma Huje 6una npeanoxexa
3a pobujae 6uno koje Aunnome npema CTyAVJCKUM nporpamuma Apyrux
BMCOKOLLKONCKNX YCTaHOBa,

* [a cy pe3yntaTtv KOPEKTHO HaBeAeHU U

* [a HWCaM Kpwwuo/na ayTopcka npaBa WM KOPUCTMO WHTENEKTyanHy CBOjUHY
APYrvX nuua.

MoTnuc gokTopanaa

tsssgs Tluebecds—

Y beorpagy, 23.42. 2024 .




Mpunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTH LITAMNaHe U efieKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOpPCKOr paga

Wwme v npeaume aytopa ___Munuua Josaxosuh

Bpoj ynuca 201572018

Cryaujcku nporpam Maremaruka

Hacnos paga _Koxomonouwka anre6pa pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU OPUjEHTUCaHUX
TPOAUMEH3NOHANHUX PABHU Y EYKNUACKOM NPOCTOpY

MeHnTop npod. ap Bpanucnas MNpsynosuh

MoTtnucanm Munuua JosaHosuh

u3jasrbyjeM Aa je wramnaHa Bepanja MOr AOKTOPCKOr pafa UCTOBETHA ENeKTPOHCKO)j
BEpauju Kojy cam npepao/na 3a ofjaerbuBake Ha noprany [ururanHor
penosuTopujyma Yuusepauterta y Beorpaay.

fossorbasam aa ce objase MOju NUYHM Noaauu BelaHw 3a Aobujare akaaemcKkor
3Baba AOKTOpa Hayka, kao LTO Cy UMe U npe3ume, roauHa n MecTo pofjiera u gatym
oabpaHe paaa.

OBu nuuyHu nopauu Mory ce 06jaBUTM Ha MpPEXHAM CTpaHuuama AavrutanHe
GubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM Katanory 1 y nyénukauujama Yxusepauteta y Beorpaay.

Mortnuc pokTopaxaa

sy Thauclutts-

Y Beorpagy, _2+. 12. 2024.




Mpwunor 3.

MU3jaBa o kopuwhetwy

Osnawhyjem Yuusepautercky 6ubnuoreky ,Ceetoszap Mapkosuh® ga y [Ourutantu
penoauTopujym YHusepauteta y bBeorpagy yHece MOjy AOKTOPCKY AucepTtauujy noa
HacnoBoMm:

Koxomonowka anre6pa pacMaHoOBUX MHOrOCTPYKOCTHU OPUEHTUCAHUX
TPOANMEH3UOHANHUX PABHU Y €YKNUACKOM NPOCTOPY

KOja je Moje ayTopcko Aeno.

Aucepraumjy ca ceum npuno3nma npegao/na cam y enekTpoHCcKoM hopmary norogHoM
3a TPajHO apxvBMpatse.

Mojy aokTopcky avceprauujy noxparweHy y [lurutaniu penoautopujym YHusepauteta
y Beorpaany mory na kopucte csu Koju nowTyjy oapeabe cagpxaxe y ogabpaHom tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajeanuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyuuo/na.

1. AytopcTeo
2. AyTOpCTBO - HeKOMepUMjanHo
3. AyTopcTBo — HekoMmepumjanHo — 6e3 npepapge
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLWMjanHO — AENUTU NOA UCTUM YCNoBUMaA
5. Aytopcteo — 6e3 npepane
@Ayropcrao — AEenuTU NoA UCTUM YCNoBUMa

(Monumo aa 3aokpyxute camo jeaHy OA LWeCT NOHYNeHUX NWUUeHUMW, KpaTak onuc
nuueHuw aar je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc nokTopaxaa

A%Llcéjaﬁw,%“

Y Beorpapy, 2F. 42. 2024




1. AytopcTBo - [lo3Borbasare ymHOXaBawe, AMCTpuOyuMjy W jaBHO caonwiTasare
Aena, v npepaje, ako ce HaseAe UMe ayTopa Ha HauvH oapeheH of cTpaHe aytopa
unu AaBaoua nuUeHLe, Yak u y komepuunjanse cepxe. OBo je HajcnoBoawnuja oa ceux
nUueHun.

2. AyTOpCTBO — HeKoMepuwjanHo. [lo3sorbasate yMHOXaBawe, AUCTpOYLMjy 1 jaBHO
caonwitasawe Aena, n npepaae, ako ce HaBeae uMe aytopa Ha HauuH oapefeH o
CTpaHe aytopa unu aasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [03B0/basa KoMepumjanHy
ynotpeby aena.

3. Ayrtopcteo - HekomepumjanHo — 6e3 npepape. [lo3sorbasate yMHOXasarbe,
anctpubyumjy w jaBHO caonwrtasawe pgena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarwa wnn
ynotpebe gena y cBOM feny, ako ce HaBeAe wMme aytopa Ha HayuH opapefeH of
CTpaHe aytopa unu Aasaoua nuueHue. OBa nuUuUeHUa He N03BOMbasa kKoMepuujanHy
ynotpeby aena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuueHLe, OBOM NULIEHLUOM Cce OrpaHu4yasa
Hajsehn o6um npasa kopuwhera gena.

4. AyTOopCcTBO - HEKOMepuujanHo — AenuTU noa McTum ycnosuma. [lo3sorbasare
yMHOXaBawe, ancTpubyumjy 1 jasHo caonwrtaeamwe aAena, v npepaae, ako ce Haseae
UMe ayTopa Ha HauuH oapefieH oA CTpaHe ayTtopa wnu AaBaola NuUeHUe U ako ce
npepaga Auctpubyvpa noa WCTOM WMNW CAMMHOM nuueHuom. OBa nuueHua He
Ao3BOrbaBa komepuujanHy ynotpeby aena v npepaaa.

5. Aytopcteo — 6e3 npepage. [lossorbasarte ymMHOXaBate, AUCTPUBYUMjy U jaBHO
caonwraeawe aena, 6e3 npomena, npeobnukosarwa unu ynotpebe nena y csom geny,
ako ce HaBeae wme aytopa Ha HauuH oapefieH oA cTpaHe aytopa wnu aasaoua
nuueHue. Osa nuuexua o3BorbLasa komepuujandy ynotpeby aena.

6. AytopctBO - pAenutM noa WCTUM ycnosuma. [lo3sorbasaTte yYMHOXaBawe,
AvcTpubyuujy u jaBHO caonwiTasarwe Aena, u npepaje, ako ce Haseae uMme aytopa Ha
HauuH oapefheH oA cTpaHe ayTtopa uwnu aasaoua nuueHue W ako ce npepaga
aunctpubyvpa noa WMCTOM MnNM CnMYHOM nuueHuom. Oea nuueHua A03BOMbasa
koMmepuujanHy ynotpeby aena u npepapa. CnuyHa je coTBepckuM nuueHuama,
OAIHOCHO NUUEHUaMa OTBOPEHOr koaa.
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