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HacsioB aucepraruje: [lpunamunu nceyno-Pumanosux OcepMaHOBUX TEH30pa U

MHOT'OCTPYKOCTH

Pe3sume: ¥V naucepramuju ce mojas3u oJ TeH30pa KPUBHUHE Iiceya0-PumanoBe MHO-
TOCTPYKOCTH MJIU ajirebapCKOr TeH30pa KPUBUHE HA BEKTOPCKOM IIPOCTOPY ca (Mo-
ryhe HemeduHUTHEM) CKaJapHUM Tpom3BojoM. [IpoydaBajy ce ocobuue TeH30pa
KpHUBHHE Koje Ccy KapakrTepuctudHe 3a Pumanope OcepMaHOBE MHOIOCTPYKOCTH,
omaocHO npuHIUIM OCepMAaHOBUX TEH30pPA: JIyaJHOCT, MPOIMOPIUOHATHOCT U Op-
TOTOHAJIHOCT. YCTAHOBJHEHU ITPUHITAIIN CE YOIIITaBajy Ha Icey10-PuMaHoB cirydaj
u riocMaTpajy jBocMmepHo. Ca jeHe cTpaHe 3aHMMA HAC Y KOjO] MEPU TU NIPUHITUTIN
craeme n3 OcepMaHOBUX yCJIOBa, a ca JApyre, v Kojoj mepu cy OcepMaHOBU yCJIOBU
IIOCJIE/TUTA YCTAHOBJHEHUX NPUHITUIIA. ¥YBeJeHu cy KBasu-Kimdopmosu Tenzopu
Kao yormrene KnndopaoBux TeH30pa, a MOTOM Cy JATH HEKH JIOBOJbHU yCJIOBU
I10JT KOjUMa BayK! TOTIIYHU TIPUHITATI JyaJTHOCTH 3a KBas3u-Kimdopaose Tenzope, a
[IPEJICTABJBEH je U mpuMep Tceya0-Pumanosor OcepMaHOBOT TEH30pa 3a KOjU HE Ba-
KU npuHIMI ayaanoctu. JlokaszaHa je TeopemMa O IOCTOjamy aJaredbapCcKor TeH30pa
KpUBHHE 3a JiaTe JakobujeBe omepaTrope Koja je UCKOPHUIIheHa 3a JIOKAa3WBambhe pe-
3yJITaTa O MPUHIIUAILY TPOIOPIMOHATHOCTH. OCMUIII/BEH je TPUHITUIT OPTOTOHAJTHO-
CTH Ka0 HOBAa IOTEHIMjaIHa KapakTepu3ainja Pumanosux OcepMaHOBUX TEH30DPA.
Csaku Pumanos Jakobu-oproronasian Ten3op je OcepmaHoB, 10k cy Kiudopmaosu
u aBa KopeHa Pumanosu OcepmanoBu TeHzopu Jakoom-oproronasau. [Ipukazana
Cy YOIIIITEHa MPUHIIUATIA, OPTOTOHAJTHOCTH Y TIceyI0-PuManoBOM cirydajy, mocebHo

y cydajeBUMa MaJInX AuMeH3uja 3 u 4.
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Dissertation title: Principles of pseudo-Riemannian Osserman tensors and man-
ifolds

Abstract: In this dissertation, we start from the curvature tensor of the pseudo-
Riemannian manifold or the algebraic curvature tensor on a vector space with a
(possibly indefinite) scalar product. The duality, proportionality and orthogonal-
ity principles of Osserman tensors are studied as they are properties of curvature
tensors that are characteristic of Riemannian Osserman manifolds. The estab-
lished principles are generalized to the pseudo-Riemannian case and are observed
in two directions. On the one hand, we are interested whether these principles
follow from Osserman’s conditions, and on the other, to what extent Osserman’s
conditions are a consequence of established principles. Quasi-Clifford tensors are
introduced as a generalization of Clifford tensors, and then some sufficient condi-
tions are given under which the totally duality principle holds for quasi-Clifford
tensors, and an example of a pseudo-Riemannian Osserman tensor is presented
for which the duality principle does not hold. The theorem on the existence of
the algebraic curvature tensor for the given Jacobi operators is proved, which is
used to prove the results on the principle of proportionality. The principle of
orthogonality is devised as a new potential characterization of Riemannian Osser-
man tensors. Every Riemannian Jacobi-orthogonal tensor is an Osserman tensor,
while Clifford and two-root Riemannian Oserman tensors are Jacobi-orthogonal.
Generalizations of the orthogonality principle in the pseudo-Riemannian case are

presented, especially in the cases of small dimensions 3 and 4.
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3axBaJIHUIIA

Benuky 3axBasHOCT jyryjemM cBoM MeHTOPY, mpod. ap Bmamumu Awmpejuhy,
Ha W3JBOjEHOM BPEMEHY M TPY/Y Jla CBOje 3HAIbE W MCKYCTBO IOJEJHN CA MHOM U
Jla Me yBeJie Y UCTPaKUBAYKM Ipoliec. Fberosu crayjnu mojcTuiaju u Bepa y MeHe
JIONIPUHEJTN CY KBAJIUTETY TE3€.

Kemena 6ux 71a ce 3aXBajiiM W WJIaHOBHMa Komucuje, mpod. ap 3opany Pa-
kuhy, HaygHOM caBeTHUKY Jip Boxkunapy Josanosuhy u npod. np Usany Iumu-
TpujeBrhy, HA KOPUCHUM CMEPHUIAMA KOje Cy yYHAIIPEIUJIe OBY JTUCEPTAIIU]Y.

Ha xpajy, BesmmKy 3axBaJIHOCT ayryjeM cBOjoj mopomauiu, Tera Ciaobu, mpuja-

Te/bUMAa U KoJierama 300T IMOJPIIKE KOjy CY MU HECEOUYHO IIPYKAJIU.

Y Obpenosuy, ceutembpa 2024. Kawapuna Jlyxuh
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IIpearosop

Jeman on majBaxkuujux porahaja y ucropuju reomerpuje mporoguo ce 10. jyna
1854. kana je Bepuxaps Puman' na ®@unozodckom dakynrery YHuBep3uTeTa y
letunreny omp:kao mpeaaBame 1o/ Ha3WBOM ,, XUIOTe3aMa Koje JiesKe Yy OCHOBa-
ma reomerpuje’ (Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen).
Puman je 1851. rogune oi0panno JOKTOPCKY JUCEPTAIN]Y U3 OCHOBA KOMILIEKCHE
aHasm3e, a MeHTOp My je 6mo Iayc?. Hapemnum Kopak y HeroBoj aKaJeMCKO] Ka-
pujepu OMO je Jla HAIUINE PaJl M OJIPKU jaBHO IpejaBarbe, a obJjlacT u3 Koje he
outu TO TpejaBame O6mpao je akyaTeT ca JmMcTe o Tpu PumanHoBa mpejiora.
[IpBa nBa PumamnoBa mpejyiora 6mie cy objacTu y KojuMa je Beh pajamo u uMao
pesyJsrare, aju ['ayc je omabpao Tpehy npemoxkeny Temy Koja je Omjia m3 OCHOBA
reomerpuje. Nako je mziarame OWIo pasym/puBO U ujeje cy ouse jacHo meduHu-
cane, PumanoBo mpesiaBame je OMJI0O caMO yCMeHO u 6e3 yrorpede aHaJIuTHIKOr
amapara, Te je m3a3BaJIo 3HavYajHe pPeakiifje MaTeMaTruvIapa TeK JIBe IOJnHe HAKOH
Pumanose cMpTH Kajia ra je y nucanoj gopmu (Bujeru [63]) objasuo demexunn?®,
a JIaHAC ce TO IIpeJlaBalbe CMaTpa OCHOBOM 3a Pa3B0j rpaHe audepeHIjasiHe reo-
MeTpuje Kojy HasuBamo PumanoBa reomerpuja (Bumgeru [65]). Puman je npeu ma0
3HaYajaH JIOMPUHOC YOUIITEeHY UJeje TTOBPINY Ha BAIIE TUMEH3Mje U OH je 3a TaKaB
npoctop kopuctuo ped mannigfaltigkeit. Kacuuje ce y enrneckom jesuky ycra-
mana ped manifold mako je Kmudopa! y mpsoMm mpeBomy Ha €HINIECKH KOPHCTHO
ped manifoldness (Bugeru [64]), ZOK ME KOPHCTHMO ped MHOTOCTPYKOCT U TO je
ocHOBHH oOjekaT nudepennujaine reomerpuje. Buiie o oBome, kao u ayBeno Pu-
MaHOBO IpeJlaBabe (IPEBEJIEHO HA EHIVIECKU) MOXKE Ce BHJIETH Y YeTBPTO] IJIaBU

y CniuakoBoj® kmusu [67].

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), Hemauku MaTemMaTHdap
2Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855), Hemauku MaTeMaTHIap

3Richard Dedekind (1831-1916), nemauku MaTemMaTudap

*William Kingdon Clifford (1845-1879), enryieckn MaTeMaTngap u buiozod
SMichael David Spivak (1940-2020), aMepuakn MaTeMaTIIap

viil



Ca npyre crpane, Bepxe® je cmarpao ma je KpuBHHA HajIpUpPOIHUja W HajBa-
JKHUja nHBapujanTa Pumanose reomerpuje (Bumetu [16], crpana 9), a Tora cy 6umin

ceecan u panuje Iayc u Puvan. Y mo Ocepmanosom’

MUILbEY, II0jaM KPUBUHE je
je/laH oJ1 IIEHTPAJIHUX KOHIlenaTa JudepeHIiujaHe reoMeTprje Koju pa3jaBaja reo-
METPHjCKO je3rpo MpeJiMeTa M3ydaBarba OJl OHUX aclleKaTa KOjU Cy aHAJIUTHYKH,
anrebapckn nau Tonosomku (Bugern [60]). Kpusnua nma npumene y dusniu jep

$ 3akoHmMa W3HOC cHJle KOju je moTpebaH 1a OM ce MaTepwu-

je pema HbyTHOBUM
jaJiHa YecTHIa KpeTajia KOHCTAHTHOM OP3WHOM JIy2K HEKe KPHUBEe IPOIOPIIMOHAIaH
KPUBUHU TpajeKTopuje Te Marepujanne decrune (Bugeru [15]). Takohe, Ajumraju’
j& KOpUCTHO J1a je KpeTamhe MaTepUjaHOr Tejla y TPABUTAIIMOHOM IOJbY ojipeheno

0

kpusuHoMm Jlopennose!'’ Muorocrpykoctu (Bugeru [42]).

Jenan o1 ocHOBHUX TIpobJieMa JirndepeHIirjaane reoMeTprje 1 HeKuxX rpaHa ¢pu-
3uKe je mpobsieM ofpehuBama reomeTpujcke CTPYKType mceyao-PuvanoBe MHOTO-
CTPYKOCTHU Ha OCHOBY IO3HATOT TeH30pa KpuBuue. Mudopmanyja o KpuBuHu cajp-
JKaHa je y TeH30pYy KPUBHUHE Ca KOjUM je TEIIKO PaJUTH YIIPKOC MHOTMM CUMETPH-
jaMa koje mocejyje. znBajame reomeTpujcke nHdOpMaIije Koja ce TaMO HaJia3u
je IpuIMYHO U3a30BaH 3ajaTaK. 3ato je I'pomos!! onucao TeHzop KpuBKUHE Kao Ma-
JIOT MOHCTpyMa (MyJITH)JIMHEApHe ajrebpe 4uje MOTIYHO TeOMETPHUjCKO 3HAYCHE
Huje Hajjacuuje (Bumeru [38]). YMecTo Ja paguMo ca CaMUM TE€H30POM KDUBHHE,
YecTo KopucTuMo Jakobujesel'? omeparope nim ceKIumoHe KpUBHHE jep je ca muMa
jennocraBuuje pajautu. CeKImoHe KPUBUHE JIJIY]y jeJHOCTaBHUjE, a 3HAYAJHO je
JIa OHE Y TOTIYyHOCTH ojpehyjy TeH30p KpuBUHE y TadykaMa y KOjUMa je IO3HAT
ckaJlapH! TTpom3Boj. Kasa cy cBe cekmumone KpuBnHe PuMaHOBE MHOTOCTPYKOCTH
jelHaKe, Taja je Ta MHOTOCTPYKOCT IIPOCTOP KOHCTAHTHE CEKIIMOHe KPUBHUHE U Me-
TPUKa je MOTIYHO ofpeheHa. Y HACTaBKY HAC 3aHUMa HAPEJIHU HajjeTHOCTABHU)U
caydaj, a TO je Kaja JakobujeB omeparop Jy MMa KOHCTAHTHE COIICTBEHE BPE]I-
HocTH (pavyyHajyhu BUIECTPYKOCTH) HE3aBUCHE OJI jeIMHUYHOr BeKTOpa X W O
Tayke MHOrocTpykoctu. OBaj ycioB 3oBeMo yciaoBom (JcepMaHOBOr THUIIA.

Kocmosmoniku nipunIun je dumozodcka MpeTnocTaBKa M0 KOjoj HAIl T0JIOXKA)]

Yy BaCHOHU HU II0 YeMy HUje CIelrjaiaH, Te Ja je Ha JIOBOJPHO BEJIMKO] CKAJIU TIPO-

6Marcel Yves Marie Joseph Berger (1927-2016), dbpaniyckn MaTeMaTHgap
"Robert Osserman (1926-2011), aMepnakyn MaTeMaTHIap

8Isaac Newton (1643-1727), enryieckn dbuznaap u MaTeMaTHIap

Albert Einstein (1879-1955), HeMauku Teopujckn uzmaap

9Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), xomanacku dbusmgap

UMuxann Jleonnmosua I'pomos (1943), pycku matemaTugap

2Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), Hemavkn MaTemMaTHIap
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CTOpHA JUCTPUOYIMja MaTepuje y BaCMOHU XOMOTeHa U m3orporHa. OBa mperrmo-
cTaBKa je 1 HoTBphena Ha 10BO/LHO BEIMKUM cKajaMa. JLo6po je mosaaTt Boixdos!?
pesynrar (Bugeru |71, Jlema 8.12.1]) nma je nosesana PumanoBa MHOrOCTPYKOCT
U30TPOIHA (MMa reOMETPH]y KOoja He 3aBHCHU OJI IIPaBalia) ako U CaMoO ako je JiBe-
-TayKe XOMOT'€Ha, OJHOCHO aKO Ce CBaKHU Iap Tadaka MOKe TpaHcdOpMHUcaTH, y
cMuCTy oarosapajyhe nsomerpuje, y OMI0 KOju Iap Tadaka ca UCTHM PACTOjarbeM
n3mehy mwux. /IBe-Tavuke xoMorene MHOIOCTPYKOCTH Cy CBOjEBPCHH MOJIEJT ITPOCTO-
pu, Beoma J006pU IMpuUMepHu ca KojuMa yropehyjeMo ancrpakTHe MHOTOCTPYKOCTH
Tpaxkehu 3ajenumuke ocobuue. Kao rmocienunia moTmnyHe Kiacudukalmje, MO
PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH Cy €yKJIUJCKHU IIPOCTOPU, chepe, Te PEaHI, KOMILIEK-
CHU WJIM KBATEPHUOHCKU, IMPOjeKTUBHU WJIM XUIEPOOJINIKHU ITpocTopu, Kao n Kej-
nujeBal? MpojeKTUBHA MM XUIIEPOOINIKA PABaH.

JlokasiHe m3oMeTpHuje JIOKAJHUX JBe-TadyKe XOMOTE€HUX IIPOCTOpa [I€jJCTBY]Y
TPAH3UTUBHO HAa jJEJIMHUIHOM C(EPHOM pac/Ojemy, Te 3aTO TaMO (DUKCUPA]y Ka-
pakTepucTudHU 1MOJUHOM JakoOujeBor omneparopa. To Hac moruswmiie ja nedunm-
meMo Pumanose OcepManoBe MHOTOCTPYKOCTH Y KOJUMa KAPAKTEPUCTUIHU TTOJIH-
HOM JakoOujeBor omnepaTopa He 3aBHCH O] n300pa BEKTOPa U3 jeIUMHUTHOT TaH-
TeHTHOT Pacjiojemna.

Henocrarak apyrux mpumepa yemepuio je Ocepmana fga pasMuIiba O 00paT-
uoM TBphemy (Bumeru [60]). [Tutame ga iu je cBaka Ocepmanosa Pumamnosa mmuo-
FOCTPYKOCT JIOKAJIHO JIBe-TadKe XOMOT'eHa I03HATO je 1moj umenoMm (OcepmanoBa
XUIIOTE3a, U TO je jeJIHO OJ CYNITUHCKUX IUTamha PuMaHoBe reomeTpuje.

OcHoBHa njieja y OBOj JUCEPTAIUjH je N3yIaBatbe eJIeTaHTHIUX OCOOMHA TEH30Pa
KPHUBUHE KOje HUCY OJIMaX BHUJJbUBE, & Koje cy Osmmcke OcepMaHOBUM TEH30PUMA,
mrTo 6u HaM omoryhmiio 60sbe pasymeBambe OcepMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH U Ca-
MMM TUM HAC TPUMAKJIO perrerby OcepMaHOBe XUMIOTE3E.

Y TI'maBu 1 nmat je mperJies; OCHOBHUX TIOjMOBa Iicey 0-PuMaHoBe reomerpu-
je, Kao IITO Cy HeJIereHEepPUCAHOCT, HEeJePUHUTHOCT U CUMETPUIHOCT OUIMHEeapHe
dopme, OPTOroHAJIHE BEKTOPHU, CKAJIAPHU ITPOU3BOJI, IIPOCTOP Ca CKAJAPHUM IIPO-
u3BosioM, I'pamoBal® MaTpuia 6unnaeapre dbopMe, KBapaTHa HOPMa, IPOCTOPH,
BPEMEHCKHU ¥ U30TPOITHU BEKTOPH, JIE(DUHUTHU BEKTOPH, JeIUHUYHUA BEKTOPHU, HOP-
Ma WJIN JIy2KUHA BEKTOPA, OPTOTOHAJIHU MOTIPOCTOP, HEJEreHEPUCAH ITOTIPOCTOP,

JedpuHUTaH TOTIIPOCTOP, OPTOHOPMUpaHa 6a3a, MHIEKC U CUTHATYPa IIPOCTOPa ca

13Joseph Albert Wolf (1936), amepuakn MaTemaTmaap
Y Arthur Cayley (1821-1895), GpuTanckn MaTeMaTHIap
15 Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916), nancku maTemaTmIap
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cKaJapHuM mpoussoioM, Cuiisectepos!® 3axon uHepIyje, MOTIyHO U30TPOIAH OT-

IIPOCTOP, METPUKa, Iceyno-PuManoBa MHOTOCTPYKOCT, WHJIEKC METPUKE, WHJIEKC
riceyno-PumanoBe muorocrpykoctu, PumanoBa merpuka, PumanoBa mMuHOrocTpy-

Kocrt, JlopennoBa meTpuka, JIopeHIoBa MHOIOCTPYKOCT, HeyTpaJIHA MeTpuKa, Bo-

" merpuka, Kiajrosa!® MHOrocTpykocr, eyKimacKa MeTPHKa, €yKIHICKHI

IPOCTOP, HCEeYI0-eyKIUICKI IpocTop, mpocrop Munkosckor!, mosucununa, cHu-

KepoBa'!

3UINIA, TIcey/10-PuManoBa nMmep3uja, n3oMeTprja, I30METPUIHE MHOTOCTPYKOCTH,
MeTpHYKa MOBE3aHOCT, TOP3Wja, CHMeTpwdHa mosesanoct, Jlesn-Yusura? mose-
3aHOCT, OIEPATOp KPUBHUHE Iceya0-PuMaHOBE MHOTOCTPYKOCTHU, TE€H30P KPUBUHE
nceyno-Pumanose muoroctpykoctu, Puunjes?! Tensop, AjamrajHosa 1ceymo-Pu-
MaHOBa MHOTOCTPYKOCT, TAHT€HTHA PaBaH, CEKIINOHA KPUBUHA, aarebapCcKu TEH30D
Kpusune, Zo cuMeTpuje, npsu Bjankujes? maenTuTer, TeH30p KOHCTAHTHE CEKITH-

OHE€ KpUBHUHE 1, KOMIIOHEHTE TEH30Pa KPUBUHE.

Y npBom norsiaB/by [1aBe 2 mpuKaszaHU Cy MO3HATU IIOjMOBH IIOMYT ajrebap-
CKOI' OoIlepaTopa KpHUBHWHE, MOoJapu3oBaHor Jakobujesor omeparopa, JakobujeBor
oreparTopa, ycJaoBa KOMIATUOMITHOCTH U peryKoBaHor JakobujeBor oneparopa. [lo-
3HATO je Ja JakobujeBu onepaTopu jeITHO3HAYHO oapelyjy TeH30p KpUBUHE, a IIPU-
POJTHO Ce TOCTaB/hba MUTAIHLE O MOCTOjalby AJredapCKOr TeH30pa KPUBHUHE 33 JlaTe
JakoOujeBe omeparope. ¥ apyrom norjias/by lyaBe 2 nokasana je oxromapajyha
TeopeMa, O TO0CTOojarby aJaredbapCKor TeH30pa KPUBUHE HA IIPOCTOPY Ca CKAJAPHUM
IPOM3BOJIOM 3a jare JakobujeBe omepaTope Koja je j1eo KoayTopckor paja [8] ca
Annpejuhem?. Ilpenusnuje, ako Kx 3a cse gedunntae X € V unHe KOMIATHOMII-
Hy daMuanjy caMoajyHropanux esjomopdusama Ha (Moryhe nemeduHUTHOM)
IIPOCTOPY Ca CKaJApPHUM IIPOM3BOAOM V) Koju 3a10BosbaBajy Kx X = 0, onma 1mo-
CTOjU jeJIMHCTBEHU aJjiredapCKu TeH30p KpuBuHe Ha )V Takas ja cy Ky merosu

JakobujeBu omnepaTopu.

VY npsa jgBa norsiasiba [taBe 3 mpukasana je OcepMaHoBa XUIOTE3a W ITPUHITATL
nyajgHocTu y PuMmanoBOM citydajy, Kao u yorrmrema OcepMaHOBUX yCJIOBA U TPWH-

WA JIyaJTHOCTH y nceyao-PumanoBoMm ciayd4ajy. [Ipunmun ayaanoctu je ocoduna

6 James Joseph Sylvester (1814-1897), enrsieckn MaTeMaTuaap

T Arthur Geoffrey Walker (1909-2001), 6puTancki MaTeMaTHIap
¥Felix Klein (1849-1925), nemauku MaTeMaTHIap

YHermann Minkowski (1864-1909), Hemauku MaTeMaTHIap

PTullio Levi-Civita (1873-1941), uranujancku MaTeMaTuIap
ZHGregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), ntamujanckn MaTeMaTHIap
2Luigi Bianchi (1856-1928), nTajujanckn MaTeMaTHIap

BBnamama Auapejuh (1978), cprickn MmaTemaTwIap
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na je X corctBenu BeKTOpP JakoOujeBor oneparopa Jy ako je Y COICTBEHU BEKTOP
Jakobujesor oneparopa Jx. [locrasuo ra je Pakuli*! (Bugern [61, 62]) 1998. romu-
He, & KacHHUje ce ucrnoctaBuiio ja je Pumanos Tenszop OcepMaHoB ako U camMO ako
3a/10B0OJbABA NPHUHIMI JyasiHocT (Buiern [57, 58|). Osaj npunnun je omoryhuo
BeJIMKHU HAIpeak y perraBamy OcepMaHOBe XUMOTE3€e KPo3 Buie pajioBa Huko-
najesckor® (Bumeru [53, 54, 55, 56]). ¥V Tpehem nornasmy [ase 3 npukazanu cy
pesysraTu 00jaB/beHn y KoayTOpcKoM pajy [7| ca Aunpejuliem. YBenenu cy kpasu-
-Kmudopaosu Terzopu kopucrehu yomrreme Kindopaose dhamuiimje u 10Ka3aHO
je ma cy ouu OcepmanoBu. JlaTu cy HEKH HOBOJbHHU YCJIOBH, & U HEKH ITOTPEOHU
YCJIOBU TIOJ KOjJUMa BaKM IMOTIYHU TPHUHIUI JyaJHOCTH 3a KBasu-Kimdopmose
TEH30De, a MPEJCTaB/heH je U npumep mceyno-PumanoBor OcepmMaHOBOT TeH30DA

3a KOjU He BaXKW TPUHITUII TyaJJTHOCTH.

[Tpunnun npomoprimonasHocTH y PumanoBoMm cirydajy je 2022. roautne yBeo AH-
napejuh Kao mojadare IpuHIUIA gayajaHoctd (BugeTu [5]), a ucmocraBiba ce ga OH
Bazku 3a Kimdopiose, a u 3a nBa kopena Pumanose Ocepmanose tersope. Y [na-
BU 4 Cy TPEJICTABJbEHN PE3YITaTH U3 KOayTOPCKOr paja [8] ca Anapejuliem Besanu
3a TPUHIWI TPOMOPIIUOHAHOCTH Y TICey10-PuMaHOBOM ciiy4ajy, Kao W 3HAYAj-
He TPUMEHe MPUHITUIA POMOPIIMOHAJHOCTH Yy PUMaHOBOM CjIydajy moBe3aHu ca

OcepmanoBOM XuIIOTE30M KOje ce Mory nahu y Amujpejuliesom pasy [5].

VY npBoM niorias/by LJiaBe 5 MpejicTaB/LeHN Cy PE3YJITATH KOAy TOPCKOT paja [9)
ca Annpejuhem uz 2024. roaune. YBeseH je TPUHIMI OPTOTMOHAJTHOCTH KaO HOBA
MOTEHNMjaTHa KapakTepusamnuja PumanoBux OcepMaHOBUX aJirebapCKuX TEH30pa
KpuBHHe. [ [pyHIIMT OPTOrOHAIHOCTH je HOB KOHIIENT 110 KojeM je JxY opToronaJ-
vo Ha Jy X 3a cBaka jJBa Melycobno oproronasna Bektopa X u Y. Jlokazamno je
na je ceaku PumanoB Jakobw-oproronasian teazop Ocepmanos, 1ok cy Kimdop-
JoBH, a u JBa Kopena PumanoBu OcepmanoBu Tenzopu Jakobu-oproronasuu. ¥
JIpyroM morJiaBsby [1aBe 5 mpukasanu cy pe3yaTaTi 00jaB/beHU Yy CAMOCTAJIHOM Pa-
ay [48]. Yommren je mojam Jako6u-opToroHaaHOCTH Ha HeleUHUTHE TPOCTOPE Ca
CKaJIAPHUM ITPOU3BOJIOM. ¥y MopehuBaHu Cy pa3jndauTy MPUHITUIINA U yTBphUBaHe Be-
3e u3mehy OcepmanoBux, Jakoou-mayannux u JakoObu-opToronaanux aaredbapckux
Ten3opa kpuBuHe. [lokazamno je 1a je cBaku kBasu-KimdopioB Tenzop Jakobu-op-
toronasan. Jlokazano je na je Jakobu-aujaronanuzadbuian JakoOU-opTOroHaJaH

TEH30D JaKO6I/I—,ZLyaJTaH KaJIronq jX HeMa U30TPOITHUX COIICTBEHUX BEKTOPa 3a CBa-

230pan Paxuh (1964), cprickn MaTeMaTmIap
ZYuri Nikolayevsky, pycKo-ayCTpasnjcKn MaTeMaTHIAD
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ko jedpunutHo X . [Tokazano je fa je cBaku ajredbapCcKu TEH30p KPUBUHE TUMEH3U]e
3 JakoOu-opToronaJjian ako U caMoO aKo je KOHCTaHTHe ceKIlnoHe KpuBuHe. /loka3a-
HO je Ja je cBakW 4-JIMMEeH3WOHHU JakoOu-IujaroHaan3aduian ajaredbapcku TeH30D
KpuBHHE JakoOM-OpPTOTOHAJAH aKo U caMo ako je OcepMaHOB.

Y I'maBu A nmara cy detupwu jg0/1aTKa U3 JUHEApHe ajredpe, TomoJoruje, aude-
PEeHIMja/THe TeOMeTpHUje U TEeH30PCKOr padyHa. 1e3a ce 3aBpIiiaBa CIUCKOM KOPHU-

mtherHe JuTepaType, WHIEKCOM UMeHA W MHJIEKCOM ITOjMOBA.

xiil



Caapzkaj

3axBaJIHUIIA vii
IIpearosop viii
Canapxkaj Xiv
1 Ilceymo-PumanoBa reomerpuja 1

1.1 Bunumeapue popme . . . . ..o

1.2 Ilpoctop ca cKaJapHUM MPOU3BOOM . . . . . « o « o o o o o o o .. 5)
1.3 Ilceymo-PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH . . . . . . . o v o v v v v o . 18
1.4 AnrebapcKu TEH30D KPUBHHE . . . . . o o o o v v oo oo 24
2 Ersucrennuja ajarebapckor TeH30pa KpUBUHE 33
2.1 JakobujeB omepaTop U HErOBE OCOOMHE . . . . . . « . . . .« . . . . 33
2.2 Teopema o 1mocrojamy aaredapcKor TeH30pa KPpUBUHE . . . . . . . . 37
3 Jakobu-ayanuoct u KBaszu-KiudopaoBu teH3opu 51
3.1  OCEPMAHOBH YCIOBH . . .« .« o v e v e et et e e e e 51
3.2 IIpUHIUTI JIYATHOCTH . . . « « « v v e et e e e e e e e e e e e e o7
3.3 Ksazu-KiudopmaoBu TeH30PH . . . . . . .. ..o 66
4 JakoOU-mpOIIOPINOHAIHOCT 96
4.1 Ilceyno-PumanoBa JakoOU-TTpOOPIIMOHAHOCT . . . . . . . . . . . . 96
4.2  Jakobu-mporioprimonaaHocT u OcepmaHoBa Xumoresa . . . . . . . . 101
5 JakoOu-OpTOroHAJJIHOCT 106
5.1 PumanoBa JakKOOM-OPTOTOHAHOCT . . . . . . « « o v v v v v o o v . 106
5.2 Ilceymo-PumanoBa JakoOM-OpTOrOHAJHOCT . . . . . . . . . . . . . . 115

Xiv



CAJIPIKAJ

A Monarak 135
A.1 JlureapHa amredpa . . . . . . ... .o 135
A2 Tomomormja . . . . . . ... 138
A.3 JludepeHIUjalHA TEOMETPHIA . . « o « « o o v v e e e e e e e oo 139
A4 TeH30PCKE PATYH . . .« o o v v v v e e e e e 145

JIuteparypa 147

Nuaexkc numeHa 153

Nuaexkc mojmoBa 158

Buorpadmuja ayropa 159

XV



I'maBa 1

IIceyno-PumanoBa reomerpuja

Y 0BOj ry1aBH JaTe Cy OCHOBHE JeUHUINje U U3JI0KEH! TO3HATH PEe3YITaTH U3
nceyno-Pumanose reomerpuje koju ce mory nahu y [6], [24] win [59]. Nako je peu
0 pe3yATaTuMa 4Yuju JOKa3M IOCTOje Y IIOMEHYTO] JIMTEPATyPU, Y 0BO] JOKTOPCKO]
JUCePTAIju Cy TU JIOKa3U U3JI0KEHU Jep Cy JTONMYHEHU ca HEKOJUKO JleTasba KOju

HUCY JIATU y OPUTUHAJHUM pedepeHriama.

1.1 DBbwunauneapne dpopme

Heka je V BekTOpCKU mpocTop HaJ 1oJbeM R Konaune qumensuje n. Buaure-
apra gopma ua Y je npeciaukaBame g: V X V — R koje je R-Oununeapno, mro
3Haun ja 3a cBe BekTope X, Y m Z u3 V m cBaka JiBa peajinHa Opoja a u b Baxkn
naje g(aX +bY, Z) = ag(X, Z)+bg(Y,Z) u g(X,aY +bZ) = ag(X,Y) + bg(X, Z).
Bummaeapua dopma g Ha V je cumetpuuwHa aKo 3a cBaka JBa BekTopa X m Y
w3V Baxu g(X,Y) = g(Y, X). 3a Bekrope X u Y u3 V kaxxemo jna cy mehycobro
opwozonaaru y oznanmm X L Y ako je g(X,Y) = 0. Ciugno, 3a aBa TOMACKY-
na A u B ox V kaxeMmo ja cy opwozonaaru u mamemo A 1 B ako 3a cBako
X € AucBako Y € B Baxku na je X | Y. 3a 6unmnaeapuy dopmy g Ha V) KarxKeMO
na je negezenepucara axo jemnakoctu g(X,Y) = 0 3a ceako Y € V nosiave
na je X = 0, oIHOCHO ako je jeimHU BEKTOp U3 V KOjU je OpTOroHaJlaH Ha CBe
BekTOope Y € V myna Bektop. CkaaapHu U4pou3eog g una )V je HelereHepucana
cuMeTpudHa OmmHeapHa (opma Ha V.

IIpocwiop ca ckasaprum apoudsogom (V,g) 1uMeH3suje n je n-IuMeH3MOHN
peaJIHi BEKTOPCKHU TTPOCTOP Ca CKAJAPHUM MPOU3BOJOM ¢ Ha, V.

Kana nocmarpamo Heky 6asy (Ej, ..., E,) npocropa V, onua 6uinaeapaa ¢op-

1



1.1. BU/IMHEAPHE ®OPME

Ma g Ha V onpebyje I'pamosy matupuyy G auju cy exemenru G;; = g(E;, E;)
3a i € {l,..,n} uj € {l,...,n}. Ca npyre crpane, oBa MaTpuIa y IOTIIyHO-
ctu onpebyje Obunmmueapny dopmy g, jep ako Ham je mo3uara marpuna G, Mo-
xkemo onpenutu g(X,Y) 3a cBaka gpa Bekropa X u Y w3 V. 3aucra, BeKTOpU
X m Y ce Mory m3pas3uTu Kao JIMHeapHe KOMOWHAIMje 0Aa3HUX ejeMeHaTa, OJl-
mocho X = Y70 wBy m Y = Y0 yEj, e cy x; 3a i € {l,.,n} u y; 3a
j € {1,...,n} peanuu 6pojesu. Taga Ha ocHOBY GumHeapHOCTH (BOPME ¢ UMAMO JIA
Je g(X,Y) = > mig(B 35y i) = Doy i 25 wig (B By) = 3205 iy G,

IITO ce KOpUCTehn MaTpurle 3amnmcyje y o0IuKy

G11 e Gln n
(xlv"'axn) :XTGY7

rie cy Bektopu X u Y TpecTaB/beHN Kao KOJIOHA MATPUIE KOODANHATA TUX BEK-
Topa y 6asu (Fj, ..., F,), Te marpuna G jearo3Hadno oapehyje bumuneapny dhopmy
g. Ucniurajmo y KakBOj Cy Be3u 0COOMHE CUMETPUIHOCTH W HEJIET€HEPUCAHOCTHU OW-
Juaeapue gopme g ca ocobunama I'pamose marpure G.

[IpumeTrumo 11a je ycjioB cuMeTpUudIHOCTH OutnHeapHe (popMe ¢ eKBUBAJIEHTAH
ca cumerpuunomthy marpune G, ommocno yeaosom G7 = (. Bamcra, axo je 6u-
JuHeapHa (opMa g CHMeTpUYHA, OHJA 3a cBaka JBa BekTopa X m Y m3 V Ba-
xu g(X,Y) = ¢g(Y, X), re u 3a npoussBosbHe 6a3ne BekTOpe F; n E;, npu demy
ie{l,...,n}tuje{l, .., n}, axu g(E;, E;) = g(E;, E;), onnocuo G;; = Gj;, Te je
I'pamoBa matpuna G cumerpudna. Ca jpyre crpane, ako je I'pamoa matpuna G
cumerpuuna, ogHocHo GT = G, onya 3a ceako i € {1,...n} u j € {1,...,n} Baxu
Gij = Gj;, ognocuo g(E;, E;) = g(E;, E;), Te 3a cBaka nBa BekTopa X u Y umja
cy mpejicTaB/bama momohy 6asmnx Bektopa X =Y 0 By m Y =370y By (rae
cy x;3a1 € {1,...,n} my; 3a j € {1,...,n} peamnn 6pojeBn) HA OCHOBY MAJIOIDE
usBesienor Baxu 1a je g(X,Y) = > wiy;Giy = > 07 yniGy = g(Y, X)), Te je
oununeapua opMa ¢ CUMETPUIHA.

Hapenna jiema mamM roBopu Jia je yCJaoB HEJEreHepUCAHOCTA CUMETPUIHE OMJIH-
HeapHe dopMe ¢ Ha ) eKBUBaJIEHTaH YCJIOBY MHBepTUOMITHOCTH ['paMoBe MaTpuiie

GG y omHocy Ha 0mJio KOjy 6a3y.

Jlema 1.1. Cumetipusnra busureapra Gopma g wa 'V je negezemepucana axo U camo

axo je wena I'pamosa matipuya G y oghocy wa bu.no kojy 663y 0g V uHEEPTUUOUAHG.

2



1.1. BU/IUHEAPHE ©®OPME

/loxas. Heka je cumerpuyna ouinHeapHa ¢popma g Ha )V HeJlereHeprucaHa U HEKa
je G mena 'pamoBa marpuria y ontocy Ha 6a3y (Fi, ..., F,) on V. IIpernocraBumo
CcymnpoTHO, na marpuna (G HEje nHBepTHOMIHA, OHOCHO J1a je det G = 0. Taga Ha
ocHOBY nocienuie Kpamepose! Teopeme XOMOTeH KBaJpaTHH CUCTEM jeIHAUKMHA,
GY = (0 uMa HeTPUBHUjAJHO peleme Y, OMHOCHO TOCTOju BEKTOp Y € ) pa3auyauTt
on 0 Takas 112 3a ceako X € V saxu naje g(Y, X) = g(X,Y) = XTGY = X710 =0,
Te HUje UCIYyIheHA MUMILTUKAIja U3 jieUHUIIje HeJeTeHePUCAHOCT OUTHHeapHe
dopwme g, IMITO je y CYIPOTHOCTH ca MPETIOCTABKOM J1a je g Hejerenepucana. Jloou-
jeHa KOHTpaJIuKIMja Jo0Ka3yje aa ['pamosa marpura G Mopa OUTH MHBEPTUOUIHA.

Heka je I'pamosa marpurna Gy ognocy Ha 6a3y (Ei, ..., E,) on V unBepTubmI-
Ha, oxuaocHo det G # 0. Tama #Ha ocHOBYy Kpamepose Teopeme XOMOTE€H KBaIPAaTHU
cucreM jegnadnna GY = 0 uma jemuHcTBeHO pemrerbe Y = 0, ogHOoCcHO 3a Y # 0
je GY # 0. Ilocmarpajmo Y # 0. Tama je GY # 0. Kako je GY marpuna tuma
n X 1, To mocroju 6ap jeman esement Te kojoue GY pazmaumaut ox 0. Ako je i-tu
enement GY pazmuuur on 0, onga je (Y, E;) = g(E;,Y) = EFGY # 0. Taxye, ako
je Y # 0, onma nocroju Bexkrop E; uz V takas na je g(Y, E;) # 0, Te 3ak/pydyjemMmo
na yeaos g(Y, X) = 0 3a ceako X € V nossaun jga je Y = 0, mro no peduHUmjun

3HAYU J1a je g HeJereHeprcana OuanHeapHa opMa. O

Axo 3a cBaku Henysa Bekrop X uz V Baxku ja je g(X, X) > 0, ouga je Guin-
HeapHa dopma ¢ Uo3uwmusHo geuruiiHa dbunnneapHa dpopma Ha V. AKo 3a
cBaku HeHyJsa BekTop X u3 V Baxu ja je g(X, X) < 0, onja je bununeapsa dopma
g HezawmueHo gepuruiura ounnaeapHa dpopma Ha V. 3a bununeapny Gopmy ¢
Ha )V KaxkeMo Jia je gepunuitiHa ako je g TO3UTUBHO Je(DUHUTHA WU HETATUBHO
nedunnTHa OnanHeapHa dopma Ha V. Y CyIpOTHOM KaxkKeMo Jia je OumJimHeapHa
dopma g na V Hegepuruiura.

JokaxkuMo J1a ako je buanHeapHa cumerpudHa (popma ¢ JedUHUTHA, OHJIA je
g venerenepucana. [IpernocraBumo fa 3a ceako Y € V Baxu ¢(X,Y) = 0. Creru-
jamHo, 3a Y = X je g(X, X) = 0. Kako je g nedunurHa, OHJIA je g WU TOZUTHBHO
win HeraTwuBHO JeduHUTHA. AKO je, 6€3 yMamema OMIITOCTH, § MO3UTHUBHO Je-
dbunrnTHA, TO MoBMAaYM nMa je X = 0 (mmaue 6u 6mwno g(X,X) > 0), e je g mo
JedUHATINjUA HEJIET€HEPUCAHA.

[Tokazkumo cajia j1a ako je OuanHeapHa cuMeTpudHa (popma ¢ HejlereHepucana,

OoHA He Mopa OuTH JedUHUTHA, OJHOCHO MOXKe Outu HeqedunuTHa. JLoBo/bHO je

!Gabriel Cramer (1704-1752), mBajiapcku MaTeMaTHIap



1.1. BU/IMHEAPHE ®OPME

nahu mpumep OmJIMHeapHe cuMeTpuYHe (popMe g Koja je HeJlereHepucaHa U Hejle-

dunnTHA. 3a IMOYeTaK HABOIMMO jeIaH jeJHOCTABAH IIPUMED.

ITpumep 1.1. Ilocmarpajmo Ounmaeapny ¢opmy ¢ Ha TpocTOopy V IUMEH3Hje
n > 1 koja je jennozuauno oxpehena nmomohy I'pamoBe maTpuiie y ojHocy Ha 0a3y

(E,. .., E,) nare nomohy

ap 0 ... 0 0
0 ay ... O 0
G=|: : 0 0|
0 O Gn-1 O
o 0 ... 0 a,
rie cy ap,as,...,G, HEeHyJa peaJHu OpojeBu u mocrtoje i,j € {1,...,n} Taksu Ja

je a; < 0 m a; > 0. Kako je G gmjaronasina MaTpHlia, TO ce IbeHa JeTepPMUHAHTA
n3padyHaBa Kao ITPOU3BOJ] eJieMeHaTa Ha FheHO] TJIABHO] JIMjaroHasiv, OJaKJIe je
detG =ay-ay-...-a, # 0, mro 3naun na je G HBEPTHOWIHA MATPUIIA, T€ HA
ocuoBy Jleme 1.1 cienu na je g HeereHepucana cCUMeTpUYIHA OuInHEeapHa dopMa.
Ca npyre crtpane, g je HeJledDbUHUTHA jep HUje HU MO3UTUBHO JeUHUTHA jep 3a
HeHysa 6asuu esemenT F; Baxku na je g(E;, E;) = G = a; mTo HUje NO3UTUBHO,
a ¢ HUje HU HEeraTWBHO JedUHUTHA jep 3a HeHysla Oa3HU ejeMeHT F; BaXXu Ja
je g(Ej, E;) = Gj; = a; UITO HUje HEraTHBHO. 3aTO je OMJIMHEAPHA CHMETPUIHA

dopma g naayKOBaHa ['pamoBom marpurniom (G HeJlereHepucaHa U HeJleUHHUTHA.

A

Y HacTaBKy HABOJMMO jOII je/IaH IpuMep OunHeapHe cuMeTpudHe (popMme Koja

je HesereHepucana u HeJlePUHUTHA, KOju he HaM OUTH WHTEpPECAaHTAH KACHU]e.

IIpumep 1.2. [TocmaTrpajmo OuymHeapHy (popMmy g Ha IpOCTOPY V MapHe JTUMEH-
suje n = 2k koja je jennosHaqHo oapehena momohy I'paMoBe maTpuriie y oJiHOCY Ha

6a3y (E41,..., E,) nare momohy 610k Marpuiie ca 6J10KOBUMa BejimauHe k X k

G- G Id
Id 0

rie je G = (Gy;) cumerpuama MaTpuna, npu demy ¢y Gy € R mpomsBosbHE 32
i<j,ie{l,....k} uje{l,..., k}. Ha ocuoBy [66, Jlema 2| 3a merepmunanty

OJIOK MaTpUIlEe BaXKU JIa je

A B
det ( ) = det(AD — BC)
C D



1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

KaJia je 6ap jeman ox osokoBa A, B, C, D nHyna 6J0K, Te je
det G = det(G - 0 — Id - Id) = det(—1Id) = (—1).

Kako je det G # 0, To je I'pamoBa marpuna G uaBepTubmina, Te Ha OCHOBY Jleme
1.1 cnenu 51a je g HejereHepucaHa CUMETPUYIHA (POpMA.

[Tpumerumo cajia fga HejlereHeprcaHa CUMETpUIHA OunHeapHa (opMa g Huje
JedwHUTHA jep HUje HU MO3UTHUBHO HU HEraTWBHO JedUHUTHA jep je F, Henyaa
6a3uu esieMenT 3a koju je g(E,, E,) = G, = 0, re ue saxu g(E,, E,) > 0, autn
g(E,, E,) <0.

Haxme, bununeapua dhopma uHaykoBana ['pamoBom marpuiniom G jecre cume-

TpUYHA U HeJereHeprucaHa, aju Huje geduHUTHA. A

Cumerpuuna bunmHeapraa dpopma g Ha ) je jemuHcTBEeHO oipehena KBapaTHOM
dbopmom €: V — R koja je nedunucana ca ex = g(X, X), jep ako HaMm je mo3HaTa
dbopma &, orgia MozkeMo jenHozuauHo oapemuTu g(X,Y) 3a cBaka jBa BekTOopa X

u Y u3 )V nomohy
1

g(X,Y) = §(€X+y—€x—8y). (1.1)

Baucra, kopucrehu medpuHunmjy KBajgparae popMe €, OUTNHEAPHOCT U CUMETPUI-
HOCT (bopMe g 3aKJbydyjeMo Jia je

1 1

5(5X+Y —Ex —¢&y) :§(Q(X +Y, X +Y)—g(X,X)—g(YY))

=5 (00X X 4Y) 4 gV, X +¥) = g(X, X) — g(Y,Y))

:g(X,X) +g<X7Y) +g(Y7X) —|—g(Y7Y) _g(X7X) _Q(Y7Y)
2

:—29()2(’ Y) =g(X,Y).

[Tpumernmo ja ce kopuihemeM ounuaeapHoctu dopme g 3a X 1 Y nobuja na je

Eax+py =g(aX + BY,aX + BY) = ag(X,aX + BY) + Bg(Y,aX + BY) (1.2)
—a2g(X, X) + afg(X,Y) + Bag(V, X) + B2g(Y,Y) = a’ex + Pey.

1.2 IIpoctop ca ckajlapHUM HPOU3BOJIOM

Keagpatwiny nopmy sekropa X nedbunumemo nomohy ex = g(X, X). Hopma

um gyatcuma Bexkropa X € V je memeraruBan 6poj || X|| = /|g(X, X)| = /|ex],
Te je |ex| = || X||*. Bektop X € V je gepunuiian axo cx # 0, a jeguruuan je

5



1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

ako ex € {—1,1}. Ilpumerumo ja jgesberbeM jgeduHUTHOD BEKTOPa X EeroBOM HOP-
MOM +/|ex| mobujamo jemuuuuan BekTop X /4/|ex| jep HA OCHOBY GuaMHEAPHOCTH

dopme g Baxku 1a je

X X 1
g 9 = g(Xux):g_XE{_171}7
Viex] Vlex| lex] lex|

a OBaj MOCTYNAK HA3UBAMO HOpMuparse JTeduHUTHOT BeKTopa. Kopucrehu 3mak
kBasiparae HOopMe £x = ¢(X, X)) paziukyjemo Tpu Tuma HeHysa Bekropa X € V.
BekTop X €V je:

® UpocwopaH ako je cx > 0;
® gpemeHcKU aKo je ex < 0;
e uzowpouan axo je ex =0 u X # 0.

Kako 3a m3orponan Bektop X Baxu na je 0 = ex = ¢(X, X), To je cBaku
M30TPOIAH BEKTOp OpToroHasjaH Ha cebe. Ako je g nedunurHa hopma oHA ca-
MO 3a HyJIa BEKTOD BaXkW Jia je OPTOrOHAJIaH Ha cebe, OJHOCHO akKo je dopMma ¢
neduHUTHA, OHJIA HE MTOCTOje U30TPOITHU BEKTOPU.

3a cBaku BekTOpCcKHU noTipocTop W < V nedunuineMo opiio2ZoHaAHU TUOUL-
UPOCUWOP NI HOPMAAAH UOTLUPOCULOP Yy O3HAIU W+ kao CKYII CBUX BEKTOPa
u3 V) KOju cy OPTOTOHAJIHE Ha cBaku BeKTop u3 V. Ilpumernnmo 1a je ckyn W+ ne-
pasaH jep caJIpKu HyJia BEKTOP 3ar1o mTo 3a cBako X € W Baxu ¢(0, X) = 0 360r
6ummaeapuocTn dopme g. Ja 6u Hermpasan moackyn YW 610 BeKTOPCKH MOTIPO-
cTop ox V II0BOJBHO je IPOBEPUTH Ja 3a CBaKa aBa BekTopa X n Y u3s W' u cBaka
nBa peasHa 6poja a u b axku ma je aX +bY € WH. Kako X e WHuY € W+, To
3a cBaku BekTop Z € W Baxu ja je (X, Z) = 0u g(Y, Z) = 0, onakye Ha OCHOBY
6ummaeapuoctu dpopme g Baxu g(aX +bY, Z) = ag(X, Z)+bg(Y, Z) = a-0+b-0 = 0,
omuocuo aX +bY € W+, unMe je 10Ka3aHoO 118 je OpTOroHa HU noropoctop W 3a-
MCTA BEKTOPCKU MOTIPOCTOP. ¥ HACTABKY HABOJIUMO HEKE OCOOMHE OPTOTOHAJHOT

HOTIPOCTOPA TPOCTOPA Ca CKaJapHuUM mpou3BojoM (V. g).

Jlema 1.2. 3a wowupocwop YV Upoctiopa ca CKaAGPHUM TUPOU3EBOJOM (V, g) 8aHCU
dim W + dim W+ = dim V.

Jloxas. Heka je VW nornpocrop numensuje d u veka je (Fi, ..., Ey) merosa b6asa.

Tajyia ce ona moxe npoayxkutu J0 6aze (Ey, ..., Ey, ..., E,) 3a V. lIpumerunmo ma
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1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

BekTop X = Y | x;E; mpunaga W+ axo u camo axo 3a cBako j € {1,...,d} Baxn
naje 0= g(X,E;) = >0 xg(E;, E;) = >, 2;Gyj. 3ancra, ako X € W, onza
je X opToromajHo Ha CBaKM BEKTOp M3 YV, Te je clenujajHo OpTOroHaj aH U Ha
cBe Gasue BekTOpe By, ..., Eyu3 W, te je 0 = g(X, E;) 3a cBako j € {1,...,d}. Ca
Ipyre CTpaHe, ako 3a cBako j € {1,...,d} Baxnu na je 0 = g(X, £;), onga crenn na
je X € W+ jep je X opTOroHaJIHO Ha CBAKH BEKTOp M3 YV, 3aTO IITO je IPOU3BOIbAH
BekTOp Y w3 W obiuka Y = ijl y;iE;, Te je g(X,)Y) = Z?Zl y;9(X, E;) =
ijl y; - 0 = 0. Kako je

T
n n To
0= leGZJ = ZJ/’%G]Z = (Gjl ng ce Gjn> : y
i=1 i=1 :
T

TO ce CBUX d je/IHAaYMHA MOYKE 3aIUCATU y OOJIMKY MATpPUYHE jeTHAYNHE

T 0
. . . x2 O
T 0
U IIOCMATPaTH Kao XOMOTEH CHCTeM OJ d jeTHAYuHA Ca N HEIO3HATUX X1, ..., Ty.

Kako je (V,g) mpocrop ca cKaJlapHUM MPOU3BOJOM, TO je ¢ HeJereHepucaHa CH-
MeTpudHa OunuHeapna ¢opma, Te je Ha ocHoBy Jleme 1.1 I'pamoBa marpuna G
WHBEPTUOMITHA, T€ je HEHUX MPBUX d BPCTa JIMHEAPHO HE3ABUCHO, T€ jé PAHT Ma-
TpHIlEe HOCMATPAHOT CUCTEMa, jeJHaINHa jenHak d, a OHIa Ha ocHOBY KpoHexep?-
Kamnenumjese® Teopeme 3aK/bydyjeMo /1a je IOTIPOCTOpP pelllierha TOT CUCTeMa JUMeH-
suje n—d, a Taj mormpocTop je 6am W u zato je dim W+dim W = d+ (n—d) =
n =dim V. [

Jlema 1.3. 3a aowupoctwop W upocitiopa ca cxaraprum apoudsogom (V, g) eastcu

ga je (WH)t =W,

Joxas. Tlpumernmo ma je W < (W)L jep je W nornpocrop u 3a ceako X € W
paxku 1a X € (W)L zaro mro je 3a ceako Y € W+ na ocnony jedununuje W

ucnymweno ja je g(Y,Z) = 0 3a ceako Z € W, te crnenmjanno 3a Z = X Baxu

2Leopold Kronecker (1823-1891), memadxkn MaTeMaTHIap
3Alfredo Capelli (1855-1910), nranmjancKu MaTeMaTHIap
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maje 0 = g(Y,X) = g(X,Y), te je X oproroHagno Ha cBaku BeKTOp Y € W5,
ITpumenom Jleme 1.2 ma BekTOpcKe mormpoctope W m WY nobujamo ma Bazku
dimW + dim W+ = dim V u dim W+ + dim(W+)+ = dim V, onaksne je dim W =
dim(W™H)*, mro 3ajenno ca W < (WH)* nosnaun na je W)+ = W. O

Jlema 1.4. 3a wowupoctmope W u U upoctiopa ca cKasapHUM UPOU3IBOGOM V

waxse ga je W < U eascu ga je U+ < W,

Jloxas. Kako cmo Beh Bumesn na cy U+ m W Bekropcku mormpoctopu of V,
JIOBOJBHO je JoKazaTh ja je U+ nonckym ox W, Heka je X € U npoussospan. Ha
ocnoy nedunumje U+ 3a ceako Y € U Baxku ga je g(X,Y) = 0. Kako je W C U,
TO crienujaHo 3a cBako Z € W Baxku ja je g(X, Z) = 0, e X € W, onakie je
Ut c wt. O

IMocneauna 1.5. 3a wowupocwope VW u U tpocttiopa ca ckaraprum Gpous3eogom

V waxse ga je Ut < W saoicu ga je W < U.

Jloxas. ITpumenom Jleme 1.4 Ha BekTOpCKe moTmpocrope UL u W+ nobujamo na
je WH)Lt < (UH)*, Te na ocnosy Jleme 1.3 caemu ga je W < U. O

Ba mornpocrop YW KaxkeMo ja je HegeZenepucar |/ GO3UWUBHO geduru-
WaH /| Hez2awueHo gepurutiar axko je TaKBa PECTPUKINja [, CKAJIAPHOT PO~
U3BOJIA ¢ IPOCTOPA ca cKasapHum rnpoussogoM (V, g) aa norupocrop W. Ha ocho-
By Jedununyje nosuTtupHe (HeratubHe) geduHUTHOCTH (HOPME ¢, jJaCHO je J1a aKko
je g mosuTuBHO (HeraTwBHO) MedWHUTHA, OHJIA je U ¢[), MO3UTUBHO (HEIATHBHO)
necdunuTHa, TE je VY nmosutuBHO (HeratuBHO) nedunuTaH normpocrop. Ca apyre
cTpaHe, aKo je HeJlereHeprucaHa CUMeTpuYHa OnimHeapHa popMa g Ha ) TakBa Jia
nocroju uzorpornan Bekrop N u3 V, ouma je W = Span{/N} mormpocrtop ox V
TakaB ga je I'pamoBa marpuna dopme gly, y onHOCY Ha 6a3y ca jeqHUM Oa3HUM
eslemenToM N Hysia Marpulia jep 3a uzorponan ekrop Baxu g(N,N) = ey = 0,
Te Ha ocHOBY Jleme 1.1 dopma g[,, Huje Heleremepmucana, Te HU IOTIPOCTOP
W = Span{ N} Huje Hejierenepucan, oJJHOCHO OCOOUHA HEJIET€HEPUCAHOCTH Ce HIUje
IpeHesa ca IPoCcTOpa Ha MOTIPOCTOP.

Hapenna sema #am roBopu na 3a normnpoctop Span{/N } mpocropa V koju Huje

HeJslerenepucan He saxku ja je Span{N} + (Span{N})t = V.

Jlema 1.6. Heka je W Go@upociop Gpoctuiopa ca CKaAaprum apousdsogom (V. g).

Caegeha wipu uckasa cy exeUBaANEHTUHA:
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1. W je negezenepucan;
2. W+ je negezenepucan;
8. W+WE=V.

/loxas. EXBUBAJIEHTHOCT HaBEJIEHUX TBphema JI0Ka3yjeMo TakKo ITO heMo JI0Ka-
3aTH Jla Cy CBa TPH TBphema ekBupasenTHa ca W N WL = {0}.

[To necdounuruju W je nemerenepucan ako u camo ako je () jeluHU BEKTOD W3
W xoju je opToronajian Ha cBe BekTope u3 VW, ognocuo 0 je jenmau BekTOop u3 W
Koju npumasa WL, mro je eksusasentso ca W N WL = {0}.

Coaro je W menerenepucan ako u camo ako je W N (WH)+ = {0}, mrro je
na ocuosy Jleme 1.3 expupasentno ca W N W+ = {0}.

Ha ocnoBy I'pacmanose* dopmyse 3akmydyjemo ma je dimW + dim W+ =
dim(W+WH) +dim(WNWH), a ma ocnosy Jleme 1.2 je dim W+dim Wt = dim V,
te je dim(W+WH) +dim(WNW+) = dim V, onakie je 36or W+WL <V 1o na je
W+W+ =V eksusasnentno ca dim(W+W+) = dim V, onsocso dim(WNW+) = 0,

mTO je exBuBaseHTHO ca VW N WL = {0}. O

[Ipumerumo ga ako je VW moTmpocTOp IPOCTOpa ca AePUHUTHUM CKAJAPHUM
npoussozoM (V, g), ouza je u gl JnedUHUTHA, Te je U HeJIereHepUCcana, O1aKye Ha
ocuosy Jleme 1.6 3akmyayjemo ma je W+ W+ =V, Te je panuje Kopunthen Ha3uB
opWoZoHarHU Kombaemenis of VY 3a W y nedHUHUTHOM CIydajy CMUCTICH.
Ha ocnoy Jleme 1.6 3a uenerenepucan W < V Baxku ga je WNWE = {0}, a W
u Wt cy mehycobuo oproromammu, Te je V = W @& W, npu uemy @ osHauasa
JIUPEKTHY OPTOTOHAJIHY CYMY.

Axko cy Ei, Ey, ..., E, €V melhycobHO OPTOTOHAIHY jeIMHUYIHUA BEKTOPH, KayKe-
Mo na je (B, ..., E,) optionopmupara 6a3a 3a V. Jlo6po je mo3HaTO /a CBaKU
BEKTOPCKHU MPOCTOP UMa 0a3y, a CBAKM IIPOCTOP Ca CKAJAPHUM IIPOU3BOJIOM UMa,

OPTOHOPMUpaHy 0a3y.
Jlema 1.7. Csaku Gpocwiop ca CKAAGPHUM TPOUBOGOM UM OPTUOHOPMUPAHY 0G3Y.

Zlokas. [lokas cripoBOIMMO METOJIOM MaTeMaTUIKe WHIYKITHje 110 JTUMEH3U)U TPO-
CTOpa Ca CKaJIAPHUM ITPOU3BOJIOM.
Basza unmykunumje: Ako je juMeH3uja mpocTopa ca ckajgapHuMm mnpoussojgom (V, g)

jemHaka 1, oHZA TTOCTOjU BEKTOP X dUHja je KBaJpaTHAa HOPMa Pa3jIuduTa OJ HYyJIe,

“Hermann Giinther Grafmann (1809-1877), Hemadyku bU3EIap W MaTEeMaTHIAD
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nHave OW y Mpou3BOJbHO] Oa3u ['pamoBa maTpuiia o g Ouia HysIa MaTpPUIA, TE HE
Ou Ousia mHBEPTHOW/IHA, & OHJA Ha ocHOBY Jleme 1.1 g He Ou Ousia HelereHepucaHa,
IIITO je y CYIPOTHOCTH Ca MPeTHoCTaBKOM Jieme. Kako je ey # 0, To HOpMUpameM
Jo6ujaMo jenuardHN BeKTOp X / \/@ U OH IIPEJICTaB/ha TPaXKEHy OPTOHOPMUPA-
Hy 6a3y 3a V.

Nunykrupna xumnore3a: [IpermocraB/baMo ja CBakKyd IPOCTOP Ca CKAJAPHUM IIPO-
W3BOJIOM KOjH je JuMeH3uje n — 1 uMa OpTOHOpMUPaHY 0a3y.

Nunykruau kopak: Jlokasyjemo fa mpocTop ca ckajJapHuM npousogoM (V, g) au-
MeH3uje n uMa oproHopMupany 6a3y. [[pumernmo fa mocroju gepuHUTAH BEKTOD
X €V, unade 6u cBu BekTOpH 13 V) Owim kBasiparae nopMme 0, Te 6u I'pamoBa ma-
TPUIA O] ¢ y IPOU3BOJbHOj Oa3u OujIa HyIa MATPUIA U HE OU OU/Ia MHBEPTUOMITHA,
Te Ha ocHoBy Jleme 1.1 popma g He 6u Outa HemereHeprcana MTo je y CyIpOTHOCTH
ca MPEeTIOCTaBKOM JIa je ¢ CKaJlapHu npou3Bojl. Kako je ex # 0, To Kao y 6a3u uH-
JIYKITFje MOXKeMO TIOCMAaTpaTh jeuHndan BekTop F; = X/ \/@ . Kaxko je I'pamoBa
MATPUIRA O g[§pan(sy Y 6231 o1 jemmor emementa E) jennaka 6pojy g(Ey, Ey) =
eg, 7 0, OTHOCHO MHBEPTUOWIIHA je, TO je jeIHOMMeH3UOHY oTIpocTop Span{ Fy }
Ha ocHoBy Jleme 1.1 meneremepucan. Ha ocnoBy Jleme 1.6 3aksbyuyjemo ma je
u (Span{F;})* menmeremepucan, kao u ga je V = Span{E;} + (Span{E})*, on-
nocuo V = Span{F;} @ (Span{F;})*. Kako na ocuosy Jleme 1.2 Baxu ga je
dim(Span{E;})* = dimV — dimSpan{E;} = n — 1, To ce Ha HejereHepucaHu
(Span{E})* Moxe npuMeHUTH WHIyKTHBHA XHUIOTe3a, T€ IOCTOJU H-EroBa Op-
Tonopmupana 6aza (Es, ..., E,). Kako je V = Span{E;} ® (Span{F;})*, 1o je
(E,. .., E,) opronopmupana 6a3a 3a (V,g). O

Jlema 1.8. Csaxu sextwiop X u3 Upoctuiopa ca cKAAGPHUM UPOU3EBOJOM (V, g) ca op-

wonopmuparom 6azom (Ey, ..., E,) ce na jegunctieen Hawumn u3panrtcasa y o6auKy
X =31 engX, E)E;.

Joxas. Heka je X = > " | 2, F; jeAuHCTBEHO IpecTaB/barbe BeKTOpa X Kao JIH-
HeapHe KoMOuWHalMje 6a3HUX ejieMeHaTa. 1ajia Ha OCHOBY OMJIMHEApHOCTU (bopme
g n opronopmupanocru 6ase (Ey,..., E,) (xoja nosmaun ma je g(E;, E;) = 0 3a
i #7), ciequ na3a ceako j € {1,...,n} Baxu naje (X, E;) =" xig(E, E;) =
1;9(E;, Bj) = vjep,;, onakne je v; = g(X, E;)/ep, = €g,;9(X, E;) jep 3a 6asnu Bek-
top E; Baxu jJa je 5%]_ =1. Opmasue je X => " ;B =>"" epg(X,E)E;. O

Kaxko 3a opronopmupany 6a3y (Ey, ..., E,)oxnV Baxu naje G;; = g(E;, E;) =0

3a 1 # j, To je I'pamMoBa MaTpuiia 3a ¢ y OIHOCY Ha OPTOHOPMHUpaHY 0a3y Jmja-

10
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rounajna. Ilo goroBopy, BekTope y TOj 6asu ypehyjeMo Tako jia Cy Ha IMOYETHHX
v MecTa BpeMeHCKH Oa3Hu BekTopu mpu demy v € {0,1,...,n}, a Ha nmpeocraaux
n — v MeCTa Cy MPOCTOPHU OA3HU BEKTOPH.

Hajsehu 6poj Ind(g) € Ny koju je aumensuja HEKOr HETaTUBHO MEeDUHATHOT
HOTIIPOCTOPA O] V Ha3WBaMO UHgeKc CKaJaapHOr mpoussoia g uHa V. Bpoj Ind(g)
jemHaK je 6pojy BpeMEeHCKHUX 0a3HUX BEKTOPA y TPOU3BOJHHOj OPTOHOPMUPAHOj 6a3u

3a ), mITo TBpAM HapeHa Teopema mo3HaTta Kao Cuaseciiepos 3axon umep-

uuge.

Teopema 1.9. Bpoj spemenckux 6a3nux 8eKWOPa He 3a6UCU 0 U360Pa OPTLOHOP-

mupane base apocmopa ca ckaraprum apoudsogom (V, g) u jegnax je 6pojy Ind(g).

Jloxas. Heka cy camo mpBux v 6a3Hux BeKTOpa opToHOpMupaHe 6aze (Fy, ..., E,)
Bpemencku. Taja je mornpocrop S = Span{ Fy, ..., E,} nerarupuo nedunuran jep
ce cBaku HeHyJ1a BeKTop X m3 S Ha ocHOBY Jleme 1.8 MoxKe 3ammcaT Ha jeIMHCTBEH

HAYMH KAao JIMHEapHa KOMOMHAIMja BPEMEHCKUX jeJMHUYHUX OPTOTOHAJHUX BEK-
_\w (0 N 2 2
topa Ey, ..., E,, omnocno X = ) 7 ep,g(X, E;)E;, toe je >, e3,9°(X, E;) # 0,

Te Ha ocHoBy (1.2) Baxu ex = Y e3¢*(X, Ey)eg, = — Y ) 59> (X, E;) <0 u
3a10 je g|g HeraTuBHO AedunutHa hopma Ha S. Ha ocHoBy nedununuje nnaekca
o7, g 3akibyuyjemo ga je dim S = v < Ind(g). Ako je VW npousBosbaH HEraTUBHO
JnedUHUTAH TOTIPOCTOP O V, OHfa je mpeciaukaBawme 7: VYV — S meduHUCAHO

nomohy 7(X) = >"7 | ¢(X, E;)E; imueapno jep 360r GUIMHEAPHOCTH ¢ BayKU Ja je

7r(aX—|—bY):ZgaX—i—bYE —aZgXEE—FngYEE
=an(X) +bn(Y).

Hokaxkumo Ja je m uHjeKTUBHO mnpeciukabamwe. Heka je w(X) = 0. Tama je
S 9(X,E)E; = 0, Te HA OCHOBY JIMHEAPHE HE3ABUCHOCTH OA3HUX BEKTODA
Ey,...,E,, cnemu na je g(X,E;)) = 03a 1 € {1,...,v}. Tana ua ocuoBy Jleme
1.8 mmamo ma je X = Y . g(X,E)E;, jep cy 6asum Bexropu Eyi4,...,E,
npocropuu jeauandnu BekTopu. Kako X € W, omnocno X je enemMeHT Hera-

TUBHO neduHUTHOT mormpocropa, 1o je ex = ¢g(X,X) < 0, a ma ocuoBy (1.2)
je EX = Z?:v.u 92(X7 Ei)gEz‘ - Z?:U—H 92<X7 E’i>7 Te je Z?:v+1 92(X7 El) < 07

mro je moryhe camo ako je g(X,E;) = 03a i € {v+ 1,...,n}, onakue je
X =>3" 9 X E)E =>" .,0-E = 0. Joxazam cmo ga u3 7(X) = 0
caemu ga je X = 0, Te je T MHJEKTHBHO IPECJUKABAIbE, IITO IMOBJIAYU Ja je

11
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dim W < dim S = v, a kako je YV 6uo npon3Bo/baH HETATUBHO JIe(PUHUTAH ITOTIIPO-
crop, To je Ind(g) < v, mrro 3ajequo ca panmje mokazanum v < Ind(g) mMmurnmpa
na je v = Ind(g). Tume je mokazano u ja 6GpPOj BpeMEHCKUX OA3HUX BEKTOPA HE

3aBucu oJ1 u3bopa oproHopmupane 6a3ze jep je jeanax 6pojy Ind(g). ]

Cuznatypa npocropa ca ckagapauM poussojgoMm (V, g) je nap (v, n—v) rue je
v OpPOj BpeMEHCKHUX 0a3HUX BEKTOpa IIPOU3BOJbHE OpTOHOpMEUpaHe 6a3e. Ha ocHOBY
Teopeme 1.9 curnarypa He 3aBHCH O U300pa OPTOHOPMHPaHEe 0Oa3e IITO MOBJIAYN

cinesiehy enemMenTapHy, aJu KOPUCHY JIEMY.

JIlema 1.10. V dapoctiopy ca megepunuiinum ckaraprum apoudsogom (V,g) Go-

CUWOJU USOTUPOUGH BEKIUOP.

Jloxas. Kaxko je (V, g) npocrop ca HemedUHUTHIM CKAJAPHUM ITPOU3BOJIOM, TO 34

BeroBy curHarypy (v,m —v) Baxu ma je v > 1 un —v > 1. Ha ocrosy Jleme 1.7

nocroju opronopmupana 6asa (Ey, ..., E,) npocropa V, a na ocaoBy Teopeme 1.9
cmarpamo na3a i € {1,...,v} Baxucg, = —1,a3ai € {v+1,...,n} Baxucp, = 1.
Kako je Fy L E,, To na ocuoBy (1.2) cienu na je €g,+ g, = €g, +€g, = —1+1 =0,

a Ha OCHOBY JIMHEApHe HE3aBUCHOCTU Oa3HUX ejleMeHaTa Fy u F, 3ak/bydyjeMo ja

Ey + E, HUje HyJa BEKTOP, T€ je OH TPaXKEHU U30TPOIIAH BEKTOP. ]

Jlema 1.11. Csaku apociwiop ca CKAAAPHUM TUPOU3BOJOM (V, g) Yyuja je cuHatiypa
(v,n — v) wmoorce ce natucamu y obauky V = VT @ V™, 2ge je VT makcumanran
UOBUTUSHO JePUHUTAAH TOTUPOCTLOP guMeEH3Uje N — v, a V7 je MAKCUMAAAGH He-

20MWUBHO JePUHUTLAH TOTLUPOCTUOP UMEHIUJE V.

Zloxas. Ha ocuoBy Teopeme 1.9 moxkeMO cMmaTpaTw Ja je IpOU3BOJbHA OPTOHOP-

mupana 6a3za oz V obmuka (Fy,. .., E,), npu uemy je eg, = —13ai € {1,...,v} u
eg, =13aie€ {v+1,...,n} nuBaxu na je V- = Span{E}, ..., F,} MakcuMaan
HeraTuBHO JePUHUTAH TOTIIPOCTOP o7 V, a cim4uro je VT = Span{FE,,1,...,E,}
MaKCHMaJIaH TO3UTUBHO JlecpuanTan norapocrop ox V. Kako je 6aza (Ey, ..., E,)

OpTOHOpMHEpaHa, TO ¢y nornpocropu V- u V1 Mmeljycobno oproronasnu jep 3a cse
BekTope X € V™ m Y € V' paxu jaje X = > nEuY = Y0 Lyl
e je g(X,Y) = YL, > 11 2iyi9(Ei, Ej) = 0, onmoco X L Y. Tlpumernmo u
Ia je mpecek mormpocropa V.~ m VT Tpusnmjanan jep ako Z € V- N VT, onma je
Z=3 . zEunZ= Z?:UH a;E;, onpocuo Y ), ZiEi_E?:UH a;E; = 0, anu xaxo
cy Ey, ..., F, TuHeapHO HE3aBUCHU, TO jJ€ 2] = 29 = ... = 2, = Qpy1 = ... = Ay = 0,

Te je Z = 0, uume je jgokazano ga je V =V~ V7. O

12
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Jenna OutHa Be3a m3Mely M30TPOIHUX, BDEMEHCKHUX U IIPOCTOPHUX BEKTOpA je

nmara 'y caenehoj nemu (Bugeru [2, Jlema 1)).

JIlema 1.12. Csaxu usotpouan eexiwiop N u3 Upocwiopa ca CKAAAGPHUM UPOU-
3sogom (V,g) ce moorce natuca@mu kao N = S+ T, 2ge SST € V, S L T u
es = —er > 0. Jlogatwino, Goctoju 6uuwe WaK6UT Paciiasmarba U30WPOUHOZ BEK-
wopa N, cueyujarro u pactmasmarwe N = S1+T1, waxso ga je S1,Ty € V, 57 LT}

ueg, = —¢en, = 1.

/loxas. Ha ocuoBy Jleme 1.11 cBakm m3orponan BekTop N ce MOXKe 3aIlMCATH Y
o0bimuky N =S+ T, upuuemy S € VF, T €V - u S LT jepje V" L V™. Kako je
N wuzorponan u S L T, To Ha ocuoBy (1.2) Baxku ja je 0 = ey = eg11r = €5 + €7,
Te je eg = —e7p. Kako je S e VTt u T € V7, 10 je eg = 0 m e7 < 0. He moxke
outu g = e = 0, jep 6u Ha oCHOBY mozuTuBHe JecdunutHocTH V1 1 HeraTuBHe
neduauTHOCTH V™ cneqmiio ga je S =T =0, e ou u N = S + T = 0, mro
je memoryhe jep je N wm3orpoman BekTop. 3aTo je €5 = —ep > (0. Kopucrumo
oBo pactaB/baitbe N = S + T na mahemo jorr Heka TakBa pacTaB/barba Y OOJIUKY
N =S +T,,upuyemy je S; =tS+(1—-t) T €eVuTl =(1-t)S+tl' €V 3a
peasan 6poj t > 1/2. Tama je S1+11 =tS+(1—-t) T+ (1—t)S+tT'=S+T = N,

a Ha ocuoBy S L T, bumaeaprocTu dopme ¢ u (1.2) Baxku ma je
9(S1,Th) =g(tS + (1 = )T, (1 —1)S +1T)
=t(l —t)(es+er) =t(l —t)eger =t(1 —t)en =0,
re je S L Ty, onakine npumenom (1.2) nobujamo ga je 0 = ey = €g,41, = €5, + &1,
Te je €5, = —eq,. 36or S L T na ocuosy (1.2) cienu na je
€8, =E15+(1-0)T = tPeg + (1 —t)%er = t?eg — (1 — t)%ey
=(t* — (1 —-t)Yeg = (t* — 1+ 2t —t})eg = (2t — 1)eg,
a Baxku u £g > 0, Te 3a cBako t > 1/2 nobujamo HoBO pacraBbamwe N = Sy + T}
TakBo Ha je 51,71 € V, S1 L Ty u g, = —ep, > 0. Cuenujasnno, ma 6ucmo pobuin
pacTaBibambe 3a Koje BaxKu £g, = 1, JOBOJBHO je y3eru ¢ TakBo Ja je (2t — 1)eg = 1,

omaocHO t = (1/e5+1)/2 = (1+¢5)/(2¢5) n npumernTH Ja je 3a TAKBO ¢ UCITYHEHO
majet=1/(2e5) +1/2>1/2. O

Kaxemo na je mornpoctop W npocropa ca HeledUHUTHAM CKAJAPHUM ITPOU-

spogioM (V,g) GOWUYHO U3OWPOUAH aKO Ce CACTOJU CAMO OJI BEKTOpa 4uja je
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KBaJIpaTHa HOpMa jenHaka (), OJHOCHO OJ HyJIa BEKTOPa M U30TPOIHUX BEKTOpPA.
Ha ocroBy dopmyute (1.1) ciaemu a cy cBaka JBa BEKTOPA U3 MOTILYHO H30TPOITHOT
normpocropa YV meljycobno oproronasna, Te je cBaka 6asza oj VY oproronaJsHa,
a Baxku u 1a je W < WP jep 3a caku BexTop m3 W BaxKku Ja je OpTOroHa-
7MaH Ha cBe BekTope m3 W, Te je dimW < dim W+. Cana ma ocrosy Jleme 1.2
zaxspyayjemo ga je 2dim W < dim W + dim W+ = dim V, Te 3a mumensujy mot-
[yHO U30TponHOr nornpocropa YW Baxu ga je dimW < (dimV)/2. I[Ipumernmo
na ako je (V,g) mpocTop ca ckajapHuM TpousBojgoM uHIekca Ind(g), onga je u
(V, —g) mpocrop ca cKaJapHUM Mpou3BogoM uHjekca Ind(—g) = dimV — Ind(g).
Bes ymamema ommroctu, MoxkeMo npernoctasutu ja je Ind(g) < (dimV)/2, jep
ako je Ind(g) > (dimV)/2, onga MOkeMO mOCMAaTpaTH —¢ yMeCTO g U Baxkuhe
Ind(—g) =dimV —Ind(g) < dimV — (dim V) /2 = (dim V) /2, a pasnuka usmely g
U —¢ y HaIlUM pasMaTpamuMa HUje CYIITUHCKA. Y HapeIHOj JeMU J0Ka3yjeMo Ja
JIMMEH31ja MOTIYHO M30TPOITHOI IOTIPOCTOPA IIPOCTOPA €& CKAJAPHUM IIPOU3BO-

oM (V, g) auje Beha o1 WHIEKCA OJ g.

Jlema 1.13. 3a wowuymo usowpotar wowupocwop YV upociwiopa ca cKaAAPHUM

apoussogom (V, g) easrcu dim W < min(Ind(g),dimV — Ind(g)).

Joxas. Ha ocnoBy Jleme 1.11 cienm na je V = VY @ V7, rae je VT makcuma-
JIaH TIO3UTUBHO Jie(pUHUTAH MOTIPOCTOP O V, a V™ je MakCuMaJiaH HeraTuBHO
nedunutan mnorapocrtop ox V. Ha ocroBy I'pacmanoBe dopmyse 3a BEKTOpPCKe
nornpocrope W u V' je dimW = dim(W + V) + dim(W N V) — dim V™', a
kako je dim(W + V') < dimV jep je W+ VT < V u dim(W N V") = 0 3aro
wro je W N VT = {0}, 1o je dimW < dimV + 0 — dim V" = dimV~ = Ind(g).
Bamenom g ca —g pobujamo u dim W < Ind(—g) = dimV — Ind(g), omakie je
dim W < min(Ind(g), dim V — Ind(g)). O

Y HactaBkKy HaBoauMO cjejiehy 100po 1o3HATY TBP/EY O U30TPOITHOM CYILIe-
MEHTY OJI TOTIIYHO M30TPOITHOT MOTIPOCTOPa VY MPOU3BOJHHOT IIPOCTOPA Ca CKa-

napauM npoussogoM (V, g) (Bumern |7, Ilpomosunuja 1] u [26, Teopema 6.2]).

Jlema 1.14. Axo je (Ni,...,Np) 6a3a Gowayno u3owpounoZ wowupocwopa VV
UPOCUWLOPa €A CKAAGPHUM UPOU3BOGOM V' UPOU3BOSHHE JUMEHIUJE, OHGA UOCTLOJU
UOWUYHO UBOWPOUNY, Towupoctwop U <V, Koju uma WPUBUJANAH UPECEK {0} ca
W w 6asy (M, ..., My), waxo ga g(N;, M;) = 0;; eaorcu 3a cee i € {1,....k} u
jed{l,....k}.
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1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

/loxas. Jloka3 cupoBOIMMO METOJIOM MATEMATUYKEe WHIYKIHje 10 JIUMEH3Uju k
MIOTITYHO U30TPOIHOT MOTIIPOCTOPA OJI MPOCTOPA Ca CKAJAPHUM MTPOU3BOIOM ITPO-
M3BOJbHE JIMMEH3H]E.

Basza unayknuje: Ako je quMeH3nja MOTIIYHO U30TPOIHOT moTmpocTopa Wy jer-
naka k = 0, ouma je Wy = {0}, Te ce 3a Uy moxe yseru {0} u cBu ycioBH TpuBH-
JaJTHO BazKe.

Wunaykrusra xunoresa: [IpermocraBpamo ja ako je (Ni, ..., Nx_1) 6a3a mor-
IIYHO M30TPOMHOT moTipocTopa Wi 1 numen3uje k — 1 mpocTtopa ca CKaJapHUM

IIPOU3BOJIOM Vi _1, OHJIA TOCTOjU IOTIIYHO WU30TPOIIaH HMOTHPOCTOP Ui_1 om Vi1

Koju uma tpusujasan npecek {0} ca Wy_1 u 6a3y (M, ..., My 1) TakBy Ja BaxKu
g(Nz,M]):ém 3a 1 € {1,,]{5—1} 1/1]6 {1,,]{3—1}
WNunykrusau kopak: Jlokasyjemo na ako je (IVy, . .., Ni) 6a3a moTmyHo H30TpOIT-

HOr moTnpocTopa Wy naumMensuje k mpocTopa ca ckajgapHuMm mpou3BogoM (Vi, g),
OHJIa TIOCTOJU TIOTIIYHO W30TPOIAH TOTHPOCTOP Ui of Vi KOoju mMa TPUBHUjaJIaH
npecexk {0} ca Wy u 6asy (M,..., M) taxBy na saxu g(N;, M;) = 0;; 3a cBe
ie{l,....k}tuje{l,... k}. Kako je Wy = Span{ Ny, ..., Ny} u 360r jmuneapue
He3aBuUCHOCTU GasHux BekTopa Ny, ..., Ny Baxku jga Span{N.} Huje mormpocTop
on Wy_1 = Span{Ny,..., Ny_1}, ro npumenom I[locnemune 1.5 3aksbydyjemo ja
Wit | nuje normpocrop of (Span{N,})*, Te nocroju X; € Wi | xoju ne npunaja
(Span{ Ny })*, omnocro Baxu na je g(Xy, Ni) # 0. Hedunumemo
—Ex, 1

M, = N, + X;.
‘ 2(g( Xk, Ni))? g 9(Xk, Ni) ‘

Kako je N usorponan, OMInHeapHOCT U CUMETPUIHOCT hopMe ¢ TOBJIade Ja je

g(Xk7 Xk)
(9( Xk, Ni))?

Eggk en — 2€Xk g
_ €Xy, X £Xx, —0
(9(Xk, Ni))?  (9(X, Ni))? 7

Te je M) m30TponaH BEKTOP, & BaXKU U

en, =9(My, M) = (Xk, Ni) +

9(Ne, M) = mg(ﬁ@,]\&) + mg(m,xm —1,
azai€{l,..., k— 1} Baxe u jeHaKOCTH
—EX, 1
g(N;, My) = WQ(M, Ni) + mg(Ni,Xk) =0

jep cy 6asuu Bektopu N; u Nj TOTIyHO M30TPOITHOT ToTIIpocTopa Wy mehycobno
oproronannu u X, € Wit | = (Span{Ny,..., Ny_1})*, Te je g(Xx, N;) = 0.
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1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

Hokaxumo na My ¢ Wy = Span{Ny, ..., Ni}. IlpernocraBumo cynporHo, ma

M, € Wy, OIHOCHO Ja TOCTOje peajiHu OpOjeBU aq,. .., a0 TAKBU JIa BaXXW Ja je
M, = a1 Ny + aaNs + ... + ap Ny. Kako Baxku u My = by Ny + b, Xy, t1e je
—EX 1
b= s by = 40,
2(9( Xk, Ni))? 9(Xk, Ny)

To cnemu aa je ailNy + agNo + ... + (ar — by) Ny, = be X. Kako je Nj msorponan

BEKTOp OpTOroHaJjaH Ha Oa3He BekTOpe Ni,..., Ni_1, TO je
0= g(CLlNl + CLQNQ + ...+ (Clk - bl)Nk, Nk) = g(bQXk, Nk) = bgg(Xk, Nk) # 0,

qume Jobujamo Kourpaukiyjy. daxme, My ¢ Wy, = Span{Ny, ..., Ni}.

Youumo ja je normapocrop Span{ Ny, M} nenerenepucan Ha ocuoBy Jleme 1.1
jep mma opronopmupany 6azy ((Ny + My)/v/2, (Ny — My)/v/2) y onsocy na Kojy
je I'pamosa marpura unseprubmina. 3aucra, ((Ny + M) /V2, (N — My)/V/?2) je
reneparpuca normnpocropa Span{ Ny, M} jep je cBaku BEKTOD U3 TOT IIOTIIPOCTOPA

obsmka alN, + bM, 1 MoxKe ce 3aIucaT Kao
V2 V2 V2 V2
Taxobe, Bextopu (Ni + My)/v/2 u (N, — My)/+/2 cy numeapuo mezaBucHu jep u3

Ny, + M) /24 B(Ny — M) /2 =0 cnenu (o + B)Ny + (o — B)M;, = 0, a kaxo
My ¢ Wy = Span{Ny,..., Ny}, 10 cy usorponru Bekrtopu Ny u M) auHEApPHO

HezaBucHu, Te je o+ = 0w a — f = 0, omakne je o« = f = 0. 36or Tora je

((Np+My) /2, (N, — M) /v/2) 6a3a, a 1a je OpTOHOPMUpPAHA, CJICU U3 je[HAKOCTH

Ne+ My Ne+ M\ 1
(ng0 s
[Ny — My Np— M,

cng =0 (5 2
N, + M, N, — M, 1

( NG ) e
Baxu ga je Span{ Ny, My} = Span{ Ny, X;}. 3aucra, kako Ny € Span{Ny, X;}
u My € Span{Ny, X}, To je Span{ Ny, M} < Span{N, X;}. Ca apyre crpane,
kako Ny € Span{ Ny, My} u

1
en, + 9(Ni, My) + 5

ENp+M = ( EM, = 1,

V2

1 1
> = §€Nk — g(Nk,Mk) + éng =—1,

1 1 1
59(1\% M) + ég(Mk, Ny) — 3EM = 0.

Xy = 9(Xi, Ni) My, + N}, € Span{N,, M},

2 (Xk,Nk)
To je Span{ Ny, Xi} < Span{Ny, M,}.
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1.2. IIPOCTOP CA CKAJIAPHUM IIPOU3BOJIOM

Kako je Ny L N;3acBakoi € {1,...,k—1}, ro N € (Span{Ny,..., N, })* =
Wi |, mro ca X € Wik | u uumenunom ja je Wi | moTnpocTop UMILIUIMpPA J1a
je Span{Ny, M} } = Span{Ny, X;,} < Wit ,. Onaszne na ocnosy Jlema 1.4 u 1.3
zakpyuyjemo na je Wy < (Span{ Ny, M;.})*, a (Span{Ny, My })* je nenerene-
pucan Ha ocuoBy Jleme 1.6. /lakye, MOKeMO TPUMEHUTU WHIYKTUBHY XUIIOTE3Y
Ha morpocTop W1 = Span{Ni,..., Ny_1} ox mpocropa ca CKaJapHUM IPOH-
sogioM (Span{ Ny, M;})* npu uemy je (Ny, ..., Ny_;) 6a3a Tor nornpocropa. Ta-
KO jiobujamo 6asy (M, ..., My_1) HEKOT MOTIYHO HM30TPOITHOI MOTIPOCTOPA O
(Span{ Ny, M;.})* xoja je taxsa na Baxu g(N;, M;) = d;;3ai € {1,....k—1} n
jed{l,....k—1}.

Hokaxumo na je Uy = Span{My,..., My} ca 6azom (Mj,..., M) Ttpaxe-
HU CKPO3 M30TPONAaH TOTIPOCTOpP On Vi KOju mMma TpubHjaian npecek {0} ca
Wy, = Span{Ny,..., Ny} nuBaxu g(N;, M;) =0;;3ai€ {l,...  ktuje{l,... .k}
Kaxo je (Mjy,..., M, ) 6a3a mormnpoctopa tpoctopa (Span{Ny, Mi})t, 1o je
g(Ny, M;) =03acsako j € {1,...,k—1}, mro ca paHuje JOKA3aHIM jeHAKOCTAMA
maje g(N;, M;) =6;;3aie{l,....k}uje{l,... .k}

Jokaxkumo caga ma cy My,..., M, JuHeapHO He3aBUCHU BeKTOpu. AKO je
&My + &My + ..o+ My, = 0, onga ma ocuoBy jeanakoctu ¢(Ny, M;) = 0y, 3a
Jje{l,..., k} mobujamo na je & = g(Ng, s My +E Mo+ ...+ & My) = g(Ng,0) =0,
e je &My + &My + ...+ &1 M1 = 0, omakjie Ha OCHOBY JIMHEAPHE HE3aBUCHO-
cru BekTopa My, ..., My 1 (KOjy ©MaMO M3 WHIYKTUBHE XUIIOTE3€) 3aKJbYyTyjeMO
ma Baxu u & = & = ... = &1 = 0, e cy My,..., M nuHeapHO HE3aBUCHU U

npeJIcTaBbajy 6a3y CKpo3 m30TpomHor nornpocropa Uy = Span{ M, ..., My}.

ITpeocraio je ma ce qokaxe Ja je mpecek mormpocropa Wy = Span{ Ny, ..., Ny}
u U, = Span{My, ..., My} tpusujanan, ognocuo na je Wi NU, = {0}. Heka je
P e W, NUy. To 3raum 1a mocToje peasHu OPOjeBU 71, ..., Vg U [, ..., [l TAKBA
ma je P = 2Ny + ...+ %Ny u P = My + ... + up M. 3akpyayjemo ma je
MmN+ N = My 4.+ e My, a ouga 3a cBako i € {1,. .., k} kopucrehn
jemnakoctu g(N;, M;) = 6;; 3axspyayjemo na Baxku 0 = g(N;, 71 N1+ ... + 7 Ng) =
g(Ny, i My~ . .+ e My) = p;, 1rT0 IOBIAYHT 112 j€ fiy = fg = ... = ji = 0, OTHOCHO
P=wuM + ...+ wM,=0.

Tume je m0Ka3 METOIOM MaTeMaTUYKe WHIIYKIIMje KOMILIETHPAH. [
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1.5. IICEYIO-PUMAHOBE MHOI'OCTPYKOCTHU

1.3 Ilceymo-PumaHoBe MHOTOCTPYKOCTH

Y oBoM moryiaB/by cMaTpaheMo IO3HATUM CBe IIOjMOBe U TBphema HaBeleHa
y Homarky u3 tomosoruje A.2, mudepennujaane reomerpuje A.3 u TEH30PCKOT
paayra A.4.

Ilceygo- Pumaroga mewipura win mewlpura Ha MHOroctpykoctu M je
npecimkaBambe g: X(M) x X(M) — F(M) xoje cBakoj Tauku p € M riarko moje-
Jbyje cKaJlapHu 1poussos, g, 1, M x T, M — R na tanreaTHoM npocropy 1,M , npu
gemy Ind(g,) me 3aBucu oz tauke p. Ilceygo-Pumarosa mHoZocwpykocw je
mHorocrpykoct (M, g) ca npuapyzxkenom merpukoM ¢g. Vlako je merpuka GuTHA jep
JIBE pa3JIndUTe METPUKE HA UCTOj MHOTOCTPYKOCTH J1ajy pazjiuaure mceyao-Puma-
HOBE MHOT'OCTPYKOCTH, 9ecTO ce mceyno-Pumanosa muorocrpykocr (M, g) obesre-
xaBa ca M kaJsa ce mogpasyMeBa Koja MeTPUKA je MPUIPYKEHA MHOTOCTPYKOCTH
M. Kako no gedunnnuju nceyno-Pumanose muorocrpykocru unnexc Ind(g,) me
3aBucH off u3dbopa Ttauke p € M, Taj 3ajeITHUYKN UHIEKC CBUX CKAJAPHUX ITPOU3BO-
Ia g, HasuBaMo ungexc mewpuxre Ind(g), a 1o je u ungerc aceygo- Pumarose
muozocuipyrocwiy Ind(M). Pumarosa MHOZOCTWPYKOCTL jeé MHOTOCTPYKOCT
(M, g) auju je Ind(M) = 0, a merpuka g ce HasuBa Pumanosa metpura u 3a
Iby BaxK! Jia je 3a CBaKy Tadky p € M ckajapHu npoussoJ, g, Ha 1, M nosuTuBHO

JTedUHUTAH.

ITpumep 1.3. Jeman ox HajBaxkHMjuX npuMepa PuManoBe MHOIOCTPYKOCTH je ey-
raugexku upocwmop (R g) ca eykaugckom mewipukom § Koja CBAKO] TAIKH
p € M npuapyxKyje MO3UTHBHO 1edUHUTAH CKAJapHU IPOu3BoL ¢, Ha T,M (koju
npupoano uaentudukyjemo ca R™) koju je oapeben jeauaunanom I'pamoBoMm Ma-
rputiom G = Idg.. ITog oznakom R™ nompasymesamo (R", g) ako Huje npyraumje

HarJiallleHo. A

Jopenyosa mnozocuwipyrocti je muorocrpykoct (M, g) auju je Ind(M) =

1 # n, a merpuka g je Jlopenuosa mewmipura.

IIpumep 1.4. IIpumernmo Ja je HHIEKC CKaJIapHOT IPOU3BOJa ¢, KOju je ofapehen
I'pamoBom marpuniom u3 Ilpumepa 1.1 3a a1y = ... =a,_1 =1 un a, = —1 jennak
1, Te je meTpukKa g Koja CBaKO] Tadyku p MHOrocTpykoctu M momesbyje cKaJiap-
HE TIpou3BoJ, g, Jlopennosa, a (M, g) je Jlopernosa muorocrpykoct. IIpociwiop
Mumnxoseckoz je Jlopennosa muorocrpykoct (R, g), a (R?, g) je penaTusuctuaxu

IIPOCTOP-BpeMe KOju uMa OpojHe puMeHe y (hU3UIM. A
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1.5. IICEYIO-PUMAHOBE MHOI'OCTPYKOCTHU

Y HacTaBKy HaABOJIUMO IIPUMepe TCceya0-PUMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH YWjH je

v = Ind(g) npousBospan 6poj uzmehy 0 u n = dim M.

IIpumep 1.5. Ilceygo-eyraugeru upociop R nunekca v je nceyno-Pumanosa
muoroctpykoct (R™, ¢g) 3a umjy MeTpHUKY g BaxKu Jia cBakoj Tauku p € R™ momesbyje
CKaJIapHU TIPOU3BO/L g, oapehen mujaronasanoMm I'pamMoBOM MaTpHIIOM Ha YUjUX je

IIPBUX U MecTa Ha TJIABHO] JAujaroHa n —1, a Ha mpeocTajmx N — v MecTa 1. A

Kako ungekc mnceymo-PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH HE 3aBHUCHU O] TadKe, TO HU
CUTHaTypa CKaJapHOI' IPOU3BOJa ¢, He 3aBUCH Of Tauke p € M, Te onrosapajyhn
ypehenu nmap 30BeMO u cuzraiypa mewpure ¢, Kao U CuZHaWypa Uceygo-
-Pumamrose mrozocuipyrociuu. Kaajnosa mHozociupyrociu je nceypo-Pu-
MaHOBA MHOTOCTPYKOCT CUTHATYpe (v,v), a 3a HeHy MEeTPHKY ¢ KayKeMo Ja je
Kaajnosa nin neywpasra. Kako curaarypa (v, v) mOCTOju caMo 3a MHOTOCTDY-
KOCTH TIapHe JauMeH3uje, To KiajHoBe MHOIOCTPYKOCTH MOTY OMTH caMO IapHe

JIUMEH3HjE.

IIpumep 1.6. Bokeposa metupukra g ce neduHUIIIE HA HEKOM OTBOPEHOM TIOJI-

ckyny M on R™ = R*” ca crangapaaum koopaunatama (z') ... 2Y) nomohy I'pa-
MOBE MATPHUIIE Y OJHOCY Ha KOOPAUHATHU perep Oy, Os, . . ., Oz, 3a1aTe ca
G G2 ... Gy
Gig Goa ... Gg, 0 1
G Goy ... Gy 00
G 1 2 ’
1 O ... 0 00O
0 1 ... 0 00
0 o ... 1 00 ... 0
upu yemy cy Gi(z',...,2*)zai<j,i€{l,...,v} mj€{l,...,v} npoussosmHe

rnatke dpyukmuje na M. Kao y Ilpumepy 1.2 ce moka3yje jga oBa MeTpHKa CBAKO]
Tadku p € M nonespyje ckajapHu npoussof ¢g,. Hda 6u (M, g) 6mia nceymo-Puva-
HOBa MHOT'OCTPYKOCT HEOIIXOJHO je 006e30eInTH /1a CBaKH CKaJapHHU IIPOHU3BOI (,
nmMa uctn uHaekc. Ilocmarpamo nornpocrop W, = Span{0,11, Oy+2, . . ., O } 1mpo-
cropa 1T,M. Kako je momu gecHu v X v 010k Mmarpune G Hyna 070K, To je W,
V-JIMMEH3UOHU TIOTIIYHO W30TPOIaH MOTIPOCTOP jep Ce CACTOjU caMoO OJ] BEKTOPa

kBasiparae HopMme (. Ha ocnoBy Jleme 1.13 3akmydyjemo jga je v = dimW, <
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1.5. IICEYIO-PUMAHOBE MHOI'OCTPYKOCTHU

min(Ind(g,),dimV — Ind(g,)) = min(Ind(g,), 2v — Ind(g,)), omaxie je v < Ind(g,)
u v < 2v —Ind(g,), ommocuo v < Ind(g,) < v, Te je Ind(g,) = v 3a cBako p € M,
mro nosiaadn ga je Ind(g) = v, Te je (M, g) nceymo-PumanoBa MHOrocTpyKOCT

curaarype (v, v). A

Hexka je (M, g) nceymo-Pumanosa muorocrpykocr. Ilo gedununuju, merpuka
g je CHUMEeTPUYHO KOBApPUjaHTHO TEH30pPCKO mnosbe Ha M pena 2. CHu3uauua je
npeciukaBamwe b: X(M) — X*(M) koje Bekropckom mosby X € X(M) monemyje
KOBEKTOPCKO mojbe X € X*(M) medbunucano momohy X*(Y) = ¢(X,Y) 3a cBako
Y € X(M). 3a upousBo/bHy TauKy p € M MOXKEMO PECTPUKOBATH CHU3UJIWILY W
nobutu npecaukasame by 1, M — 17 M koje TaHreHTHU BEKTOP X, IPECINKABa y
KOBEKTOD X; € T, M necdununcan nomohy lej(Yp) = gp(X,,Y,) 3a cBaxo Y, € T,M.

IIpnmernmo nma je b, TUHEAPHO IpecIuKaBambe jep ce JIMHeapHO] KOMOMHAII)I
TaHMeHTHUX BekTopa aX, + bZ, nomemyje koBekTop (aX, + pr)l’ € T, M nedwn-
rucan momohy (aX, + b7Z,)"(Y,) = g,(aX, +bZ,,Y,) = ag,(X,,Y,) + bgy(Z,,Y,) =
aXZ'j (Y,) + bZIlj (Y,) 3a cBaxo Y, € T,,M. JIuneapHO IIpeCINKABAIbLE b, j€ HHjEKTHBHO
ako u camo ako je Ker(b,) = {0}, a TO je ekBUBaJICHTHO Cca THM J1a je HyJa BeK-
TOD jeIUHU TaHT€HTHU BeKTOp X, TakaB aa je 0 = X]L’ (Y,) = 9,(X,,Y,) 3a cBako
Y, € T,M, a To je eKBUBaJEHTHO YyCJIOBY Jia je dopMa g, HelereHepucana. Kaxo
je MeTpuka ¢ 1ceyno-PuMaHOBe MHOIOCTDYKOCTH TaKBa J1a je ¢, HeJereHepucaHa
dbopma, TO je b, uHjeKTHBHO, ammu Kako je dim T, M = dim T; M = dim M, To je na

ocuoBy Teopewme o pamnry u nedexry
dim Ty M = dim(7,M) = dim Ker(b,) + dim Im(b,) = dim Im(s,),

TE je b, U CYPjeKTHBHO, OJHOCHO b, je M30MOp(dH3aM TAHIEHTHOI U KOTAHIEHT-
HOI' TIPOCTOPA, OJHOCHO b je U30MOp(dU3aM BEKTOPCKUX M KOBEKTOPCKHUX I0JbA.
Nusepsuu nzomopdusam f: X*(M) — X(M) HazuBamMo 408UCUAUUA ¥ TO je TIpe-
CJINKABalbe KOje KOBEKTOPCKO Tojbe w € X*(M) mpecimkaBa y BEKTOPCKO I0JbE
wf € X(M) Takso ma je w(Y) = g(w#,Y) 3a crako Y € X(M). Bepike je 3a mpe-
ciukaBamwa b: X(M) — X*(M) u §: X*(M) — X(M) kopucruo umMe My3uuku
U30MOPpPHuU3mu.

CHu3nIUNA je Ha3UB JOOM/IA 110 TOME IITO je TIOBE3aHa Ca II0jaBOM KO]y 30BEMO
cuywmarwe ungerca. Heka je (U, ¢) kapra mHOrOCTpyKOCTH M Ca KOOpauHAT-
num dbysknujama x', 3a i € {1,...,n}. Kako je dy,...,0, KoopuHATHU perep 3a
M nan U, a dz', ... dz" koopmunatau kopenep 3a M wnan U (suzern domarax

u3 audepeniyjaatne reomerpuje A.3), OHJIA ce TPOM3BOJBHO BEKTOPCKO TOJbe X
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(nnenTudukyje ce ca KOHTpABapUjAHTHUM TEH30PCKUM IOJbEM penia 1, OJHOCHO
X € TL(M)) moxe zamucatn kao X = Y | X'0;. Ucnocrasma ce ga je X’ Ko-
BEKTOPCKO MOJbe (KOje MIACHTUMUKYJEMO €A KOBAPUJAHTHUM TEH30PCKUM II0JHEM
pena 1, omrocro X’ € TI(M)) oje ce Mozke 3ammucaTn Kao X' =5 Xjda’, upn
semy je X; = Y. X'g;j, vne je g;; = g(0;,0;). Bancra, ma ocnoBy lomarka n3
mudepenmujaae reomerpuje A.3 mvamo 1a je dr’(0;) = 0%, rae je 65 Kporexeposa

JenTa, Te je
Xj:iXi.él—ZX da'( (Zde) i) = X"(9;)
1=1
— g(X,0)) = g(ZXiai,aj) ZX’ (0.0) = > X'g,;
i=1 i=1

Ose jennaumne 3a j € {1,...,n} ce Mory 3ammucaru y MATPUIHOM OOJIUKY

gz --- G915 --- Yin
(Xl, X2 X") Lo ] = (Xl, e Xy Xn>,
OJIHOCHO (Xl, D G X”) G = (Xl, D CT Xn>, T€ aKO eJIEMEHTe HH-
Bepane Matpure G~ osnaunmo ca ¢ za i € {1,...,n} uj € {1,...,n}, ouna je
<X1, X2 .. X") - (Xl, X, ... Xn> G e je X9 = 3" Xig. To

OIlIpaB/laBa HA3WB 3a IOBUCUJIMILY jep OHA MMa Be3e ca Uogu3atrbem uHgerca.

IIceygo- Pumarosa umep3uja je TiaTko mpeciukaBawmwe f: M — N
usmely mnceymo-Pumanosux muorocrpykoctu (M, gy) u (N,gy) TakBo ma je
(90)p(Xp, Yp) = (9n) o) (T f(X), T, f(Y})), 3a cBako p € M u X,,Y, € T,M.
U 3zometipuja w3 niceyno-Pumanose muorocrpykoctu (M, gy) v (N, gn) je mcey-
no-Pumanosa nmepsuja f: M — N xoja je mudeomopduzam. Ilceymo-Pumanosa
nmepsuja f: M — N xoja je mokaaau gudeomopdusam ce 30B€ A0KAAHA U3OME-
wpuja. 3a jBe nceyno-Pumanose muorocrpykocru (M, gyr) u (N, gy) KaxkeMmo ja
cy u3dometwpuyre ako 1ocToju n3omerpuja udmehy tux muorocrpykoctu. Ilce-
ygo-Pumarosa 2eomewipuja je rpana reoMeTprje Koja ce 6aBu MpPOydaBarbeM
ocobrHa 1ceyn0-PuMaHOBIX MHOIOCTPYKOCTH KOje Cy MHBAPHUjaHTHE Y OJHOCY Ha
JIOKaJTHEe WJIA TJI0DaJTHe U30MeTpHje.

Ako je M muceyno-PumanoBa muoroctpykoct, oHma uzomerpujy f: M — M
HazuBamMo u3domewpuja og M. VcnocraBiba ce Jia cKyll cBux m3omerpuja ox M

quan rpyny I (M), kojy 30BeMo 2pyua usdometupuja og M.
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Heka je (M, g) nceymo-PumanoBa muorocrpykoct u V nosesanoct Ha M. Ilo-
BesaHocT V je mewipuuwka ako 3a cee X € X(M), Y € X(M), Z € X(M)
Baxku na je X(g(Y,Z2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ). Topauja je npeciuxabame
7: X(M) x X(M) — X(M) nedunucano nomohy 7(X,Y) = VxY - Vy X —[X,Y].
[ToBezanocT 6Ge3 Top3uje, OMHOCHO TakBa ja 3a cBako X € X(M) u Y € X(M)
Baxku Ja je 0 = 7(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y], nasusa ce cumetipuuna. Cu-
MeTPpUYHA METPHYKa IOBE3AHOCT Ha mceyo-PuManosoj muorocrpykoctu (M, g)
nazuBa ce Jlesu- Qusuiua woeedarociu. /lokas HapejiHe TeopeMe KOja roBOpU
0 mocTojamwy u jequncrseHoctu Jlesu-UuBura nosesanocTu Ha mceyio- PuManoBoj

MHOTOCTPYKOCTH MOxke ce nponahu y [59, Teopema 3.11].

Teopema 1.15. Ha csaxoj aceygo-Pumarnosoj mnozoctpyroctu (M, g) woctmoju

Jjequnctisena Jlesu- Husuiia 106e3aHOCTL.

Odepatiop xpusure Ha tceyno-Pumanosoj muorocrpykocru (M, g) ca Jle-
Bu-Yusura nosesanoctu V je dyukmuja R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) ne-
dbunncana nomohy R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —Vxy)Z 3a cee X € X(M),
Y € ¥(M) u Z € ¥(M). Haomennmo sa neku aytopu nomyT no Kapma® e-
bunumty omneparop kpusute nomohy —R(X,Y)Z, Te tpeba Gutu ompesaH Koja
nedununmja ce yuma. HajouTHuja cBojcTBa omeparopa KpuBHHE R Ha TCEYJIO-
-PumanoBoj muOTOCTpYKOCTH Cy HaTa y cienehoj jemu quju ce moka3 Moxke nahu
y |59, Jlema 3.35| u [59, IIponosunumja 3.36].

Jlema 1.16. 3a ouepawiop kpusure R uceygo-Pumarose mmozoctipyroctiu M

8aotCU
1. R € TX(M), ognocro R je F(M)-myatiuauneapan,
2. anmucumeTmpuHoc Uo upsa gea apzymeniia R(Y, X) = —R(X,Y),
3. Bjanxujes ugenwmuwews R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0.

Butho je nammomenyTu ga momohy Merpuke g Ha 1ceyo- PumanoBoj MHOrOCTPY-
koctu (M, g) mozkemo uzpasutu Kpucrodesnose cumboste, a HOMOLY BHHX OlepaTop
KPHBHHE, O YeMy HaM IOBOpDE Hape/He JiBe JieMe 9Yhju ce J0Ka3u Mory Hahu y [24,

[Tponosurmja 1.1| u [34, crp. 14|, pegom.

SManfredo Perdigio do Carmo (1928-2018), 6pasuicKu MaTeMaTHIap
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1.5. IICEYIO-PUMAHOBE MHOI'OCTPYKOCTHU

Jlema 1.17. Axo cy (z%,...,2") xoopgunailie Ha Hexoj oxkoAuMu Wavke UCEYJo-

-Pumanose mmozoctipyroctuu (M, g), @waga je

1 g1 Ogu  0gij
rk — = Ik L i _ Y9
Y2 Zg <3x’ o0 0t )

=1

UpU Yemy cy gi; KOMUOHEHULE I'pamose matipuue Upugpysicere Mewpuuy ¢, gij

CY KOMUOHEHULE 0] UHBEP3HE MATUPULE.

JIema 1.18. Ha oxoaunu ca xoopgunaiuama (', ..., z") tceygo-Pumarose mro-

zoctmpyroctiu (M, g) easrcu ga je R(0;,0;)0k = Y |, Rﬁjk&, 2ge je
Ry, = o, 8Flk+ZF et .

CroymrameM HHJIEKCA 0J] OnepaTopa KpuBuHe R 100MjaMO TEH30D KPHBHUHE
R =TR" € IY(M). Hokas crezelie Teopene 0 0coGHHAMA TeH30pa KpUBHIHE R MOKe

ce nponahu y [59, ITponosunuja 3.36|.

Teopema 1.19. 3a wensop kpusune R uceygo-Pumanose mmozocupyrociu M

6AINCU
1. RX,Y,Z,W) = —R(Y,X,Z,W),
2. R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,2),

3. R(X,)Y,ZW)+R(Y,Z, X, W)+R(Z,X,Y,W) =0 (Gpsu Bjanrujes ugeH-

wuwews,).

Kako xoBapujanTHU TE€H30pH BUIIET PeJia MOTY OUTH KOMILJTUKOBAHM, KOPUCHO
jé KOHCTPYHUCATH jeTHOCTaBHEje TEH30pe KOjU CaknMmajy Heke mHbopmMmarmje. AKO
rmoheMo oJ1 KOBapUjaHTHOI TEH30pa, MOIYyT TeH30pa KPUBUHE [, MOXKEMO MOCMa-
Tpatu wpaz try R, oJHOCHO KOHTPaKIujy HOBUCHJIUIE TeH3opa KpusuHe R. Beh
cMo mmamn fa je R = R, Te je try R = C(RY) = C((R")}) = CR. Melyrum, 3a
KOHTPAKIIN]Y jeé HEOIXOHO HATJIACUTU KOjU KOBAPUjAHTHU WHJEKC NeMO yIapuTh
ca KOHTpaBapWjaHTHUM HWHIEKCOM. AKO m3abepemMo TpBU UHIEKC, go0ujamo Pu-
vwujee wienaop Ric € TY(M) ,HG(i)I/IHI/IC&H ca Ric = try R = C'R, oiHOCHO TeH30D
anje cy KommoHenre Ry = Y " Ry =3 S Ruiug™. Crasapra wpu-
euna Sc je Tpar Puumjesor Tensopa, Sc = tr, Ric = C(Ric*) € F(M), re 3a my
Bazkm Sc =y ", >0 | Rijg”.
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[Tceyno-Pumanosa muorocrpykocr (M, g) je Ajnwiiajrosa axo je Ric = \g
3a HEKY KOHCTAaHTY A € R.

Tanzentura pasarn o vHa M y Ttayku p € M je JIBOAUMEH3UOHU ITOTIPOCTOP
TanreHTHOr 1pocropa 1,M. Cexkuyuona KpueuHa K HelereHepUCaHe TaHTCHTHE

paBau 0 = Span{X,Y} y T,M je nara momohy

R(X.,Y,Y.X)

k(o) =k(X,Y) = FS— S VL

Ucnocrasiba ce na je meduHUIMja KOPEKTHA jep BPEIHOCT k(0) HE 3aBUCH OJI U3-

6opa 6aze 3a TanrenTHy pasaH o (Buzeru [59, Jlema 3.39]).

1.4 Aunarebapckm TeH30p KPUBUHE

Hexka je (V,g) npocrop ca ckaJapHUM IIPOM3BOJIOM. 3a MYJITUJIAHEAPHO IIpe-
ciukasambe R: V1 — R kaxemo j1a je aaZebapcku wenaop kpusune na (V,g)

aKo 3aJ0BoJbaBa caenehe ocobune:

R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W), (1.3)
R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, 2), (1.4)
R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y), (1.5)
R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) =0, (1.6)

zacee X,Y,Z W € V. IIpBe Tpu jeJITHAKOCTH HA3UBAMO Zy CUMeEWPUJe, a TeTBP-
Ty jennakoct upeu Bjankujes ugenitnuiueii. Ha ocHoBy Hapemmne jgeme cieau
Ja ¢MO ayirebapCcKu TEeH30p KpuBUHE R MOT/IH JiepuHUCATH Kao MYJITHJIHHEAPHO

npeckaBambe u3 V! y R 3a xoje Baxke jeanakocru (1.3), (1.4) u (1.6).

Jlema 1.20. Axo je (V, g) UPOCWOP €4 CKANAGPHUM UPOU3BOGOM U 3G UPECAUKABAIHE
R: V' = R saoice jegnaxoctiu (1.3), (1.4) u (1.6) sa cee X,Y,Z, W €V, onga R
3agosomasa u jeguarocu (1.5) sa cee XY, Z, W € V.

Jlokas. Jokazyjemo na u3 jeguaxoctu (1.3), (1.4) u (1.6) 3a cee X, Y, Z, W € V

crenu jemnakoct (1.5) 3a cee XY, Z W € V. Baucra, kopurihemeMm apyre Zs

cuMeTrpuje u upBor BjankujeBor miaenTureTa 100MjaMo 1a je

OR(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,Z, W) = R(X,Y, Z,W) — R(X,Y,W, Z)
= —R(Y,Z,X,W) - R(Z,X,Y,W) + R(Y,W, X, Z) + R(W, X, Y, Z),
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a ca JIpyre CTpaHe IIOHOBHOM YIIOTPEOOM JIpyre Zso cuMeTpuje u npBor bjankujesor

UAeHTATeTa J00MjaMo J1a je

QR(Z>WX>Y) = R<Za W>X7Y) +R(Zv W7X7Y) = R(ZvI/VaXaY) - R<Zv W7KX)
= —RW,X,Z,Y) - R(X,Z,W,Y) + RW,Y, Z,X) + R(Y, Z,W, X),

OJIaKJIe TPUMEHOM JIPYTEe, a TIOTOM W NPBe Zy CUMETPUje CJIeIN Ja je

2R(Z, W, X,)Y)=RW,X,)Y,Z)+ R(X,Z,Y,W)—-RW,Y, X, Z) — R(Y, Z, X, W)
=RW,X,Y,Z)-R(Z, X, Y, W)+ RY,W,X,Z)— R(Y,Z, X, W).

Baro je R(X,Y,Z, W) =R(Z,W,X,Y), mro je 6am jeguaxocr (1.5). ]

VY mapesHOj JeMHu J10Ka3yjeMo J1a ako mpeciukasame R: V4 — R 3am0B0/baBa
(1.3), (1.4) u (1.6) 3a cee X,Y,Z, W € V u smHeapHO je 10 MPBOM apryMeHTy,

TaJia je R anrebapcku TeH30p KPUBUHE.

JIema 1.21. Hexa je (V, g) Gpoc@op ca ckanraprum Gpoussogom. Ao upeciurasa-
we R: V' — R sagosonwasa jegnaxociiu (1.3), (1.4) u (1.6) sa cee X, Y, Z,W €V

u R je auneapro to upsom ap2ymenity, waga je R anszebapcru wen3op xpusure.

Zloxas. Ha ocuoBy Jleme 1.20 Bazku 1a npecinkaBame R 3a/10BO/baBa U jeTHAKOCTH
(1.5) 3a cee X,Y, Z, W € V. JluneapHoct 10 jgpyrom aprymenty cjeau u3 (1.3) u

JITHEAPHOCTH TI0 IPBOM apryMeHTy jep 3a cBaka 1Ba a,b € R umamo ga je

R(X,aY +bY1,Z,W) = —R(aY +bY1, X, Z, W)
= —aR(Y,X,Z,W) —bR(Y1, X, Z,W) = aR(X,Y,Z,W) + bR(X, Yy, Z,W).

Jluneapuoct no tpeliem aprymenty ciaenn u3 jeanakoctu (1.5) u jmHEapHOCTH TIO

IIPBOM apryMeHTy jep 3a CBaka JiBa peaJjiHa Opoja a u b BaxKu

R(X,Y,aZ +bZ;,W) =R(aZ + bZ,,W, X,Y) = aR(Z,W,X,Y) + bR(Z,, W, X,Y)
—aR(X,Y, Z,W) + bR(X,Y, Z,,W).

Jluneapuocr o yerBpToM aprymenty cieau u3 jeanakoctu (1.5) u Beh nokasane

JIMTHEAPHOCTHU TI0 JIPYTOM apryMeHTy jep 3a CBaka JiBa peasHa Opoja a u b Baxku

R(X,Y,Z,aW + bW,) =R(Z,aW + bWy, X,Y) = aR(Z,W, X,Y) + bR(Z,W;, X,Y)
—aR(X,Y, Z,W) + bR(X,Y, Z,W,).

Tuwme je mokazano na je R ajredbapCcKu TeH30p KpUBHUHE Ha V. Il
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Y HacTaBKy JiajeMo JiBa IMpuMepa ajredapckor TeH30pa KPUBUHE HA IIPOCTOPY

Ca CKaJlapHUM IIPOMU3BOJOM.

IIpumep 1.7. Heka je (V, g) mpocrop ca CKajJapHUM IIPOU3BOIOM U HEKa je mpe-

cimkapame R': YV — R gedpunncano momohy

JHa 6ucmo mokasamm ga je R! asrebapcku TeH3op KpuBHHE, Ha ocHOBY Jleme 1.21
JIOBOJBHO je JloKazaTh ja je R! juHeapHo 110 MPBOM apryMeHTy U JIa 3aJI0B0JbaBa
(1.3), (1.4) u (1.6) 3a cBe X,Y,Z W € V. JluneapHOCT 110 IPBOM APryMEHTY

npecauKaBama R' ciean n3 6ummaeaprocT dopMe g jep 3a cBako a,b € R Baxu

RY(aX +bX,Y, Z, W) = g(Y, Z)g(aX +bX,,W) — g(aX + bX,, Z)g(Y, W)

= 9(Y, Z)(ag(X, W) + bg(X1, W)) — (ag(X, Z) + bg(X1, Z))g(Y, W)

=a(g(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W)) + b(g(Y, Z)g(X1, W) — g(X1, Z)g(Y, W))
=aR'(X,Y,Z,W) +bRYX,Y, Z,W).

Jenmakocru (1.3) 3a cee X, Y, Z, W €V cnene u3

Rl(Y>X’ Z, W) = g(X, Z)Q(Ya W) - g(Y, Z)g(X, W)
= —(9(Y, 2)9(X, W) — g(X, Z)g(Y,W)) = —R'(X, Y, Z,W).

Jennakoctu (1.4) 3a cee X, Y, Z, W €V cnene u3

Rl(Xv Y,VV,Z) = g<Yv W)g(Xa Z) - g(X> W)g(Y> Z)
= —(g(Y, Z)Q(X7 W) - g(X, Z)Q(Yv W)) = _Rl(Xv Y, Z, W)

Jennakoctu (1.6) 3a cee XY, Z, W €V cnene uz cumerpuanoctu Gopme g jep je

RYX,Y,Z, W)+ R Y, Z, X, W)+ RYZ,X,Y,W)
=g9(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W) + g(Z, X)g(Y, W) — g(Y, X)g(Z, W)
+9(X7 Y)g(Z, W) - g(Z, Y)g(X, W) = 0.

Haxne, R!' je 3amcra anrebapcKu TeH30p KPHUBHHE KOjU Ce HA3UBa UIEH3OP
KoHCcaHHe cexuyuone kpusune. OBaj HA3WB je CMUCIEH jep aKo je 0 =
Span{ X, Y} menerenepucan mornpocTop ox V ca anrebapCKuM TEH30pOM KPHBHHE

R, onja je cexnmoHa KpHUBHHA jeTHAKA

K(U — Rl(vaaan) _ g(Y,Y)g(X,X)—g(X,Y)g(Y,X) -1
exey — (9(X,Y))2 g(X, X)g(Y,Y) — (9(X,Y))? '
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Cmmano omohy R = uR!' nedunumemo anrebapcKu TeH30p KOHCTUAHIIHE CeX-

UUOHE KPUBUHE [i. A

3a smHeapuu omeparop J: )V — V Ha mpOCTOPY ca CKaJapHUM ITPOU3BO-
oM (V,g) KaxkeMo Jia je K0c0oagjyHZo8aH Wid KOCOCUMEWPUUAH AKO BAKH
g(JX,)Y)=—g(X,JY)3acBako X € VuY € V.

ITpumep 1.8. CBaku Kocoajjynrosas engomopdusam J Ha V renepuiiie HOB IIPU-

Mep aJiredapcKor TeH30pa KPUBUHE ITOMOhy
RI(X,Y,Z,W) = g(JX, Z)g(JY, W) = g(JY, Z)g(JX, W) +29(J X, Y )g(J Z, W),

3a ceako X,Y,Z, W € V. Ja 6ucmo mokazamm aa je R’ anrebapcKu TeH30p KpH-
BuHe, Ha ocHOBY Jleme 1.21 moBosbHO je mokasaTu Ja je R’ mmmeapHo mo mpsoM
apryMenTy u ja 3aj0Bosbasa jegnakocru (1.3), (1.4) u (1.6) 3a cee X, Y, Z, W € V.
JImHeapHOCT TI0 IPBOM apryMeHTY IIpeciuKaBama R’ cieam us TuHeapHOCTH OIle-

paropa J u 6ununeaproctu dopme g jep 3a cBako a € R u b € R Baxku

R’ (aX +bX,Y,Z,W) = g(J(aX +bX), Z)g(JY,W) — g(JY, Z)g(J(aX + bX), W)
+2g9(J(aX +bX),Y)g(JZ,W) = g(aJ X +bJX, Z)g(JY,W)
—g(JY, Z)g(aJ X +bJX), W)+ 2g(aJ X +bJX),Y)g(JZ, W)
= (ag(JX,Z) 4+ bg(JX, Z))g(JY,W) — g(JY, Z)(ag(JX, W) + bg(JX,W))
+2(ag(JX,Y) + bg(JX, Y )g(JZ, W)
=a(g(JX, 2)g(JY, W) — g(JY, Z)g(JX, W) + 29(JX,Y)g(JZ,W))
+b(g(JX, 2)g(JY,W) = g(JY, Z)g(JX, W) +2g(JX, Y )g(JZ, W)
—aR’(X,Y,Z, W)+ bR’ (X,Y, Z,W).
Jennakocru (1.3) 3a cee XY, Z, W € V ciene u3 Tora mro 3a KOCOAIjyHIOBAHH
oneparop J Baxu g(JY, X) = —¢g(V,JX) = —g(JX,Y), Te je
RI(Y, X, Z,W) = g(JY, Z)g(JX, W) — g(JX, Z)g(JY, W) + 29(JY, X)g(JZ, W)
= —(9(JX, Z)g(JY, W) = g(JY, Z)g(JX, W) + 29(J X, Y )g(J Z,W))
= —RI(X,Y,Z,W).
Camano ce uzBoze u jennakoctu (1.4) 3a cee X,Y,Z, W € V xopucrehu ga 3a

Kocoajyurosanu oneparop J Baxu g(JW, Z) = —g(W, JZ) = —g(JZ,W).

Jennakoctu (1.6) 3a cee XY, Z, W € V cieie uz Tora mro 3a KOCOAjyHIOBAHU
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oneparop J Baxe jemuakocru ¢(JX,Z) = —g(X,JZ) = —g(JZ,X), g(JX,Y) =
_g(Xa JY) = _g(JY>X) n g(JY7 Z) = _g<Y> ‘]Z) = _g(‘]Za Y) Te je

RI(X,)Y,Z W)+ R (Y, Z, X,W) + R (Z,X,Y, W)
=g(JX, 2)g(JY, W) — g(JY, Z)g(JX, W) + 2¢(JX,Y)g(JZ, W)
+9(JY, X)g(JZ, W) — g(JZ, X)g(JY, W) + 29(JY, Z)g(JX, W)

+9(JZ,Y)g(JX, W) — g(JX,Y)g(JZ,W) +29(JZ, X)g(JY, W)

= g(JX, 2)g(JY, W) + g(JX,Y)g(JZ, W) + g(JY, X)g(JZ, W)

g(JY, Z2)g(JX W)+ g(JZ,Y)g(JX, W) + g(JZ, X)g(JY,W)
(—=9(JZ,X) +9(JZ,X))g(JY, W) + (=g(JY, X) + g(JY, X))g(JZ, W)

(—

)9
)9

_|_

+(=9(JZ,Y) +g(JZ,Y))g(JX, W) = 0.
Haxme, R’ je 3amcTa anrebapcKn TeH30p KPUBUHE. A
IIpumep 1.9. [lokaxkumo ja ako cy Ry,..., R, anrebapcku TeH30pU KPUBUHE
Ha IIPOCTOPY Ca CKaJapHuM mpousBojgoMm (V,g) U aq, ..., a; NPOU3BOJbHU PEaHU

OpojeBu, OHJIA je W JIMHeapHAa KOMOWHAIIN]A Zle a; R; Takohe anmrebapcku TEH30D
kpusuHe. Huje Temko 3ak/byanTu f1a je CKyI S CBUX MYJITUIUHEAPHUX ITPECINKA-
Bamsa R: V! — R ca cTanjapaHuM olepanyjaMa cabuparmba I MHOMKEHha, CKAJIAPOM
BEKTOPCKU NPOcTOp. /{0BOJBHO je joIr JoKa3aTu Jia je CKyI ajiredbapCKuX TeH30pa
KPUBHHE Ha ) BEKTOPCKU MOTIPOCTOP BEKTOPCKOr mpocTopa (.S, +, +), OTHOCHO aKO
cy Ry n Ry, anrebapCKm TEeH30pW KPUBHUHE U3 S, & (1 U Gy IPOU3BOLHU PEAJTHU
Opojesu, Jia je MyJTUWIMHEAPHO TpecinkaBame R = a; Ry + ay Ry anrebapcku TeH-
30p kpuBuHe. Jemanakoctu (1.3) 3a ce XY, Z, W € V 3a npeciukaBamwe R cieje

u3 jennakocru (1.3) 3a tenszope Ry u Ry jep je
RYY,X,Z,W) = a\Ri(Y, X, Z,W) + as Ro(Y, X, Z, W)
= al(_Rl(Xa }/7 Za W)) + a2(_R2(X7 Yva Za W))
_(alRl(Xa Yva Za W) + G'QRZ(Xa Y7 Z7 W)) - _R(X7 Y7 Z> W)

Jennakoctu (1.4) 3a cee X,Y, Z, W € V 3a npecinukasamwe R ciejie U3 jeHAKOCTH

(1.4) 3a Tensope Ry u Ry 3aTo mro je

RX,Y,W,Z) = a1 R (X,Y, W, Z) + as Ro (X, Y, W, Z)
= &1<_R1(X> Yv Z7 W)) + a2(_R2(X7 Y> Z> W))
—(aR(X,Y,Z,W) + asRo(X,Y, Z,W)) = —R(X,Y, Z,W).
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Jennakoctu (1.6) 3a cee X, Y, Z, W € V cnezne u3 npsor Bjankujesor niaenturera

3a Tenzope R u Ry jep je
R(X Y, Z, W)+ R(Y,Z, X, W)+R(Z X, Y, W)

—Zal (X,Y,Z W) —1—2@ (Y, Z, X, W) +Zal (Z,X,Y,W)

=1 =1

2 2
= a(Ri(X,Y, Z W)+ R(Y, Z, X, W) + Ri(Z,X,Y,W)) = > a;-0=0.
=1 X

Opnasne na ocuoBy Jleme 1.21 3aksbyuyjemo fa je R anrebapcku TeH30p KPUBUHE.

A

Axo je (Fi,...,E,) npousBo/bHa 6a3a IPOCTOpa Ca CKAJAPHUM ITPOU3BO-
mom (V,g), OHIZA HA OCHOBY MYJITHJIMHEADHOCTH AajrebapCKOr TEeH30pa KpH-
Bue R caequ na ce R(X,Y,Z, W), npu wemy je X = > wE, Y =
Syl Zo= Y By m W= 37wk, moxe sammcatu y OOJHKY
RX,)Y,Z, W) = sz7k7l:1 iy 2w R(E;, E;, By, E}), onHOCHO airebapCKu TEH30D
KpHUBHHE Il ce MOXKe U3Pa3uTH oMoy KOMUOHEHWU TWeH30pa KpUsuHe IR, =
R(FE;, E;, Ex, E}) y onmocy ma 6a3sy (E1,...,E,). llorpebuo je camo n?(n* —1)/12
KOMIIOHEHTH J1a OMCMO U3Pa3U/Ii CB€ KOMIIOHEHTE TEeH30Pa KPUBHUHE, IIITO CJICIU U3

napejae Teopeme (Bugeru Bajubepr® |70, crp. 142-144] umm 28, Crojcrso 5.3.1]).

Teopema 1.22. J[umenduja apocitiopa anzebapckur WeH30pa KpusuHe Ha Upociio-

PY ca CKaaaprum Upoussogom qumensuje n jeghaxa je n*(n* —1)/12.

/loxas. Paznukyjemo 4 BpcTe KOMIIOHEHTH TEH30Pa KPUBUHE.

[IpBu ciyuaj: CBu wHIEKCH KOMIIOHEHTE TEH30pa KpuBHHE cy jeqHaku. Ha
OCHOBY je,[[HaKOCTI/I (13) je R”” = R(EZ,EZ,E“El) = —R(EZ, Eia Eia Ez) = —R””,
TE je R“u = 0.

Hpyru ciydaj: Mehy uHIekcuMa KOMIIOHEHTe TE€H30pa KPUBUHE CY JIBa Pa3JIv-
qnTa 6poja ¢ u j. be3 yMamema OMIITOCTA MOYXKEMO ITPETIIOCTABUTH /I j€ ¢ WHJIEKC
KOjU Ce He jaBJba Marbe IIyTa OJ] MHJEKCa j, OJHOCHO Ja ce Opoj ¢ y MHJIEKCUMa
KOMIIOHEHTE T€H30pa KPUBHUHE jaB/ba 2 uian 3 myTa. [[pumeTrnmo J1a HA OCHOBY jeJI-
HaKOCTHN (13) n je,ZLHaKOCTI/I (14) cjaean gda je R“Z] = R”JZ = RU“ = Rﬂ” = O, KaOo
n na je Riijj = Rjjii = O, JOK je Rijij = _Rijji7 Rjiji = _Rijjia a Ha OCHOBY je,ILHa—

koctr (1.5) je Rjii; = Rij;i. Jakie, cBe KOMIIOHEHTe TeH30pa KPUBUHE Mely dujum

6Steven Weinberg (1933-2021), amepuakn Teopmjcku busmaap
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WHJEKCUMAa Ce jaB/bajy JIBa pasjudnTa Opoja ¢ U j IpU YeMy ce ¢ jaB/ba HE Marbe
IyTa OJl j ce MOTYy U3pa3uTu 1nmomohy [?;;;;, a Te KOMIOHEHTe ce MOT'y h3abdpaTn Ha
n(n — 1) maunna (uHAEKC ¢ ce Gupa Ha N HAYMHA KAO jeJlaH Of OpojeBa U3 CKyIa
{1,...,n}, a 3a unmekc j onga uMamo n — 1 mpeocrayux MOryhHOCTH), ajau Kako
je Rji; = Rijj, To HaM HEje OuTaH pejociie]] KOjuM CMO Oupasu UHAEKCE ¢ U j, Te
MOKEMO CMATPaTH JIa Cy KOMIIOHEHTEe TeH30pa KPUBUHE Y YUjUM UHJIEKCUMa, Ce ja-
BJbajy JBa pa3iamuuTa 0poja onpehene momohy R;jji, The je @ > j, a IBUXOB yKyIlaH
6poj je jemnax n(n — 1)/2. IlpumeTnmo Ja cy cBe OBe KOMIIOHEHTE HE3aBUCHE jep
npumenoM jeauakocru (1.3), (1.4) u (1.5) nobujamo Beh uckopurihene jeagnakocru,
JIOK TIPUMEHOM TPBOT BjaHKujeBor mjaeHTUTETa He JI00MjaMO HUKAKBY HOBY BE3y
jep je Rijji + Rjjii + Rjiji = Rijji + 0+ (—Ryj5) = 0.

Tpehwu ciyuaj: Mebhy unmekcuma KOMIIOHEHTE T€H30pa KPUBUHE CY TPU Pa3JIu-
qnTa Opoja ¢, J u k, upu demy ce UHJEKC ¢ jaB/ba JiBa myTa. lIpumenom jemaakocTu
(1.3) mobujamo ma je Rjijx = Riix; = 0, mok npumenoM jemuaxoctu (1.4) mobmjamo
na je Rjii = Ryji = 0. Yoummo na ce nmpumenoM jexmakocru (1.3), (1.4) u (1.6)

CBe ocTaJjie KOMIIOHEHTe MOTy M3pas3uTu noMohy R jep je

Riji = —Rjiik, Ririj = —Rirji = —Rjin,  Rijri = —Rijik = Rjur,
Rirji = Rjiik,  Rriij = Rijri = Rjiie,  Rjiri = —Rjin,  Riiji = Rjiei = — Rjiin-

Bpoj usbopa paznmmanrtux wHiekca i, j u k je n(n — 1)(n — 2) jep i 6bupamo Ha n
Ha4WHA, j Ha n — 1 HaumHa u kK Ha n — 2 HaUYMHA, ATl Kako je Ry, = Rjik, TO
Cy KOMIIOHEHTE TeH30pa KpUBHHE KOje y MHICKCUMa MMAjy i, j U k Ipu 4eMmy ce
i jaBpa 2 myta, ompebene ca R, rhe je j < k, a muxos 6poj je n(n — 1)(n —
2)/2. IlpumeTnmo Jia cy cBe 0OBe KOMIIOHEHTE HE3aBUCHE jep IPUMEHOM jeTHAKOCTH
(1.3), (1.4) u (1.5) nobujamo Beh nckopuihene jeauakocTu, 10K je npsu Bjankujes
HJIEHTUTET OJMAX UCITYIbeH 3aT0 IITO je R+ Riijk+Rijik = Rjiik+0+(—Rjix) = 0.
Yerspru ciay4aj: Mebhy mHIeKcnMa KOMIIOHEHTE TEH30pa KPUBHUHE Cy YETUDPH

pasauuuTta 6poja ¢, j, k u [, upu yemy je i < j < k < [. Youumo J1a ce mpuMeHOM
jemmakocru (1.3), (1.4) m (1.6) cBe ocraje KOMIIOHEHTE MOIY HM3PA3UTH IIOMONY
Rijkl u R jep je

Rijik = —Rijrr,  Riniy = —Rigji,

Rijr = —Rijix — Rjux = Rjir + Rijik = Rt — Riju,

Rukj = —Rujk = —Rikji + Riji, Ry = —Riji, Ry = —Rijue = Riju,

Rjra = Rajr = Rirji — Rijri, Ry = —Rjka = —Rigji + Rijri, Ry = Riggi,
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1.4. AJIF'EBAPCKHU TEH30P KPUBHHE

Rjki = Ryiji = —Rikji,  BRriji = —Rigji,  Rray = —Riryy = R,

Riji = Rarj = — Rt + Rijii,  Rijii = —Riji = Rirji — Ry, Bruj = Rig,
Riji = —Ruij = —Rijr,  Ruje = —Rujr = —Rigji + Riju,

Riin; = —Rakj = Rigji — Rijr,  Rijik = Rig = —Rikji,  Rijki = —Rijie = Rk
Riki; = Rijik = —Rijr,  Riggi = — Rieij = Rijua-

Yerupu pasimuyanra uHieKca ¢, J, k u [, mpu yemy je 1 < j < k < | ce mory usabpa-
i Ha n(n — 1)(n — 2)(n — 3)/24 mauuna, a TO MHOXKHUMO ca 2 jep CBaKOM u300py
i, J, k ml, mpu gemy je ¢ < j < k <l oarosapajy aBe KOMIIOHEHTE TeH30Dpa R 1
R;1j; IpeKko Kojux ce cBe ocTajie KOMIIOHEHTe TeH30pa Ca Pa3IMIUTHM HHIIEKCHMa
1, J, k m [ Mory m3pasuTu u 3aTO je YKymaH OpOj TAKBUX KOMIIOHEHTHU TEH30Pa
jemnak 2-n(n —1)(n —2)(n—3)/24 =n(n —1)(n — 2)(n — 3)/12. Ilpumernmo ma
Cy CBe OBe KOMIIOHEHTE He3aBUCHe jep mpumenoM jexnakoctu (1.3), (1.4) u (1.5)
nobujamo Beh uckopurihene jeTHAKOCTH, JIOK je IpBU BjaHKMWjeB MIEHTUTET OIMaX
HCITyHseH 3aT0 MO je R + Rijka + Riiji = Riji + Rikji — Riji + (—Rirji) = 0.
Jlakte, quMeH3Hja MPOCTOpa aaredapCKux TEH30pa KPUBHUHE HA IIPOCTOPY Ca CKa-
JIApHUM TIPOM3BOJIOM JIUMEH3Uje N jeTHaKa je

1n(n -1+ 1n(n —1)(n—2)+ in(n —1)(n—2)(n—23)

2 2 12

_ %(Mﬁ(n—z)ﬂn—m(n—s))

= %(6+6n—12+n2—3n—2n+6)

=20 Dy = " D) = 2 - ),

]

Y HacTaBKy HaBOJMMO JIBE JUPEKTHE IOCJEJNIE ITPETXOHE TeopeMe Koje ce

o/fHOCe Ha ciiydajeBe n =3 u n = 4.

ITocnenuna 1.23. Anzebapcku Wen30p KPUSUHE HA UPOCTLOPY CA CKANGPHUM TPO-
ussogom (V, g) gumensuje 3 je y totwuynociiu ogpehen womohy 32(3% —1)/12 =6
KOMUOHENWIY Wen3opa kpueune Rayie, R3i13, R3goz, Moz, Rizes u Rizze y ogrocy

Ha upouseowny 6asy (Ey, By, E3) upoctiopa V.

ITpumep 1.10. Axo je R TeH30p KOHCTAHTHE CEKIIMOHE KPUBUHE [, HA IPOCTOPY

ca ckajlapauM pousBosoM (V, g) numensuje 3, OJHOCHO
R(X,Y,Z,W) = puR'(X,Y,Z,W) = u(g(Y, Z)g(X,W) — g(X, Z)g(Y,W)),
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oH/1a je o Ha ocHOBY llocsemuiie 1.23 y nornynoctu ojipehenr momohy KOMIIOHEHTH

Roi12 = R(Es, By, Er, B) = p(g(En, E1)g(Es, Eo) — g(Ea, Er)g(En, Er)) = peres,
Rang = R(Es, B, By, E3) = p(9(Ev, Ev)g(Es, E3) — g(Es, Ev)g(Er, Es)) = peies,
R3gp3 = R(E3, B, Ey, E3) = ju(g(E2, E2)g(Es, E3) — g(E3, E2)g(E2, E3)) = peses,
Rovz = R(Ey, By, By, E3) = u(g(Eh, B1)g(E2, B3) — g(Es, E1)g(Er, E3)) =0,
Riggz = R(EL, By, By, E3) = u(g(Es, Ey)g(Ey, Es) — g(E1, Ey)g(Es, Es)) =0,
Rizzs = R(EW, B3, B3, Ey) = p(g(E3, E3)g(Er, Ea) — g(Ey, E3)g(Es, Ea)) =0

y ofHOCY Ha opToHOopMupany 6a3y (Fi, Fy, F3) mpoctopa V. A

IMocnemuua 1.24. Aazebapcku WeH30p KPUSUHE HA UPOCTLOPY CA CKANAPHUM TPO-
ussogom (V, g) gumensuge 4 je y dowayroctiu ogpehen tomohy 42(4* —1)/12 = 20
KomUoHenwy Wensopa kpusune Ror1a, R3113, Rai14, R3oes, Razzs, Razzs, Ro113, Roi1a,

Rg114, Ri2a3, Rig2a, Rso24, Russa, Rissa, Rossa, Riaaz, Rias, Roaas, Riosa u Rizaa y
ognocy Ha Gpousdsonny 6asy (Ey, By, F3, Ey) apoctiopa V.

3a asirebapcku TeH30p KpuBUHE R HA Nn-JIMMEH3MOHOM IIPOCTOPY Ca CKAJIAPHUM
npousBozioM (V, g) KaxkeMo Jia je N-guMeH3uoH Win gumenduje n. Axko je
ypebern map (v,m — v) curHaTypa mpocTopa ca CKaJapHuM mpomussogoMm (V, g),
OHJIA KaxKeMO na je ajrebapcku Ten3op kpuBune R wa V PumaHo8 ako je
v = 0; JJopenuyos axo je v = 1; KuaajHnos axko je v = n — v. 3a anredbapcku
rersop kpusuhe R wa (V,g) Kaxemo ma je Ajnwiiajnos axo je Ric = CR
MPOTIOPITMOHAJIAH ca (POPMOM ¢, OJHOCHO MOCTOjU KOHCTaHTa A € R TakBa ja je
Ric(X,Y) = A\g(X,Y) 3a ceako X n Y uz V.

[IpoyuaBame aiarebapckKor OKpyzKema IMIPOCTOPA Ca CKAJAPHUM ITPOU3BOIOM
HaM je 3Ha4YajHO y Tceya0o-PuMaHOBOj TeoMeTpHju jep peayKIjoM mceyao-Puma-
HOBe MHOrocTpykoctu (M, g) Ha TpousBOJbHY Tauky p € M mobujamMo BEKTOPCKU
npocrop V = T,M ca ckaJapHUM IPOU3BOJIOM g,. Jdomarno, Ha ocnoy Teopeme
1.19 u Jleme 1.21 3akspydyjemo na je Tenzop kpubuHe R 1ceyno-Pumanose mHO-
rocrpykoctu (M, g) peiaykoBaH Ha MPOU3BOJbHY Taduky p € M ajrebapCcKu T€H30D
kpuBuHe Ha 1),M . 3aT0 ce cBaKH pe3ylTaT KOjU BaxKH 3a aarebapCcKu TeH30p KpU-

BHHE MO2K€ IIPEHETU Ha TEeH30D KPUBUHE HCGy,ILO—PI/IMaHOBe MHOI'OCTPYKOCTH.
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I'maBa 2

Ersucrenmnuja ajgredapckor

TE€eH30pa KPUBUHE

2.1 JakobmjeB omepaTrop M HberoBe ocobmHe

Y 0oBOM MOrJIaB/by HABOJIMMO HEKe OCHOBHE ocobmHe JakoOujeBor omeparopa
KOje ce 4ecTo KopucTe, a Mory ce nponahn y [6], [33] wm [59].

Hexka je (M, g) nceyno-Pumanosa muorocrpykoct u p € M npousBo/bHA Tad-
Ka. Tama je TeH3op KpuBuHE IIicey10-PrManoBe MHOTOCTPYKOCTH PeIyKOBaH Ha
TadKy p aJrebapCKu TEH30p KPUBHUHE Ha MPOCTOPY Ca CKAJAPHUM ITPOU3BOIOM
(V,g) = (T,M, g,) xoju oznauasamo ca R. IIpumernmo na je R € TY(V). [omusa-
IbeM TI0CJIE/TIHET MH/IEKCA KOBapUjaHTHOT TeH3opa I pena 4 nobujamo anzebapcru
otuepatmiop xkpusune R € TL(V), a To maentudukyjemo ca oxrosapajyhinm mpe-
ciukaBambeM R: VxVxV — V (Bunern lonarak u3 Ten3opckor padysa). [Ipume-
tumo j1a Baxku jeaHakoct R(X, Y, Z W) = g(R(X,Y)Z, W) 3acse X,Y,Z, W €V,
omrocHo ma je R = R*. Baucra, axo je (Fy, ..., E,) mponssobHa 6a3a IpocTopa
V, G = (g;;) omrosapajyha I'pamosa marpuma ¢opme g y omHOocy Ha Ty 6a3y,
a Riju u Ri; xommomente Tensopa R € TY(V) u R € Ti(V), pemom, onma je
Rij = >0 4 Riikgm jep ce R nobuja om R cuymrambeMm HHIEKCA HA HOCIEHHE

MECTO, a TaJia je
R(E;, Ej, Ex, E)) = Ry = Y _ Ritgm = Y RIg(Em, Ey)
m=1 m=1
=y (Z R Em, El) = 9(R(E;, E;)Ex, Ey),
m=1
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OJIaKJI€ Ha OCHOBY OMJIMHEAPHOCTH (OPME ¢ U MYJITUJIMHEAPHOCTH TEH30pa CJie-
o ga je RIX,)Y,Z W) = g(R(X,Y)Z,W) 3a cee X,Y,Z, W € V. Axo je
(E1, ..., E,) opronopmupana 6a3a mpocropa ca ckajapHum mpomssogom (V,g),
onJia Ha ocHoBy Jleme 1.8 umamo na je R(X,Y)Z => "  e5,9(R(X,Y)Z,E)E; =
SorepR(X,Y, Z E;)E;. Ilomohy oBe dopmyse ce JIaKO MOy H3BECTH OCOOHMHE

aarebapCcKor orepaTopa KpUBUHE HaBeJeHEe y HAPEIHO] JIEMU.

Jlema 2.1. 3a anzebapcru otiepatiop kpusure R UPOCLOPA Ca CKAAGPHUM UDPOU-

3sogom (V, g) eastcu
1. R je R-myaturureapan,
2. anmucuMeTPUuHOCT U0 Upsa gea apzymeniia R(Y, X) = —R(X,Y),
3. Bjanxujes ugenwuwewi R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

[Tociennma ose geme je nma Baxku R(X, X)X = —R(X,X)X, ogmocuo
R(X, X)X = 0. IIpumerumo na oxrosapajyhe ocobune Ha ocaoBy Jleme 1.16 Baxke
U 3a oreparop KpuBHHE Tceyno-Pumanose muorocrpykoctu (M, g) peykoBaH Ha
Tauky p € M.

ITonapusosan Jaxobujes oiiepaitiop je npeciukasame J: V3 — V nedn-
HHUCAHO TTOMOhy

J(X,Y)Z = %(R(Z, X)Y +R(Z,Y)X)

3a cBe X,Y,Z € V. OBo npeciukaBame je JIMTHeAPHO 10 IIPBOM apryMEHTY 3aTO
mTo je R MyJTWIMHEApHO Ipec/JHKaBame, Te 3a CBaka JIBa peaJiHa Opoja a u b,

Kao u 3a cBe X, X1,Y,Z € V Baxu j1a je

J(aX +bX,,Y)Z = %(R(Z, aX +bX1))Y + R(Z,Y)(aX +bX))

1
)

—q. %(R(Z, X)Y + R(ZY)X) +b- %(R(Z, XY +R(Z,Y)X))

(aR(Z, X)Y +bR(Z, X1)Y + aR(Z,Y)X + bR(Z,Y)X1)

= aJ(X,Y)Z +bT(X,,Y)Z.

CuvHo ce MoKa3yje u IMHeapHOCT MOJIapU30BaHOT JakoOMjeBor omepaTopa o JIpy-
rom u Tpehem aprymenty. I[lonapuzoBanu JakoOujes onepaTop je CUMETPpUYAH 10

IpBa JIBa apryMeHTa jep je
1 1
JY, X)Z = §(R(Z, X+R(Z X)Y) = §(R(Z,X)Y—|—7Z(Z, Y)X)=J(X,Y)Z.
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Younmo ga je Ric(X,Y) = Tr(Z — R(Z,X)Y), jep je Ric = CR u onna 3a
dbukcupane X € V u Y € V moxkemo nocmarpatu tenzop R € Ti(V) kao npecu-
kaBame u3 V' y V koje Z € V npeciukaBa y R(Z, X)Y € V, a TakBo npec/inkaBame
uyenTuduKyjeMo ca TenzopoM u3 T1()), a beropa KOHTpakIuja je Galn Tpar JImHe-
apuor oneparopa Z — R(Z, X)Y na V (Buneru [46, ctp. 395]). Ako je (Ey, ..., E,)
OpTOHOPMEpaHa ba3a 3a MPOCTOP ca CKaJapHuM 1pou3BooM (V, g), OHJIa HA OCHO-
By Jleme 1.8 mmanmo ga je R(E;, X)Y = 377 ep,g(R(Ei, X)Y, Ej)E;, onakine je
i-TH eJIeMEeHT IJIaBHE JIjaroHajie MaTpuile npeciukaBamwa Z — R(Z, X)Y jennak

en.g(R(E;, X)Y, E;) = ep, R(E;, X, Y, E;). Bato je

Ric(X,Y) = Tr(Z — R(Z,X)Y) = i en R(E;, X,Y, E). (2.1)

i=1

Opnasne, kopucrehn u Zy cumerpuje Ha ocHOBY Kojux je e, R(Y,E;, E;, X) =
—eg, R(E, Y, E;, X) =g, R(E;, Y, X, E;), 3ak/bydyjemo na je

Ric(X,Y) = ep R(E,Y, X, E;) = Tr(Z = R(Z,Y)X) = Ric(Y, X),
=1

onnocuo PuunjeB Ter3op je cumerpuvan. Omarie je

1
Ric(X,Y) =5 Rie(X,Y) + 3 Ric(Y, X)

==(Tr(Z = R(Z,X)Y) + Tr(Z — R(Z,Y)X))

N =N

(2.2)

STr(Z = (R(Z,X)Y +R(Z,Y)X))

(\V]

=Tr (Z — %(R(Z, X)Y +R(Z, Y)X)) = Tr(J(X,Y)).

3a ceako X € V Jaxobujes ouepatiop Jx je oneparop Jx: V — V nedu-
nucan nmomohy JxY = J(X, X)Y, re ce Jakobujes omeparop m3paxkapa npeko R
nomohy JxY = (R(Y, X)X+R(Y,X)X)/2 =R(Y, X)X 3acsako Y € V. Jluneap-
Hoct JakobujeBor omeparopa Jx CJeIu U3 JUHEAPHOCTU ajredapcKor orneparopa
KpuBHHE R 110 IPBOM apryMeHTY jep 3a CBakKa JiBa peajiHa Opoja a u b, Kao u 3a

cBe Y,Y] € V umamo 1a je

Tx(aY +bY;) = R(aY +bYy, X)X
= aR(Y, X)X + bR(Y1, X)X = aJxY + bJxY;.
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2.1. JAKOBHUJEB OIIEPATOP U IbEI'OBE OCOBUHE

JakoOujes oreparop Jx je caM0a IjyHIOBaH WJIM CUMETPUYAH jep 3a CBako Y, Z € V
paxu ga je g(JxY,Z) = g(Y,JxZ). 3aucra, kako je R = R* 3a anrebap-
cku TeH3op kpusnHe Ha ocHOBY (1.3), (1.4) u (1.5) cremm na je R(Y, X, X, Z) =
—R(X,Y,X,Z)=R(X,Y,Z,X)=R(Z,X,X,Y) u g je cumerpudso, Te je

9(IxY, Z) = g(R(Y,X)X,Z) = R(Y, X, X,Z) = R(Z, X, X,Y)
=g(R(Z,X)X,Y) = g(IxZ,Y) = g(Y,IxZ).

IIpumernmo u ga je smHeapHa KoMbunarmja J = ) ° | @;J; caMoaJjyHrOBaHHUX
omeparopa Ji,...,Jp Ha V Takohe caMoaJjyHTOBaH OIEpaTop jep 3a CBaKa JBa

BekTopa X u Y u3 )V Ha ocHoBy OmyimHeapHocTH (hopMe g BaxKu Ja je

k

k

=1

3001 MyaTHIMHEAPHOCTH O R, 3a cBaKW peajan Opoj t u cBako Y, Z € V je

TixY = R(YV,tX)(tX) = *R(Y, X)X = t*JxY (2.3)

Ty Z =R(Z,X+Y)X +Y) =R(Z X)X + R(Z,X)Y + R(Z,Y)X

2.4
+R(Z,Y)Y = IxZ +2J(X,Y)Z + Ty Z. 24

Csaka jnBa JakoOmjeBa omeparopa 3a/I0BOJbaBajy YCA08 KOMUAUUOUAHO-

cUW Uy, MTO 3HAYNU JIQ
9(IxY.Y) = g(Iv X, X) (2.5)
Baxkn 3a cee X,Y € V. 3aucra, kopucrehn R = R* u na us (1.5) cremn ma je

R(YY, X, XY)=R(X,Y,Y, X), 3aksbyuyjemo ja je

9(IxY.Y) = g(R(Y; X)X, Y) = R(Y, X, X, Y)
Kako je JxX = R(X, X)X = 0 u g(JxV,X) = g(R(Y,X)X,X) =

R(YY,X,X,X) =0, cnenu na je 3a cBaku jgedunutad Bekrop X € V Jakobujes

omepaTop Jx TakaB Jia je X IHeroB COICTBEHW BEKTOP 3a& COICTBEHY BPEIHOCT
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2.2. TEOPEMA O IIOCTOJARBY AJI'EBAPCKOI' TEH30PA KPUBUHE

0, a ma3zayY € Xt = (Span{X})* Baxu ma JyY € X+, Te je Jx y normyHo-
ctu oapehen momohy cBoje pecTpukiiuje T v X+t — X! xojy 30Bemo pegyrosan
Jaxobujes ouepaiuop.

Hamomumemo j1a 3601 My/ITHIMHEAPHOCTH aJaredapCcKor orepaTopa KpuBuHe R
Baxku na je JoY = R(Y,0)0 = 0, nox 3a m3orponan Bekrop X (Koju moctoju
Ha ocuoBy Jleme 1.10) Jakobujer omeparop Jx Ha HejpedUHUTHOM IIPOCTOPY €A
ckasiapauM npoussosioM (V, g) Huje y normynoctu oapeheH pegykoBanuM JakoOu-
jeBuM omepatopom. 3aucta, Ha ocHoBy Jleme 1.12 mzorpornnu BekTop X ce Moxke
manucatu y oomuky X = S+T, tne S eV, T €V, S L Tueg=—ecr > 0. Tana
Jx = Jsir uuje y nornynoctu onpehen pemgykoBanumM JakoOujeBUM OIepaTopoM
Jsir jep ue suanmo speauoct Js 1y S — T saro mro S—T ¢ (Span{S+T})* jep

3001 OuMHEeapHOCTH (DOpPME ¢ 3aKJbydyjeMo Ja je
g(S=T,S+T)=g(S,S)+g(S,T)—g(T,5) —g(T,T) =es + 0 —ep = 2e5 # 0,

a S —1T ¢ Span{S + T'} nnaqe 6u Bazxxmwio S — 1T = NS+ T'), Te 6u S u T 6unn

JINHEAPHO 3aBUCHU, a TO Huje Moryhe jep je S L T u eg = —ep # 0.

2.2 Teopema o mocrojamy ajJredapckor TeH30pa

KpHUBHHE

Y 0BOM MOTJIABJ/bY M3JIOXKEH je JIOKa3 TeopeMe O MOCTOjarby ajarebapCcKor TeH-
30pa KPUBHHE Ha IIPOCTOPY Ca CKaJAPHUM IIPOM3BOJIOM 3a Jare Jakobujese ore-
parope Koju je objaBibeH y paiy |[8].

Heka je R anrebapcku TE€H30p KPUBHHE Ha MPOCTOPY Ca CKAJAPHUM MPOU3BO-
mom (V,g). Kopucrehin (1.4), (1.6), (1.3), (1.5), MyaTuimHeapHOCT aarebapCcKor
TeH3opa kKpuBune R, oununeapuocT dhopme ¢ u nedunuiujy JaxkodbujeBor orepa-

Topa 3a npousBosbie X,Y, Z W €V nobujamo ja je

3R(X,Y,Z, W) =R(X,Y,Z,W)+ R(X,Y,Z,W)+ R(X,Y, Z,W)

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,W,Z)— R(Y, Z,X,W) — R(Z,X,Y,W)
(
(

R(X,Y,Z, W) + R(X,Z,Y,W) — R(X,Y,W, Z) — R(X,W,Y, Z)
RIX,Y + Z,Y + Z,W) = R(X,Y,Y,W) — R(X, Z, Z,W)
(RIX,Y + W,Y + W, Z) — R(X,Y,Y,Z) — R(X,W, W, Z))
=9(Fysz — Iy —T2) X, W) —g(Fy+w — Ty — Iw) X, Z),
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2.2. TEOPEMA O IIOCTOJARBY AJI'EBAPCKOI' TEH30PA KPUBUHE

omakJre Kopuctehn ocobuHy caMoa/jyHroOBaHOCTH JIMHEAPHUX KOMOWHAaIMja Jako-

bujeBux oneparopa Jyi+z — Jy — Jz u Jyyw — Jy — Jw caenu na je
SR(IX,Y, ZW) =g(Fysz — Ty —T2)W — (Fyvsw — Jy —Iw)Z, X).  (2.6)

®opmyra (2.6) mokasyje ma JakobujeBu ormeparopu jeaHo3HadHO oapelyjy asre-
OapcKku TeH30p KPUBUHE.

[IpuposHO ce mocTaB/ba MUTAKE TTOCTOjakba AJIredapCKOr TeH30pa KPUBHUHE 3a
nare Jakobujese omeparope (Bumern [5] u [8]). IIpermocraBumo na cy mam maru
camoa jyarosann enmoMopdusmu Kx Ha V 3a cBaku gedunutan X € )V, Tako
Jla cy OHM KOoMMaTwOWIHu y cmuciy ga (2.5) saxku. [a ju nmocroju amrebapcku
rersop kpusuhe R wHa (V,g), TakaB ga Jx = Ky Baxu 3a cBaku jeduHUTAH
X € V7 Teopema Koja ce OIHOCH Ha OJTOBOP HA OBO IMUTAE Y CIyYajy IPOCTOPa Ca
MO3UTHUBHO JIe(DUHUTHUM CKaJapHUM npou3BojaoM (Pumanos ciy4aj) je mara y [5],
a Mo/ uKaIja 1 HAJ0TPaIiba oJiroBapajyhe TeopeMe y cirydajy HeleUHUTHOT
IPOCTOpa ca CKaJapHUM Mpou3BojoM (mceymo-Pumanos ciydaj) je mara y [§].

[Tocmarpajmo ycioB Jx X = 0 koju ucnymaajy cBu JakoOujeBu oreparopu.
Younmo na cy Kx = ex Id camoanjynrosanu enomopdusmu Ha V jep cy JimHeapHa

IIpec/IMKaBama Ha )V 3a KOja BaxKu
OBu omeparopu cy U KOMIATHOMJIHA jep je

gIkxY,Y) = g(ex1dY.Y) = exg(Y,Y) = exey
= €yg<X,X) = g(€Y IdX,X) = g(’CyX,X),

aym 3a gedunuran X € V je Kx X =ex d X = ex X # 0. 3aro gogajemo ycion
KxX =0 (2.7)

3a cBaku jedunuran X € V. Tako gosazumo 710 popMmysiaiije HApe He TeopeMe

0 TIOCTOjarby aJiredapcKor TeH30pa KPUBUHE 3a jgaTe JakobujeBe omepaTope.

Teopema 2.2. Hexa Kx 3a cee gepunuiine X € V wune xomua@udbusny damu-
AUJY CAMOGYJYHZ08AHUT engomopdudama Ha (mozyhe HegeurutHoOM) TPOCTOPY
ca ckanaprum upoudsogom V xoju 3agosomasajy Kx X = 0. Taga Goc@oju jegun-
cuieeru anzebapcku wen3op kpusure na V wakras ga cy Kx mwezosu Jaxobujesu

ouepatopu.

38



2.2. TEOPEMA O IIOCTOJARBY AJI'EBAPCKOI' TEH30PA KPUBUHE

Zoxas. 1. xkopak: IIpommpyjemo dpavmmmujy Kx Ha cBako X € )V, OMHOCHO Jgedu-
numremo Kx y caydajy ga X Huje medpuHUTAH BEKTOP.

[Ipuposno mpomupemse je Ky = 0, mTo 3aBpinaBa npormpemne dpamuinje y jgedu-
HUATHOM cJiy4ajy jep je 0 jequHu BeKTOp KOju HUje NedUHUTAH Yy CJIyYajy IIPOCTOpa
ca nedpuHUTHUM cKaJlapHuUM pon3BogoM. MehyTtum, ako je ckaJlapHU TTPOU3BO/L
uesieuHUTaH, OHJIA MOopamo jecdunucaru Kx u 3a cse uzorporue X € V. Heka cy
XY, X+Y X —-Y €V nedbunnrau (TakBu BEKTOpHU 1OCTOje jep Ha OCHOBY Jleme
1.7 cBakm mpocTOp ca cKaJapHUM TPOU3BOJIOM JAWMEH3WjE 1 UMa OPTOHOPMUPAHY
6azy (E1,..., E,), Te moxemo y3etu X = 2F, uY = E)). Kopucrehn (2.5), mune-
ApPHOCT U CaMOAa/IjYHIOBAHOCT eHjoMopdusmMa Kz, OUINHEaAPHOCT U CUMETPUIHOCT

dopme g, umamo J1a je

= 9(KzX, X) £ g(KzX,Y) £ g(KzY, X) + g(KzY,Y)
= g(ICXza Z) + QQ(KZXa Y) + g(’Cy'Z, Z)7
OJTaKJIE je
9(KxsvZ,Z) + 9(Kx—vZ,2) =29(KxZ,2) + 29(Ky Z, Z) (2.8)

3a cBaku JiebuHuTaH BeKTOp Z € V. Hanmomenumo jga cMO KOPUCTUIIM YCJIOB KOM-
MaTUOMJTHOCTH KOjU TIO MPETIOCTABIM TeOpeMe BaXKU 3a JiaTe eHjIoMopdusMe y
YUjUM UHIEKCUMA Cy JePUHUTHU BEKTOPU U 3aTO je OMJI0 OMTHO HATJIACUTH J1a CY
XY, X+Y X —-Y, Z €V nebunurnu. [Ipumemwyjemo worapu3dayujy, o THOCHO
y nobujenoj jeanakoctu (2.8) Z zamemyjemo ca V + W, npu uemy cy V u W ra-
kohe nedunuTHr. EXBUBaJIeHTHUM TpaHcOpMaljaMa JeBe CTpaHe jeJHAKOCTU Y
(2.8) kopuIhemeM JTUHEAPHOCTH U CAMOaJIjYHIOBAHOCTH eHoMopduzama Ky y u

Kx_y mobujamo

Ix iy (V+W),V+W)+g(Kx_y(V+W),V+W)
—g(KxayV + Kxiy W,V + W) + g(Kx—yV + Kx_y W,V + W)
=g(Kx1yV,V) + g(Kx1y V. W) + g(Kxiy W, V) + g(Kx 1y W, W)

+ 9(Kx—y V. V) + g(Kx—yV.W) + g(Kx -y W, V) + g(Kx—y W, W)
=9(Kx+v V. V) +29(Kxiy V. W) + g(Kx iy W, W)

+9(Kx vV, V) +29(Kx vV, W) + g(Kx -y W, W).
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2.2. TEOPEMA O IIOCTOJARBY AJI'EBAPCKOI' TEH30PA KPUBUHE

To je jenHAKo eKBUBAJIEHTHO TPaHC(OPMUCAHO] JIECHO] CTpaHu jejHakoctu (2.8)

KopuiihemeM JIMHEAPHOCTH U CaMoaJljyHroBaHocTu enyiomopduzama Kx u Ky

20Kx(V+W),V+W)+29(Ky(V+W),V+W)
=29(KxV + KxW,V + W) +29(KyV + KyW,V + W)
=29(KxV, V) +29(KxV, W) +29(KxW, V) + 2g(KKx W, W)
+29(Ky V, V) + 29Ky V, W) + 2g(Ky W, V) 4+ 2g(ICy W, W)
=29(KxV, V) + 4g(KxV, W) + 2g(KxW, W)
+29(Ky V, V) +4g(Ky V, W) + 2g(ICy W, W).

Kana y oBe ekBuBajieHTHO TpaHchOpMuCaHe cTpane jemnakoctu (2.8) ybarmumo u

jeTHaKOCTH

IKx vV, V) +g(Kx vV, V) = 29(KxV, V) + 29(Ky V, V),
g(IC)(+yW, W) + g(ICX_yVV, W) = QQ(ICXW, W) + QQ(ICyW, W)

nobujene 3amenom Z y (2.8) pemom ca V u W, nobujamo
29(Kx4y VW) +29(Kx—y VW) = 49(KxV, W) + 4g(Ky V, W).
Jaxse, momapuzamnuja momohy Z =V + W naje
9(Kxyy + Kx vy = 2Kx = 2Ky)V, W) =0, (2.9)

KaJI 1og1 je eyeweyaw 7 0.

Yumecto oproHopmupane 6aze (Fi, Fo, ..., F,) upocropa (V,g), MoxkeMO mO-
cMmarparu oproroHasny 6asy (FEp,2Fs,...,nkE,), 3a kojy na ocuoBy (1.2) Baxkwn
gim, = 1°eg, # 0, €ipqin, = €2p, = 4i%ep, # 01 i, 1jp, = iep, + jep, # 0 3a
i#j7,1€{l,...,n} uje{l,...,n}. Illpumernmo na ce V u W y (2.9) mory 3a-
MeHUTH OHMJIO KOjuM esleMeHTuMa pE, u ¢F, Hanpasbene oproroHasine 6a3e. AKo
cy A u B npousBO/bHU BEKTOPH U3 V, TaJla C€ OHU MOI'Y IPEJICTABUTU ITOMONY
Hanpasbene oproronanue 6aze kao A = Y a,pE, u B = Y b,qF,, onake

3 oumHeapHOCTH (DOPMeE ¢ CAeIN 11a je

9(Kxiy + Kx vy — 2Kx — 2Ky)A, B)

n n

= Z Z apbyg(Kxiy + Kx_y — 2Kx — 2Ky )pE,, q¢E,) = Z Z ayb, -0 =0,

p=1 g=1 p=1 g=1
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OJlaKJle Ha OCHOBY HeJIET€HEePHCAHOCTH (opMe ¢ 3aKJbydyjeMO Jla BaxKd Jia je

(Kxiy + Kx_y —2Kx — 2Ky)A =0, a kako je A € V npousBosbaH, TO je
ICXer +Ex_y =2Kx + 2Ky (2.10)

KaJI 1ol je exeyexiyex_y # 0. Jemmaunna (2.10) nHac MoTuswuIiie jia 1ePUHAIIEMO

KCn 3a uzorporno N € V nomohy
2Ky = Kyix + Knox — 2K,

KaJI TOJ[ je JIeCHA CTpaHa jeTHAKOCTHU JedUHUCAHA, OJTHOCHO 38 €xEnixEN_x 7 0.

2. kopak: Jlokazyjemo ja je moMohy mpeTxojiHe jeTHAKOCTHU 38 U30TPOIIaH BEK-
Top N KOpPeKTHO JlebUHUCAH caMOa IjyHroBan engoMopduszam Ky .
N3 nedbununmje enmomopdusma Ky oaMax caean Jia je OH caMOaJIjyHroBaH Ha V
Kao JITHeapHa KOMOWHAIIMja CaMOa/IjyHIOBAaHUX €HI0MOPQU3ama.

360r (2.10), ako je exentxEN_XEVENLYEN—y # 0, OHIIa TMaMO

2(Knsx + Knox —2Kx)
= (Knixsy + Kyixy = 2Ky) + (Ky_x1y + Kv_x—y — 2Ky) — 4Kx
= (Kyixyy + Kyv-x1y —2Kx) + (Kyyx—v + Ky-x—y — 2Kx) — 4Ky
=2(Kyyy + Kn-y — 2Ky),

KaJI TOJT j€ EN4X4+YENLX-—YEN-_X+YEN_x_y # 0. Y CympOTHOM, MOXKEMO UCKOPH-

ctutu Kniix + Kv_ix — 2K x, T1e t HEje pernemne jeHaanHe

EIXENHXENAXENF X HXEN+X —tXEN-X+HXEN-—X—tX"

ENHX+YEN+X-YEN-tX+YEN—tx-y = 0
(mocroju t Koje HUje KOpeH OBe MOJMHOMHE jejiHavYrHe 1o ¢ cremeHa 22), jep je

2(Knyx + Kn—x — 2Kx)

=(Knrxrix + Knvpxoix —2Kix) + (Kn-xpex + Knvox—ox — 2Kix) — 4Kx
=(Knrxrix + Kvoxqix — 2Kx) + (Kyyx—ix + Kvox—ix — 2Kx) — 4Kx
=2(Kntix + Kyoix — 2Kix)

=(Kntix+y + Knyix—y = 2Ky) + (Ky—ixsy + Knoix—y — 2Ky) — 4Kx
=(Kniyix + Knyyoix — 2Kix) + (Knv_yyex + Kyoyoix — 2Kx) — 4Ky
=2(Knyy + Knoy — 2Ky).
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2.2. TEOPEMA O IIOCTOJARBY AJI'EBAPCKOI' TEH30PA KPUBUHE

Oro mokazyje ma K He 3aBucu o u3bopa X € V takBor ja je exenixen_x # 0,

Te je Ky m100po meduHUCAHO.

3. kopak: Jlokazyjemo na jobujena dpavunuja Ky, npu vemy X € V), 3aJ10BO-
JbaBa YCJIOB KOMIIATUOMITHOCTH.
Ako uckopuctumo Z € V Koje 3aJI0BOJbaBa N1 zEN_zEz # 0, OHIa HA OCHOBY
ycaoBa KoMnarubuiasoctu (2.5) 3a oneparope 4uju Cy WHAEKCH JIeUHUTHU BEK-
Topu X u N + Z, onnocio X u N — Z, oqunocio X u Z, a 3aTuM JIMHEAPHOCTH

engomopdusma Kx u ouauneapHocTu GpopMe ¢ ClIeau Ja jeIHaAKOCT

20(KNX, X) = g((Knyz +Knoz —2K2) X, X)

IJKN+2zX, X))+ 9(Ky-2X, X) —29(K2X, X)
JKx(N+Z),N+Z)+g(Kx(N-Z),N - Z) - 29(KxZ, Z)
gIKxN,N)+g(KxN,Z)+ g(KxZ,N)+ g(KxZ,2Z)

+9(KxN,N) —g(KxN,Z) — g(KxZ,N)+ g(KxZ,Z) — 29(KxZ, Z)
=2g(KxN, N)

BaXkK1 3a CBAKO M30TPONHO N 1 cBako JeUHUTHO X, IMITO 3HAYH I Cy €HIOMOP-
buszmu Ly u Kx kommarubuiau. CaumdHo, 3a CBaka JiBa U30TPOnHa BekTopa N u
N, Kao u 3a Z € V Koje 33JI0BOJbaBa €Ny zEN_zEz # 0, HA OCHOBY YIIPaBO JOKa-
3aHOT yCJI0Ba KOMIATHOMIHOCTH (2.5) 3a omepaTtope 4uju Cy MHJIEKCH JedUHUTAH
BekTOp N + Z W M30TpOIaH BEKTOP N , omaocao N — Z mn N, onsocuo Z u N , a

3aTHM JIMHEAPHOCTU eHjioMopdusma Ky 1 OmmmHeapHOCTH (POPME ¢ BarKH

20(KNN,N) = g(Knyz + Kn_z —2Kz)N, N)

9(KnizN,N) + g(Kn_zN,N) — 29(KzN, N)

G(Kg(N+2Z),N+ 2Z)+ g(Kg(N — Z),N — Z) — 29(Kx Z, Z)
gIKgN,N) + g(KyN, Z) + 9g(KgZ, N) + g(KyZ, Z)

+9(KgN,N) —g(KgN, Z) = g(KxyZ,N) + 9(Kx 2, Z) — 29(Kx 2, Z)
=29(KyN,N).

VciioB KOMIATHOMITHOCTH TPUBUJAJIHO BaxkKu 3a HyJa BeKTOp (0 M HIpPOM3BOJbAH
BekTop X € V jep je g(KoX, X) = ¢(0,X) = 0 = g(Kx0,0). IIpumernmo ga caga
nmamo Ky 3a cBako X € V u j1a oBa mpoimupena aMuinja 3a/10BO/baBa yCIOB

KOMIIATUOMIITHOCTH.
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4. kopak: Jlokazyjemo ma 3a cBaku BekTop X u3 V Baxu j1a je Lx X = 0.
ITo mpernocTaBi TEOpeMe Ta je THAKOCT BaxKu 3a cBaku fAedpunutan X € V. Kako
je Ko = 0, To je Ko0 = 0. Ocraso je na uzpaaynamo Ky N 3a ©30TpoIriaH BEKTOD
N € V. 3a cBako X € V 3a Koje Baxku €xenixen_x 7 0, kopucrehu cumerpud-
HOCT U OMJImHeapHoCTH OpMe ¢, CaMoa/jyHroBaHOCT oneparopa Ky, TUHEAPHOCT
oneparopa Ky x n Ky_x,kaou KT =03a T € {N + X, N — X, X} nobujamo
29(KNN, X) = g(KnixN + Ky_xN —2KxN, X)
=g(Kn+x N, X) + g(Kn-xN, X) = 29(Kx N, X)
=g(Knvix(N+ X = X), X))+ g(Ky_x(N - X+ X),X)—29(N,KxX)
=g(Knix(N + X), X) — g(Knx X, X) + g(Kn-x (N — X), X)
+9(Kn-xX, X) = 29(Kx X, N)
=0—g(Kx(N+X),N+X)+0+g(Kx(N-X),N—-X)—2-0
=—g(KxN,N) = g(KxN, X) — g(KxX,N) — g(Kx X, X)
+g(KxN,N) = g(KxN, X) — g(Kx X, N) + g(Kx X, X) = —4g(Kx X, N),

OJTHOCHO

g(KyN, X) =0. (2.11)
[Tocmarpamo  oproronanny 6a3y (mFE;,mEs,...,mE,), upu demy je
(Ey, Es,...,E,) panuje mnomenyTa oproHopMupana Oasa ox (V,g) wu

m > maxXjci<n |29(N, E;)| ma 6ucmo ma ocHoBy jemmakoctu (1.2) o6esbesmuin

Emp;, = m’ep, # 0, a HA OCHOBY OMJIMHEAPDHOCTH M CUMETPUYHOCTH (hOopMeE ¢ JIa je

enimp, = (N £ mE;, N £+ mE;) = g(N, N) &+ 29(N,mE;) + m*g(E;, E;)
=0+ 2mg(N, E;) + m*eg, = m(29(N, E;) +meg,) # 0

3a 1 < i < n (ako je 2¢9(N, E;) + meg, = 0, onga je m = [2¢9(N, E;)|, amu 1o
Huje Morylie jep cMo y3em na je m > maxi<<, |29(N, E;)|). Ilpumernmo na ce X
y (2.11) moxke 3ameHUTH OGUIIO KOjUM €JIeMEeHTOM mE, mocMaTpane OpTOrOHAJIHE
baze. Ako je A TpoW3BO/LHM BEKTOD M3 V), Taja Ce OH MOXKe IPEICTABUTU Kao

A= ZZ:1 a,mk,, onaxye n3 6uiuHeapHocTn (opMme g cleau 1a je

g(KyN,A) =g (lCNN, Zamep> = ag(KyN,mE,) = a,-0=0,
p=1

p=1 p=1

Te Ha OCHOBY HejzereHepucaHocTu (opme ¢ 3aksbydyjemo jga je Ky N = 0.
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5. kopak: [locmarpamMo KOHCTpyHrcaHy KOMIATHONIHY (DaMUIN]y CaMOaJIjyHI0-
BaHux eHgomopdu3ama Ky 3a cBako X € V takBy aa Baxu KxX = 0 u goka-
3yjeMo n1a 3a csako X € V u cBakm peasan 6poj t Baxku K,x = t?Kyx, mro je
yobuuajero cojcrso (2.3) JakobujeBux omeparopa.

Ha ocnoBy ycioBa koMmmaTubuiHOCTH, TuHEaApHOCTH eHpoMopduzama Ky u Oun-

HeapHocTu dopme g, 3a cee X, Y € V ut € R umamo
g(KixY,Y) = g(Ky (tX),tX) = *9(Ky X, X) = g(t?KxY,Y). (2.12)

[TpumersyjeMo mocTynak mojapusalyje Tako IMITo y 1obujeHoj jeanakocru (2.12)
Y zamenumo ca V + W, npu yemy cy V u W npounsBosbau BekTOpHu n3 V. EXBUBa-
JIeHTHUM TpaHchopMalmjama JieBe crpate jeaaakoctu y (2.12) kopunihemem 6u-
JguHeapHocTu Gopme g, JMHEAPHOCTH U CAMOA/IjYHIOBAHOCTU eHaoMopdu3ma K;x

J100bujaMo

JKix(V4+W),V+W)=g(KixV,V+W)+ g(KixW,V + W)
=g(KixV, V) + g(Kix V. IW) + g(ICix W, V) + g(Kiex W, W)
=g(KixV, V) + 29(KixV, W) + g(K:x W, W).

To je jemHako €KBUBAJECHTHO TPAHC(OPMUCAHO] JECHO] CTPAHU jeaHakocT (2.12)
kopuriithemeM OunHeapHOCTH (POPME ¢, JTUHEAPHOCTH U CaMOAJIjYHTOBAHOCTU €H-

nomopduama, K x

g (V+ W),V + W) =g(t*’KxV + ELxW,V + W)
:g(tleXV, V) + g(t2ICXV, W) + g(t2lC)(VV, V) + g(t2lCXW, W)
=g(’KxV, V) + 29(*KxV, W) + g(£Kx W, W).

Kaza y oBe ekBuBajieHTHO TpancdopMmucane crpane jeaHaxoctu (2.12) ybarmumo
u jennaxocru g(KixV,V) = g(*KxV, V) u g(KixW, W) = g(t*Kx W, W) nobujene
samenoM Y y (2.12) pegom ca V u W, nobujamo 2g(KixV, W) = 29(t*KxV, W).
Hakne, g(KixV,W) = g(t*KxV, W), onnocno g(KixV —t*KxV, W) =0za W €V,
Te KaKo je g mejereHepmcana, ciaenn na je KixV — t2KxV = 03a V € V, onakie
3aKJbyIyjeMo J1a je

Kix = t*Kx. (2.13)
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6. kopak: /lokasyjemo na 3a ceako X,Y € V Baxku Ky .yY —KxY +Ky X = 0.
Kopucrehu ycimop kommaTuOUIHOCTH, TUHEAPHOCT U CaMOa,IjyHTOBAHOCT €HI0OMOP-

duzma Ky un oununeapruoct dopme g 3a ce X,Y, Z € Vut € R caenn 1a je

IKxivZ,Z) = g(Kz(X +tY), X +tY)

(KzX +tKzY, X +1Y)

(KzX,X) +tg(KzX,Y) +tg(KzY, X) +t?9(KzY,Y)
(

(

Kz X, X)+2tg(KzX,Y)+t*g(KzY,Y)
ICXZ, Z) -+ 2tg(lC2X, Y) -+ tQQ(’CyZ, Z),

9
g
9
9

Te Kopuctehn JIMHEaApHOCT U CaMOa/ljyHroBaHOCT eHjomopduszma Ky, Ounnneap-

HOCT U CUMETPUYIHOCT (pOpMe ¢, KA0 U yCJIOB KOMIATHOMJIHOCTH JI00UjaMo J1a je

9(Kxsy — Kx —t°Ky)Z,Z) = 2tg(KzX,Y)

=tg(Kz X, X)+tg(KzX,Y)+tg(KzX,Y) +tg(K2Y,Y)
—tg(Kz X, X) —tg(K2Y,Y)

=tg(KzX,X)+tg(KzX,Y) +tg(KzY,X) + tg(KzY,Y)
—19(Kz X, X) — tg(K5Y,Y)

=tg(Kz(X +Y), X +Y) —tg(Kz X, X) —tg(KzY,Y)

=tg(KxivZ,72) —tg(KxZ,Z) —tg(Ky Z, Z)

=tg((Kx+y —Kx — Ky)Z, Z).

CauvaHo Kao mITo cMO ypajauan Beh jBa myTa y OKBUPY OBOT JI0KAa3a, BPIIIMO
nosnapuzanujy nomohy Z =V + W u pobujamo g((Kxiy — Kx — t2Ky)V, W) =
tg(Kxiy — Kx — Ky)V,W) 3a cee V,W € V| Te u3 HeJIler€HEPUCAHOCTH § CJIEJIN

Kxity — Kx — Ky = t(Kxyy — Kx — Ky), (2.14)

mrro nosadu Ky .y = tKxiy + (1 —)Kx + (12 — t)Ky. Onasne, xopucrehn (2.7)
Ha OCHOBY Koje je Kxiwv(X +1tY) =0, LxX =0, KyY = 0, kao u smHEeapHOCT

enomopdusama Ky y, Kx n Ky, mobujamo ma je

0 =Kx oy (X +1Y)
=(tkxy + (1 —t)Kx + (£ — )Ky)(X +tY)
=tKx iy (X +tY) + (1 = )Kx (X + 1Y) + (£ — ) Ky (X + 1Y)
=tkxy(X+Y +tY = Y)+ (1 - t)Lx X + (1 = t)Kx(tY)
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FH(t— DKy X+t — 1)Ky (tY)

i xsy (X +Y) + Hoxay (1Y — Y) 4+ (1 — )Kx X + (1 — H)KCx(tY)
+Ht— DKy X +2(t — DKyY

—tKxoy ((t—1D)Y) + (1 —t)tKxY +t(t — 1)Ky X

—t(t — 1)(KxayY — KxY + Ky X),

mro 3a t € R\ {0, 1} nosiaun ja 3a cee X, Y € V Baxu
ICX_H/Y - KxY +Ky X =0. (215)

7. kopak: Kopucrumo koMmaTubuiny paMuanjy caMoa jyHIrOBaAaHUX €HJIOMOP-
duzama KLx Ha V koju 3amoBosbaBajy Kx X = 0 ma 6umcMo, MOTUBUCAHT (DOPMYJIOM

(2.6), nedbunncamu npeciukasame R: V* — R momohy
B3R(X,Y, Z,W) = g((Ky+z — Ky = Kz)W — (Ky4w — Ky — Kw)Z, X), (2.16)

3a cee X,Y,Z, W € V, a 3arum JiloKa3yjeMO €KBUBAJEHTHE jeIHAKOCTHU ITOMONY
KOjUX ce MOXKe oKapakTepucatu R, a Koje Cy HaM IOTOJIHKje 3a HaCTaBaK JI0Ka3a.
Ha ocuoBy (2.14) ciienmn najesa Y, Z € Vut # 0 ucnymweno ja je Ky  z—Ky—Kz =

(Ky 117 — Ky — t*Kz)/t, onakne 3ak/bydyjemo ja je

Kyiiz — Ky — 2Kz
t

9((Kyz = Ky = K2)W.X) = g W, X).

T€ aKO IIOCMaTpaMO JIMMEC Ka/la t Texu HYyJIn, OHJa Ha OCHOBY 6I/I.J'[I/IHeapHOCTI/I

dopme g u neduHUNE]je TTAPIKIjATHOT U3BOJIA J00UjaMo J1a je

9(Kytz =Ky = K2)W, X) = lim g((Ky 1z — Ky = K2)W, X)

. Kyiiz — Ky — t*K4
- 11:13%9( t W, X)
— lim (g(’CY”ZW’X> —yKy W X) tg(ICZW,X))
t—0 t
i (92 W, X) — g(KyiozW, X)) 0
= 11_1}]% < ; =5 » I(Ky1ezW, X),

a oyasie Ha ocHOBY (2.16) u 6busmHeaprocTu opme g g06ujamo Ja je

BR(Xa Y7 Z7 W) :g((ICY+Z - ’CY - Kz)VV,X) - g(}CY—i-W - ICY - }CW)ZvX)

0 0
A g(lCYthZWa X) -

0.4
ot - ot g(’CYthW ) )7

t=0
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omHOCHO (2.16) je ekBUBaJIeHTHA Ca

0
SR(X, Y, Z, W) == E g(ICy+tZW — ICy_HWz, X) (217)
t=0

[Ipumehyjemo ma Ha OCHOBY JIMHEAPDHOCTH ¥ CAMOAJ[jyHTOBAHOCTHU OIEPaTOpa

Ky iz, Ka0 1 OMJIMHEAPHOCTH W CUMETPUIHOCTHU (hopMe ¢ Cliein J1a je

2g(le+t2W, X) =0 + 29(}Cy+t2VV, X) + 2-0- g(ICy+t2W, W)

= % - (9(Ky 112X, X) + 259(Ky 142W, X) + s*g(Ky 112W, W)
= % - (9(Ky 42X, X) + g(Ky 112X, sW) + g(Ky112(sW), X)
+ 9(Ky 12(sW), sW)) = % » 9Ky 1iz(X + sW), X + sW).
Yeenumo o3Haky u(X,Y) = g(Ky X, X) 3a cee X,Y € V. Tana je
29(Ky+zW, X) = % B WX + sW,Y +t2). (2.18)

CnuaHO, Ha OCHOBY JIMHEAPHOCTH M CAMOA/IjYHIOBAHOCTH orneparopa Ky iz, Kao

OMIMHEAPHOCTH W CUMETPUIHOCTH POopMe g mMaMO J1a je

0
29(Ky1zW, X) = s

w(W+sX,Y +t2). (2.19)
5=0

Jennakocr (2.18) mokasyje na je (2.17) ekBuBajeHTHA Ca

0
6R(X,Y,Z,W) =2 —

g(’CY+tZW - ICY+tWZa X)

ot |,_o
0
=5 (29(Ky 12W, X) = 29(Ky w Z, X))
t=0
0 0 19)
= — — X Y Z)— — X .Y
5 t:0<85 SZO/L( +sW,Y +t2) 55 S:0/,4( + sZ, +tW))
OJTHOCHO
6R(X,Y,Z,W) = 9 < 9 (WX +sW)Y +t2)
Ot \ 95|, (2.20)

— (X +s2,Y + tW))).

IIpumernmo na 36or yciaoBa kommaruOmianoctu (2.5) Baxkm ¢(Ky X, X) =
g(ICXK Y)7 Te je :u(Xv Y) = g(ICXK Y)? OAHOCHO ,U(X, Y) = M(YaX)7 Te je M CH-

MeTprdHo. Ha OCHOBY jeqHakoCTH TpUKA3aHUX IPUINKOM U3BOhema jeTHAKOCTU
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(2.18) 3axmyuyjemo ma je pasmuka (X + sWY +t2) — p(X +sZ,Y +tW) ksa-
JIPATHU TOJIMHOM TIO S, a8 3000 CHMETPUIHOCTH 4 U TI0 t. 3aT0 je peasiHa (DyHKIH]ja
WX +sW)Y +tZ) — (X +sZ,Y +tW) no s u t knace C*, mro obesbehyje 1a

IapIyjajHu U3BOU KOMYTHUPA]y, OJJHOCHO HUCIIOCTaBJ/ba Ce Jia je CBejeTHO Jia Jik he

9 92
_o» Ia oHza 8t| 1o B he ce mpso ypauru 35 (o, oBOoM

O3HAKOM I0J[PA3yMEBAMO JIa Ce TIPBO Pajy HapIjaHi U3BOJ, [0 S, & OHJA 1O t),

0
ce IPBO yPaJuTh 3 |S

a oHJIa y Jgobujenn m3pas3 3amenut s = 0 u t = 0, omake ciaeau ja je

92
0sot =0,4=0

6R(X,Y,Z, W)= (WX +sW)Y +tZ) — (X +sZ,)Y +tW)). (2.21)
Hedunummja (2.16) 3a R je ekBuBajentHa ca (2.21), ajmm je oBa mocseima

JeduHUMja JaKIna 3a J0Ka3uBame Ja je R aaredbapckm TeH30p KPUBUHE.

8. kopak: /Jokasyjemo ja je npecimkaBamwe R medunucano nomohy (2.21) am-
rebapcku TeH3op KpubnHe KopuithemeMm Jleme 1.21. Ocobuna (1.3) ciaemu u3 Ko-

MyTaTuBHOCTU Js0; = 0,05 M CUMETPUIHOCTH [ jep je

1 92
RY,X,Z,W) == (WY + sW, X +tZ) — p(Y + sZ, X + tW))
6 0s0t|,_g,—g
1 92
- Y 4+ 52X +tW) — u(Y +sW. X +tZ
Gm%sﬂﬁgm +sZ, X +tW) — (Y + sW, X +t2))
1 02
- - Y +tZ. X +sW) — u(Y +tW. X + sZ
6858“2075:0@( +tZ, X + sW) = p(Y +tW, X + s2))
1 92
- X+ sWY +1t2) — u(X + sZ.Y +tW
6880t8107t10(u( +sW)Y +t7) — u(X +sZ,Y +tW))
= — R(X,Y,Z,W).

Csojcro (1.4) cnenn mupekTHO n3 (2.21) 3aro mro je

1 2
R(X,)Y,W,Z) == 0 (WX +sZ)Y +tW) — u(X + sW,Y +t2))
6 0s0t|,_y,—9
_ 1 & (WX + SW.Y +12) — y(X + $Z,Y + tW))
6 050 | g,y A e
=~ R(X,Y,Z,W).

Ha ocuony jemnakoctu (2.18) u (2.19) cienu na je %L:O/L(X +sW)Y +tZ) =

% oMW + sX,Y + tZ) za npoussossne X,Y,Z, W € V. Onarie na ocony
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(2.21), komyrarusHocTu apuujanaux ussoga u (X, Y) = u(Y, X) 3a npoussospHe

X,Y €V moxewmo uzsectu (1.6) jep je

R(X,Y,Z, W) + R(Y, Z,X,W) + R(Z,X,Y,W)
1 0?2
6 Osot 4—0 40
1O
6 0sot
1
6 0s0t| _o,—0
1 02 1 0?2
=6 2105 | _,, TV T = 5
1o
6 0tds|,_,
1 0?

(WX + sW,Y +t2) — w(X + sZ,Y +tW))

(WY +sW, Z +tX) — p(Y + sX, Z +tW))

s=0,t=0

(W(Z +sW, X +tY) — u(Z + sY, X +tW))

W(Z + sY, X +tW)
s=0,t=0

WY + $W, Z + X) — = o
8 _—
=0 6 0sot |,

wZ+ W x 1y L 2
6=0.4=0 6 0sot

1 &
u(Y+tZ,X+sW)> — oo

(X 4+ sZY +tW)
—0,t=0

WY + sX, Z +tW)
s=0,t=0

W(Z +tY, X + sW)
t=0,s=0
1 0?

WZ +tX,Y + sW)) — =

82
WX 1Y, Z + 5W)> — o

pery
Il
o

w(X +tZ,Y + sW)
t=0,5s=0

by
Il
o

WY +tX,Z + sW)

/
SIS

ey
Il

0 t=0,5=0

(u(Y +12,X + sW) — u(Z + Y, X + sW)))

if
o

(W(Z +1X,Y + sW) — u(X +t2,Y + sW)))

~+
Il
=)

Flo o

(WX +tY, Z 4+ sW) —u(Y +tX,Z + sW)))

by
Il
o

10

10

O:0+0+0:0.

1
6
Us (2. 17) cTIeTH J1a je R(X Y, Z, W) JINHEAPHO TI0 PBOM apTyMEHTY jep Ha OCHOBY

oumHeapHOCTH (DOPME g U JIMHEAPHOCTHU MAPIHjAJTHOT U3BOJA KMMaMO JIa je

1 -
R(aX +bX,Y,Z,W) = 3 gt (ICYHZW — KyiwZ,aX + bX)
10 10 5
=a- 39 - 9Ky 1zW = Ky pew Z, X) "3 ot |, (ICYHZW — Kyrw 2, X)

=aR(X,Y,Z, W) +bR(X,)Y,Z,W).
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9. kopak: Ilpeocraje ma mokaxkemo ja cy oreparopu Kx 3a X € V Jakobujesu
omepaTopu 3a R.
Kako cMmo mokazanu ja je R ajrebapCKu TeH30p KPUBHUHE, TO KopucTehu Zsy cume-

Tpuje gobujamo ja je

J(FW, X) = g(ROV.Y)Y. X) = RIV.Y.Y. X) = R(Y, X, W,Y) = —R(X.Y. .Y
= R(X,Y,Y,W).

Opnasne, na ocuosy (2.16), (2.13) n (2.7) numamo na 3a cBako X € V Baxu Ja je

39(IyW,X) =3R(X,Y,Y, W)
=9((Ky+y = Ky = Ky)W — (Ky1w — Ky — Kw)Y, X)
=g9((Coy — 2Ky )W — KyiwY + KyY + Ky Y, X)
9(4y — 2K W = Ky oY + 0+ K Y, X)
92Ky W — Ky wY + K, X),

OJIAKJI€ HA OCHOBY HEJIETEHEPUCAHOCTH (OpME ¢ CIeIu Ja je
3HW = 2y W — KyswY + K'Y,
Ha ocuoBy (2.7) 3aksbydyjemo Ja je
KywY = Ky (Y + W = W) = Ky (Y + W) + Ky oW = Ky 1w W,
a Ha ocHOBY (2.15) je Ky W =Ky W — Ky'Y, Te je
SIyW = 2Ky W + Ky W — KwY + K'Y = 3K,y W

3a ceako W € V, mro maje Jy = Ky 3a cBako Y € V. JeIMHCTBEHOCT TparKeHOr
anrebapcKor TeH30pa KPUBUHE CJIeN Ha OCHOBY (dopMmyiie (2.6), OJHOCHO IMH-EHI-
e Ja JakoObujeBu omeparopu jeaHo3HadHo oapehyjy arebapcku TeH30p KPUBHUHE,

Te CMO THUMe 3aBPIIUIn jJoKa3 Teopeme 2.2. O
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I'maBa 3

Jakobu-ayaJTHOCT m

KBa3u-Kiandopaosu tenzopu

VY 0BOj IJ1aBU U3JIa2KEMO HEKe J1I00po nozuare anibennie o OcepMaHOBUM TEH30-
pUMa M TIPUHIMILY JIyaJHOCTH, a IIOTOM pa3Marpamo Kpasu-Kiudopmose Tenzope
(yBemene y pauy [7]) xao yommreme Knudopaosux TeH30pa U UCTPaXKyjeMo Be3e
m3mehy wux n OcepMaHOBUX yCJI0Ba U MIPUHITUIIA TYaJTHOCTH y TICEy10- PuManoBOM

CJIy4ajy.

3.1 OcepmaHOBU yCJIOBU

Y oBoMm norsiasiby HaBogumo OcepmaHoBy xumoresy y PumanoBoM ciaydajy (Bu-
neru [60]) Koja je Beoma GuTHa y PuManoBOj reoMeTpuju u Kojy je y ciydajeBuMa
JqumMensuje passimaute o 16 pemmo Hukomnajescku (Bugern [55, 54, 56, 53|), a mo-
TOM TIpuKazyjemo yomrreha OcepMaHOBUX yCJIOBa y Tceyno-PuManoBoM ciry4ajy
U HEeKe KOPHUCHe je/IHadnHe Koje BaxKke 3a OcepMaHOB ayrebapcKu TEH30P KPUBUHE
(Bugeru [2]).

Hexka je (M, g) Pumanosa muorocrpykocr. Beh cmo momenysu ja cKyi cBux
u30MeTpuja MHOrocTpykocTu M wumuu Tpymy, a Ha ocHoBy Majepcose! u Crumn-
ponose? Teopeme uz 1939. roqune (Bujeru [52]) oBa rpyna ce Mozke nocMarpaTi
kao Jlujesa rpymna. Hajsaxkauja npumena JIujeBux rpyma y reomerpuju je Kaja

IIOCMAaTPaMO HBUXOBO JI€]JCTBO Ha MHOT'OCTPYKOCTH.

ISumner Byron Myers (1910-1955), amepuakyu MaTeMaTHIap
*Norman Earl Steenrod (1910-1971), amepmakn MaTeMaTHIap
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3.1. OCEPMAHOBH YCJ/IOBH

ejctieo zpyue G Ha mro2ocupyrociiu M je dbyukimja p: G X M — M,
npu gemy p( f, p) gecro 3ammcyjemo Kao f-p, Koja 3amoBosbasa fi-(fo-p) = (fif2) p
ne-p=p3acBako fi,fo € Gupée M, rae je e jerunnanu ejgement o GG. Ckyn
G-p={f-p|f € G} ravaka uz M y xoje ce p MoxKe NpecauKaTu oMoy enemenara
n3 G Ha3uBa ce opbuta wavke p € M. 3a nejcTBO KaxKkeMo 112 je WpaH3utiueHOo
aKO MMa TavHO je/THY OpOUTY, IIITO 3HAYN JIa 3& CBAKU Iap Tadaka p,q € M mocroju
f € G rakBo na je f-p=gq.

Tako MoxkeMo mocMaTpaTu J1ejcTBo rpyne uzomerpuja [ (M) na PumanoBy MHO-
rocrpykoct (M, g) nedunucano momohy f-p = f(p), 3a ceako f € (M) up € M.
3a PumanoBy muOTOCTpYKOCT M KarkKeMo Jia je LOMOZEHA aKO IbeHa TPyTIa N30Me-
tpuja [(M) nejcryje tpansutusuo Ha M. Xomorena PumanoBa MHOroCTpyKOCT
reoOMeTPUjCKN HM3TJIeJla UCTO KaJl je mocMaTpamMo u3 O0umio koje tadke. [loBesana
PumanoBa MHOrOCTPYKOCT ce Ha3UBA g8e-WaAYKE TOMO2EHOM aKO Ce CBaKU Iap
Tayaka Moxe TpaHncdopmucaTu (y cMuciy ojrosapajyhe uzomerpuje) y 6mio koju
rmap Tayaka ca UCTUM PACTOjarbeM m3MeDy X, OJIHOCHO aKO Ipylia M30MeTpuja
I(M) nejerByje TPAH3UTHUBHO Ha jeIHAKO yJA/beHUM HAPOBUMA TAYaKA.

Muorocrpykoct M je udowipoura y p € M ako 3a CBe jeJMHUYHE BEKTODE
X,Y € T,M nocroju msomerpuja f muorocrpykocru M taxsa na je f(p) = p u
na je df,(X) =Y. PumanoBa MHOIOCTPYKOCT je U30WPOUHA AKO je M30TPOIHA Y
cBakoj Tayku. VI30TpoIrtHa MHOTOCTPYKOCT M3IJIeJIa UCTO y CBUM IIPABIMMA.

Ucnocrassmpa ce na je nmopesana PumanoBa MHOrOCTPYKOCT M30TPOITHA aKO U Ca-
MO aKo je nBe-tadke xomorena (Buaeru Wolf [71, Jlema 8.12.1]). OBo cy najjequo-
craBHUje u Hajsrenine PumanoBe MHOIOCTPYKOCTH ca KOjuMa, OOMYHO yriopehyjemo
JIpyTe MPOCTOPE U 3aTO UX 30BeMO Mmogen Upocwopu. [loznara je nmormyna kiia-
cudbuKanyuja oBUX NPOCTOPa, KOMIIAKTHE je Kaacudukosao Banr® 1952. (Bumern
[69]), mok je nekommaxTre permno Turc! 1955. roquue (Bumern [68]). Bume nera-
Jba O JIBe-TAYKe XOMOTEHUM IpocTopuMa Moxe ce nponahu y |71, ctp. 293-300] u
y ku3n Xesracona® (Buzern [40, crp. 535]).

[Tocnenuna knacudukaiyje je 1a je CBaKu MOJIEJ ITPOCTOP JIOKAJIHO U30METPH-

JaH jeJTHOM OJf caefiehux mpocTopa:
e eykymmcku mpoctop R”,

e cchepa S”,

3Hsien Chung Wang (1918-1978), KuHecKo-aMepUIKH MaTeMaTHaap
4Jacques Tits (1930-2021), Genrumjcko-bpaHIycKn MaTeMaTHIap
SSigurdur Helgason (1927-2023), ucaaHIcKi MaTeMaTHIap
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3.1. OCEPMAHOBH YCJ/IOBH

e peaJiHU TTPOjeKTUBHU IpocTop RP™,

e KOMILIEKCHU TIpojeKTuBHE TpocTtop CP”",

e KBATEPHUOHCKHU ITPOjeKTuBHU mpocTtop HP™,

e Kejmmjesa npojektusHa pasan QP2

e peasiau xunepboanydku npocrop RH™,

e kowmriekcHu xunepboanyaku mpocrop CH”,

e KBaTepHUOHCKU xunepbosmuku mpoctop HH",
o Kejnmjesa xunepbosmuka pasan QOH?2.

JIokasiHe m30MeTpHje JJOKAJHO JIBe-Ta9Ke XOMOT'€HUX ITPOCTOPA J€jCTBY]y TPaH-
3UTUBHO Ha CHEPHOM PAC/IOjEIbY jeIUHUIHUX TAHTCHTHUX BEKTOPA U 3aTO Ty (DUK-
cUpajy KapakTepUCTUYIHU IoJImHOM JakobujeBor orepaTopa. Takse Pumanose MmHO-
TOCTPYKOCTH 3 KOj€ je KAPAKTEPUCTUIHU TIOJTMHOM (MJIN €KBUBAJIEHTHO COIICTBEHE
BPEJIHOCTH W EbUXOBE BUIIECTPYKOCTH) JakobujeBor omeparopa Jy He3aBUCAH O
X ¥3 jeIMHUYIHOTI TAHTEHTHOT Daciojerha Ha3uBajy ce Pumanose (Z2ao0b6aaro)
Ocepmarose MHOZOCTUPYKOCTW. JeTHO OJ1 KJby IHUX ATaa y PuManoBoj reo-
MeTpuju je Ja Ju Baxku obparHo (cBaka PumanoBa OcepMaHOBAa MHOTOCTPYKOCT
je JIOKAJIHO MOJIesI IPOCTOP) U OHO je mo3HaTo 1moj| HazuBoM Ocepmarosa Tuuo-
we3sa (Bugeru [60]). IIpse pesyarare o OcepMaHOBOj XUIOTE3M U3J0KUO je Tu’,
KOJ¥ je yCTAaHOBUO MTO3UTUBAH OJTOBOP 3& MHOTOCTPYKOCTH JIMMEH3H]je KOja HUje Jie-
mpuBa ca derupu (Bugern [25]). Hamomenumo na je Hukomajescku [53, 54, 55, 56|
JI0Ka3a0 XWUMOTE3y Yy CBUM CJIy4dajeBUMa OCUM 33 MHOTOCTPYKOCTH JuMeH3uje 16
YUjU peIyKOBaHU JakoOWjeB OlepaTop MMa COICTBEHY BPEIHOCT BUIIECTPYKOCTHU
7 umu 8. lusb oBe gucepTaliyje je mpoydaBarbe aJredapckux ocoOMHA Be3aHUX 34
ajirebapcke TE€H30pe KPUBUHE KOju ce Mory yountu y Tadku (OcepMaHoBe MHOTO-
CTPYKOCTH.

OBe pmedwunuimje ce MOry MPOIIUPUTHA HA MCEYI0-PUMaHOBY MHOTOCTDYKOCT
(M, g) 3a Kojy KaxkeMo Ja je (2a06aano) Ocepmarosa ako je KapaKTepPUCTUI-
1 nosmHOM wx (A) = det(A1d —Jx) Jakobujesor omeparopa Jx uctu 3a X u3
JEJUHUYUYHOZ 8PEMEHCKOZ TUAHZEHTUHOZ PACAOJErbA

STM=||S;M=||{XeT,M|g(X X)=-1},
peEM peM

6Quo-Shin Chi (1955), TajBaHCKO-aMePIYIKE MaTeMaTHIAD
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3.1. OCEPMAHOBH YCJ/IOBH

a uctu je u 3a X U3 JEgUHUYHOZ UPOCTUOPHOZ TWAHZEHTUHOZ PACAOJEerba

STM = | | 8fM = | |{X € T,M|g,(X,X) =1}.
peEM peM
Beh cmo komeHTapucan J1a je morogHo U3y vdaBaTh IeOMeTPHUjCKe IIpodJieMe y aJjire-
6apCKOM OKPYIKEly U Jia Pe/lyKOBameM 1ceyno-Pumanose muorocrpykoctu (M, g)
Ha TauKy p € M nobujamo anredbapCKu TeH30p KpuBHHE [T, Ha IIPOCTOPY ca CKa-
napuum npoussogoM (1,M, g,). 3aT0 yBOANMO HeKe II0jMOBE Be3aHe 3a airebapeKu
TEH30p KpuBHHE R Ha MpoCTOpy ca cKajJapHuM mnpoussogoMm (V. g).

[TocmaTpamo KapaKTepUCTHIHA ITOJTUHOM PelyKOBaHOT JaKoOUjeBOr orepaTopa
Wx(N\) = det(AId —Jy). Kaxemo 1a je aarebapcky Tensop Kpupuae R epemen-
cku Ocepmaroe ako Wy He 3aBUCU O] U360pa jeJMHUIHOr BpeMmeHckor X € V.
Anrebapcku Ter3op KpuBnte R je upoctiopro Ocepmaros ako je Wy He3aBUCaH
0/1 je TMHUIHOT IPOCTOPHOT BeKTOopa X € V. 3a ten3op R kaxemo ja je Ocepma-
HO8 ako je BpemeHncku u npocropao Ocepmanos. Ilosnaro je ma je R BpeMeHCKH
OcepmanoB ako u camo ako je npocropao Ocepmanos (sugeru [30]). Omarie cie-
au HapegHa Teopema (Bugeru [6]) koja roBopu ga OcepMaHOB YCJIOB HE MOPAMO
IIoCcMaTpaTu KpO3 ABE€ HE3aBUCHE KOHCTAHTHOCTH PAa3JIMYUTHUX IIOJIMHOMA, jeILHe 3a
IIPOCTOPHE jeJIMHUTHE, & JIpyre 3a BPEMEHCKE jeJIMHUYIHEe BEKTOpe, Beh je T0BOJHHO

IJIeJIATU jeIMHCTBEHU ITOJIMHOM KOjU je KOHCTaHTaH 33 CBAKU Je(PUHUTAH BEKTODP.

Teopema 3.1. Aazebapcku wen30p KpuBUHe Ha UPOCUWLOPY CA CKRANAPHUM UPOU3EO0-
gom (V, g) je Ocepmanos axo u camo axo je toaurom det(A1d —Tx /ex) nesasucarn

0g gedpunuitinoz sextwopa X € V.

[Iceymo-PumanoBa muorocrpykoct M je wmawxka wo wavwka Ocepmarosa
aKo je ofrosapajyhu anrebapcku TeHzop KpusuHe [7, OcepMaHOB y CBaKOj TauKn
p € M. Jacuo je ma rimobasino OcepMaHOBAa MHOTOCTPYKOCT CBAKAKO jeCTe TadKa
no rauka OcepmaHoBa, aju 00paTHO He Baxku (BuumeTu [21]).

Hasba yormrema OcepMaHOBUX YCJIOBA Y TAYKU TUUY Ce COIICTBEHE CTPYKTYPe
JakoOujeBux omeparopa KOju y CIy4ajy Jia je CKaJlapHU ITPOU3BOJ, HeJeUHUTAH
HEe MOpPajy OMUTHU JIujaroHaJu3abuIHA U 3aTO IocMaTrpamMo 7Kop/laHOBy HOPMAaJIHY
dbopmy Jakobujesor oneparopa (Bumernu [20]). Anrebapcku tenzop Kpubuue R je
epemercru 2Kopgar-Ocepmaros ako 2KopranoBa HopMasHa (opma Jakoou-
jeBor omeparopa Jx He 3aBUCH O] jeUHUIHOT BpeMeHcKor X € ). Anrebapcku
TeH30p KpuBnHe R ce Ha3uBa Upoctwopro 2Kopgan- Ocepmaros ako 2Kopaano-

Ba HOpMaJiHa (popMa orepaTopa Jx He 3aBUCH OJI jeIJMHUTIHOT TIpocTopHOr X € V.
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3.1. OCEPMAHOBH YCJ/IOBH

Kazkemo n1a je R 2Kopgan-Ocepmaros ako je u BpeMeHCKH 1 TTpocTopHO 2Kop-
nau-Ocepmanos. Vcniocrasiba ce 1a Bpemencku u npoctopuu 2Kopaan-Ocepmano-
BU yCJIOBU HUCY eKBuBajieHTHU (BujeTu [36]).

Kaxemo na je R k-witiajH ako mocroje KOHCTaHTE Cq, ..., ¢ € R TakBe ja
Tr((Jx)') = (ex)'e (3.1)

Baxku 3a cBako j € {1,...,k} n 3a cako X € V.
Hazus k-miraju morude oJ1 Tora mro je 1-1rajH yc/IoB eKBUBAJIEHTAH YCJIOBY Ja
je R AjumrajuoB (uMme ciaaBHOr dusmyapa AjHINTajHA HA HEMAYKOM 3HAYM jeJaH

KaMeH, OJIHOCHO 1 HITajH), ITO JOKA3YjeMO Y HAPEIHO] JIEMU.

Jlema 3.2. Aazebapcru Wen30p KpusuHe Ha UPOCTLOPY Ca CKAAAPHUM TPOU3IEOJOM

(V,g) je l-wimajn axo u camo axo je AjnwiGajHos.

Jlokas. Ha ocuoBy (2.2) je Ric(X,Y) = Tr(J(X,Y)) 3a cBaka nBa Bekropa X u
Y u3 V, e je Ric(X,X) = Tr(J(X, X)) = Tr(Jx). Ha ocuosy (1.1) dopma ¢
je jemuosuauno oxpebhena nmomohy kBajgparHe (opMe €, & CIUYHO je CHUMETPUYHH

tenzop Ric € T9(V) 360r cBoje bununeaproctu oxpehen momolhy
1
Z(Ric(X +Y,X+Y)—Ric(X -Y, X -Y))
1
:Z(Ric(X, X+Y)+Ric(Y, X +Y)—Ric(X,X —Y)+ Ric(Y, X —Y))

1
= (Ric(X, X) + Ric(X,Y) + Ric

—

Y, X) + Ric(Y,Y)
— Ric(X, X) + Ric(X,Y) + Ric

—~

Y, X) — Ric(Y, Y))

22(2 Ric(X,Y) 4+ 2Ric(Y, X)) = - - (2Ric(X,Y) + 2Ric(X,Y))

| =

1
=7 ~4Ric(X,Y) = Ric(X,Y).

Ha 0cHOBY IpeTXOIHO M3BEJICHOT 3aK/bydyjeMO Ja je aJrebapcKy TeH30p KPUBUHE
R 1l-mraju ako m camMoO akKo IIOCTOjU KOHCTAaHTa ¢ TaKBa Jia 3a cBako X € ) Ba-
x)u Tr(Jx) = exc, mro je ekBupasentHo ca Ric(X, X) = g(X, X)¢, onnocno ca
Ric(X,Y) = cg(X,Y) 3a cBaka jnBa BekTopa X,Y € V, mrro 3naun na je Ric = cg,

a TO BayXKM aKO U CaMO akKo je ajarebapCcku TeH30p KpubuHe R AjHINTAjHOB. ]

Y HacTaBKy HaBOJIMMO JIBE Te€OPEMe O KOPUCHUM jeJHAYMHAMa KOje BayKe 3a
Ajumrajuose (l-mrajn) u ysajwimajrose (2-mraju) ajarebapcke TeH30pe KPUBU-

He, a BLUXOBHU JIOKAa3U ce Mory mnponahu y [2].
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3.1. OCEPMAHOBH YCJ/IOBH

Teopema 3.3. Axo je R AjHwiiajnos anzebapcku WeH30D KPUSUHE HA UPOCTLOPY
ca ckanraprum apoudsogom (V,g) gumensuje m, Waga y OPTLOHOPMUPAHO] 6a3U

(E1, ..., E,) apoctuiopa V 3a cee 1 < x # y < n sasice jegnayvune

Z 5i5xRixa:z‘ = Const = C1, (32)

=1

ZSiRixyi = 07 (33)
=1

apu wemy je €; = ep, € {—1,1} 3ai € {1,...,n} u Rym = R(E;, E;, Ey, E)) 3a
i, 7,k l€{l,...,n}.

Teopema 3.4. Axo je R usajwiiajn aszebapcru WEH3OP KPUBUHE HA UPOCTLOPY
ca ckanraprum apoudsogom (V,g) gumensuje m, Waga y OPTUOHOPMUPAHO] 6a3U

(E1, ..., E,) apoctiopa V 3a cee 1 < x # y < n sasice jeguavune (3.2), (3.3) u

Z Ei€j (Rimxj)Q = Const = Co, (34)
i,j=1
Z 5i€jRi:Jc:chixyj =0, (3-5)
ij=1
2 Z €i€j Rizaj Riyyj + Z £i€j(Rizyj + Riyaj)® = 22,80, (3.6)

ij=1 ij=1
apu wemy je €; = ep, € {—1,1} 3ai € {1,...,n} u Rym = R(E;, E;, Ey, E)) 3a
i,7,k, 1l e{l,...,n}.

[TozuaTo je na je anrebapcku TeH30p KpuBuHe aumensuje n OcepMaHOB ako
u camo ako je n-mraju (Bugeru [33, Jlema 1.7.3]). OmaBue je n-auMeH3MOHU
OcepmaHOB ajire6apCKu TEH30pP KPHUBHUHE N-IITAjH, T€ 3a CBAKU W30TPOIAH BEK-
top X € V Baxu ga je Tr(Jx)’ = (ex)’¢; = 03a j € {1,...,n}, omaxme Ha
ocaoBy Jleme A.3 3ak/bydyjeMo Ja 3a KOe(UIMjEHTE KAPAKTEPUCTUIHOT MOJIH-
HoMa Wy (A) = A" + kA"t + - + k, 1\ + k, quHeapHOr omeparopa Jx BaxKu
ki=ky=...=k,=0,1ejewx(\) =det(Ald —Tx) = \", onakie cyieau HapeaHa

teopema (Bumeru 'mixu [33, Jlema 1.7.4]).

Teopema 3.5. Axo je R Ocepmanos arzebapcku WeH30P KPUBUHE HA UPOCTLOPY
ca craaaprum apoussogom (V,g), Waga cy cee colcisere speghocitiv 09 Jx 3a

usowipouan X €V jegnare Hyau.
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3.2. HPUHIUII /IVAJIHOCTHU

3.2 IlpuHnumn mayajIHOCTH

Y OBOM IOIVIaBJbY HABOJAMMO IIO3HATE PE3YJITATE O HPHUHIUIY JIYAJHOCTU KOjH
ce TIOKA3a0 Kao BPJIO 3HaYajaH 3a periaambe OcepmanoBe xunore3e y PumanoBom
cayuajy. Ocmucimo ra je Pakuh 1998. rogune y [61, 62|, a Buie o mwerosoj Besu ca
OcepMaHOBUM TEH30pPUMA U YOIINITEHUMA y TICey/10-PUMaHOBOM ciiy4ajy MOxKe ce
nponahn y pagosuma Aunpejuha, Paknha n Hukosajesckor (Bumern [1], [3], [4],
[10], [11], [57], [58], [61]).

Hexka je (V,g) n-IuMeH3MOH TPOCTOP Ca MO3UTUBHO JIEPUHUTHUM CKAJAPHIM
npousBogoM. Tasa y )V mocrtoje camo jgedWHUTHU BEKTOpPU W HyJsa BekTop. He-
ka je R anrebapcku tenszop kpusmee Ha (V,g), ogHocHo R je PumanoB asre-
bapcku Ten3op kpusube. Beh cmo komentapucanu jia je Jakobujes oreparop
Jx 3a cBaku gepunutan X € )V y HOTIyHOCTU oipeheH CBOjOM pPEeCTPUKIIIjOM
Jx: Xt — X+ kojy masusamo penykoparu Jaxobujes omeparop. Kaxemo ma je
R Pumarnos Ocepmaros aaredbapcku T€H30p KPUBUHE aKO je KapaKTePUCTUTHU
nommom Wy (A) = det(A1d —Jx) peaykosanor Jakobujesor omeparopa Jy Hesa-
BHUCaH OJf jenwHUIHOT X € V.

Jesino BaxkHO cBojcTBO PuMmanoBux OcepMaHOBHUX TeH30pa je Tako3Banu Paxu-
hes upunuut gyaarocwiu koju je yseo Pakuh 1998. romune (Bumeru [61, 62]).
[To opurunasnoj nedunuiuju Kaxkemo na je PumanoB asrebapcKku TE€H30D KpH-
Bune R Jaxobu-gyaaar ako JxY = AY 3a mehycoOHO opToronasne jeguHUYHE
Bektope X,Y € V nosnaun na je Jy X = AX. Ucnocrassbpa ce na JakoOu-jyasi-
HOCT TOBODPH J1a je X COIICTBEHU BEKTOP omneparopa Jy ako je Y COICTBEHU BEKTOP

oneparopa Jx, 0 4eMy TOBOPU HapeIHA JIEMA.

Jlema 3.6. Pumanos anzebapcru wensop xpusune R je Jaxobu-gyanran axo u camo

axo 3a upouseomte sexwiope X u'Y 6adtcu uMUAUKAUUIQ
TIxY =ex\Y = JyX =ey)X. (3.7)

Jloxas. OuuryieHo je jia ako 3a MPOU3BOJ/bHE BEKTOPE BaxKu uMILmKanuja (3.7),
OHJIa U 3a MeDycOOHO opTOroHaJsiHe jeuHn4dHe BeKTope X u Y BaKy UMILIUKAIU]ja
IxY =exAY = Jy X =eyAX, omnocuo JxY =Y — Jy X =2X, teje R
Jakobu-yasiaH.

Y HacTaBKy JloKa3yjeMmo ja ako je R Pumanos Jakobu-jyaian ajarebapCcKu TeH-
30p KPUBHHE, OHJIa 33 IPOU3BOJbHE BekTOpe X 1 Y Baxku umiummkaryja (3.7). Ao

je X =0, ouga ce (3.7) ceomu vHa JoY = gAY — Jy0 = ey A - 0, oxnocuo
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3.2. HPUHIUII /IVAJIHOCTHU

0=0 = 0 =0, mrro je ounrseauo Taano. Canvano, ako je Y = 0, oHJa ce nMILIu-
karuja (3.7) ceomu Ha Jx0 = exA-0 = JpX = oA X, omHocro 0 = 0 = 0 = 0,
IITO je TPUBUjAJTHO TAaYHO. Y HACTABKY J0Ka3a cmarpamo qma je X # 0u Y # 0.
Kako je X # 0 m X mpumajia nmpocTopy ca MO3UTUBHO JIe(DUHUTHUM CKAJIAPHUM
npoussogom (V,g), 1o je ex > 0, Te je Span{X} Heaerenepucan moOTIPOCTOp HA
ocuosy Jleme 1.1, a ma ocuoBy Jleme 1.6 je V = Span{X} + (Span{X}), Te 3a
YeVpsaxkumajeV =aX + Z, rye jea € Ru Z € (Span{X})*. Paznukyjemo
JIBa CJIydaja y 3aBUCHOCTHU O Tora ja ju je a = 0 mm je v # 0.

Ako je a = 0, onma je Y = oX +Z = Z € (Span{X})*, Te je X L Y.
[IpernocraBbamo na je JxY = exAY, a mokazyjemo na je JyX = ey AX. U3
IxY =exAY cnenn na je

Y Y
T (V) <oV

ojlakJie Ha OCHOBY (2.3) u JmHeapHOCTH JakoOUjeBOr onepaTopa CJeIu Ja je

Y Y
=cxA
. eEx\ey =

omakJe mocye ckpahuBama ca ex # 0 u /ey # 0 mobujamo

exveyJ x_
NG

Y Y
= A—.
j\/%\/zﬁ/ \/EY

Kako cy Bekropu X //ex u Y / /ey jemunuunu u mehycobHo oproronassau u R je

Pumanos Jakobu-myasan, To 3aK/bydyjeMo Ja je

X X
jY =A )
VEY \/EX \/EX

onaksie kopuirhiemem (2.3) u suHeapHocTu JakobujeBor omeparopa j1001jamo

L1 ax-oant

e Vex NG
IITO HAKOH MHOXKEIba Ca £y./ex mHocraje Jy X = eyAX, mMTO cMO U Kejenu Ja
J00ujemo.

[Ipeocrasio je ma y caygajy ma je o # 0 m3 npermnocraBke qa je JxY = exAY
saksbyanMo Ja je Jy X = ey AX. Kako je JxY = exAY, 10 je Jx(aX + Z) =
exAaX+7), onakie Ha OCHOBY JINHEAPHOCTH JaKOOUjEBOT OIIepaTopa J001ujamo Jia
jeadxX+TIxZ = ex aX+exAZ, mro ce 300r Jx X = 0 Tpanchopmutiie y JxZ =
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exdaX +exAZ. Onarne je g(IxZ, X) = g(ex \aX +exAZ, X), mro kKopurihemem
caMoaJIjyHroBaHocTu Jakobujesor oneparopa, Jx X = 0, bununeapuoctu dopme g
u Z 1 X nocraje g(Z, IJxX) = ex ag(X, X), omnocno 0 = €3\, a kako ex # 0
na#0,0jeN\=0uJxZ =cecx aX +exAZ = 0, Te HA OCHOBY Beh J0Ka3aHOT
ciydaja (moxke ce mpumenutu jep je X L Z) cnemm ma je JzX = 0. Husmb je
nokazaru Jy X = ey AX, omnocuo J,x+zX = 0, mro je Ha ocHoBy dopmyia (2.3)
u (2.4) exBuBanentno ca o’ Jx X +2aJ (X, Z)X + JzX = 0, a xasa HCKOPUCTUMO
IxX =0, JzX =0wu a # 0, nobujamo eksuBaseHTHy jeanakoct 2.7 (X, Z)X =0,
omuocHO jemuakocT R(X, X)Z + R(X, Z)X = 0, a kako je R aHTUCHUMETPUIHO IO
upsa jgBa aprymenta, jgobujamo R(X, X)Z =0u R(X,Z2)X = —R(Z, X)X, re je
—R(Z, X)X =0, ogaocHo JxZ = 0, mTO je TavHo. ]

Ucropujcku, Pakuh je npsu mokazao ga je ceaku Pumanos Ocepmanos R Ja-
KoOu-yasnan (Buzeru [62]), 0K Cy ce KacHuje TOjaBUIM HEKU Pe3YJITaTH y BE3U
obparre TBpame (Bumeru [1] u [22]). V paxy [9] moxe ce mponahu HOB eseras-
TaH JI0Ka3 Jia je cBaku PumanoB JakoOu-jyasiaH ajaredbapCcKu TeH30p KpUBUHE Oap
AjumrajuoB. Y TOM JI0Ka3y ce KOPHUCTH HApEJIHA JieMa KOja HaM jaje moceOHy
OPTOHOPMHUPAHY COICTBEHY 0a3y 3a MPOCTOpP ca Je(UHUTHUM CKAJAPHUM TPOU-
sBozioM (V, g) y OJHOCY Ha caMoaJjyHroBanu Jakobujes omeparop Jg,, riae je Fj

jeTMHUYaH BEKTOD U3 V.

Jlema 3.7. Axo je Ey jeqununan 6eKUWOP U3 UPOCTOPG €A ePGUHUTUHUM CRANAPHUM
UPOU3BOGOM, WAGA TUOCULOJU OPTLOHOPMUPAHA COUCTUBEHA 0a3a 30 TWA] UPOCTLOP Y

ogrocy na Jaxobujes ouepatiop Jg, Warxsea ga je rwen upsy basnyu eexiiop L.

Aoxas. Ilpumernmo na je Jg, By = 0 = 0 - E}, Te jenmHndan BeKTOp [; Moxke
OuTu npBU OA3HW BEKTOP TParKeHe OPTOHOPMUPAHE COICTBeHEe 0a3e 3a MPOCTOp
ca neduruTHUM ckajgapauMm npoussogom (V) g) mumensuje n. Kako je Fi nedu-
HUTaH, TO je Ha ocHOBY Jleme 1.1 mormpocrop Span{F;} HemereHepucaH, a oHJIA
je ma ocuomy Jleme 1.6 u W = (Span{E,})! menerenepucan, a csakako je u je-
dunuTan jep je gly, nedunntHa Kao pecrpuknuja nedunutae dhopme g. Taxohe
je dim(Span{E;})* = dimV — dim Span{E,} = n — 1 na ocuosy Jleme 1.2. Ka-
KO je Jg, |y caMoa/ijyHroBaH OoIepaTop Ha IPOCTOPY ca Je(UHUTHUM CKaJIAPHIM
upoussozoM (W, gl,y), To Ha ocHoBY Jleme A.6 mocToju opTOHOPMHpAHA COLICTBE-
Ha 6aza (Fs,...,E,) 3a W y omnocy Ha Jg, [yy. 3aro je (Ey,...,E,) Tpaxkena

OPTOHOPMUpAaHa COICTBEHA Oa3a 3a V y omgHOCy Ha Jg, . O

Y nokady hemo KOPUCTUTH U HAPEHY 3HAYAJHY JIEMY.
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Jlema 3.8. Axo je (Ei,...,E,) op@onopmupara 6a3a Gpocwmopa ca GO3UTUSHO

gepunu@num ckaraprum apoussogom (V, q), waga je Ricf = 7, e+ ...+ I,

Joxas. Kako cy ff u b uaBepsan m3omopdusmu, 1o 3a cBako X € YV u Y € V na

ocHOBY (2.1) Baxku j1a je

(Ric*(X))’(Y) = Ric(X,Y) = > e R(E;, X,Y,E;) =Y R(E;, XY, Ej).
i=1 i=1
Ca apyre crpane, Ha OCHOBY JedUHUIIAjE CHUIUIUIE, OunHeapHoctu (gpopme g,

neduHumje JakodujeBor oneparopa u Zs CUMeTpHUja CIeIu 1a je

(Tpy + -+ Te) X)) =g(Tp, + ...+ Tp,)(X),Y) =g (Z JIe X, Y)

n

= ig(jEiX7 Y) = Zg(R(X, E)E;,Y) = iR(X, E;, E;,Y)

i=1 i=1

=Y (-R(E, X,E,Y)) =Y _R(E;, X,Y,Ey).
i=1 =1
Bakspyuayjemo ga je (Ric! (X))’ = (JTg, + ... + JTg,)(X))’, a kako je b unjexTunno
npecukaBabe, To noaaan a je Ric*(X) = (Jg, +. ..+ JIg,)(X), onmocno Rict =
Jp, +...+ Tg,. ]

Jlema 3.9. Csaxu Pumanos Jaxobu-gyanran arzebapcky wen3op kpusume je Ajn-

WULATHOS.

/loxas. Ha ocuoBy Jleme 3.7 3a mpousBosbaH jeauHWYIHU BeKTOp F; € )V mocTO-
ju oproHOpMupaHa comctBena 6aza (Ei, ..., E,) 3a mpocTop ca MO3UTHBHO e-
dburnTHUM cKanapauM npoussogoM (V. g) y omHocy Ha Jakobujes omeparop Jg,,
Te 1mocToje Aq,...,\, € R xoju 3aBuce ox Ep, tako na Jg, E; = \E; Baxu 3a
ie{l,...,n}, arana je Tr Jg, = A\ + Ay + ... + \,,. Ha ocuoBy Jleme 3.8 umamo
na je Ric! = 7, 5 + -+ Jg,, a Kako je ajredbapcku TeH30p kpubuHe R JakoOu-
-nyanan, 10 u3 Jp, E; = M E; cienu na je Jp, By = N\ E1 3a i € {1,...,n}, onakie
saxmydyjemo ma je Rich(Ey) = (Jg, + -+ T, )E1 = (M + -+ + M) Er. Kako
je jemuHumuHM BeKTOp F; OMO Mpou3BOJbaH, CJIEIU /A jé CBAKU jeIMHUIHU BEKTOD
FE4 €V corncTBeHN BEKTOP OIllepaTopa Ricﬁ, OJTIaKJIe PeCKaJIMpameM JI00ujaMo J1a je
CBAKM HEHYJIa BEKTOp 13 )V COICTBEHN BEKTOp JIMHEAPHOr omeparopa Ric’, Te cy
Ha ocHoBy Jleme A.2 cBe colcTBeHe BpeaHOCTH orepaTopa Ric? ncre, mro momadm

na je Ay + - -+ + A\, xKoucrautao. IIpenusnuuje, ako je X HeHysa BEKTOp, OHJIA 3a
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jemmananu BekTop X /,/ex Baxku na je Tr jX/\/g = A1+ ...+ \,, Te HA OCHOBY
(2.3) 3akspyUyjemMo Ja je

TrjX:Trjﬁ,\/%:TrGXj%):5X~Tr‘7¢%zex~()\1+...+/\n).

HonarHo, 3a Hysna BekTop Baxku ja je Tr Jo = o (A1 +...+A,) jep je 0 =0, Te je
3a cBako X € V ucnymweHo Tr Ty =ex - (A1 + ...+ \,), upm gemy je A\ + ...+ A,
KOHCTAHTA, IITO 110 JedUHUINjU 3Ha4n 1a je R 1-mraju, a onja je na ocuoy Jleme
3.2 R AjumrajHOB. ]

[ITaBwurie, ucrocrasiba ce jia Jakobu-yannoct Kapaktepuiire Pumanose Ocep-
MaHOBe TeH30Dpe, IITO cy Jokasauu (KopurrhewmeMm Teopuje meprypbanuja) Huko-

najescku u Pakuh 2013. romune (Bumeru [57, 58]).

Teopema 3.10. Pumaros aszebapcru wenaop kpusure je Ocepmanos axo u camo

axo je Jaxobu-gyaran.

Youirema IPUHIKIA JYATHOCTH y Ticeyno-Pumanosom ciyuajy (Bugern [10,

11]) cy mara momohy mMmIunKaImje
IxY =ex Y — FHX = €y)\X, (38)

3a HeKO A € R.

Axo (3.8) Baxku 3a cBe MelycobHo oproronasre jeauandae X, Y € )V KaxkeMo
na je R caabo Jaxobu-gyasan, a ako (3.8) Baxu 3a cee X,Y € )V ca orpanude-
weM ex # 0, kaxkemo n1a je R Jaxobu-gyaaan. Axo (3.8) axu 3a cee X,Y € V
KaxkeMo 71a je R wowmuyro Jaxobu-gyanaan.

[Tpumerumo f1a ce moka3 fa je anrebapcku TeH30p KpuuHe R caabo Jakobu-1y-
aJlaH MOKe CIIPOBECTH TAKO IIITO ce 38 MehyCcOOHO OPTOrOHAJIHE jeIMHUYHE BEKTODE
X m Y nokaxke mMILTHKaIuja: ako je Y € )V concTBeHU BeKTOp 3a Jx, OTHOCHO
JIxY =exAY 3a Heko )\ € R, onna je X comncrBenun BeKTOp 3a Jy. 3aucra, ako Ou
ouno Jy X = eypuX 3a meko p € R, onja 6u HA OCHOBY yCJIOBa KOMIATUOUTHOCTH
(2.5) Baxmno g(Jy X, X) = g(IxY,Y), te 6u g(eyuX, X) = g(exAY,Y), onxocno
HEYEX = AexEy, omakiye 300r medunuTHOCTH BeKTOpa X m Y ciemu je p = A,
onaocHo Jy X = ey AX, Te je R no nedununuju ciaado Jakobu-ryasiam.

Takobhe, moka3 1a je aiarebapcku TeH3op Kpubube R JakoOu-jiyajanH MoxKe ce
CIIPOBECTU TAKO IITO ce 3a JiepuHUTAH BEKTOp X J0KaXkKe UMILIMKAIAja: aKo je

Y €V concrBenn BekTOp 3a Jx, ojHOCHO JxY = exAY 3a Heko A € R, onjya je X
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COTICTBEHM BEKTOD 3a Jy . 3ancrta, ako ou ommo Jy X = eyuX 3a Heko u € R, onma
6u Ha OoCHOBY ycsioBa Kommarubuaaoctu (2.5) Baxkuiao g(Jy X, X) = g(IxY,Y),
re 6u g(eyuX, X) = g(exA\Y,Y), ogHocHo peyex = Aexey, omakiie 300r jgeduHuT-
moctu X ciequ je ey = Aey. Ako je ey # 0, oHIA OIMax CJeIH [t = A, OJTHOCHO
Jy X = ey AX. Axo je ey = 0, ouma je Jy X = eyuX = 0, Te je Tadno u 1a
je Jy X = ey AX jep je mecna crTpaHa jeaHakocTu jemHaka (0. Y oba ciydaja cMo
n3Besn fa je Jy X = ey X, e je R no nedpununuju Jakoou-myasaaH.

Kako nmrumkanumja (3.8) Tpusujasno Baxku 3a X = 0, TO je y JOKa3uBarby
na je R mormyno JakoOu-jiyaJiaH JIOBOJHHO MPOBEPUTH JIa UMILIUKAIIA]a BayKH 3
X # 0. Jlokas na je anredbapcku TeH30p KpuBuHe R moTmyHO JakoOu-IyasaH MOXKe
ce CIIPOBECTH TAKO IITO Ce 3a HEHyJa BEKTOP X JIOKaXkKe WMILIHKAIHja: aKo je
Y € V concrBenu BekTOp 3a Jx, onHOCHO JxY = exAY 3a Heko A € R, onna je
X corcrBeHU BEKTOD 3a [Jy. 3amcra, JOKAXKMMO TO TAKO IITO NeMO pasMOTPpUTH
JIBa CJydaja y 3aBUCHOCTH OJI TOTa Jia JI je HeHyjJa BekTop X JjeduHUTAH MU
n30TpomnaH BeKTop. Ako je X medunuran u ako 6m 6mwino Jy X = eypuX 3a HEKO
€ R, onma 6u Ha ocHOBY yciaoBa KoMmmarubuaroctu (2.5) Baxuio g(Jy X, X) =
g(IxY,Y), re 6u g(eypuX,X) = glexAY,Y), ognocHo pueyex = Aexey. Kako je
X nmedwunuTaH, caean a je puey = Aey. AKo je €y # 0 OHIA OfMAaxX CIIeH [ = A,
onaocHo Jy X = ey AX. Ako je ey = 0, onna je Jy X = eyuX = 0, Te je Tadno
u ga je JyX = eyAX jep je mecna crpana jemHakoctu jemnaka (. Axko je X
n3orponas, ouya je JxY =exAY =0 =cxuY, a kako je Jy X = eypuX, T0 Baxkn
umiuinKangja (3.8). Y cBuM cirydajeBuMa CMO U3BEJIH J1a BayKu uMILnkanuja (3.8),
Te je R o nedunuimju normyso Jakoobu-yasiaH.

Hakne, y nedwHANUjU pa3IUYUTUX BPCcTa JAKOOW-IyaJTHOCTH WMILIHKAIIN]Y
(3.8) MoxkeMO 3aMeHUTH UMILUTAKAIMjoM: AKO je Y COICTBEHM BEKTOD OlepaTopa
Jx, oHga je X comcTBeHM BEKTOp oreparopa Jy .

Bunenun cmo ma je JakobujeB omepaTop caMoajyHTOBaHU OIE€paTop Ha IIPO-
cropy ca ckajapaum npoussogoM (V, g), Te je Ha ocHoBy Jleme A.6 nujaronasm-
3abusan Kaja je g jeduHuTHa dhopMa. Ajn, 0BO HE Mopa OUTH TaIHO Kaja je ¢
HeeduHUTHA (DOpMa U 3aTO YBOAUMO ciiesiehy neduHuIm;jy.

Kaxkemo 51a je anrebapcku tenzop kpusune R Jaxobu-gujazornasu3dabuaar

aKo je Jx AujaroHam3aduiiaH 3a cBaku Jiecbuautan BekTop X. Tama Baxku

k
V = Span{X} & @ Ker(Jx — exA 1d), (3.9)
=1

TJI€ CY Ex AL, ..., Ex Ak CBE COIICTBEHE BPEIHOCTH O Jx U P 03HAUYaBa JTUPEKTHY Op-
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TOTOHAJIHY CyMy. 3alpaBo, COICTBEeHA CTPyKTypa Jx je ompehena momohy 2Kop-
naHoBe HopMmaJsHe dopme (6pojem u BemmanHOM 2KOpaaHOBUX GJIOKOBA).
Axo je R Jakobu-aujaronann3sabuiiaH, JOBOJBHO je JOKa3aTH Ja je cadbo Jako-

6u-yasnaH ga 6u 6uo Jakobu-mayasan mro ciaemau u3 ciaegehe seme (Bugern (2, 10]).

JIlema 3.11. Csaxu Jaxobu-gujazonarudabuirahr anzebapcru WeH30P KPUSUHE HA
UPOCUWOPY €A CKANAPHUM UPOU3BOGOM je Jakobu-gyarar arko u camo ako je caabo

Jaxobu-gyanan.

Huxkonajescku u Pakuh cy y [58] nokazamu Teopemy 2 Ha OCHOBY Kojé je yCJIOB
na je R Jakobu-nujaronam3abusian JI0BOJbaH Jia 00e30e/1u eKBUBAJIEHTHOCT U3Me-
by OcepmamnoBor u JakoOu-gayaHOr CBOjcTBA y Tceyno-PumanoBoMm ciy4ajy u y
HACTAaBKY HABOJAUMO JIeMUHUIINA]Y U JBE JIeMe KOje HaM IMMOMaXKy Jia JaMO CKUILY
TOT JIOKAa3a.

Hexka je R anrebapcku TeH30p KPUBUHE Ha MPOCTOPY Ca CKAJIAPHUM ITPOU3BO-
oM (V, g). Ako 3a X € V nocroju okosmaa U BekTOpa X y IPOCTOPY Ca CKaaap-
HuM npoussogoM (V. g) Koju je onpemibeH Tomosiorujom 3apuckor’ (suueru [39])
TakBa Jia 3a cBako Y € U, O6poj u Benuunna 2Kopaanosux 6siokoa y 2Kopaano-
BOj HOpMaJTHOj (pOpMH, Kao U OpOj Pa3IUIUTHX COICTBEHUX BPEIHOCTH Of Jy je
ucTu Kao o7 Jx (Ipu ueMy padyHaMO U KOMILIEKCHE COIICTBEHE BPETHOCTH ), OHJIA
Ka2KeMo J1a je BeKTOp X 2eHepudku.

Hapenny nemy o ckymy reHepmykux BeKTOpa Jokazasu cy HukosajeBcku u
Paxuh 2016. roguue [58, Jlema 1].

Jlema 3.12. Axo je R anzebapcku WeH30P KPUBUHE HA UPOCTLOPY CG CKANAPHUM

UPOU360GOM (V,g), 0Hga je CKYU ZEHEPUYKUL BEKUWLOPA OULBOPEH, U 2Yctl Y V.

Hoxas mapeaue jeme (Bugeru [58, Jlema 2|) cieau u3 Tora mro 3a reHEPUYKO
X, colcTBeHe BPEIHOCTU Of Jx W IbUXOBHU OJroBapajynu COIICTBEHU ITPOCTOPH,
nocMaTpaHu Kao Tadke ofarosapajyhux I'pacmanujana (mudepennujabuiige MHO-
TOCTPYKOCTH KOje TTapaMeTpu3yjy CKYI JITHEAPHUX MOTIIPOCTOPA BEKTOPCKOT ITPO-
cropa V Koju cy onrosapajyhe jauMmensuje), 3aBuce TJIATKO Ha KOOpAMHATAMA, O] X

(mornenaru Karo®[43]).

Jlema 3.13. Hexa je R anzebapcru Wen30p KpusuHre Ha Upoctwopy Ca CKANAPHUM

apoussogom (V,g) u X € V Zenepuuxu waxas ga Jx(E) = pukE sastcu 3a nexo

"Oscar Zariski (1899-1986), pycKo-aMepHdKn MaTeMaTHHap
8Tosio Kato (1917-1999), jamamckm MaTeMaTHaap
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pweRuEeV. Taga na okorunu U og X y V wdoctlioje 2aatika UpecAUKaA8aHHA,
e:U > Ruf:U—V waksa ga je e(X) = p, f(X) =F u ga 3a ceaxo Y € U
saotcu Jy f(Y) =e(Y)f(Y).

ITocmaTpamo okonuny U renepudakor X € )V U IIpecinKaBama € U f Koja I1ocToje
Ha ocHoBy Jleme 3.13. Heka je W € V npowussosban BekTop u Z: (—06,0) — U
riaTka KpuBa TakBa ga je Z(0) = X u Z'(0) = W. Tana je

R(f(Z(1), Z(t), Z(t), f(Z(1)) = 9(Tz F(Z(1)), F(£(1)))

Z
(e(ZW)f(Z(1)), F(Z(1)) = e(Z(t))e pz(r)-

g
g
Hudepennupamem nperxojine jeauadnnae y ¢ = () jieBa cTpaHa jeJHAKOCTUA Ce KO-

putithemeM Zo cuMeTprja TpaHCHOPMHUIIIE Y

GRUZ®). 20,200, 12|,
~(R( % 5z, 200, 20), 520)) + R(£(2(0)), 5 2(0). 20), £(2(0)
FR(7(20)), 20, 20, 120 + R(£(20). 26), 20, S 1z0))|
=2(R(£(2)), 206), 20, 5 $20) + B(2(0), F(2(0). 5(2(0)), 5 20)))|
=29( T 1 200)), S 720)| _ +20(Tpawn 200, 5 20))|
29 (e(ZO)F(2(0), S (Z0)] . + 20Ty Z(0), Z(0)
=2e(2()g (£(2(0)), 7 Z()|_ +20(Tp0 X, W)
de)@(ﬂﬂﬂ%%ﬂ2®0+yﬁ%ﬂ2@%ﬂ2@0)Lﬂ+%@MmXﬂw
ol F(ZO), FEWN| _ +20(TeX W) = pesiaey| +20(T6X, W),
JIOK Ce JlecHa CcTpaHa jeHAKoCTH TpaHcdopMuIIe y
e ZO)esan| = 2O Sesa|_ + wel 2] _ - erzoy
= G(X)%Wzm) o7 5f(X)%€(Z(t)) T M%Ef(Z(t)) ot EE%€(Z(t)) o

Oparire HaKOH cKpahmBama MPBOr cabupKa Ha OCHOBY JIAHYAHOT MPABUJIA CJIEJIN

29(TeX. W) = ep-2e(Z(1))

o =cgTo(eo Z) = egTye o ThZ,

t=0
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IITO IIOBJIAYM

29(Te X, W) = ep(Txe)(W). (3.10)

Kako je ckym cBux BeKTOpa KBajipaTHe HOpMe () 3aTBOPEH, TO MOXKEMO PECTPUKO-
BaTu U Ha gedUHUTHE BEKTOPE U MOCMATPATHU TJIATKO IpeciukaBame h: U — R

nedunucano omohy e(Y) = eyh(Y). Baxu na je

(Txe) (V) = (Tx2)(Z0) = ez, =20 (200 520) |, =2006.)
u Txe =Tx(eh) =exTxh+ h(X)Txe, e jennaunna (3.10) naje

= EE€X(Txh)(W) + 2€Eh(X)g(X, W)

Kopucrehu nperxosino uzBoheme, y HACTABKY J1ajeMO CKUILY JI0Ka3a IMOMEHYyTe

6utHe Teopeme Hukosajesckor n Pakuha koja ce moxe nponahu y [58| u [6].

Teopema 3.14. Csaxu Jaxobu-gujazonarusdabuirah arzebapcku WEHIOP KPUBUHE
Ha Gpocwopy ca crkaraprum apoussogom (V,g) je Ocepmarnos ako u camo axo je

Jaxobu-gyanan.

/loxas. IlpernocTtaB/bamMo fa je anrebapcku TeH30p KpuBuHe R JakoOu-/iujaroHa-
mmzabuinan u Ocepmanos. Taza je R Bpemencku (mpocropuo) 2Kopaan-OcepmanoB
jep cy 3a CBaKu jeJlMHUYAH BpEMEHCKH (IIpocTopHu) BekTop u3 )V cBu 2KopipaHoBu
610k0BU y 2KOp1aHoBOj HOpMaJTHOj hopmu ofroBapajyher JakobujeBor orneparopa
BesmumHe 1 X 1, a corncrBeHe BpeaHOCTH Cy HCTe jep je R BpemeHcKu (IPOCTOPHO)
Ocepmanos. 3aro je R 2Kopman-Ocepmanos. [Ipumerumo na je cBaku geduHUTAH
BeKTOp X € )V T'eHepUUIKU jep je CKYIl CBUX BEKTOpa KBajpaTHe HOpMe () 3aTBOPEH,
Te MOYKEMO PECTPUKOBATH OKOJIMHY BeKTopa X Ha JedUHUTHe BEKTOPE U MCKOPHU-
crutu 1a je R 2Kopnan-Ocepmanos. [lus HaM je ma mokaxkemo jga je R Jakobu-
-JlyaJiaH, Te MPeTIocCTaB/baMo Ja 3a gedunuran Bektop X € V Baxu JxFE = puF
3a Heko i € Ru F € V. Kako je nedunuran BeKTOp X TeHEpUYIKH, TO HA OCHOBY
Jleme 3.13 umamo oxkomuny U ox X y V (cacraBibery oj JedbMHUTHUX BEKTOPA) 1
mocroje ryarka npecinkaBamwa ¢: U — R u f: U — V takBa ga Baxu e(X) = p,
f(X)=FE u na je 3a cako Y € U ucnymeno Jy f(Y) = e(Y)f(Y). Ilocmarpajmo
IJIATKO IpeciaukaBambe h: U — R nebunucano nomohy e(Y') = ey h(Y). Kopucrehu
1a je R OcepMaHOB, 3aKJbydyje€MO J1a Cy COICTBEHE BPEIHOCTH OJ Jy KOHCTAHTE Ha
ey = Const u ga je h(Y) = Const = h(X) = e(X)/ex = u/ex, te je h(Y) = Const
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3a cBako Y € U, Te 3a TAaHTE€HTHO Tpec/imKaBarmbe BaxKu 1'xh = 0, oj1akjie Ha OCHOBY
(3.11) cnequ ma je 3a ceako W L X ucnymeno g(JgX, W) = 0. Ha ocuoBy Jleme
1.1 cieu ma je Span{ X'} menerenepucan jep je X medunuran, Te Ha ocHOBY Jleme
1.6 Baxku ma je V = Span{X} + (Span{X })*, omnocno JpX € Span{X}, te je X
COTICTBEHH BEKTOP OJl Jg, OJaKje 3aK/bydyjeMo Ja je R Jakoou-yaJiam.
O6partHo, IIpeTocTaB/baMo Ja je ajredbapcku TeH30p Kpusuue R JakoOu-amja-
ronasimsabunan Jakoobu-myasan. Taga ckyn S cBux BekTopa X € V 3a koje je Jx
JujaroHan3abuIan caIpKu cBe JeUHUTHE BEKTOPE 300r MPEeTIocTaBke Ja je R
Jakobu-ujaronasimzabunan. Ha ocuoBy Jleme 3.12 mocroju orBopen U C S koju ce
cacToju oj1 JedbUHUTHUX reHepuuknx BekTopa. Ilocmarpamo X € U. Kako je X je-
dunuTaH, TO je Jx AujaroHaan3abuIaH, T€ 38 CBAKY COICTBEHY BPEJIHOCT [, TIOCTO-
ju nedunuran Bekrop E Takas ga je Jx(F) = pkE. Ipumenom Jleme 3.13 mobujamo
na Ha okomau U om X y V mocroje raaTka npeciaukaBamwa e: U — Ru f: U — V
taksa j1a je e(X) = p, f(X) = Engasacsako Y € U saxu Jy f(Y) =e(Y)f(Y).
Heka je h: U — R rarko npeciankasame nedunucano nomohy e(Y) = ey h(Y). Ta-
na je 3a X € U uctiymweno e(X) = exh(X), omnocuo u = exh(X). Kako je JxE =
pE =ex(p/ex)E = exh(X)E, To Ha ocHOBY mpermnocraBke ja je R Jakobu-mya-
naH 3akspydyjemo na je JpX = egh(X)X, onakie kopucrehu (3.11) mobujamo ja
Baxku 29(eph(X)X, W) = egex(Txh)(W) + 2¢egh(X) -0 3a X L W, ogrocHo 0 =
epex(Txh)(W), kao u 2g(eph(X)X,aX) = epex(Txh)(aX) + 2egh(X)g(X, aX),
omuocuo 0 = egex(Txh)(aX). Kako je Span{ X} nenerenepucan na ocuoy Jleme
1.1 jep je X nedunuran, a paxxu V = Span{X } +(Span{ X })* na ocuosy Jleme 1.6,
1o je egex(Txh)(W) = 0 3a ceako W € V, Te kako cy Bektopu X u F nedunnran
cnemu na je Txh = 0. Omasne je Txh = 0 3a cBako X € U, Te MOCTEIUIHO U 33

cBako X € V, omakie je h = Const, mro 3uauu 1a je R OcepmaHOB. ]

Kako je ma ocuoBy Jleme A.6 cBakm PumanHOoB ajirebapCKu TEH30p KPUBHUHE
Jakobu-aujaronaan3adbuaan, OHJA je Ha OCHOBY IpeTXojiHe TeopeMe PumanHoB aJi-
rebapcku TeH30p kpuBuHe OcepMaHOB aKO W CaMO ako je JakoOu-iyasiaH, Te J0-

o6ujamo Teopemy 3.10.

3.3 Ksazu-Kiaundopaosu TeH30pu

Knudopaosu renzopu (Bugern (32, 37, 13]) cy 3Hauajuu 3a npoydasarmbe Ocep-
MaHOBUX TeH3opa. ¥ paiy [11] je mokazano na cy Kindopmosu Tenzopu ma mpocro-

Py ca cKaJIJapHUM ITPOU3BOJIOM JaKoOU-yatTHU. Y OBOM IIOTJIABJBY IIPE/ICTAB/HAMO
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yorrTemne Knudopaosux Tenszopa, a 1o cy kBasu-KimdopoBu TeH30pu Koju Cy
yBesieHn y pany 7] u Ty ce mory Halin TBphema Koja HABOIUMO y OBOM HOIJIABIBY.

Keas3u-Kaugopgosa damuauja parza m je aHTUKOMYTaTUBHA (haMUInja
KOCOa/IjyHroBanux enjoMopdusama J;, 3a i € {1,...,m}, raksux na je J?2 = ¢; Id,
3a ¢; € R. Ipyrum peunma, kBazu-Kiudopaosa dpavmuimja 3a10Bo/baBa pesaluje
Xypsunosor’ tuna, J;J; + J;J; = 26;¢;1d, 3a i,5 € {1,...,m}. Kaxemo nma je

ajaredbapcku TeH3op Kpusuue R xea3u-Kaugopgos axo je

R=pR" +) mR" (3.12)
i=1
3a HEKe [lg, ..., [, € R, rme J;, 3a i € {1,...,m}, yune UpUIPy!KEHYy KBA3U-
-Kmudopaosy damunujy. Ilocebno, kBasu-Kiudopnos R je Kaugpopgos ako je
¢; =—13acBakoi € {1,...,m}.
Y napesiHOj 1emMu u3padyHaBaMo Jakobujes oneparop kBasu-Kiaudopmosor am-

rebapcKor TeH30pa KPUBUHE HA IPOCTOPY Ca CKAJapHUM IIPOU3BOJIOM.

Jlema 3.15. 3a X w3 apoctopa ca cxkanraprum apoussogom (V. g) Jaxobujes oue-

pawop Jx xeasu-Kaupopgosoz arzebapcroz wensopa kpusune va Y obaura (3.12)
usnocu JxY = polexY — gV, X)X) =337 wig(Y, J;.X)J; X, 3a ceaxo Y € V.

Jloxas. Kopucrehn na je R = Rf uz R = poR' + Yo w; R’ zaxmyayjemo na je
R = poR"+ X", iR, mpu wemy je RYX,Y)Z =g(Y,2)X —g(X,Z)Y u

RINX,Y)Z = g(J: X, 2)JY — g(JY, 2)J;X + 29(J: X, Y)J; Z.

Kako je mo gedununuju ksazu-Kindopaose damumiuje 3a ceako i € {1,...,m}
oneparop J; kocoanjyurosat, 1o je ¢(J;Y,X) = —g(Y,J,X) u g(J; X, X) =
—g(X, J;X), onnocuo g(J; X, X) = 0, Te uspauynasamo Jakobujes oreparop

IxY =R(Y, X)X = (uonl +) mR=’i> (Y, X)X
=1
=R (Y, X)X + ) RV, X)X = po(9(X, X)Y — g(¥, X)X)

i=1
m

+ wilg(hY, X)IX = g(JX, X) LY +29(1Y, X)J, X)

=1

=po(exY — gV, X)X) + 3> pig(;Y, X)J X,

=1

9 Adolf Hurwitz (1859-1919), nemadxku mMaTeMaTuIap
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OIHOCHO

IxY = po(exY — (Y, X)X) =3 pg(Y, J;X)J;X. (3.13)
=1

]

Hob6po je mosuaro na je ceaku Kimdopmos Tenzop Ocepmanos, a y [7] je mo-

Ka3aHo Jia je cBaku KBas3u-Kimdopaos anaredbapcku Ter3op kpusuue OcepMaHOB.

Teopema 3.16. Csaxu xsaszu-Kaupopgos wen3op Ha Upoctwopy ca CKANAPHUM

apouseogom je Ocepmaros.

Jloxas. Heka je R kBazu-Kimdopaos anrebapcku Ten3op kpusuue obauka (3.12),
X € V nebunuran Bektop u Fy = {X, 1 X,...,;X} z3at € {1,...,m}. U3
JiJj -+ J]JZ = 251’]'62' 1d cjaegn Ja 3a 1 é 1 7é ] < N BazKun JlJ] = —JjJi, Te 300T

KOCOa/IjyHI'OBaHOCTH omlepaTopa J; u J;, Kao ¥ CUMEeTPUIHOCTH POpMe ¢ BazxKh
g(JiX, J;X) = —g9(X, J;J;X) =9(X, J; ;X)) = —g(J; X, J; X) = —g(J. X, J;X),
omakze je g(J; X, J;X) =0, a na ocroBy J? = ¢; Id u 6umueapnoctn dbopwme g je
enx = 9(LX, JX) = —g(X, JPX) = —g(X,1d X) = —;9(X, X) = —ciex.

Onasne, kopucrehu Jlemy (3.15) u ja KocoajyHroBaHOCT oneparopa .J; moBjadn

na je g(J; X, X) =0, nobujamo na 3a cee 1 < i < m Baxu

TIx(JiX) = po(ex i X — g(JiX, X)X) =3 p;g(JiX, J;X)J; X

j=1
= po(exiX —0-X) =3 > wig(JiX, J;X) ;X = 3p9(Ji X, JiX) Ji X
j=1,5#i
= poex JiX =3 > py-0- ;X = 3pe s x ;X
J=1#i

= poex i X + 3uiciex J; X = ex(uo + 3cip) Ji X,

asa Z € F- = (Span F,,)t, Baxu 1a je

IxZ = polexZ — g(Z,X)X) =3 pig(Z, J;X)J; X

j=1

= po(exZ —0-X) =3 pt;-0-J;X =expoZ.

J=1
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To 3maun ma 6m Henysta J; X OUIM CONCTBEHN BEKTOPU KOjU OJIOBapajy COICTBEHO]
BpenHocTH €x(po + 3¢p;) 3a i € {1,...,m}, a HeHyna Z je CONCTBEHU BEKTOD
KOJU OJIrOBapa COIICTBEHO] BPEJIHOCTH € x fig (110 NeDUHUIM]H COTICTBEHU BEKTOP j€
pasyimauT oJ] HyJia BeKTopa). la 6ucMo rpynucaiu ucre ColcTBeHe BPeJHOCTH, 6e3
YMambelbha OIIIITOCTU IIPETIIOCTaB/baMO Ja CY KOHCTaHTE C; U3 rZ[ed)I/IHI/ILH/IJe KBa3U-
-Kimdopose dbamuauje takpe jma je ¢; # 03a 1 < i < k,azak <1< mje
¢; = 0, ipu yemy k € {0,...,m}. llpumerumo ma ce ckyn Fr = {X, 1 X,..., Jpy X}
cacrtoju oJ1 Meh)ycobno oprorona/iHux Jie(UHUTHUX BEKTOPA jep ¢cMO Beh jpoKa3ajiu
maje g(X, J; X) =0, g(J;X,J;X) =03a1<i#j<kupmpajeecsx =—¢ex UTO
mmje 03a i € {1,...,k}. 3aro je 'pamoa marpura dopme g[g,,, 7, HHBEPTHOMIHA,
Te je Ha ocHOBY Jleme 1.1 Span F; HemerenepucaH, ofgakse je Ha ocHOBY Jleme 1.6 u
Fit = (Span F,)* menerenepucan. Ca mpyre crpane, BeKTopu u3 F, \ Fi Cy TakBu
naje e5,x = —ciex = 03a k < i < m, re je Span(F,, \ Fi) MOTIYHO M30TPONAH

npoctop. [Ipumernmo ma je
Fir N (Span(Fp \ Fi))™ < Ker(Tx [ — expoId) < Ker((Tx |7 — expio1d)")

jep cy Bexkropu u3 Fi- N (Span(F,, \ Fx))* oproronannu na sexkTope us JF, Kao u
Ha BekTOpe u3 JF,, \ Fi, T€ Cy OPTOrOHAJHU Ha CBE BEKTOPE U3 JF,,, T€ MPHUIIAIA]y

f'J_

m)

OJITOBapajy COTCTBEHO] BPEJHOCTH € x [, Te ¢y BekTopu u3 Fi- N (Span(F, \ Fi))*

a Ty Cy HyJIa BEKTOD U COICTBEHU BeKTOpHU 3a JakobujeB omepartop Jx Koju

HyJIa BEKTOP U CONICTBEHU BEKTOpH 3a Jakobujes onepatop Jx | FL KOjU OJIrOBapajy

COIICTBEHO] BPEIHOCTH € x . Omatie na ocuoBy Jlema 1.4 u 1.3 ciemqu ma je
Fi N (Ker(Ix|zr —expold)")" < ((Span(Fy, \ Fi))™)" = Span(F, \ Fi).

Ha ocuoBy Jleme A.8 yommrrenu comcrsenu normpocrop Ker(Jx rf;ﬁ — exfipId)"
je menerenepucan, onakie je ma ocnosy Jleme 1.6 n (Ker(Jx|r: — expiold)")*
HeJlereHeprcat MOTIPOCTOP NpocTopa Fi-, Te OH MOKe GUTH TOTIIPOCTOP TIOTITYHO
usorporHor normpocropa Span(F, \ Fr) C Fi camo ako je TpuBHjasaH, Te je
(Ker(JIx 71 — extio Id)")* = {0}, omrocno na ocuoy Jleme 1.6 3ak/byuyjemo na
je Ker(Jx [ 7L — ExHo Id)" = Fi-. Ha ocnosy Jleme 1.6 je Fr & Fir =V, Te je

k
1
dot (1= ) =2 (0 o T o+ 3,

=1
OJHOCHO KapaKTE€pPUCTHUYIHU IIOJIMHOM HE€ 3aBHUCH OJ 1/1360pa ,He(l)I/IHI/ITHOI‘ BEKTOpa

X €V, Te je na ocuoBy Teopeme 3.1 anrebapcku ter3zop kpuBune R OcepMaHOB.
O

69



3.8. KBA3HU-KJ/IN®OFPJIOBU TEH30PU

[pumernmo fa ce 3a Y € Fit = (Span{X, J; X, ..., JpX})! Ha ocnoy dopmy-
ae (3.13) mobuja

IxY = po(exY = g(Y. X)X) =3 pig(Y, :iX)J:.X
i=1

m
= poexY =3 > ig(Y, Ji X)X,
i=k+1
re Im(Jx [FL — Hogx Id) C Span{Jy41X,...,J,X}, a Kako BaxKu J1a Cy BEKTODH
Jo1 X, ..., JnX € Fif concrenu 3a oneparop Jy KOjU OJIrOBapajy COICTBEHO]
BPEJHOCTH (o€ x, TO je Span{Jy 1 X, ..., Jn,X} C Ker(Jx — pocx Id), omakie 3a-
Kiby'yjemo ja axu fa je Im(Jx [z — poex Id) © Ker(Tx |71 — poex Id), e je
(Ix!| FL— HoEx Id)? = 0. Onasze ciemu na kBasu-Kimndopaos aarebapcku TEH30p
kpuBuHe R ue jonymta 2KopganoBe 6J10KOBe BeudnHe Behe o1 2 jep ce MaTpu-
ma y 2KopaanoBoj HOpMaJTHO] OPMHU KBaJIpUpa TAKO IIITO Ce KBAJPUPA CBAKU
eH 010K, a zKopianoB 0JI0K BesumduHe 0ap 3 X 3 ce KBaJipupameM He OU IMOHU-
mrro. OBo je passor 3amTo oOpaTHO He BarKU, OJJHOCHO HHUje TAYHO JIa je CBaKu
OcepmanoB ajrebapcKu TeH30P KpuBHHE KBa3u-Kindop/i0B jep y HACTaBKY j1aje-
MO mpumep Ten3opa kKoju je OcepmanoB u numa zKopganos 00K Besmmauue 3 X 3,

te nuje kBaszu-Kindopnos.

ITpumep 3.1. V [31] ce moxke nahu davumja nceyno-PumMaHOBIX MHOTOCTPYKO-
cru (M, g), npu gemy je M = R* u (z1, 29,73, 24) Cy CTaHIapIHE KOODAUHATE, a

MeTpHKa ¢ je 3ajaTa nmoMohy oxaroapajyhe ['pamose maTpuiie

ngl a 10

G — a .T4f2 0 1 ’
1 0 00
0 1 00

Yy OJIHOCY Ha CTaHJAPJHU TJI0OaJHU TOKpeTHU pernep (0, ds, d3,0,) 3a M, rue cy

fi = fi(z1,20) u fo = fo(x1, x2) TiiaTKe peasne GyHKIMje KOje 3aBUCE CAMO OJT T

u o, 10K a € R. Ba fi(z1,22) = X9, fo(r1,22) = —x1ma=1je
ToT3 1 1 0
1 — 01
G — X124
1 0 00
0 1 0 0
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Kako je oo cnenujanan ciaydaj Bokepose merpuke u3 Ilpumepa 1.6, To je (M, g)

nceyno-PumanoBa MHOrocrpykoct curaarype (2,2). Jlako ce mspadyHaBa Ja je

nuBep3na marpuia I'pamose marpuie G jenaka

(9”) =

o = O O
e}
)
—_

1 —1 14

Opapae Ha ocHoBy Jleme 1.17 moxkemo m3paaynaru Kpucrodenos cumbosa

4
1 dgu  Ogn  Ogu

1—\1 —_ 1 o
) ;g (89&1 + o0x, ox;

1/ (Ogu | 991 Ogu o1 (0912 | Ogoa1  Ogu
_2(g (81‘1 + 8[E1 8[E1 +g 8x1 + @%1 8a72

+ gt (3913 i 0931 _ 6@11) 4t <3914 n dgu1 _ 5911))

8!L’1 8x1 8$3 8901 81‘1 8:704
0

1 0 0 1
- 1. 1 1— — _ -
2 <O O+ (0331 + 0y 03 (xﬂg)) + 0) 2$2’

a UCTUM TIOCTYIIKOM ce J1obujajy u npeoctanu Henyina Kpucrodenosu cumbosin

1, 1 1

F?l = §$2$3, lell = —§$3 + §$2, F?Q = Fgl = 51;3’
1 1 1 1
FLll? - Fgl - —§x4, ng = 5371, ng = 51‘4 - 5:(:17
1 1 1
[ = grim, Ty =15 = g0, [ =Th = —gn

Kopucrehu Jlemy 1.18 uzpadyHaBaMO KOMIIOHEHTY OIllepaTOpa KPUBUHE

4 4 4
R(0090 = Ry — 3 (alral o+ S, - rmm) 2
=1

=1 m=1
4
= Z(alrlm - 6’21#11 + F%lrln - F%lrlﬂ + F%lrlm - F%lrlzz
=1
+ F§1Fl13 - Fi{)1F123 + FZ2111—‘114 - F?1Fl24)8l

4
1 1 1
= Z (811“[21 - 82Fl11 + 0+ 5!L‘2Fl21 +0-0 + §ZE3F113 — §.T§ZIZ3P123
=1

1 1 1
— §x4Fll4 — 5(—.%3 + 513'2)1_‘[24) (?l = —82 (—§$2) (91 + 0- 82
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1 1 1 1
+ (581% - 552@3303) + Z$2$3 + Z$2$3) 03

1 1 1
+ (——82(—333 + 332) — —XToy — —(.2?3 — .Ig)l‘l) 84

2 4 4
1 1
2561 - §I'QZE383 + Z(_Q + T1T9 — 13 — ZE2$4)64,

a CIIMYHO ce obmjajy u mpeocTase HeHyJIa KOMIIOHEHTE OlepaTopa KPUBUHE

1 1 1
R(al,ag)az = 582 — Z(—.Z'lxg — ($2£L‘4 — 2) + .1'11’2)83 + 53311‘4(94,
1 1 1
R(01,02)05 = —533, R(01,02)04 = —5547 R(01,05)01 = 55)4,
1 1 1
R(al7 83)82 - _5837 R(827 a4)81 = 5847 R<827 a4>82 = _583

Axo je BekTop X = 2?21 a;0;, oHzIa je

JIx(01) =R(01, X)X =R (31, i ai&-) <i Gjaj)

=1
4
= Z aiajR(ﬁl, (91)8] = CLQCLlR(al, (92)81 + a2a27€(81, 82)82

1 j=1

(]

+ (lgCLgR(@l, (92)83 + CL26L4R(81, 82)84 + agalR(al, (93)81 + CL36L2R(81, 83)82

4

1 1 1
=a1as (531 - §I2$383 + 1(—2 + 2122 — 1123 — 902$4)34>
, (1 1 1
+ Ao 56 — Z(—l‘1$3 — (1'21'4 — 2) + 1‘1272)63 + 51’11‘484
1 1 1 1 1 1
— 5@20/383 — 5012(1484 + 5&1&384 — 5&2&383 = 5&1(1281 + éagﬁg
1 1
— (§a1a2x2x3 — Za%(l’ll‘g + (172I4 - 2) — 1711'2) + agag) (93

1
+ Z(CL1(L2<—2 + T1To — T1T3 — $2$4> + 2@%1’11’4 — 2a2a4 + 2@1&3)84

Te J00ujaMo eJleMeHTe Y IIPBOj KOJIOHU MaTpuiie Jakobujesor orneparopa Jx jep cy
OHU jeHaKM KoedUIMjeHTUMa y TpeJcTaB/baiby BekTopa Jx (01) momohy perepa
(01, Do, 03, 04). CriraHO ce mobMjajy u ocrasie KOMIIOHEHTe MaTpulle Jx U UCIOCTa-

BJba Ce JIa Ce OHA MOXKe HAITUCATH Y OOJIUKY

A 0
jX:(B AT)’
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Ao taiay  —1d?
%a% —%(Ilaz ’

bin b
g [P b ’
bo1 Do

Ipy 9eMy je

JIOK je

IIpH 4eMy je

1 1
2 2 2 2
b = — 707182 = Z(Qalagxﬂg — a3x1T3 — a5T2T4 + 4asas + 2a3),
1 2
bio :Z—lalagl’ll’g + Z(Zalxzm — 1022173 — A1G2T2%4 + 2a1a3 + 2a1a2 — 2aza4),
1 1 ,
ba1 =7010201%2 = Z(a1a2$2x4 — 2057174 + a1027173 — 20103 + 2a1a3 + 2a2a4),
1L, 2 2 2
byy = — 1T + Z(—2a1a2x1x4 + ajroxy + ajrix3 + 4dajay + 2a7).

N3 nuneapmue ajredpe 3HaMO Jia je KapaKTEPUCTUYIHU TOJMHOM omeparopa Jx
jesHaK TPOM3BOLY KapaKTepHCTHYHUX HosmHoMa 61okosa A m AT, xao u ma cy

KapaKTEPpUCTUYIHU IIOJIMHOMMA TPAHCIIOHOBAHUX MaTpHUIla je,ZLHaKI/I, Te je

wx(\) = det(Ad —Tx) = det(AId —A) det(AId —A7) = (det(AId —A))?

2

1 1.2 2
A= saman 5a7 32 1 n Lyo\ 3\
= 1.9 1 a1a2 TAag | = A

—30; A+ 5aias 4 4

mTo He 3aBucH o1 u36opa BekTopa X, Te je (M, g) rmobanmno OcepmaHoBa mceyio-
-PumanoBa muoroctpykoct. Marpudane omneparuje ca 0J0K MaTpuiiamMa MOTY Ce

BPIIIATU TAKO IIITO ce OJIOKOBU TPETUPAjy KAO KOMIIOHEHTE MaTpUIIe, Te je

g [(A 0 A0 A? 0
Y \B A7) \B AT) \BA+ATB (47)?)°
Baxwu na je

A2 _ %CL1G2 —%(I% ) %alﬁg —%a% _ 0 0
1 daw) \ i jaw)  \0 0)
(AT)? =AT . AT = (A- A)T = (4>)" =07 =0,
1 1 1 1
BA1 AT — bir bi2 5?122 —150% 4 §Cl11G§ ?a% bir D12
b1 D22 505  —501042 —50a7 —35010G2 a1 b2
_ (%al@bn + %aébm —-albn - a1a2b12>

1 1.2
§Gla2521+502522 ——a1b21 —Cllazbm
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1 1.2 1 1.2
( —a1a2b11 + —&2621 —alagblg + §a2b22 )

- albn a1a2b21 —-a1b12 - §G1G2b22
_ a1a2b11 + 5&2(1712 + bgl) §(a2b22 — &%bll)
%(G%bm — aibyy) —%a%(bm + ba1) — arasbay

Kaxko je

4 4 4 4
ex =9(X,X) =y (Z ai@';Z%@) = ZZaiajg(&,aj)
=1 j=1 i=1 j=1

4 4
= Z Z a;a;G;j = alxgxg + 2a1a9 + 2a1a3 — a%xlm + 2a9a4
=1 j=1
TO je
2 2 2 L, 1 2 2 2
azbeg — aiby =a; —Zalxlxg + Z—l(—2a1a2x1x4 + ajxoxy + ajr123 + 4ajay + 2a7)
2 2 1 2 2 2
—ai | —patze — Z<2CL1G2I2$3 — A3T1%3 — a5T2%4 + dasas + 2a3)
L 4 2 20 13 2
= — §a1a2x1x4 + ara3a4 + ajas + §a1a2x2x3 + ajaqas
1
:§a1az(—a§x1x4 + 2a2a4 + 2a1a9 + a%@ﬂfs +2a1a3) = §a1025X,
a JIMPEeKTHUM DadyHOM ce JI00Mjajy W jeJHAKOCTH aidsbyy + a3(bia + ba)/2 =
—adex /4, —a3(biy + b21)/2 — ajasbey = —aiex /4 onaxie je
0 0O 00
1 0 0O 00
Ty = ~€x # 0,
X —a2 ajas 0 0
aa; —a3 0 0
jep Kako je ex = aiworz + 2a1ay + 2a1a3 — a3r1T4 + 20204 KBaJpaTHa HOPMa

JEIMHUYIHOT BeKTOpa X = Zf‘zl a;0;, To je (ag,az) # (0,0).

Hasbe je

N 0 0\ (A 0 0 0
Tx = I = (BA+ATB o) <B AT> - ((BA+ATB)A o)'

Kaxo je (BA + ATB)A jennaxo
(a1a2b11 —+ %a%(blg + b21) %(a%bgg - a%bn) > (%alaQ —%CL% )

10,2 2 1.2 1.2 1
5(@2622 — albu) —5&1 (b12 + 621) - alCZQbQQ 5@2 —§a1a2
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. 1 ( a%a%bn + Cl1ag(blz + 521) + a%bzg —a?agbn — a%a%(blg + 521) — a1a§b22>

—a?agbn — a%a%(blg + bgl) — alagbgg Cllllbll + a?ag(blg + bgl) + a%agbm

a BaxK® J1a je

a%agbn + alag(blg + b21) + agbgg

1 1
2 2 2 2 2 2
=aja; (——anle — Z(2G1a2$2$3 — a3r1T3 — A5T2%4 + dagas + 2a3)

4

1
3 2 2
+ §a1a2(a1a2x1x2 + a{Tox3 — a1a2%1 T3 — A1A2T2Ty + 20103 — 20204 + A5T1T4)

1
Z(_2a1a2x1$4 + G%SCQLM + a%xlxzt +daraq + QG%)) =0,

4 L,
+ay | ——ajriTe +
(-]
a CJIMYHO je a3asbyi+a2a3(bia+byy )+a1a3bey = 01 atbyi+adas(bia+bay )+atadbey = 0,
Te je Jy = 0, omakJie cjieJiu Ja je MUHUMAJIHU MOJIMHOM JaKoOUjeBor ornepaTopa
w(A) = A3, re je ZKopanosa HopmasiHa popMa He3aBUCHA O] jeMHUIHOT BEKTOPA
X jep ce yBek cactoju o jegHor zKopmaHoBor OJiOKa BeJMYuHE 3 X 3 U jeTHOT
2Kopmanosor 6Jioka Besmaune 1 X 1. Kako osaj 2Kopaan-OcepmaHoB ajarebapcku
TeH30p KpuBuHE nMa 2K opaaHoB OJI0K BendrHe 3 X 3, TO OH HE MOYKe OUTH KBa3W-

-Kiudopnos. A

Hapemuu musb je jga ucnuramo Ja Jim ¢y KBasu-KimmdopaoBu ajaredbapcku TeH-
30pU KPUBHUHE JAKOOW-1yaJTHH.

Heka je X € V nedunuran BeKTOp U Y coOIlCTBEeHU BEKTOp JakobujeBor orre-
patopa Jx, oqnocHo JxY = exAY Baxu 3a Heko A € R. Taga kopucrehu Jlemy

3.15 mobujamo na je

ex(A— 10)Y = —pog(YV, X)X =3 " pig(V, J:X)J;X, (3.14)

i=1

Kao u .
Ty X = poley X = g(X,Y)Y) =3 pig(X, JiY) Y. (3.15)

i=1
Paszimkyjemo gBa ciaydaja y 3aBHCHOCTH OJT TOTA JIa JIA je A 7 [l WK je X\ = [ig.

Axo je A\ # o, onza uspakasameM Y u3s (3.14) mobujamo ja je

—1og(Y, X) g(Y, J; X)
Yy — tog( X 3 Z pig(Y, J; JX,
gX()\ IUO )\ ,UO

a KaJla OBY jeTHAKOCT mcKopuctuMo y (3.15) nmamo na je

ngX pig(Y, J; X)
X = X—gX)Y)| ——————= J; X
Ty o (€Y 9(X.Y) <€X()\ o) Z O — o)
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“ Y, X " g, T X
—3ZM1‘9(X,J¢Y)J¢(MX 3ZMJX>

i=1

= Lo (€Y+%)X %Zm( (Y, J; X)+g(X, J.Y)) ;X

ex(A = po) =1 =1

re Kopucrehu sa cy 3a i € {1,...,m} engomopdusmu J; KocoaajyHroau 360r
gera je g(Y, J;X) = —g(J;Y, X) = —g(X, J;Y), 3arpyuyjemo na je

po(9(X,Y))?

X = + X4
J “°<5Y 5X()\—Mo)> 0 )

Z i 9(X, JY)g(Y, J; X) I J; X

i,7=1

Ha ocnoBy jemnakoctu XypBHUIIOBOI THIIA ¥ KOCO/IjyHIOBAHOCTH €HJIOMOPdU3aMa

J;mJj3ai,je{l,...,m} nocaeama JBOCTpyKa CyMa Ce MOYKE yIPOCTUTH:

> pansg(X, IV )g(Y, X)X = Y papig(X, JY)g(Y, JX) i J; X

ij=1 1<i<j<m

+ Y papg(X, I )g(Y LX) T X+ (X, LY )g(Y, JiX) Ji T X

1<j<ism i=1
S wpmg(X, LY )g(Y, BX) L AX 4> papg(X, TY)g(Y, T X) T X
1<j<i<m 1<j<i<m
- 2 2 _
+ > (X, I gV, BX) X = > i (—g(LX, V) (=g (LY, X)) J; i X
i=1 1<j<i<m

+ > (X, 1Y )g (YJX)JJXJFZMZ (J:iX, Y)g(Y, Ji X)e: X

1<g<is<m

= > wipg(X, Y )g(Y, LX) (i + T X — Z prg(Y, JiX)%e; X
=1

1<j<i<m

= > wig(X, JY)g(Y, J;X)2656X =Y pig(Y, JiX) e X

1<j<i<m i=1

==Y @Y, LX) X,

i=1

OlaKJIe 3aKJbyIyjeMO J1a je

2 2
1o(9(X,Y))
X = (Y, J; X)) X
Ty <N0€Y+ xO— ) ex )\ 10) Zﬂz ;
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Te je X COIICTBEHU BEKTOp oreparopa Jy .

Y cay4dajy ma je A = po Ha ocHoBy (3.14) mmamo 1a je

pog(Y, X)X +3 " pg(Y, JiX)JiX = 0. (3.16)

i=1
Hekajek € {0,1,...,m} rakBomac; #03al < i< kuc =03ak <i<m. Jawe,
Kao y moka3y Teopeme 3.16 3ak/bydyjeMo Jia je 3a CBaKO Je(MUHUTHO X IIPOCTOP
Span{ X, J1 X, ..., Jp X} Henerenepucan nornpocrop ox V aumensuje k + 1 koju je
oproronasan Ha {Jy1 X, ..., J,X}. Kako je X | J;X 3acBakoi € {1,...,m}, 1o

Ha OCHOBY (3.16) u 6usmHeaprocTH GOpPME ¢ 3aKIBYyIyjeMO Ja je

pog(Y, X)ex = pog(V, X)g(X, X) + 3> pig(Y, JiX)g(JiX, X)

=1
—g (mg(Y,X)X +3> g(Y, JiX)JX, X) =9(0,X) =0,
=1

Te Kako je X medunuran caemu Log(Y, X) = 0. OmaBne, kopucrehu na 3a cBako
ie{l,...,k}Baxu JX L XuJX L JX3aje{l. . m}\{i}, na ocaoBy

(3.16) u 6unmaeaprOoCcTH bOPME ¢ U3BOIMMO A je

Buig(Y, JiX)esx = pog(Y, X)g(X, J:X) + 3 " pig(Y, J;X)g(J; X, J;X)

j=1
=g (uog(Y,X)X +33 gy, ;1 X)J;X, JiX> =9(0, J;,X) =0,
j=1

a n3 gokasa Teopeme 3.16 3HaMO 12 je €5, x = —c;iex # 0, re je pg(Y, J;X) =0 3a

ie{l,...,k}. Kaga nobujene jemnakocru ybamumo y (3.16) mobujamo ja je
> gy, JiX)JX =0. (3.17)
i=k+1

Ha ocuoBy pog(Y,X) = 0 u p;9(X, ;YY) = —pig(Y, J;X) = 03a ¢ € {1,...,k}

jemnakoct (3.15) ce cBomu Ha
X =posy X =3 Y pg(X, J;Y) LY.
i=k+1

Pasmorpumo ciyuaj kaga je kK + 1 = m. Taga uz (3.17) 3aksmyuyjemo ma je
Mk+1g(Y, Jk+1X)Jk+1X = 0. Ako je Jk+1X = 07 OHIQ je Mk+1g(X, Jk+1Y)Jk+1Y =
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—r19(Je1 X, Y ) oY = —p19(0,Y) JpaY = 0, a axo je p19(Y, Jp1 X) =0,
orza je pp19(X, k1Y) k1Y = —pep19(Jen1 X, Y) StV = =0 JpY = 0. [la-
KJIe, y cay4ajy fa je k+ 1 = m Baxu na je Jy X = poey X, mro no jpeduHunmju
noBjaan Jakoou-mayasnoct. Hapasuo, ako je k = m jomr Op:xke ciiequ ja je R Ja-
KoOu-myasan. Tako cMo mpoHanum JoBoJbaH ycaoB Ja KBa3u-Kiudopaos R Oye

Jakobu-mayastaH, mro dpopMmyauiemo y ciaeaehoj Treopemu.

Teopema 3.17. Csaxu ksasu-Kaupopgos aszebapcru weH3op kpusuHe 00AUKA
(3.12) ma apocopy ca ckaraprum TPoOu3sogom ca najsuwe jeghum ¢; = 0 je

Jaxobu-gyanan.

Y macraBky hemo mokazartu ja kKBasu-Kimdopaos anredbapcku TeH30p KpH-
BUHE Koju mMma Oap naBa ¢; = 0 He Mopa Outu Jakobu-ayasnan. Ha ocuoBy Jleme
1.7 mocroju opronopmupana 6aza (11,...7,,S51,...,5,) Ipocropa ca CKaJapHUM
npoussogom (V, g) curnarype (p,q), upu demy je p + g = n. Tana je ep, = —1
sai€{l,...,ptmeg, =13ajc{l,. .., q} Hedburumemo exmomopdbusam J Ha

ejeMeHTHMa Oase oj V moMmohy
JIh =T+ 5 =—-JS1, —JIhy=T1+5=JS, JIs=T,4+S5,=—JSs,
—JTy=T3+53=JSy, JIz=...=J1,=JS5=JS =...=J5, =0,
a oHjga ce J ymmHeapHo nporupu. [Ipumerumo ja je marpuiia oneparopa J y op-

TOHOpMI/IpaHOj ba3u (Tl, Sl, TQ, SQ, Tg, Sg, T4, 54, T5, 55, Tﬁ, 567 T7 ce ,Tp, 57, Ceey Sq)

OJI0K-/IMjaroHaAJTHA MaTPUIA

A 0 O
J=10 A 0],
0 0 O
rze je O myna marpura tana (p+q —8) X (p+q—8) u
0 -1 1
0 -1 1
A=
1 -1 0 0
1 -1 0 0
Kako je
0 -1 1 0 -1 1 0 00O
0 -1 1 0 -1 1 0 00O
1 -1 0 1 -1 0 O 0000
1 -1 0 1 -1 0 0 00 0O
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TO Ha OCHOBY IPaBUJIA 32 MHOXKEIbE OJIOK-/IMjaroHaJTHUX MATPUIA CJIeIU J1a je

A2 0 0
JP=10 A2 0 | =0.
0 0 O2

I'pamoBa wmartpuna ¢opme ¢ y OmHOCY HA  OpPTOHOPMHUpaHy  0azy

(T17 Sh T27 SZ; T37 S37 T47 S47 T57 557 T67 567 T7 s 7Tp7 S77 ] S(I) je

B

o O 0o o o o @ o
o o o o oo o
o o o oo o o

O O o g o o o o
S oo o o o o
o QO o o o o o o
0 o o o o oc o o

S O O O o o O

1Ipu 9eMy je

-1 0

B = ,

0 1
C' je jennako MuHyC jemuumaHa Marpuna tuna (p — 6) X (p —6) u D je jequandna
marpuia tuna (¢ — 6) X (¢ — 6). Oneparop J je KocoajyHroBaH ako 3a CBaka JBa
Bektopa X,Y € V Bawxu g(JX,Y) = —g(X, JY), onnocuo (JX)TGY = —XTGJY
mTo je expubasentHo ca X' JIGY = —XTGJY, Te je 10BO/BHO JOKA3aTH 112 je
JTG = —GJ. JlupeKTHUM MHOXKemheM MaTpHIa 3ak/bydyjemo aa je JIG = —GJ,

oJIaKJIe caesu Jia je J KOCOaJjyHIOBaH OIepaTop.

ITocmarpamo Ry = R’ nedunncan xao y Ilpumepy 1.8, Te 3a Ry = Rg BaxKu1
R X, Y)Z =g(JX,2)]Y —g(JY, Z)JX +29(JX,Y)J]Z,

omakJe, kopucrehn ja kocoanjyurosanoct J mosnaan g(JX, X) =0wu g(JY, X) =

—g(Y, JX), 3a jemuanuan BekTop X m3padyHaBamMo JakoOujeB omepaTop

(T)xY = Ru(Y, X)X = g(JY, X)JX — g(JX, X)JY +2g(JY,X)JX
=39(JY, X)JX = —3¢(Y, JX)JX.

BaY € (Span{JX})*t = (JX)* je g(Y,JX) = 0, Te je cBaku HeHy/Ja BEKTOD U3

(JX)* concreenn BekTOp 3a concTseny BpeaHocT 0, 0K 3a HeHyJ/Ia BEKTOPe 06/IMKa
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a.JX Ha OCHOBY Kocoajjynrosanoctu .J, bummaeaprnoctu dopme g u J? = 0 Baxu
g(aJX,JX) =ag(JX,JX) = —ag(X, J*X) = —ag(X,0) =0,

Te Cy W OHHM COIICTBEHHW BEKTOPH KOjU OJIroBapajy corcTBeHOj BpemHocTu (. Kako
ce Ha Taj HAYMH JOOUjajy CBU COICTBEHW BeKTOpU oreparopa (Ji)y, 3aK/bydy-
JEMO J1a je HeroBa jeJIMHa COICTBEHA BpeIHOCT jegHaka (), OTHOCHO J1a je HHeroB
KapakrepucTuaau osmHoM wi(A) = A". Kako je JX kBajparne HOpME HyJa, TO
Ha ocHOBY Jleme 1.14 3a normyno uzorponan nornpocrop Span{JX } mpocropa ca
ckaJmapHuM npon3BoioM (V, g) OCTOju MOTIYHO W30TPOIIaH noTapocTop Span{ Z }
Koju ca muM uma Tpusujajgan npecek u ¢(JX,Z) = 1. Ha ocuoBy mokasza Jle-
me 1.14 mmamo ma je Span{JX,Z} = Span{(JX + 2)/v2,(JX — Z)/V/2} u na
je Span{(JX + Z)/v/2,(JX — Z)/+/2} uenerenepucan moTnpocTop, Te Ha OCHOBY

Jleme 1.6 3ak/pyuyjeMo J1a je
V = Span{(JX + Z)/V2,(JX — Z)/V2} @ (Span{(JX + Z) /2, (JX — Z)/V2})™,

omakite ciemm ga (JX + Z)/V2, (JX — Z)/\/2 u enementn 6ase mpocropa
(Span{(JX + 2)/V?2,(JX — Z)/+/2})* uune 6a3y 3a V, ommocuo JX, Z u enemen-
T 6a3e mpocTopa (Span{JX, Z})* umne 6a3y mpoctopa V. 3anmMma HAC MATPHIIA
JakobujeBor omeparopa (J1)x y 6a3u kojy unne JX, —7/3 u enementn Gaze 3a
(Span{JX, Z})*. Paznukyjemo nBa ciydaja.

Axo je JX = 0, onna je (J1)xY = —3g9(Y,JX)JX = —3¢(Y,0)0 = 0, Te je
(J1)x = 0, omaocuo 2Kopmanosa HopmasiHa dhopma oreparopa (J1)x ce cacroju
on n 2zKopnanoBux OJ10koBa Besqmmdune 1 X 1y Kojuma je 6poj 0.

Axko je JX # 0, onga je

(J)xJX = -3g(JX,JX)JX =-3-0-JX =0,

(J)x (—%) = -3¢ (—% JX) JX =g(Z,JX)JX = JX

uszaY € (Span{JX,Z})t je (J1)xY = =39(Y,JX)JX =-3-0-JX =0, Te je

(J)x=]000 ... 0f,
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re ce 2Kopnanosa HOpMasiHa dopMma omeparopa (J;)x CACTOjU OJ jeJHOT OJIOKA
BeJimunHe 2 X 2 1 n — 2 OJioKoBa BesjmauHe 1 X 1.

Ako je 4 = p < q, ouma R; uuje npocropuo 2Kopman-OcepmanoB jep 3a je-
JUHAYHE TIPOCTOpHEe BekTope S7 um Sy 2Kopmanose HOpMaJiHe (hopme omeparopa
(J1)s, n (J1)s, Hucy ucre jep je JS, = =15 — Sy # 0, a JS; = 0. Joxkaxkumo Ja
je Ry spemencku 2Kopman-Ocepmanos. Ha ocHoBy (1.2) 3a jequHuYaH BpeMEHCKU
Bektop X = S0 ;T + > i1 B;S; mvamo ma je

4 q 4 q
—l=cx=)Y odler,+ Y Bleg,=—> al+ Y f (3.18)
i=1 Jj=1 i=1 j=1

Kaxo je

4 q 4 q
JX =J (Z a; Ty + Zﬁjsy) => aJT,+ > B;JS,;
=1 7j=1 =1 7j=1

q
=0Ty + o J Ty + 03 T3 + agJ Ty + BiJ Sy + BaJ So + B3 S5 + BuJSi+ Y _ B, S,

J=5

=ay(Ty + 99) + ao(=T) — S1) + as(Ty + Sq) + ay(—T5 — S3) + f1(—T2 — S2)

q
+ Bo(Ty + S1) + B3(=Ts — Sa) + Ba(T5 + S3) + Zﬁj -0
=5
=By — a2)Ty + (o1 — B1) T2 + (Ba — ) T3 + (s — (3) 1}
+ (B2 — 2)S1 + (a1 — B1)S2 + (Ba — ) S5 + (a3 — B5)S4.

Axo 6u JX = 0, onya 6M Ha OCHOBY JIMHEapHe HE3aBUCHOCTU OAa3HHUX BEKTODA
T, 1Ty, T5,1Ty,51,...,5, ctequino o; = (3, 3a1 € {1,2,3,4}, Te 6u u3 (3.18) ciaeauio

4 q 4 q q
RO EDICEEDILEDIED I
=1 j=1 i=1 j=1 j=5

a Huje Moryhe j1a 36up KBajpaTa peaanux opojesa Oyme —1. Jlakse, Baxu JX # 0,
te ce 2KopanoBa HOpMaJiHa (DOpMa 3a CBAKU BPEMEHCKH BEKTOp X CACTOjH OJI
jemaor 2KopmanoBor OJioka BeuumHe 2 X 2 W n — 2 0jJ0KOoBa Bejumunae 1 X 1.
Baro 3a 4 = p < ¢, Ocepmanos ajirebapckn Temzop kpusumue R, = R’ jecre
Bpemercku 2Kopaan-Ocepmanos, amu #Huje nmpoctopuao 2Kopaan-OcepMaHoB, MITO
au4an Ha pe3yarar Koju cy gamu ['miku n Usanosa (35, Teopema 3| u I'maku [33,

[Tornassbe 3.2].
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Teopema 3.18. [loctwioje spemencku XHopgan-Ocepmarosu anrzebapcku WeEHIOPU
KPUBUHE WA UPOCTLOPY €A CKAAGPHUM TPOUIBOGOM KOJU HUCY UPOCTLOpHO AKopgar-

-Ocepmarosu.

Ha ocnoBy Teopeme 3.17 3ak/bydyjeMo Jia je y IInJby IIpaBJbemba IIPUMepa KBa-
zu-Knudopaosor R koju uuje Jakobu-ayasan, mopeji Beh KoHCTpyucaHor Kocoa-
njyaroBanor enjgoMopdusMa J Koju 3a70Bo/baBa J2 = 0, morpebaH 6ap jor jeman
KocoaJjyHrosanu engomopduszam K Takas ga je K2 = 0, npu 4yemy Tpeba Ja BaxKku
arTukomyTaTtuBHocT JK = —KJ, a Ha ocHOBY nokaza Teopeme 3.17 moTpebHO je
006e30euTH J1a toctoju jgedpunutan X Takas ja cy JX u KX jmmHeapHO 3aBUCHMU.

Hedwurumemo ennomopduzam K na V nomohy merosor jejoBama Ha 0asn
KT1:T2—|—52:—K51, —KTQZTl—I—Sl:KSQ,
KT5:T6+SGZ*KS5, *KT6:T5+S5:KS6,
KTgIKT4:KT7::KTPZK53:KS4:KS7::KS(I:O,

a moroM ce K nmraeapHo npormupu. [Ipumernmo na oneparop K uma cIwdHy Jie-

dunnmujy kao J, camo cy ce T3 u Ty 3amennnu ca 15 u Ty, ogHocHO S3 M Sy Cy

Ce 3aMEHUJIN Ca S5 n SG, Te je MaTpHulla ollepaTopa K y OpTOHOpMI/IpaHOj 0azu
(Tl, Sl, TQ, SQ, Tg, 837 T4, 84, T5, 55, TG, 567 T7, ceey Tp7 57, N Sq) je,HHaKa

A0 0 O
o 00 0 0
00 A 0
00 0 O,
rae je O myna matpuria Tana (p+q — 12) X (p+q¢—12) u
0 0 —-11
-1 1
. 0 0
1 -1 0 0
1 -1 0 0

(TO je MaTpHIla KOjy CMO MMaJjH Kao OJIOK U y MaTpuiy eHgoMmopdusma J).
Kaxo je A% = (0, To Ha OCHOBY HpaBUJIa 33 MHOXKemhe GJIOK-I1jaroHATHAX Ma-

TpUTa CJIeIN 1a je

A2 0 0 0
0 02 0 0
K? = =0
0 0 A2 0
0 0 0 02
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Omneparop K je kocoajjyHroBaH ako 3a cBaka gBa X,Y € )V Baxu ma je
g(KX,Y)=—g(X,KY), omnocuo (KX)'GY = —XTGKY mro je eKBUBAJIEHTHO
ca XTKTGY = —XTGKY. osomno je mokazaru na je K'G = —GK, mTo ce
J00uja TUPpEeKTHUM MHOXKemeM Marpuria. Jlakie, engomopduzam K je KocoaijyH-
T'OBaH.

JupekTHUM MHOXKEHheM MaTpulia ce joouja ga je JK = —K.J, Te eniomopdu-
3vu J n K antukomyrtupajy. Jedpurnmemo R = R —RX | un on je kazu-Kimudop-
JIOB ajiredbapcKu TeH30p KpuBuHe jep cy J m K KocoajijyHroBaHU €HI0OMOP(MUIMEI
taksu ga je J2 = K? = 0u JK + KJ = 0. Ha ocnoBy Jleme 3.15 3a meros

JakobujeB omneparop BaxKu Jia je
IxY =0-(ex¥ —g(V, X)X)=3-1-g(Y,JX)JX —=3-(-1)-g(Y, KX)KX,

OIHOCHO

TxY =3(g(Y, KX)KX — g(V, JX)JX). (3.19)

Kako je JT) = T5 + Sy = KT, 1o 3a cBako Y € V cienm jia je

te u 3a Y =T + /25, umamo ga je Jr, (Th +v/25,) = 0. Kaxo je

K(Ty +V25y) = KTy + V2K S, = =Ty — S1 +v2-0= =T} — Sy,

J(Ty +V25,) = JTy + V2S5, = =Ty — Sy + V2(T + S),
g(T1, K(Ty + V28,)) = g(T1, =Ty = 81) = —g(T1, T1) — g(T1, S1) = —(—1) = 1,
g(Ty, J(Ty 4+ V/254)) = g(T1, =Ty — Sy + V2(Ts + Ss))

= _g(Tl>Tl) - .g(TlaSl) + \/§g<T17T3) + \/§g(Tl7S3) = 17

To Ha ocHOBY (3.19) umamo na je

jT2+\/§s4T1

= 3(g(Ty, K(Ty + V25:) K (Ts + V254) — g(T1, J(Ts + V25,)) J (T + V/25,))
=3(1- (=11 — S1) — 1+ (=T1 — 81 + V2(T5 + S3)))

=3(—=T1 — S1 + T1 + S1 — V2(Ts + S3)) = —3V2(T + S3).

Kako je Ty L Sy, 10 Ha ocHoBy (1.2) 3ak/bydyjemo Ja je

€T2+\/§S4 = &1, + 2554 =—-142= 1,
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a Ha OCHOBY OuWJimHeapHOCTHU dopMe ¢ je
9(Ty, Tz + V28y) = g(T1. T) + V29(T1, S4) = 0+ V20 =0,

te cy Ty u Ty + /25, MehycobHO OPTOrOHAIHN jeIMHUYHI BEKTOPU TAKBH 72 je
I, (T + V284) =0u Tryrvzs, 11 = —3V2(T5+S3), omrocro R muje crabo Jakobu-
-JlyaJjiaH, Te HUje HU JakoOW-/iyajiaH, a TUMe je JOoKa3aHa HapeIHa TeopeMa Koja

ce moxke Hahu y [6].

Teopema 3.19. Ilocwioju xsa3u-Kaupopgos arzebapcru WeH30P KPUBUHE HA TUPO-

CWOPY €4 CKAAAPHUM TUPOU3BOGOM Koju Huje Jarobu-gyanran.

Kaxko je ma ocnoBy Teopeme 3.16 cBaku kBas3u-Kymdop/ioB TeH30p KPUBUHE
Ocepmanos, To octoju OcepMaHOB TEH30P HA IMPOCTOPY Ca CKAJAPHUM ITPOU3BO-
JIoM Koju Huje JakoOu-yasaH.

Hapeanu mup HaM je a HaheMo Heke yejioBe o1 KojuMa je kBasu-Kimdopios
ajrebapcku TeH3op kpubuHe R mormnyHo Jakobu-gyasian. Kako cmo Beh ycrano-
BUJIU Jla KOCOQ/jyHTOBaHu eHjoMopdusMu ca J? = ( HUCY NMOTOJHU 3a TPUHIAI
JyajaHoctu, cMarpaheMo 1a je m = k y o3HakaMma u3 jiokasa Teopeme 3.17, oxHo-
CHO Jia Cy CBU J; TakBU Ja je Jf = ¢;Id # 0, mrro 3HaYM 78 MOCTOje Ji_l = Ji/c,
OJTHOCHO J1a ¢y J; ayroMopdusmu. Be3 ymamema OMIIToCTH, MOKEMO CMATPaTH J1a
yMecTo ca ayromMopdusmuma J; U ckajapuma p; pajumo ca J;/\/|¢;| n ckanapu-
Ma |¢;|p; jep Tako mobujamo uctu KBaszu-Kiandopmaos anrebapcku TeH30p KPUBIHE
obusinka (3.12), onmocuo npermocraBbamo na ¢; € {—1,1} 3a ceako i € {1,...,m}
U TaKaB aJiredapcKu TeH30p Kpusuue R 3oBeMo oay-Kaugopgos. Kocoamjyuro-
Banu enjiomopdusmu J; Ha V 3a koje je J? = — Id cy komiaexcre ciupyriaype,
a onu 3a koje je J? = Id cy upouseog ctupyxiuype. [Ipuverumo 1a NPOU3BOL
CTPYKType J; Memajy CUTHATYpY IIPOCTOpa ) 3aTO IITO 3a CBAKU BeKTOp X € V
Baxku 1a je e5,x = g(J;: X, J;.X) = —g(X, J2X) = —g(X, X) = —ex, Te 3aT0 cBaKM
nosty-KindopioB Tenzop R koju Huje KiiajHOB HEe MOXKe MMaTU ITPOU3BOJ CTPYK-
Type, OJIHOCHO 3a cBe J; Baxu na je J2 = — Id mro nosnaun na je R Kimudopmos.

Kako Baxkm k = m, 1o cimuHo kKao y noka3y Teopeme 3.16 3akibydyje-
Mo na je F, = Span{X, /1 X, ..., J, X} Heleremepucan mormnpocTop CacTaB/beH
o1, MehycoOHO OpTOroHAJHUX AePUHUTHUX BEKTOpa, Te je Ha ocHoBy Jleme 1.6
V = Fn. ® FL-. ¥V oksupy nokaza Teopeme 3.16 cmo Bujenu u na cy jedu-
HUTHU BeKTOpHU J; X COICTBEHM BEKTOPU KOjU OJITOBAPAjy COICTBEHOj BPETHOCTU
ex(po+3cip;) 3ai € {1,...,m}, a cBaku Henysa BeKTOp Z € F.- je concTBeHn Bek-

TOP KOJU OJI'OBapa COIICTBEHO] BPEIHOCTH € x [y, T€ Ce 3aT0 Jy JAujaroHaau3yje y
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6azu 071 V cacrasbenoj on X, J1 X, ..., J,, X u enemenara 6aze 3a F. To 3naun na
je mony-Kaudopnos R Jakobu-aujaronasm3abuian, Te ce 2KKopaanoBa HOpMaJIHa,
dopma Jakobujesor oneparopa Jy cactoju o n 6jokoBa BesuanHe 1 X 1, Te je ona
He3aBUCHA 0J] U300pa jeIMHUIHOT BPEeMEHCKOr BeKTopa X € )V, Kao u o u3sbopa
jemmamaror npoctopuor X € V. te je R 2Kopaau-Ocepmanos.

Kaxko nosry-Kimndopaos R mema ¢; = 0, To je o Ha ocHoBy Teopeme 3.17 Jako-
ou-yanan. Hapemgna Teopema jiaje I0BO/baH YCJIOB 3a MOTIYHY JaKoOU-IyaHOCT
nony-Kimdopmgosor R (Bugeru pag [11, Tponosunuja 5.2 Aunpejuha u Pakuha
u3 2015. roause).

Teopema 3.20. Axo je tory-Kaugopgos anzebapcku wendop kpusure R Ha upo-
cwopy ca cxanaprum apouseogom (V,g) zenepucan wory-Kaugpopgosom damunu-
jom{J1, ..., I}, Wwaxas ga je 3a céaxo uzowpouro X € V exyu{X, hX, ..., J.X}

AUHEAPHO He3asucak, onga je R womuyro Jaxobu-gyaran.

Zloxas. Jla 6ucmo Jjiokazasu ja je R normnyno JakoOu-iyasaH, JIOBOJHHO je JTOKa-
3aTu Ja 3a cBako X # 0 m3 Tora 1mTo je Y cONICTBEHW BEKTOP 3a Jx CJeIn Ja je
X concrenu BekTop 3a Jy. Ha ocnoBy Teopeme 3.17, cBaku nosy-Kaudopaos R
je Jakobu-yasan, mro gaje ummukanmjy (3.8) 3a medunurno X € V. Ha ocHOBY
Teopeme 3.16 mony-Kandopaos R je Ocepmanos, Te ako je X M30TPOIHO, OHIIA, CY
Ha ocHoBy Teopeme 3.5 cBe COIICTBEHE BPEHOCTH oneparopa Jx jeJHaKe HyJId, Te
IIPEeTIIOCTaBKa Jia je Y comcrBeHn BeKTOp o4 Jx saje JxY = 0. Taga va ocHOBY

Jleme 3.15 3aksbydyjemo ja je

tog (Y, X)X + 3 Z wig(Y, JiX)J;i X =0,
i=1
Te JMHeapHa He3aBUCHOCT of J,, naje pog(Y,X) = 0, kao u ug(Y, J;X) = 0 3a
ie{l,...,m}. Omasne kopucrehu Jlemy 3.15 u Kocoa1jyHroBaHOCT omeparopa .J;

3ai € {l,...,m} nobujamo ma je
Ty X =poleyX — g(X,Y)Y) =3 mg(X, Y)Y
=1

=poey X — pog(X, Y)Y +3 Z wig(Ji X, Y)Y = eypoX,

i=1

Te je X comcTBeHU BEKTOP O Jy, IITO 3aBpIlaBa Jg0Ka3 Jia je R moruyHo Jakoou-

-JlyaJlaH. 0
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Y pauy |7] pasmarpana je quneapua uesasucuoct F,, = {X, J1 X, ..., J,, X} 3a

M30TpOoITaH BeKTop X | IPBO je JoKa3aHa ciiefgeha TeopeMma.

Teopema 3.21. Axo 3a nexo X # 0 saorcu 0g X + 011X + ... +6,J,X =0 3a
xeasu-Kaugopgosy damurugy {Ji,. .., Jn} ca J2 = ¢;1d, dpu vemy i € {1,...,m}
u By, ...,0m € R, @waga je 03 —c103— ... —c,,02, = 0.

Jlokas. 3a cBako o = (ay,...,q,) € {0,1}™ medunurmemo enmomopduzam J
nomohy komnosunumje npeciukasamwa J* = Jom . J u (—1)* = (—1)tetem,
[Tpumenom (—1)*J* na jeauakoct OpX + 011X + ...+ 0,,J, X =0, cnequn na je
m
D (-1)*0J7 X =0, (3.20)
i=0
rje cMo mocTaBuim €; = (0;1, 00, ..,0u,) ca gomatauM ey = (0,...,0), omHOCHO
Jé = J; m J% = Id. llpumerumo na je (—1)*J*J% = (—1)%t-Fam (¢ )oi Jokei g4
i€ {l,...,m}, nae ce o + e; U o PA3IUKYjy CAMO Ha i-TOM MecTy (OJHOCHO TIOJ
a + e; mogpasymeBaMo « + e; ako je ; = 0, a o — ¢; ako je a; = 1). Bamcra,
Pa3JIMKyjeMo JBa caydaja y 3aBUCHOCTH OJ TOra ja Jjiu je o; = 0 mm oy = 1. Ako
je a; = 0, onjia je i-ta KoMmnoHeHnTa ypehene m-topke a+¢; jeanaka (a+e;); = 1, Te

Ha OCHOBY aHTHKOMYTATUBHOCTH KBa3u-Kiudopaose dbamunuje Jy, ..., J,, caean

(—1)Jege =(—1)ertartectan jan e g,

=(-1)
_(pymterttom Jon | ges(_1yon ] gon
(L)t o e (e e g
( 1)a1+ai+1+-..+am J%m . Jio_“f'l*'l JZO” JZJZa_lIl .. J1a1

=(=1)

=(=1)

a1+ dam 70 i1, \0 plater); yoi—1 ai
)T me...JiJrl(l) J; JiT )

1 ajtoiy1+.. +am( i)OéiJOl'f‘@i.

Axo je a; = 1, orza i-Ta KomMmonenTa ypeheHe m-topke o — e; usHocu (o —e;); = 0,
Te KopucTehy mmodyerak IpeTXOIHOr U3BoDerma, aHTMKOMYTATUBHOCT KBasu-Kim-

dboprose bamuuaje Jy, ..., J, u J? = ¢;1d 3akmyuayjemo 1a je
ajtas+.. +amJam ~in(_l)a1+m+ai_1<]i<]?jfl L qu

citoipitotem gom A g LT T

m

«
a;itait1+...+am Jam . JZJ’?{lchOJal 1 . Jlal

AA/_\/_\
)_l
~— — ~— ~—

Qa1+ am (Cl)az Jafez .
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[Tpumernmo na u 3a i = 0 3001
(_1)aJaJeo — (_1)a1+...+o¢ml]o¢ Id — (_1)ao+a1+...+o¢m(co)aoja’

npu "emy je ap = 0, Basku na je (—1)@J*J¢% = (—1)%itFam ()i JoFei  Qnapne Ha

ocHoBY (3.20) ciemu ja 3a cBako « € {0, 1}™ nobujamo jemaadumy

D (- n)tetan (g)eig; Jeta X =0, (3.21)
i=0
[Tpumernmo ma ce koedurmjenr M, y3 J*X mobuja 3a i = 0 jep je eg = (0,...,0),
Te OH m3HOCH My, = (—1)%0FFom(c)*0f0y = (—1)F-Tomfy jep je g = 0. Koe-
bunmjerr My(ate,) y3 JF4X je jempaxk Mygie,) = (—1)%TFom(¢;)*6;, rue je
ie{l,...,m}, nok je M,z = 0 3a upeocrase ypeherne m-ropke . 3aro jennadnne

(3.21) koje mmamo 3a cBako « € {0, 1} MoKeMO ImocMAaTPATH KAO CHCTEM

Y MyJ’X =0 (3.22)
pe{0,1}™

onm 2™ jemmaumma ca memosHatuM J°X kojux mma 2™ (jep mmamo 2™ ypebhenux
m-topku [ € {0,1}"). Heka je M = (M,3) marpuna Besmamae 2™ X 2™ Koja
OArOBapa OBOM cHCTeMy jeqHaumHa. IlocMmarpamo marpuiy M? tuma 2™ x 2™ u

kopuctehn n1a je Mgte,)a = (—1)iEltFam ()it pzpauynaamo na je

(M?)aa = MaaMao + MyateyMatena + - - - + Mataten) Maten)a
:(_1)a1+...+am60(_1)a1+...+am90 4 (_1>a1+...+am(Cl>a191(_1)a1i1+...+am(Cl)ouilel
4 (D)2 () ™ O (= 1) ()0, = 02— 103 — .. —cpb2,
(M?)a(arer) = MaaMa(aes) + Magate) Miaze,) (ate:)
=(—1)ottamg (q)eitetom (o aig, 4 (71)Oéi+---+oém(Ci)ociei(71)a1+...ai:t1+.--+06m90

:(_1)0414-..--&-0@719091,(Ci)ai + (_1)a1+---+04i—1:|:1009i(Ci)ai — 0’
3a i < j umamo Ja je

2
(M )a(aieiiej) = Ma(aiei)M(aiei)(aieiiej) + Ma(aiej)M(aiej)(aieiiej)
= () ) (1) )0,
+ (71)aj+...+am(cj)aj9j(71)ai+...+ajil+...am (Q’)aiei

=(— 1) ()% (€)M 0:6; + (—1) % ()% ()60, = 0,
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10K 32 ¢ = j Baxu (M?)g(ate;ter) = (M?)ao. Ilpumernvo u ga je y npeocraianm
cayuajesuma (M?) .5 = 0, Te je M? nujaronamna marpuna. Kopucrehn na je merep-
MHUHAHTa IPOM3BOJIA JIBE MATPHIE jeJHAKA HPOMU3BOLY JETCPMHUHAHTH MOYETHHUX
MaTpHIla, Kao W Jia je JeTepMUHAHTA JIMjarOHaJIHE MATPUIE jeIHAKA ITPOU3BOILY

eJieMeHaTa Ha IHEHOj TJIABHO] JIMjaroHaJM J00UjaMo J1a je
(det M)?* = det M - det M = det(M - M) = det(M?) = (03—c107— ... —c02)*".

[IpernocraBumo na je 03—c107— ... —c,02, # 0, omocuo na je (det M)? # 0, mro
noBytaun 11a je det M # 0. Taga na ocaoBy KpamepoBe Teopeme ciiequ j1a XOMOT€H
KBaJIDATHU CUCTEM jegHadnHa (3.22) uMa jeJIMHCTBEHO HYJIa PEIIeHhe, Te CIIE/IU JIa
je 0= JX = X, mTo je y KOHTPaJIMKIIMJU Ca IPETIIOCTABKOM Teopeme ja X # (.

Onasne ciaenu na je 02—c103— ... —c,,02, = 0, mTo je u Tpebasio JOKa3aTH. O
Kao mocnenuity mperxosme JiBe TeopeMe JIako gobujamo ciejsiehy Teopemy.

Teopema 3.22. Csaxu Kaugopgos anzebapcru wensop kpusune obauka (3.12) na

UPOCUWOPY €A CKAAGPHUM UPOU3EOGOM, (V, g) je wowuyro Jaxobu-gyaran.

Aoxas. Knudopmnos anredbapcku Ten3op kpusuhe R je nmosy-Kiaudopaos aaredap-
CKM TEH30p KpUBHUHE Takas ja je ¢; = —1 3a cako ¢ € {1,...,m}. Ilocmarpamo
jemaakoct 6o X + 011 X + ... +0,J,X =0, 3a 0y,01,...,0,, € R u uzorponno
X €V u na ocnoBy Teopeme 3.21 zakpyuyjemo na je 02 + 607 + ...+ 62, = 0, Te
je 0o =0, =... =0, =0. Onasne ciequ na je F,, = {X, 1 X,..., J, X} jqune-
apHO HE3aBHUCAH CKYII 3a CBaKO mM30TporHOo X € V, Te je Ha ocHoBy Teopeme 3.20

Kaudopmaos anredbapcku TeH3op KpubuHe R mMoTmyHO JakobOu-mayasiaH. O

Hapeana Teopema Ham maje qoBoJbHE ycjoBe 3a mosy-Kandopaos ajiredbapckn

TeH30p KpUBUHE [ KOju moBjade Ja je OH MOTIYHO JakoOu-1yaJaH.

Teopema 3.23. Axo je (3cip; + po)/pi > 0 3a ceaxo i € {l,...,m} uau
(Bcipi + po)/pi < 0 3a ceaxo i € {1,...,m}, onga je ogzosapajyhu Gory-Kau-
dopgos anrzebapcru wensop kpusune R obauka (3.12) na apociiopy ca crkaraprum

upouseogom uotwuyro Jarxobu-gyaran.

/loxas. Ha ocuoBy Teopeme 3.17 nony-Kmudopaos R je Jakobu-jayanan, Te uM-
mmkanuja (3.8) Baxku 3a cBako jeduHuTHO X € )V, Te aKO KEeJMMO J[a UCIIUTAMO

Ja Jim je R mormyHo Jakobu-JyasaH, J0BOJBHO je mpoBepuTu uMIiumkanmjy (3.8)
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3a mzorporHo X € V. J/lakje, npernocraB/baMo Ja je JxY = exA\Y = 0. Taga na

ocHoBy Jleme 3.15 3akspy4ayjemo jga je
tog (Y, X)X + 3 Z pig(Y, J;iX)J; X =0,
i=1

IITO MO2KEMO 3alluCaTu y O6JII/IKy
X +0 WX+ ... +0,J,X =0, (3.23)

upu gemy je 0y = pog(Y,X) u 0; = 3ug(Y, J;X) 3a ¢ € {1,...,m}. Ha ocuoBy

Jleme 3.15 m KOCOa/1jyHTOBAHOCTH OllepaTopa .J; BayKu Ja je

T X = po(ey X — g(X,Y)Y) +3> pg(JiX, Y)Y

i=1
=evpX —0Y + ) 6. JY.
i=1

Ha ocuony (3.23) 3akspydyjemo ma je

9(2) :9000 = 00#09(Y, X) = ,lL()Q(Y eoX) = ﬂOg(Y —91J1X —...—40 JmX)
= v,N 00X ) = 0,9(Y, J:.X) = — 0; - —
og ( ; ) o 2; 9 o Z o Z 3

a kako (3.23) Baxku 3a uzorponHo X € V), 1o Ha ocHoBy Teopeme 3.21 ciemnu na je
05 = i, ¢ib?, re je

2 _ 2 1
;ciei =02 = — ; 30 (3.24)

oJlaKJie 3aKJbydyjeMo J1a je

OZZ(cﬁgﬂ:')ggzzmegzgzw_mgg,

i=1 i=1 Bpua i=1 Hi
IIpermiocraBka Teopeme je ma cy (3¢ + o)/ v ueror 3uaka 3a ¢ € {1,...,m}, re
je jemHO perierse TpeTxojHe jenHaquue ¢ = ... = 6, = 0, e Ha ocHOBY (3.24)

3akspyayjemo ja je 6y = 0, omakie je Jy X = eyppX, omnocao X je concrBeHu

BeKTOD 3a Jy ,Te je R mormnyno Jakobu-myasaH. [

Ksazu-Kinudopaos anrebapcku tenzop kpubune R obsiuka (3.12) takas na je
¢; = 1 3a cBako i € {1,...,m} HasuBa ce anwu-Kaugopgos. Y napennoj reo-
peMu J1ajeMo JI0BOJbHE ycjioBe 1o KojuMma anTu-Kindopaos airebapcku TeH30D

KPHUBUHE HUje MOTIIYHO JakoOu-/yaJsiaH.
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Teopema 3.24. Axo aocwoje by, ...,0, € R upu wemy nucy ceu jegnaru nyau,
wakeu ga 0o X + 011X + ...+ 0,,J,X = 0 saotcu 3a Hexo usowipouro X u ga je
05 = —po Yoy 07/ (3i), Wwaga ogeosapajyhu aniu-Kaugopgos anrzebaperu wensop

kpusure obauka (3.12) u gumensuje n > 2m nuje GOTWUYHO Jakobu-gyaran.

Joxas. Ao 6u 0y = 0, orma 6ucmo npumenom Teopeme 3.21 Ha antu-Kiudopmnos

R w3 upernocraske 61J; X + ... + 0,,J,X = 0 3a msorponan Bektop X € V

3ak/byumsu ga je —603— ... —02 = 0, ogaxye je 6 = ... = 0,, = 0, Te 6u cBu
o, ...,0, Ounu jeqnaku 0, TITO je y CYyIPOTHOCTU CA TPETIOCTABKOM TEOpPEMe.
Haxue, 0y # 0. Kako 3a uzorponan Bekrop X € V u cBako i € {1,...,m} Baxu

enx = 9(hiX, JiX) = —g(X, JFX) = —g(X,c:X) = —g(X, X) = —ex = 0,

TO JIMHEapHO He3aBuCHU BekTopu J1 X, ..., J, X unHe 06a3y MOTIIYHO U30TPOITHOT
noropocropa of V, Te Ha ocHoBy Jleme 1.14 mocroju 6a3za (P, . .., P,,) uorpomnHor
cymwiementa, tako na ¢(J; X, P;) = §;; u g(P;, P;) = 0 Baxxe 3a i,j € {1,...,m}
(BEKTOPH TIOTILYHO M30TPOIHOT noTipocTopa Span{ P, ..., P,} cy mehycobuo op-

rorouasun). Heka je Z =" 0,P;/(3p;). Taga je Z usorponan BeKTOp u

3pig(Z, Ji.X) =39 (Z ﬁfgj’ Jz'X> = 3#1‘2 S—JQ(PJA JiX)
J J

J=1 J=1

Uy 0;
=34 =0, = 3Mi_Z = 0;.
; ;" 31k

Hame, kako je 0g X + 0,1 X + ...+ 0,,J,X =0, 10 je
bog(Z, X) = 9(Z,60X) =g <Z7_Z‘9iJiX> = _Zeig (Z if)jw]ix>
i=1 ' J

m m m

0
:—ZQZZﬁgPJ,JX Ze Z?%
__;9 Z?W,

=1

OJTaKJle HAKOH MHOXKEHha Ca (i) HA OCHOBY IIPETIIOCTABKE TEOpeMe JI00mjamMo Jia je

i

pobog(Z, X) = —po Y 3 = 0
=1

Te HAKOH Jiejberba ca Oy # 0 ciaenu na je Oy = puog(Z, X).
[Ipumerumo na u Z + W 3za ceako W € (Span{J, X, ..., J,X})* samosobasa Te
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JIBEe ocobuHe jep je

3uig(Z + W, J;X) = 3ui(9(Z, Ji X) + g(W, J; X)) = 3ui(9(Z, J; X) +0)

tog(Z + W, X) = pog(Z, X) + pog(W, X)) = 6o + Z—SQ(W 6o X)
Ho - Ho S
o+ 5,9 <W, ;m ) b= 5 ;elg(w, JiX) = 6,

Kopucrehu Jlemy 3.15 Ha ocHOBY Koje je

TzewX = poezwX — pog(X, Z + W) Z + W) + 3 pig(JiX, Z +W)Ji(Z + W)
=1

= poczew X —0o(Z + W)+ D _0:.Ji(Z+ W)
i=1
3aKJbydyjeMo J1a je 1oBosbHO mpoHalin Y = Z 4+ W rtakso ga —60)Y + > " 0, ;Y
HUje MPONOPIMOHAIHO ca X Ja 6ucMo jokazaiu jga R auje mormyHo Jakoou-my-
anan. Jakie, tpaxkumo Y = Z + W rakBo ga K(Z + W) Huje nmponopruuoHaHO
ca X, npu demy je K = —60Id+> ", 0;J;. Axo je D nedunuran BEKTOp, CKyII
{D, iD,...,J,D} (cnmano xao y nokazy Teopeme 3.16) uune mehycobHo opro-

roHaJiHu u JedpuHUTHU BeKTopu. Kako u3 agD + a1 J1D + ... + o D = 0 ciiequn

QoED :O-/Og<D7 D) + 0419(J1D; D) +...+ Oémg(JmD» D)
=g(aoD + o1 1D + ...+ apJ,D,D) = g(0,D) =0,

onaxkie je g = 0, a 3a cBako i € {1,...,m} je

OGE J,D ZOéog(Da JiD) + Oélg(JlD, JiD) T+ amg<JmD7 Jsz)
:g(OéoD + Oélle + ...+ OémeD, JZD) = g(O, JzD) = 07

rejea; =0uckyn {D,J;D,...,J,D} je tuneapuo vezasucan. Onasne (D) = 0,
onuocHo (—60pId+ > 7", 0;J;)(D) = 0 nosnauu na je Oy = ... = 6,, = 0, wro Huje
moryhe jep je 0y # 0. Hakne, K(D) # 0 3a cako medunurao D € V. Ilper-
rocTaBKa Teopeme n > 2m obe30ehyje mocrojame geduHUTHOr BeKTOpa H wu3
(Span{ /1 X, ..., JnX,Py,..., Pu})t jep je ma ocuoBy mokaza Jleme 1.14 Taj mor-

pocTop Hejlerenepucas. [Ipumernmo ma je

K(X)=—6X + ) 60:J:X = —20X.

=1
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Hoxkaxknmo na R Huje nornyHo Jakobu-myasnan. [IpernocraBumo cynporso, 1a je
R nornyno Jakobu-myanan. Omarie umamo fa je K(Z) = ¢X u K(Z + H) = (X
jep H € (Span{J, X, ..., J,,X})t. Onasne xopucrehu na je K muneapan omeparop
u na je H nedunnran Bekrop jgobujamo na je 0 # K(H) = K(Z+ H) — K(Z) =
EX — X = (6-6)X, omaxe je
K (ZiH> — K(2) - =2ke(H) = X — 2 (e-a)X =0,
¢ £—¢ £—¢

IITO HOBJIAYH Ja je £z (¢/¢c ¢pu = 0. Kako Baxxu Z € Span{Py,...,P,}, 10k

H e (Span{P,...,P,})*, toje Z L H, Te na ocuosy (1.2) ciequ na je

¢* ¢*
E-or T o
onakie je ¢ = 0. Tama je K(H) = (§—¢)X = £X, e je

0:8Z7%H:82+(

20 20 20
K (X + ?OH) = K(X) + ?OIC(H) = 20,X + ?OgX =0,
omaxiye je €xyog,m/¢ = 0. Hame, xopucrehn na je 0pX = — Z:’il 0;J;X u by #0

cnemu na X € Span{J1 X, ..., J, X}, a pawu u H € (Span{/J; X, ..., ,,X})*t, e
je X L H, onakiie Ha ocHoBy (1.2) 3aksbydyjemo ja je
402 402
0:€X+%H:€X+?€H: ?EH,
mTo je y Kourpagukiuju ca 0y # 0. Ha ocHOBY j100ujeHe KOHTPAIUKIHjEe 3aK/by-

qyjemo na R auje nornyHo Jakobu-ryaJsiaH. [

VY HacraBKy cy jaBa npumepa aHTH-Kimdop/ioBux aaredapckux TeH30pa KpU-

BHUHE Ha IIPOCTOPY Ca CKAJAPHUM IIPOU3BOJIOM KOjU HHUCY IOTIIYHO JaKOOU-TyasTHu.

ITpumep 3.2. Heka je m = 1 u cmarpamo j1a je py # 0. Ha ocaoBy Teopeme 3.23
caenm i@ Mopa 6utn (3¢qpq + po)/p1 = 0, omuocuo 3py + po = 0 ma antu-Koaudop-
N0B asrebapcKu TeHszop Kpusuue R = pgR' + iR = —3u, R + p1 R’ we 6u 6mo
MIOTITYHO JakoOu-IyasiaH.

Heka je J enmomopdusam na V 3amar ca JT; = S; u JS; =T;3acsei € {1,...,t},
n =2t >4, rme je (11,...,T;,51,...,S;) oproHOpMupaHa 6a3a y n-TUMEH3UOHOM
POCTOPY ca cKajapHuM pousBojgoM (V, g) HeyTpasHe curaarype (t,t) Koja 1o-

croju Ha ocHOBY Jleme 1.7, a Ha ocuHoBy Teopeme 1.9 moxkemo cmarpaTtn na je
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er, = —lmeg, = 13ai € {l,...,t}. Enmomopduzam J je KocoaajyHroBas jep je

3ai,j €{1,...,t} ucuymeno ma je

9(JT;, Ty) = g(Si, Ty)
9(JT;, S;) = g(Si, Sj)
9(JSi, Sj) = g(T, Sy)

0=—g(Ti,S;) = —g(T3, JT}),

Baxu ja je J npoussos crpykTypa jep je 3ai € {1,...,t} ucnymeno na je J2T; =
J(JT;) = JS; =Ty u J2S; = J(JS;) = JT; = S;. 3aro je R = 3uR' — pR’ za u # 0
anTu-Kimudopaos anrebapcku tenzop kpusuhe Ha (V, g). Kako je T7 L Si, To Ha

ocHoBy (1.2) Baxku g, 11, = €5, +e7, = 1+(—1) =0, Te je X = S;+ T} uzorpomnas,
X—JX251+T1—J(81+T1)251+T1—J51—JT1:Sl—l—Tl—Tl—Sl:O

u 602 =1 = —3ub?/(—3u), Te cy 3am0BO/LEHE CBEe HpernoctaBke Teopeme 3.24

onakite caemu n1a R = 3uR' — pR’ 3a pu # 0 Huje normyHo Jakobu-ayasaH. A

ITpumep 3.3. Heka je m = 2 u cmarpamo 1a je o 7# 0, py # 0, o # 0 u j1q # .
Ha ocuoBy Teopewme 3.23 cieau qa Mopa 6mtu (3cy i1 + o) (3capie + pio) /(p1p2) < 0,
omHOCHO (po + 3p1) (po + 3u2) e < 0 ma antu-Kindopnos anarebapcku TeH30p
kpusuHe R = pgR' + iy R + poRX me 6u 6uo normyno Jakobu-myanan. Heka cy

J n K engomopdusmu gedunncanu momohy

JT5i 1 = Soi 1, JTo = S, JS%-1 ="Tr—1, JS9 =Ty,
KTy 1 = Sy, KTy = 59 1, KSy1 =Ty, KSy="T5.

sacei € {l,...,t}, n =4t > 8, rue je (T1,...,To, S1,...,S2) oproHOpMEUDaAHA
6aza y n-IUMEH3MOHOM IIPOCTOPY Ca CKajgapHuM mpousBogoMm (V,g) HeyTpasHe
curnarype (2t,2t), a wa ocaoBy Teopeme 1.9 yzumamo ma 3a i € {1,...,2t} Baxnu
er, = —1 meg, = 1. Kao y Ilpumepy 3.2 3akspyuyjemo nma je enpomopduszam .J

KOCOa/IjYHTOBaHa MMPOU3BOJI CTPYKTYPA, JOK je K KOCOoaJjyHTrOBaH jep je

9(KToi1,Toj1) = g(S2i, Taj-1) = 0 = —g(T2i—1, S25) = —9(Tai—1, KToj-1),

g(KTZiflaTQj) Q(Szi,sz) =0=—9g(Ty1, —523'71) = —g(Ty;-1, KT2j>7

9(KTy, To;) = g(=Sai—1,Toj) = 0 = —g(Tai, —S2j-1) = —g(Tai, KT;),
(KTZz 1 523 1) 9(521', S2j—1) =0= —Q(Tm—h —T2j) = —g(T2i_1, KS2j—1)7
) =9l

g(KTi—q, 5% Soi, S25) = 655 = —9(Toim1, Toj—1) = —g(Tai—1, KS;),
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(KTQH 523 1) 9( S2i—1, SZj—l) = _51']' = —Q(Tzi, —sz) = —g(Tzi,KS2j—1)7
g(K Ty, Soj) = g(=Sai—1,S95) = 0 = —g(Tns, Toj—1) = —g (T2, K Sj),
g(KSQifly 52] 1) = g( T, 52371) =0=—g(5i-1, —sz) = —9(5’2171, KSijl),
g(K Ssi—1,S2;) = g(—Ts;, S25) = 0 = —g(Sai—1,T2j—1) = —g(Sa2i—1, K S),
9K Sai, Saj) = g(Tai-1, S2;) = 0 = —g(Sai, Trj—1) = —g(Sai, KS2),

a BaxK! 1 Jia je K mpom3BOJ CTPYKTYpa 3aTO IITO je

KTy 4 = K(KTyy) = KSy = Ty, K*Ty; = K(KTy) = K(—S2-1) = T,
K?Soiq = K(KSyi—1) = K(=T%) = Sai—1, K?Sy; = K(KSy;) = KTy = Sy;.

Enjnomopdusmu J u K antTukoMmyTupajy jep je

JK(Tyi 1) = JSoi = Tyy = =K Sg; 1 = —KJ(Ti 1),
JK (Tyi) = J(=52i-1) = —Toio1 = —K S = —K J(13),
JK(Si1) = J(=Ty) = =S = —KTyi 1 = =K J(S2i1),
JK(Sq;) = JTpi—1 = Soi—1 = —KTy; = —K J(Sy).

Bato je R = poR' + i1 R’ + 1o RE antu-Kimdopnos anrebapcku TeH30p KPUBUHE.
Ba X = cosaT) + sinaTy + cos 51 + sin 55, tie «, 5 € R, na ocuoBy (1.2) Baxkn

2 : 2 2 c 2
EX = EcosaTy+sinaTsr+cos BS1+sin S, — COS™ QET + sin QET, + cos 655’1 + sin 5552

—(cos® a +sin® @) + (cos® B +sin* B) = —1+1 =0,
Te je X M30TPONaH BEKTOP 3a KOJU BaxKWu

cos(f—a)JX + sin(f—a)KX

=(cos S cos a + sin fsin ) J(cos a1} + sin aTy + cos 8S) + sin 52)+

+ (sin S cos a — cos fsin ) K (cos o1 + sin aTy + cos 5] + sin 3.55)
=(cos B cos a + sin fsin av)(cos aJ Ty + sin aJ Ty + cos JSy + sin 5J.55)+

+ (sin S cos a — cos fsin a)(cos aKTy + sin a KTy + cos BK .Sy + sin K Ss)
=(cos ff cos a + sin f sin ) (cos aSy + sin Sy + cos BT + sin f15)+

+ (sin B cos a — cos B sin a)(cos aSy + sin a(—S1) + cos B(—13) + sin fT7)
=(cos® B cos a + sin B cos Bsin a + sin® B cos a — sin B cos Bsin o) T}

+ (sin B cos B cos a + sin® Bsin a — sin 3 cos 3 cos a + cos® Bsin )T,

+ (cos B cos? a + sin B sin a cos a — sin 3 sin a cos v 4 cos [ sin? ) S}
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+ (cos Bsin a cos av + sin B sin® a + sin 5 cos® a — cos [ sin o cos ) Sy
=(cos® B + sin? B) cos T} + (sin® B + cos? B) sin T
+ (cos® a + sin® &) cos BS) + (sin® a + cos® ) sin 35,

=cosal] + sinals + cos 357 + sin 555 = X,

omaocHO Kopucrehn osnake m3 Teopeme 3.24 Baxku 6y = 1, 0 = —cos(f—a)
u 0y = —sin(f—a). Ja 6u 6uo ucuymen ycuoB 05 = —pgy .oy 07/(3u) u3
Te Teopeme Mopa outnm 1 = —pg(cos?(B—a)/(3u1) + sin®(B—a)/(3uz)), omEOCHO
1/ 10 = (2 cos(B—a) + g sin?(B—x))/ (s i), e je

=3 o

= Jip cos®(B—a) + py sin®(B—a) = pg cos?(B—a) + p1(1 — cos? (B — a)),

Ho

e je —3upia/ o — pn = (p2 — p) cos*(8 — ), omHOCHO

—3pipe
M1 —pq(3
cos?(f — a) = —10 _ pa M2+/ﬁ0).
jia — fia pio(p2 — 1)

Coaamo je sin®(8 — a) = pa(3p1 + f10)/ (o (p2 — p11)). Opamze je

p2(3p1+p0)

t6(8 — a) = sin’(8—a) _ wGo-w) M2t o) Bt g
cos?(f — )  zmlBuatuo)  —py 3y + o) Bpe A+ po pa
po(p2—p1)
Te je 10BOJBHO y3et a = 0 u [ = arctg,/—HBM B2 phy gemy je TOTKOpeHa,

po+3p2  p
BeJIMYMHA HEHeraTHBHA 0] IpeTnocTaBkoM Ja je (uo + 3u1) (1o + 3p2)pipe < 0.

Bancra, kopucrehn sin® 8 = tg? /(1 + tg? 8) u cos? B = 1/(1 + tg? B) cnem na je

cos’ 5 sin?p 1 tg® 3
—Ho + = —Ho Ty T 2
31 RIS (1 +tg?B)  3ua(l+tg° B)

1 _ pot3p1 | p2

= — Lo + Ho+3p2  p1
3pp (1 — Loddm p2 S (1 — Loddm  p2
1 pot+3p2  p1 2 po+3p2  p1

e ( (110 + Bp2) i B (110 4 3pu) 2 )
Bpa((po + 3pa)pn — (po + 3pa)p2)  3pa((po + p2) i — (po + 3p1) p2)
. (110 + 3po)ppre — (po + 3paa) pa o
Bpaapra((pto + 3pia)pn — (po + 3paa) pia)

B floptipi + Bpapy — floppte — 3uipe Bpapa(pe — )
= — [o = —llo =1,
g pro(propn + 3piapto — pophe — 3pt i) Bpopirpia (i1 — H2)
Te ocHoBy Teopeme 3.24 3ak/pydyjemo ma R uuje mormnyno Jakoou-mayaJiaH. A
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I'maBa 4

JakoOm-mponoprnoHaAJIHOCT

4.1 Ilceymo-PumanoBa

JakoOu-mponoPIIMOHAJIIHOCT

Pezynrarun u3 oBor morsiaB/ba O MPUHITUAITY TPOMOPIIUMOHAJHOCTH Y Ticeyno-Pu-
MAHOBOM CJIy4ajy Hajase ce y pajy 8], rie je yommrren mpuHIMI TPOIOPIUOHAT-
HocTHu 3a Pumanose OcepmaHOBe TeH30pe IpeJicTaB/beH y pajy [5].

3a Jakobu-aujaronanmsabuian ajarebapcKu TEH30P KPUBUHE Ha IMIPOCTOPY Ca
cKaJapHuM mpou3BojioM (V, g) KaxkeMo Jia je k-KopeHa ako 3a cBaku JedUHATAH
BekTOop X € V peaykoBanu JakoOujeB omepaTop Jx uMa k comcTBeHnx Bpe/I-
HocTH £xA1(X),...,ex (X)) ca BumecrpykocTuma vy, ..., Vg, PEJIOM, IIPU YEMY
M(X), ..., \(X) € R, ogrocHO ako 3a cBaku medunuTaH X € )V U HEKe CKajgape
V1, € NDA(X), .o, A(X) € R 3a koje je A\ (X) < ... < \(X) Baxku 1a je

Gx(N) = det(AId —Tx) = (A—ex A (X)) ... (A—ex (X))

Kako je R JakoOu-nujaronannsabuian, To MUHIMAJTHU ITOJIMHOM PeTyKOBaHOT Ja-
kobujesor omeparopa uMa Kopere € x A (X), ..., exA\y(X) Koju cy BuiecrpykocTu
1, Te 3a pmedunuran Bekrop X € V u i € {l,...,k} norupocropu V;(X) =
Ker(Jx—exAi(X)1d) npeacrapmajy v;-muMensuone (yolIlTene) CONCTBEHE IIPO-
CTOpEe peayKOBaHOT JakoOujeBOr omepaTopa Jx. Ha ocuoBy Jleme A.8 3a cBako
nebunuro X € V UMaMo JUPEKTHY OPTOroHAIHY JekoMnozunujy V = &F (Vi (X),
upu demy je Vo = Span{X}.

3a k-xkopena Jakobu-mujaronaunzaduiaH ajaredbapcku TeH30p KpubBuHE R HAa

npocTopy ca ckajapHuM npoussojoM (V, g) kaxemo Ja je Jaxobu-apoiopuuo-
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HAAGH aKO 3a CBaKW map JgeduHUTHUX BeKTOpa X,Y € )V BaxKu jeTHAKOCT

8X(E:Yonglu v 7€Yk) = €Y<8X078X17 s 7‘€Xk)7

mpu wemy je X =SF X, uY = Z;?:OY]' tako qa X; € V;(Y) u Y; € V;(X).
OcnoBHa ujeja u3 paja [5] je ma ce nocmarpa Jakobu-nporiopruuonasan Ocep-
MaHOB aJjrebapcku TeHzop R u jma ce umckopuctu na 3a Vo€ Vi(X), rae je
i€ {l,...,k}, Baku JxV = ex\;V ma 6ucmo nmedunucamu engomopduzam K
Ha V = @k oVi(X) momohy KxV = exu;V 3a V€ Vi(X), tme i € {1,...,k}, a
[, - - ., [ CYy TIpOM3BOJbHU peastHu O6pojeBu u Kx X = 0, OHOCHO cMaTpamo Jia je
1o = 0. Tako cmo 3a cBako gedunutno X € V nedbunucaau enpomopduszme Kx
saap:kaBajyhu nocrojehie comcrsene nmpocTope n 3aMeryjyhu UM coOICTBeHe BPe/I-
HOCTH €x )\; ca €x/i;. Kopucrehu na je V = ©F_(Vi(X), umamo nasza Y, Z € V paxnu
Y = Zf:o Y,uZ = Zf:o Z;, nipu demy Y;, Z; € Vi(X), e cy enpomopduzmu K x

caMoOaJIjyHTOBaHU jep je

9KxY,Z) =g (ICX (Z n) > Zj) =g (Z KxYi, Z Zj)

1=0

k k k
:g(zsxm,zzj):zexg WY Z) = " extubyg(Y 2)
i=0 Jj=0

i,7=0 i,7=0
k k k k
= exuig(V;, Z) = Y 9(VisexniZ;) =g (Z Y, Zexﬂj%)
k k k k
=y (Z Y, Z/CXZ]> =g (Z Y;, Kx (Z Z)) = g(Y,Kx2)
i=0 J=0 i=0 j=0

Kako je V = @ V;(Y) u V = @F_Vi(X), 10 3a nedunurne sextope X,Y € V
Baxku X = Z X,nY = ZJ _o Y, mpn uemy je X; € Vi(Y) un Y; € V;(X), re je

g(KxYY) =g (iCx <Zk:Y) i%) =9 (imnii@)

=0

k k
=g <Z€XM7,Y;72Y}> Z EXM za j Z EX My 7,]9 Y;,YZ ZM%€X5K7
i=0 Jj=0

1,j=0 1,7=0

a CJIMYIHO ce 3aMeHoM cjaoBa X u Y m3Bomu ja je g(Ky X, X) = Zf:o HiEYEX,-
[Torro je R Jakobu-nponoprmonanan ouma 3a cee ¢ € {0,...,k} Baxu na

je exey, = eyex,. Onarie je Zf:o i€ XEY, = Zf:o Wieyex,, Te je g(KxY,Y) =
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g(Ky X, X), re 3a eamomopdusme Ky u Ky, npu yemy cy X,Y € V nedbunurHu,
Ba)kM YCJIOB KOMIIATHOMJIHOCTU. THUMe CMO JIOKa3aJu Jia Cy UCIYyEeHEe CBe IpeT-
nocraske Teopeme 2.2, mTo jaje HapeaHy TeopeMmy O JaKoOU-IPONOPIUOHATHOM
OcepmanoBoM asirebapckom Ter3opy Kpusuhe (Buzeru [8, Teopema 2|) koja je yorr-

mreme TeopeMe y PumanoBom ciryuajy (mormemaru |5, Teopema 2]).

Teopema 4.1. Axo toctioju Jaxobu-upotopuuorarat anrzebapcru WeHIOP KPUBU-
He Ha UPOCULOPY €A CKAAAGPHUM UPOU3BOJOM “UJU J€ KAPAKWEPUCTUULHU TONUHOM
pegyrosaroz Jaxobujesoz ouepatiopa jegrar Hle()\ —ex\)" (ognocro wensop je
Ocep./vumoe), waga 3a c8e iy, ..., U € R toctoju nosu Ocepmaros aszebapcru
WEH3OP KPUBUHE “UJU J€ KAPAKWEPUCTUUYHY UONUHOM Peqykosanoz Jaxobujesoz

otepatiopa jegnak IF_ (X — expu;)"i.

Y HapeaHoj Jemu JoKa3yjeMo Ja 3a k-kopeHa JakoOu-aujaronanunsabuian aJ-
reb6apCKu TeH30D KPUBHUHE BAXKHU J6JHAKOCT IIPBUX KOMIIOHEHTH € x (Evy, €y s - - - 5 Ey; )

ucy(Exy, x4y - -5 Ex,) U3 Aedununuje JakoOU-IPOIOPINOHAIHOCTH.

Jlema 4.2. 3a k-xopena Jaxobu-gujazonasusaburar arzebapcku WeH30p KPUSUHE
HA UPOCTUOPY €A CKAAAPHUM UPOU3BOGOM (V, g) u gepunuiune sexwope X,Y €V
waxse ga je X = Zf:o X, uY = Z?ZOYJ-, 2ge X; € V;(Y) u Y; € V;(X), saorcu

EYEX, = €XEY,- (41)

Jlokas. Kako Yy € Vo(X) = Span{X}, 1o je Yy = aX, 3a neko a € R. Kaxko je
k k
gV, X) =g (ZY]-,X> = g(v;, X)
=0 =0
=g(Y0, X) = g(aX,X) = ag(X,X) = aex

u X je mecdbunurtaH BeKTOD, TO je av = g(X,Y ) /ex, Te je Yo = aX = g(X,Y) X /ex,
onakie je exYy = g(Y, X)X, onnocHo

XY 1
EXEy, = €X9(Y0,Yb) =g (€XYO, ?X) = gg(g(YaX)Xag(X: Y)X)

= ORI sy = ORI (g vy

Bamenom ciosa X u Y mobujamo na je eyex, = (g(X,Y))?, Te je eyex, = exeyy-
]
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Hokas napenne teopeme (Bugeru [8, Teopema 4|) y PumanoBom ciyudajy ce

moxke Hahu y [5, Teopema 3.

Teopema 4.3. Csaxu gsa-xopena Jarxobu-gujazornarusabunrar Ocepmaros anze-
bapcku WeH30p KpusuHe Ha TPOCWopYy ca ckasaprum tpoudsogom (V. g) je Jaxo-

OU-TUPOUOPUUOHANAH.

/loxas. Heka cy XY € V nedunurnu BekTopu. Kako je mocmarpanu aJjire-
bapcku TeH30p KpuBmHE R nBa-kKopeHa Jakobu-mujaronaaum3abmiaan OcepMaHOB,
10 mocroje Ay # Ag, TakBu ma je V = O Vi(X) = @_V;(Y), npu ue-
My je Vi(X) = Ker(Jx—ex A 1Id) u V;(Y) = Ker(Jy—eyA;1d), Te Baku na je
X=?,XinY = E?ZOY}-, npu demy X; € Vi(Y) u Y; € V;(X). Ha ocrnoBy
(1.2) jeex =ex, +ex, +€x, U €y = €y, + €y; + €v,, a Ha ocHoBy Jleme 4.2 Baxkn

jeJIHAKOCT €yEx, = ExEy,, T€ 3aK/bydyjeMO Jia je

Ex€y, —€vex, =tx(ey — ey, —€y,) —ev(ex —Ex, — €x,)

=EXEY —EXEY, —EXEy, —EYEX + EYEX, + EYEXy = EYEXy — EXEYsy,
Te TIOYETHU W KPajibu u3pa3 Moxkemo o3nauutu ca [. Kako je

g(IxYY) = g(Ix(Yo+ Y1+ Y2),Y) = g(IxYo + TxY1 + TIx Y2, Yo + Y1 + Y2)
=g(0+exMYs +exAoYs, Yy + Y1 +Y3)
= Mexg(Y1, Y1) + Aaexg(Ya, Ya)

= Mexey; + cxey,

u camaHO 3aMeHoM cioBa X u Y mobujamo na je g(Jy X, X) = Meyex, + Aevex,,
o Kopucrehu ycioB kommarubuaaocru ¢(JxY,Y) = g(Jy X, X) mobujamo na je
)\16)(€y1 —|—)\28)(€y2 = )\16y€xl+)\2€y€){2, oJTaKJIe JI00UjaMo J1a je /\16)(61/1—)\183/8)(1 =
A€y Ex, — A2ExEy,, OMHOCHO NI = \(exey, —eyex,) = Aa(evex, — Exey,) = Aol
oflakJe 300r \; # Ay ciaenu ma je I = 0, OTHOCHO €x€y, = €yEx, U ExEy, = EyEX,,
IIITO 3ajeJlHO Ca paHuje 3aKJ/bydeHOM jeJIHAKOCTU £xEy, = EyEx, [OBJIaYU Ja je

ex(evyyEviyEyva) = v (Exy,Ex,,Ex, ), OMHOCHO R je Jakobu-mponoprmoHasaH. O

Bunenu cmo na je cBaku nosty-Kimdopaos ajirebapcku TeH30p KpuBuHE Jako-
6u-ujaronanm3abuian (J0Ka3 je HermocpeaHo HakOH JeduHunuje mory-Kiaudop-
nosor R), a ma ocaoBy Teopeme 3.16 je Ocepmanos. [lokas ciesehe reopeme (Bu-

neru [8, Teopema 5|) y Pumanosom ciryuajy ce nanasu y [5, Teopema 4.
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Teopema 4.4. Csaxu wory-Kaupopgos arzebapcku weH30p KpUSUHE HA UPOCTLOPY

ca crkaraprum apoussogom (V,g) je Jarkobu-Gpotopuuonaian.

/loxas. Heka cy X u Y nedunutnu Bektopum u3 V. Kako je mocmarpanu aJi-
rebapcku Terzop kpuBmHe R mosy-Kimdopaos, To mosmaun s1a je MOTIPOCTOP
Fm = Span{ X, 1 X, ..., J, X} #Henerenepucan, te Ha ocHoBy Jleme 1.6 Baxku ja je
V = Fon + Fpy, omaxae je Y = aoX + >0 ;. ;X + P, 3a P € F;, a camuHO je
X =BY +3" B:Y +Q,3a Q € Span{Y, 1Y, ..., J,,Y }*. Onasne kopucrelin
KOCOQIjyHI'OBAHOCT ollepaTopa .J; U paHuje U3BeJeHE jJeTHAKOCTH Ej,x = —CiEX,
eny = —¢ey, 9(X, 1 X)=0,9(Y, ,Y) =0, g(J; X, ; X)=0mu g(J;Y, J,Y) =0 3a
ie{l,....,t —1,t+1,...,m} 3ar/bydyjemo na je

—cexay =cg,xq = aug(LX, ;X)) =g (aoX + ZaiJ,-X + P, JtX) =g(Y, J;X)

=1

=—g(X, )Y) = —g (ﬁoy + Z BiJiY +@Q, JtY> = —Biesny = ey by,
i=1

3at € {1,...,m}, a Kako je mocMarpaHu aarebapcKu TEH30p KpUBHHE R 1moJry-

-Kmudopos, To je ¢; # 0, Te je ek a? = €237, onaxye na ocuoy (1.2) cieau

2 2 2 2 2 2
evepy = EyBieny = —GEYBf = —GiEx Q) = (GEXE X = EXEa X -
Kako Baxu na je X = BV + > ", 5;J;Y + @, To Ha ocuosy (1.2) 3ak/bydyjemMo aa
. . 2 m . . 2 m
jeex = Biey + Y i €0,y +E@, onakie je eg = ex — Biey — Y i 1 €4,J;y, & CIUIHO
jeep =cey —afex — > it Easaix. Kako je R nomy-Kimdopzaos, To je on JaxkoGu-
-nujaroHam3adbuaan u OcepMaHoB, Te je U [-KOpeHa 3a HeKO [, Te mpuMeHnoM Jleme

4.2 3aKIJbYIViEMO 118 j€ €y Egy = ExEanx, OMHOCHO €2 32 = €2 a2, onaxie je
Bo 0X Y M0 x %0

m m
2 2_2
EYEQ =€y | €x — 5051/ - E EBiJ;Y | = EvEX — 5053/ - E EYEB Y

i=1 i=1

m m
2 2 2
=EXEy —Ex0y — E EXE€ayJ; X — EX <€Y — QpEXx — E 5o<iJiX> = EXEp,

i=1 =1

ogaK,neje 6y(€5oy, EBLJIY s+ 5 EBmImY s 6@) = 5X(5cona Ea1 1 Xy s Eamdm X é?p), TE Ha
OCHOBY JeduHHUIM]e 3aK/bydyjeMo Ja je rmocMarpanu nosay-Kiaudopmaos aaredap-
CKM TEH30p KpuBumHE R Ha mpocTopy ca ckajapHuMm mpoussogom (V,g) Jakobu-

-IIPOIIOPITMOHAJIAH. 0
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4.2. JAKOBU-IIPOIIOPIIMOHAJIHOCT U OCEPMAHOBA XHIIOTE3A

4.2 Jakobu-mpornoprnuoHajgHocT n OcepmaHoBa

XHUIIoTE3a

Pesynrati u3 oBor moryiasiba cy gaeo AuapejulieBor paja [5], a HABOIUMO UX y
[MJ/bY TPUKA3UBAa jeHe 3HAYajHE MPUMEHe TPUHIIAIA, IIPOMOPIIMOHATHOCTH.

Heka je R PumanoB JakoOu-miporopiimoHajian ajaredapcku TeH30p KPUBUHE HA
npocropy ca ckagapuauMm npoussogoMm (V,g), a X u Y wmebhycobro oproronasi-
HU jeJMHUYHU BEKTOPU TaKBU Ja je X = Zf:o X;, npu uemy X; € Vi(Y) =
Ker(Jy—ey\(Y)Id) m Y = S0 V;, me V; € Vi(X) = Ker(Jx—ex);(X)1d).
[Tpumernmo 1a axo je Y € V;(X), onza je

€Y(€X07€X17"'a€Xk) :EX(gyov'"’EYFNEYWEYHU"'?‘L:Y}C)
:EX(O,...,O,é“Yi,O,...,O),

TejeEx, = ... =Ex,, = Ex;py, = .- =Ex, = 0, Te X € V;(Y) jep je nyna jeaunn
BeKTOp KBajipaTHe HOpMe () y CcIydajy MpocTopa ca MO3UTUBHO Je(UHUTHUM CKa-
napauM mpousBogoM. Jlakie, ako je Y € V;(X), onHocHo Y je concTBeHU BEKTOD
oneparopa Jy, ouza je X € V;(Y) = Ker(Jy —eyAi(Y) Id), onsocso X je concrse-
HU BEKTOp oriepatopa Jy, ojakje je R cmabo Jakobu-jyasian, a BaxKu u ja je R
Jakobu-ujaronanmsabmian (jep je Jakobu-mporopimonaiat), Te Ha OCHOBY Jleme
3.11 zakspyuyjemo na je R Jakobu-myasan, omakiie nHa ocuoBy Teopeme 3.14 cienn
na je R Ocepmanos, Te je \;(X) = N(Y) = \; zai € {1,...,k}. Hakze, cBakn
Pumanos Jakobu-tiporoprimonasian anredbapcku Ten3op kpuBune R je OcepmaHoB.

Y Teopemu 3.16 (koja ce omgHOCH HAa TICEYI0-PUMAHOB CJIy4aj) CMO JIOKA3AJIH JIa
je cBaku kBasu-Kymdop 0B anrebapcku Ten3op kpunae OcepMaHOB, T€ je U CBAKH
Pumanos Kimdopmaor Ttenszop R OcepmaHoB, 0K je 0OpaTHO Ta4HO Yy BEJIUKOM
Opojy ciaydajeBa, IITO CJIe/IM HA OCHOBY 3aKOHA KOHTDAIO3WIUje MPUMEHEHOT Ha

HApeJIHy TeopeMy Kojy je jnokaszao Hukonajescku (Bumeru [53, 54, 55, 56]).

Teopema 4.5. Axo Pumanos Ocepmaros anrzebapcku wen3op xpusure nuje Kau-
Popgos, onga on uma gumendujy 16 u pegykosaru Jarxobujes otuepatliop uma cot-

CUBEHY 8PEGJHOCTE BUUWECTUPYKOCTUY T usu §.

Ha ocuoBy Teopeme 4.5 cBaku Pumanos OcepmanoB R jumensuje n # 16 je
Knudopnos, te je na ocnoBy Teopeme 4.4 JakoOu-miporiopioHaian. ¥ JIUMEH3H-
ju 16 nocroje Pumanosu OcepmanoBu Ten3opu Kpusuue kKoju aucy Kiudopiosu,

a To cy caydajesu mogen npocropa OP? u OH?. Anu, 106po je mosmaro ga cy
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4.2. JAKOBU-IIPOIIOPIIMOHAJIHOCT U OCEPMAHOBA XHIIOTE3A

CBU MOJIeJI TIPOCTOPH jeJlaH-KOpeHa WM JBa-KopeHa, npu demy cy OP? u OH?
JIBa-KOpeHa IpocTopu, a PuMmaHOBHM ajrebapcKu TeH30pU KpUBUHE jecy JakobOu-
-IMjaroHaJIM3a0MIHU, Te Ha OCHOBY Tleopeme 4.3 cimemm na cy m ™ PumanoBm
OcepmanoBu ajrebapcku TeH30pu KpubuHe Koju Hucy Kimdopmaosu unax Jako-
ou-rporoprimonastau. Jlaksie, cBu mosuaru npumepu Pumanosor OcepmanosBor R
(a onn cy KimmdopoBu win nBa-kopena) cy Jakobu-mpornopiuoHaHu.

VY HacraBky hemo fnokazaru ja cy Pumanosu JakoOu-1iponopIioHa iy (a Tume
n OcepmanoBu) Ten3opu Koju Hucy Kimdopmou 2-KopeHa ca BHUIIECTPYKOCTAMA
KOpEeHa KapaKTEePUCTUIHOI IMOJTMHOMA pejryKoBaHor JakobujeBor omneparopa 8 u 7

um cy 3-KopeHa ca suinecrpykoctuma 7, 7 u 1 (Buzeru [5, Teopema 5|).

Teopema 4.6. Axo je R Pumanos Jaxkobu-upotopuuonasar anzebapcky wWeH30D
KPUBUHE HaA UPOCTLOPY €A CKAAGPHUM UPOU3ogom koju Huje Kaugpopgos, onga je
R 2-xopena ca suwectupyrxoctiuma 8 u 7, Uil je 3-KOpera ca 8UUWECTUPYKOCTUUMA
7,7 ul.

Jloxas. Ako je R Pumanos Jakobu-nponopumonanan (a camum tuMm u Ocepma-
HOB) 1-KopeHa TeH30p Koju Huje Kimdopaos, onna on Ha ocaoBy Teopeme 4.5 nma
JauMeH3ujy 16, Te je BUIIECTPYKOCT TOT' jeJIMHOT KOPEeHAa KapaKTEePUCTUIHOT TOJIN-
HOMa PeIyKOBaHOT JaKoOMjeBOr orepaTopa jeqHaka 15, ajau To je y KOHTPaIUKIIju
ca 3ak/bydkoM Teopeme 4.5 nma pejiyKoBanu JakoOHjeB OIepaToOp UMa COIICTBEHY
BPEJIHOCT BUIIECTPYKOCTHU 7 WK 8.

Axo je R Pumanos Jakobu-tiponioprmonasan (a 3aro u OcepMaHoB) 2-KOpeHa
TeH30p koju Huje Kimmdopos, onna una ocuHoBy Teopeme 4.5 R mma JuMeH3U]y
16 u penykoBanu JakoOujeB ormepaTop WMa COIICTBEHY BPEIHOCT BUIIECTPYKOCTHU
7 wiu 8, mTo je Moryhe jeuHO y ciy4ajy Jia je R 2-KOpeH ca BUIIEeCTPYKOCTHMA
COIICTBEHUX BPEJIHOCTH pejykoBaHor Jakobujesor omeparopa 7 u 8. (ITomenmmo
na je HukosajeBcku o ciiyvajy BUIIECTPYKOCTH Uy = 8,9 = 7 00jaBuo TBpheme
na je omrosapajyha OcepManoBa MHOTOCTPYKOCT JIOKAJIHO m3oMeTpuuHa ca QP2
win OH? (suznern [56, Teopema 1.2]). ¥V nuramy cy jequne nosnare OcepManose
MHOTOCTPYKOCTH Koje Hucy Kmmdopmose.)

Y macraBky nokaza R je PumanoB JakoOu-mponopriionaias (a caMuM TUM U
OcepmanoB) k-kopena ajrebapCKu T€H30p KpHUBHHE, npu demy je k > 3 u R uu-
je Kimudopnos. Tama na ocuoBy Teopeme 4.5 cienu j1a je JMMeEH3Hja ITPOCTOPA Ca
ckayiapHuM rpousBojioM (V, g) jeaqnaka n = 16 u Baxku vy = 8 wiu vy = 7 TOJ, IPeT-

[OCTABKOM J[a 32 BUIIECTPYKOCTH KOPEHA KAapaKTEPUCTUIHOL IOJMHOMA Wy (A) =
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4.2. JAKOBU-IIPOIIOPIIMOHAJIHOCT U OCEPMAHOBA XHIIOTE3A

1% (A\—ex )" pemykoBaHOr JakoOHWjeBOT OTepaTopa BaxKh Vi = Uy = ... = V.
[Tpumenom Teopeme 4.1 mobujamo OcepmaHoB aaredbapcKu TEH30P KPUBUHE YUjH je
KapaKTepUCTUYHHU MOJUHOM peTyKoBaHor Jakobujesor oneparopa ¥ (A —ex ;)"
3a MPOU3BOJbHE CKaJape [i1,..., M € R. 3a medpunucamwe OcepMaHOBOI TEH30pa
Ry xopuctumo cramape ({1, fa, fa, - - -5 fi) = (A1, A1, Ay .., Ag), JIOK 38 TPABIHEEHE
OcepmanoBor Terzopa Ry Kopuctumo (pi1, fia, fi3, - - -, fix) = (0, Aa—A1,0,...,0). Ho-
kaxkuMmo j1a je R = Ry + Ry. Kako Ha ocHOBy (2.6) corenu na JakoGujeBu oneparopu
jemHosHavHo ojapelyjy anrebapcku TEH30p KPUBUHE, TO je JIOBOJHHO JIOKA3ATHU 1A
cy 3a cBako X € V JakobujeB oneparop Jx Tensopa R u JakobujeB omnepatop Jx
ren3opa R+ Ry jenuaku. Ha ocHoBy (2.3) MOBOJBHO je MOCMATPATH jeIMHUIHE BEK-
tope X € V. Kaxo je Wx()\) = I¥_ (A—ex ;)" KapaKTepUCTUIHY TIOJUHOM De/Ly-
KOBaHOT JakoOujeBor oreparopa T v JakoOu-mujaronaym3abuHor [, To Ha OCHOBY
Jleme 3.7 mocroju oproHopmupana corncrsena 6aza (X, Fy,..., E,_1) 3a V Taksa
Ja 3a corcrBene Bekrope Fi, ..., E, 1 Baxu JxE; = ex\E;, 3a i € {1,...,11},

oy IxEi = ex B, 3a i € {n — vy, ...,n — 1}. Ca apyre crpaHe, Baxu ja je
IxY =Ri1+Ro)(YV, X)X =R1(Y, X)X + Rao(Y, X)X = (J1)xY + (J2)xY,

re cy J1 U Jo JakobujeBu oreparopu Koju oarosapajy Tenzopuma R u Ry. 360r

HaYMHA Ha KOju cy geduHuUCcaHN TeH30pu Ry u Ry, mMaMo 1a BaxKu

IxX =F1)xX +(J2)xX =04+0=0=JxX,

IxEi =(31)xEi + J2)xEi =exMEi+ex-0- E;
=exME; = JxE;,i€{l,...,1n},

IxEi =31)xEi + (J2)x Ei = exMEi +ex - (A — 1) - B
=ex b =TJxE i€ {vn+1,... 11+ 1n},

IxEi =(01)xEi + (J2)x Bi = ex\sE; +ex -0 E;
=ex\b =IxEie{vi+m+1,...,v1 + 1+ 13},

IxE; =(31)xEi + (J2)xEi = exMEi +ex -0 - E;
=ex A\ B =JxFE;1 e {V1+...+Vk_1+1,...,n— 1},

Te cy JuHeapHu JakobujeBu omneparopu Jx U Jx jeaHaku, ogakie je R = R + Rs.

[Ipumerumo na je Ry (k — 1)-KopeHa mpu deMy je MaKCHMAJIHA BUIIECTPYKOCT

HEKOT' KOpeHa KapaKTEePUCTUIHOT MTOJIMHOMA PeJIyKOBaHOT JakobujeBor orepaTopa
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jeTHAKA Uy = V1 + Vo U TO 3a KOPEH A1, & BaAXKU Vpyay = 1+ 1 = 8, Te je Pumanosn

Ocepmanos tenzop Ry Kimdopmos, ocum y ciydajy ma je
V1:7,V2:...:Vg:1 (42)

(jep je uHave V. = V1 + 15 > 7+ 1 = 8, me 6u Ha ocuoBy Teopeme 4.5 Ry 6uo
Kmudopmos). Cianano, tenzop Ry je 2-kopena OcepMaHOB IpH YeMy je MaKCH-
MaJTH& BUIIIECTPYKOCT HEKOI' KOPEHa KapaKTEPUCTUYIHOT IMOJUHOMA pPeTyKOBAHOT
JakobujeBor omeparopa jemHaKa Vy.x = n—1—vy (jep je Bumecrpykoct Kopena ()
jemHaka n — 1 — vy, & BHIIECTPYKOCT KOPEHA Ay — Aq je Uy, a Bau n—1—uy > 1y

jepjen—1—1y =1y > 1n), Te je Ry Kimdopos, ocum y cirydajy ja je
V) =y = 7, V3 = 1. (43)

Bancra, 3a vy < 7 BAXKU Vpax = N—1—1v5 > 16 — 1 — 7 = 8, Te 6u Ry Ha OCHOBY
Teopeme 4.5 6uo Knudopmos. He moxe 6utu Hu 15 > 7, jep ou vy = vy > 7, Te 61
vy + vy 2> 8+ 8 = 16, mro je memoryhe jep je vy + 15 <n —1 = 15. Kako je k > 3,
TO je 3 > 1, a cBakako je vy > vy u vy + Vs + 13 < n — 1 =15, Te mpeocTaje camo
MoryhHocT 1y = vy = 7,13 = 1 na Ry ue 6yne Kiudopaos.

Haxie, ako uckspyanmo ciy4dajese (4.2) u (4.3), ouga je R = Ry + Ry cyma
nBa Knudoprnosa Tenzopa. Ilpumerumo na je Knudopmaosa damunuja npumapy-
xxena KimdopmoBom Tenzopy R, panra vz 4+ ...+ v jep ce Ha OCHOBY JIOKa3a
Teopeme 3.16 y ciyuajy qumensuje 16 ca BUIIECTPYKOCTH 7 WU 8 UCIIOCTAaB/ba /13
MOYKEMO TTPETTIOCTABUTHU JIa je COTICTBEHA BPEIHOCT € x [lg HajBehe BUIIECTPYKOCTH,
a Beh cMo mokasaJim j1a je 3a TeH3op R; Ta MaKCUMAaJTHA BUIIECTPYKOCT V] + Vg, &
BaxkKu 1 Jia je Opoj KocoaajyHroBanux exmomopduszama y Kiaudopmrooj damuiim-
ju jemHak 6pojy OCTAIUX CONCTBEHUX BPEJHOCTH (OpOjaHUX ca BUIIECTPYKOCTUMA)
v3+...+v,. Comano, Knudopaosa dpavumuja npuapyxena KiaudopaoBom Ter3o-
py Rs je panra v, jep je 6poj Kocoa ijyHroBaHuX eHaoMopdusama y KiandopioBoj
damunmnju jeanak passuim 6poja n — 1 1 MaKCUMaJIHe BUMIECTPYKOCTH KOja je je-
Haka n — 1 — vy 3a Ter3zop Ry. [Ipumerumo j1a ako je J; KOMILIEKCHA CTPYKTypa
n3 Knudopnose damuiauje panra vs + ... + v, IpuiapykeHe omepatopy Ry, a Jo
KOMILIEKCHA CTPYKTypa u3 Kiudopiose davmuiuje panra vy NpUapyKeHe orepa-
topy R, Tajma Ha ocHoBy Jleme A.5 3a cBako X € V Baxu J; X 1 Jo,X. Baucra,
Ter3opu Ry m Ry cy TakBU J1a BUXOBU PEyKOBaHU JaKOOWjeBH OIepaToOpu MMajy

HCTE COIICTBEHE IIPOCTOPE Ca OAroBapajynuM COINCTBEHUM BPEIHOCTAMA U BaXKU A

J1 X € Kel'(jx —ExA3 Id) + ...+ Kel‘(jx — ex Ak Id) n JoX € Ker(jX —Ex Ay Id),
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te 1 X n JoX mpejicraBipajy colcTBeHe BEKTOPE KOjU OJroBapajy mMehycoOHO op-
TOTOHAJIHUM MTOTITPOCTOPUMA TOJIA3HOT PEJIyKOBaHOT JaKoOMjeBOT oreparopa Tx.

Onagnie u3 KocoajyHroBanoctu engomopdusma J; gobujamo g(J;JoX, X) =
—g(Jo X, J1X) =0, a cmuno Baxku g(J1 LY, Y)=0u g(J1 (X +Y), X +Y) =0,
Te TPUMEHOM IojIapu3alyje u ouinneaprHoctTu GopMe ¢ 3aK/byUIyjeMOo J1a 3a CBE

X, Y € V Baxxu n1a je

0= g(Jng(X + Y),X +Y) = g(JngX + Jljz}/,X + Y)
= g(JngX, X) + g(JngX, Y) -+ g(J1J2Y, X) + g(J1J2Y7 Y)
=0+ g(JngX, Y) + g(JngY, X) + 0= g(JngX, Y) + g(J1J2Y,X)

Jasbe, Ha OCHOBY CUMETPHYHOCTH U OMIMHEApHOCTU (pOpMe ¢, Ka0 U KOCOAJIjyHTO-

BaHOCTHU eHjomopduzama J; u Jo umamo J1a je

g((J1J2 + J2J1>X, Y) = g(JljzX, Y) + g(J2<]1X, Y) = g(Jlng, Y) — g(JlX, JQY)
:g(JngX, Y) + g(X, J1J2Y) = g(J1J2X7 Y) + g(JngY, X) = O,

Te 3aKJby4dyjeMo fa je JyJo + JoJ; = 0, mro 3naum na je yumja Kimdopaosux da-
MUJINja MPUIAPYKeHux TeasopuMa 71 u Ry Takohe Kiaudopmaosa dhamuiuja u ona je
npuapyxKena Teu3opy R+ Ry = R, te je ou Kindopaos, mTo je y KOHTPaUKITH)j1
ca mpeTrnoctaBkoMm Teopeme fa R auje Knudopaos.

Jla Oucmo yIOTIYHWJIM JIOKA3 TeopeMe JO0BOJHHO je jOIl IOKa3aTH Jia je y
cayuaajy (4.2) rensop R Kimudopaos. Ha sehi suljenn naumn moxkemo Hammca-
1 Taj 9-kopena R ca BuIecTpykKocTuMa vy = 7,V = ... = Vg = 1 Kao
3oup nBa KimdopmaoBa menszopa R3; u Ry, npu demy R3 neduHUIIEMO TOMO-
hy (p1, fo, 3y fay - -« fto) = (A1, A1, A, Ay oo, Ag), & Ry JledbuHMIIIEMO TaKO IITO
(1, pio, 3, [y - - - 5 flg) 3aMeHEMO ca (0, Ao — A1, A3 — A1, 0,...,0). Taga je rensop R
9 — 2 = 7-rkopena OcepMaHOB Ca Uy, = 7+ 1+ 1 =9 > 8, 1ok je R, 3-KopeHa
OcepMaHOB ca Vo =7+ 14+1+1+14+1+1=13 > 8, e cy Ha ocHOBY Teopeme
4.5 oba Knudoposa, a Ha ucTu HAYMH Kao paHUje ce JoKa3yje Jia je YHHUja HbU-
Ma npuapyxkennx Kimudopnosux damuanja takohe Knudopaosa, a ona oarosapa
ter3opy Rs;+ R4 = R xoju je camum tum Kimndpopaos, mITO je y KOHTPaIUKIUju ca
npetmnocTaBkoM Teopeme ja R auje Kimmdopaos. [lakie, ako je ajrebapcku TeH-
30p kpuBune R Pumanos Jakobu-niponoprinonasian k-KopeHa 3a k 2> 3 1 Koju Huje
Kmmdopmos, or Mopa 6utn kao y caydajy (4.3), oMHOCHO 3-KOpeHa ca BHUIIECTPY-
KOCTHMa, COIICTBEHUX BPEIHOCTH PEIyKOBAHOT JakoOWjeBOr omeparopa jeTHAKUM

7, 7ul. []
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I'maBa 5

JakoOm-opTOroHaJITHOCT

5.1 PwumanoBa JakoOu-opTOroHaJIHOCT

Y oBOM TOTJIaBJbY NPEJACTaB/HAMO JaKOOM-OPTOrOHAJIHOCT KAO HOBY IOTEHIIH-
janmny Kapakrepusaiujy Pumanosux OcepMaHoBuUX aaredapCKuX TEH30pa KPUBUHE
" JI0Ka3yjeMo Ja je cBaku Pumanos Jakobu-oproronasian Terzop OcepMaHOB, JTOK
cy cBu nozuatu PumanoBu OcepmanoBu Tenzopu Jakobu-oproronastau. Jlobujern
pesyaraTu cy objaBibeHu y paiy [9)].

Heka je R Pumanos asrebapcku TeH30p KpuBHHE Ha ipocTopy (V, ) AuMeHsuje
N ca MO3UTHUBHO JIe(DUHUTHUM CKAJAPHUM TpOM3BOjOM. 3a Pumanos anrebapcku
TEH30p KPHUBHUHE KaxkeMo J1a je Jaxobu-opmiozoHnansar axko JxY 1 Jy X Baxkn

3a cBe MehycobHo oproronasue BekTope X u Y u3 V.

Teopema 5.1. Csaxu Pumarnos Jarxobu-optiozonanar arzebapcru WeH30p KPUBU-

He je Jaxobu-gyaran.

/oxas. Heka cy X, Y €V mehycobHO OPTOTOHAIHYU jeIMHUTHU BEKTOPU TAKBU &
JxY = AY Baxu 3a meko A € R. Ha ocuoBy (2.5) u 6Guinneapuoctu dopme g
Baxku Ja je ¢(Jy X, X) = g(IxY,Y) =g(\Y,Y) = Ag(Y,Y) = \. Ha ocHoBy Jleme
1.1 cnenu nma je mormpocrop Span{X, Y} memerenepucan, te je Ha ocuoBy Jleme
1.6 V = Span{X, Y} + (Span{ X, Y}, onaxye je Jy X = aX +bY + Z, nupu uemy
a,b € Ru Z € (Span{X,Y})*. Onarne kopucrehn 6Gunnneapuoct dopme g, seh
ussegsieny jegnakoct ¢(Jy X, X) =\, Y L X u Z 1 X nobujamo na je

a=a-1+b-0+0=0ag(X,X)+bg(Y,X)+9(Z,X)=g(aX +0Y + Z,X)
=g(Jy X, X) = A
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Hamwe, kopucrehu X 1 Y, Z 1 Y, ouimHeapuocT dpopme ¢, caMoa I jyHTOBAHOCT
omeparopa Jy u JyY = 0 3ak/pyuyjeMo Ja je
b=a-0+b-1+0=0ag(X,Y)+bg(Y,Y)+9(Z,Y)=g(aX +bY + Z,Y)
=g(Iy X,Y)=9g(X,FyY) =9(X,0)=0.

Haxne, Jy X = aX +0Y +7Z = AX + Z. llpumerumo na je X +Y L X —Y jep je

re u3 Jakobu-oproronasaoctu cieau ja je Jxiy(X —Y) L Jx y(X +Y). Ca
JIpyre crpane, cabupamem jeanakoctu (2.4) u
Ix vZ =R(Z,X-Y)X-Y)=R(Z, X)X —-R(Z,X)Y —R(Z,Y)X
+R(ZY)Y =JIxZ 2T (X, Y)Z + Ty Z.
Jobujamo Ja je

Ix+y +Ix—y = 2Tx +2y. (5.1)

Kopucrehu (5.1), uneapuocr Jakobujesor oneparopa, Jx_y (X —Y) =0, JxX =
0, yY =0u Jx.v(X +Y) =0 nobujamo ja je

Ixiv (X =Y)=2Ix +2Jy — Ix-v)(X =Y)
=2Jx(X =Y)+2h (X =Y) - Txyv(X =Y) =2(H X - IxY),
TIx—y(X+Y)=2Ix + 2Ty — Ix4v)(X +Y)
=20x(X +Y)+2H (X +Y) = Txpy (X +Y) =2(Ih X + IxY).

3aTo Ha OCHOBY OMJIMHEAPHOCTH W CUMETPUIHOCTH (POPME ¢ UMaMO J1a je

0=9(Tx+y(X =Y), Ixv(X +Y)) = g2 X — IxY),2(Iy X + IxY))
=4(9(IFy X, Ty X) + 9(Fy X, IxY) — g(IxY, Ty X) — g(IxY, IxY))
=4(eq x —Egxy)-
IITO MOBJAYH Ja j€ €7,y = E7,x, OMHOCHO €,y = Exx4z, MTO Ha OoCHOBY (1.2)
nosstaun 12 je Ney = MNey + ez. Onarie je \2 = A2 + £, Te 3aKk/bydyjeMo Ja
je ez = 0, a Kako Z Tpunaja MpoCTOPY Ca MO3UTUBHO JEMUHUTHUM CKAJTAPHUM
mpou3BoioM, 1o je Z = 0, omaxJe caean 1a je Jy X = AX + 27 = A X, mro gokasyje

Jakobu-yasiHocT. O

Ha ocuoy Teopeme 3.10 cBaku Pumanos Jakobu-mayanan R je OcepmaHoB, mITo

HacC J0BOAu 10 ciiefehe mocsemuiie.
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IMocneaunna 5.2. Csaxu Pumaros Jarxobu-opiioZonanrat anszebapcku WEH3OP KPU-

sune je Ocepmaros.

O6parHo, iutamo ce ma Jjim je cBaku PumanoB OcepmanosB R Jakobm-oproro-
HaJIaH. Y HACTABKY J0Ka3yjeMO Jia je 0JroBOp MOTBpjaH 3a moznare OcepMaHoBe

rerzope (oHe koju cy Kimdopaosu nim qBa-KoOpeHa).

Teopema 5.3. Csakxu Pumanos Kaugopgos anzebapcru wendop wpusune je Ja-

KOOU-OPTOZOHANGH.

Zloxas. Heka je R Pumanos KimdopioB anrebapcku TeH30p KpUBUHE OOJIUKA
(3.12). Kopucrehu gna je R = R* us R = poR' + Y., i, R’ 3akmyuyjemo na
je R = poRY+ >0 iR, mpu wemy je RYX,Y)Z =g(Y,2)X —g(X,Z)Y n

RX,Y)Z = g(J:iX, Z) Y — g(JY, Z)JiX +29(Ji X, Y)Ji Z.

Hasme, kopucrehu KocoajynroBasoct oneparopa J; #Ha ocHOBY Koje je g(J;Y, X ) =
—g(Y, J; X) u g(J; X, X) = —g(X, J;X), omrocro g(J; X, X) = 0, uzpaaynaBamo

IxY =R(Y, X)X = (uonl +) mR"Z‘) (Y, X)X

=1
=R (Y, X)X + ) R (Y, X)X = po(g(X, X)Y — g(¥, X)X)
=1

+ Z 1i(g( 1Y, X)X — g(J; X, X)J;Y +29(J;Y, X)J:X)
=po(exY — gV, X)X) + 3> pig(J;Y, X)J;.X
=1

=po(exY — gV, X)X) = 3> pig(¥, JiX)JiX.

i=1
Ba X 1 Y s6or 6ummueapuoctn u cumerpuuanoctu dopme g, g(Y,J;Y) = 0 u
g(J; X, X) = 0 Baxku 1a je

9(IxY, Iy X) =g (uost =3 wig(Y, T X)JX, poey X — 3> pig(X, JjY)JjY>

i=1 j=1

=9 " g (Y, JiX)g(X, J;Y )g(JiX, J;Y)

ij=1

=—9>  pipig(Y, JiX)g(J; X, Y)g(J: X, J;Y)

ij=1
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=9 " wapsg (Y, JiX)g(Y, J;X)g(J; i X,Y)

2,j=1

=9 " papig(Y, JiX)g(Y, J; X)g(Y, J;J: X)

,j=1

9 m
=5 D ingg (Y, TX)g(Y, 1 X)g(Y, J; J;X)

ij=1

9 m
+ 5 2 g (Vs LX)g(Y, T X)g (Y, J; i X)

2,j=1

9 m
=23 wigg (¥ X)g(Y, ;X )g (Y, ;1 X)

2,j=1

9 m
+5 > wipig(Y, ;1 X)g(Y, T X)g(Y, J;J;X)

jii=1

N ©

> wipig (Y, JiX)g(Y, I X)g(Y, (Jid; + J;J;) X)
i,7=1

pipig(Y, JiX)g(Y, J; X)g(Y, (—26;; 1d) X)

w|||©
IMS

@
Il
R

sJ

=9 pipig(Y, JiX)g(Y, JiX)g(Y, (~1d)X)

=1
=—9> p2g(Y, JiX)’g(Y,X) =0,

=1

IITO J0Ka3yje na je R Jakobm-opToronasas. ]

Kaxemo na je Pumanos anrebapcku Ten3op kpusBune R k-Kopena TeH30D ako
Jx uMa TadHo k Pa3IMIUTUX COIICTBEHUX BPEIHOCTH 3a CBAKU HEHYJIA BEKTOP
Xe.

Y mapejne JiBe Teopeme Jl0Ka3yjeMo jfa cy k-kopena Pumanosu OcepmanoBu

rersopu kpusuHe 3a k € {1,2} Jakobu-oproronasHu.

Teopema 5.4. Csaxu jegan-xopena Pumarnos Ocepmanos arzebapcku WeH30D KPu-

sume je Jaxobu-optmozZoHaiaH.

/loxas. Heka cy X u Y nBa mehycoOHO opToroHajHa BEKTOpa W3 IPOCTOpa Ca
HO3UTUBHO JepuHUTHUM CcKajgapauMm mnpoussogom (V. g). Axo je Y = 0, onua

rpusnjaaao Baxu ¢(JIxY,JyX) = g(JIx0,JX) = 0. Ako je Y mnpoussosban
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HeHysIa BeKTOp u3 V, oHzma Ha ocHOBy Jleme 1.1 ciequ na je Span{Y} uene-
remepucan, Te je Ha ocHoBy Jleme 1.6 V = Span{Y} @ (Span{Y})*. Kako je
R mno mpernocrasiu Teopeme jenan-Kopena Pumanos OcepMaHOB TEH30D, TO II0-
CTOjU CaMoO jeJlHa COICTBEHA BPETHOCT £y A € R ymHeapHOr camoa/ijyHTroBaHOT
orepaTopa jy Ha IIPOCTOPY €& MO3UTUBHO JAE(PUHUTHUM CKAJAPHUM MPOU3BOIOM
((Span{Y'})*, gl (spanfy})L ), ONaK/IEC IPUMEHOM CHeKTpasHe Teopeme A.7 1o6mjamo
na je (Span{Y })* = Ker(Jy —ey A 1d). Kako X € (Span{Y'})* = Ker(Jy —eyA1d),
TO je jyX = ey AX, omnocuo Jy X = ey AX. Ha ocunoBy Teopeme 3.10 cBaku Pu-
manoB OcepmanoB R je Jakobu-myaman, te u3 Jy X = ey AX 3akjbydyjemMo 1a je
JIxY = ex Y, te je g(IxY, Ty X) = glexA\Y, ey AX) = exey A 2g(Y, X) = 0, mro

Jokazyje 1a je R Jakobu-oproronaJiaH. ]

Cnuyny niejy KOPUCTHMO Jia JOKayKeMO U HapeJHy TeOopeMy O JIBa-KODeHa

Pumanosum OcepmanoBUM ayirebapCKUM TEH30PUMa, KPUBUHE.

Teopema 5.5. Csaxu gsa-xopena Pumarnos Ocepmaros arzebapcru WeH3OP KPU-

sune je Jakobu-opuozZonaian.

/loxas. Heka cy X m Y nBa mehycoOHO opToronajHa BEKTOpa W3 IPOCTOpa Ca
MO3UTHUBHO JIeUHUTHIM CcKajapHuM mpoussogoM (V, g). Ako je Y = 0, onma Tpu-
sujasiao Baxu ¢(JxY, Ty X) = g(Jx0, JoX) = 0. Ako je Y mpousBosban HeHyJIa
BeKTOp u3 V, oHja Ha ocHoBy Jleme 1.1 ciemu na je Span{Y '} Hemerenepmcas,
Te je ma ocuosy Jleme 1.6 V = Span{Y} @ (Span{Y'})*. Kaxo je R aBa-xope-
Ha Pumanos OcepMaHOB TEH30D, TO IIOCTOj€ JBE PA3JIUYUTE COICTBEHE BPEIHOCTH
A1, Ao € R muHEApHOT CaMOaJIjyHIOBAHOT OIEpaTOpa jy Ha TIPOCTOPY €A IMTO3UTUBHO
nebuHITHEM cKamapauM mpoussogoM ((Span{Y })*, 9l (span{y'})~)s OFIAKIIE TIPUMe-
HOM crekTpasHe Teopeme A.7 sakibydyjemo ma je (Span{Y })t = Vi(Y) @ Va(Y),
rae je Vi(Y) = Ker(Jy — N 1d) 3a i € {1,2}. Hammmmmo X € (Span{Y })! y
obimuky X = X; + Xy npu wemy X; € Vi(Y) u Xy € Vo(Y). Ha ocuoBy sune-
apuoctu JakobujeBor omeparopa Jy je JyX = Jy X1+ Ty Xo = M Xy + A Xo,
a Ha ocuoBy (1.4) je R(Y, X1 + Xy, X1, X;) = —R(Y, X1 + X, X3, X4), omHocHO
R(YY, X: + X5, X1, X1) = 0 u comuno R(Y, X; + Xy, X, Xo) = 0, Te HA OCHOBY

myaruinaeapHoctn R u (1.4) nobujamo 1a je

9(IxY, Iy X) =g(R(Y, X)X, M X1 + X Xp) = R(Y, X, X, M Xy + Ao Xo)
:R<Y, X1 + XQ, X1 + Xz, )\1X1 + )\QXQ)
=MRY, X1 + X0, X1, X1) + LR(Y, Xi + Xy, X1, Xy)

110



5.1. PUMAHOBA JAKOBH-OPTOI'OHAJIHOCT

+ MR(Y, X + X0, Xo, X1) + MR(Y, Xi + Xo, Xo, X5)
=XMR(Y, X1 + Xo, X1, Xo) + MR(Y, X1 + Xo, Xo, X1)
=M R(Y, X1+ X, X1, Xo) — M R(Y, X1 + Xo, X1, Xp)
=\ — M)R(Y, X1 + X, X1, Xo)

( AM)(R(Y, X1, X1, Xo) + R(Y, X5, X1, X5))
(A2 = M) (g(R(Y, X1) X1, X3) — R(Y, X3, X5, X))
(/\2 )\1)(9(\7X1Y XQ) (jXQY, X1))-

Ha ocuoBy Teopeme 3.10 cBaku Pumanos Ocepmanos R je Jakobu-myasan, Te u3
X1 € V1(Y) zakmyuyjemo na je Jx,Y € Span{Y'}, a kako X, € (Span{Y'})*, To je
9(Ix,Y, Xs) = 0. Jakobu-ayamsocr u Xy € Vo(Y') nosnade na je Jx,Y € Span{Y},
a xkako X; € (Span{Y})*, To je g(Jx,Y, X1) = 0, Te nobujamo na je

9(IxY, Iy X) = (A2 — M) (9(Tx, Y, X2) — 9(Tx,Y, X1)) = (A2 — A1)(0 = 0) =0,
IITO JI0Ka3yje ja je R JakoOu-oproronasas. L

Ha ocuoBy Teopeme 4.5 cBaku Pumanos OcepmanoB R jumensuje n # 16 je
Knudopnos, e je na ocnoBy Teopeme 5.3 Jakobu-oproronaian. ¥ jumensuju 16
nocroje Pumanosu OcepMaHOBU TeH30pHU KpuBrUHE Koju HuCY Kiaudopmaosu, a To cy
cayuajesu moges npoctopa OP? u OH2. A, 106po je mosHATO Ja Cy CBU MOAE
IPOCTOPH jeJaH-KOpeHa mian jaBa-Kopena, npu demy cy OP? u OH? nsa-kopena
IIPOCTOPH, Te Ha OCHOBY Teopeme 5.5 cieau na cy u ™ Pumanosu OcepmanHoBH
Ter3opu KpuBuHe Koju nucy Kiaudopaosu nnak Jakoobu-oproronastau. /lakie, cBu
HaMa no3Hatu PumanoBu OcepMaHOBE aJirebapCK¥M TEH30pU KpuUBUHE Cy Jakobu-
-OPTOTOHAJIHA. 3aKJby4dyjeMo na je JakoOm-OpTOTOHAJTHOCT BajKaH KOHIENT KOju
Mozke okapakTepucatu Pumanose OcepMmaHoBe TeH30pe y ciaydajy ma je Ocepma-
HOBa XWUIIOTE3a TAIHA.

Hexka je R PumanoB OcepmaHOB ajredapCcku TEH30p KPUBUHE, OJAKJe je Ha
ocuoBy Teopeme 3.10 R u Jakobu-ayasan. OcepmaHoB TeH30p je k-KOpeHa TeH-
30p, IIpH YeMy MOXKEMO cMaTpaTu ja je k > 2, jep cmo y Teopemama 5.4 u 5.5
Beh jokaszasm 1a cy jemaH-KopeHa u JBa-kKopena Pumanosu OcepMaHOBU TEH30pU
Jakobu-oproronaJau. Yciaos Jakobu-oproronaanoctu Pumanosor Ocepmanosor k-

KOpeHa TeH3opa 3a k > 2 HaM Jiaje HeKe NHTEPECAHTHE jeJIHaTNHE.

Teopema 5.6. Hexa je R Jaxobu-optwiozonarar Pumanos Ocepmaros k-xopera

WeH30p Ha Upoctopy ca ckaaaprum upoudsogom (V,g), upu wemy je k > 2. Axo
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cy sa upoussoman jegununan eeximiop X € V eextiopu A, B,C € (Span{X})*
mehycobro opuwozonasnu eexwopy wakeu ga je JxA = AaA, IxB = AgB u

IxC = AcC, 2ge Mg, A, A\¢c € R, waga sasrcu
R(X, A, B,C)(Ac =2 g+ Aa) + R(X,B,A,C)(Ac + Ap — 2X4) = 0.

Jloxas. Tlpumerumo ja Ha ocHoBy Jlema A.5 m A.4 3a nmpousBo/baH jeMHUYAH
BekTOp X € V nocroje melhjycobno oproronasuu concrsenn Bekropu A, B, C' camo-
aJIjYHI'OBAHOT JIMHEAPHOT oriepaTopa Jx OPTOTOHAJIHU Ha X, Ka0 U A4, Ag, A\c € R
Tako fa je JxA = AMA, IxB = A\gB u JxC = A\cC, omakiie Ha OCHOBY JakoOu-1y-
agaoctr uMaMo J1a je JaX = eqa X, IpX = epApX u JoX = ec e X. Onarie
kopucrehu smaeapuocr Jx ciaemu na je Jx(A+ B+ C) = IxA+ JIxB + IxC =

MA+ AgB + A\cC, 10K Ha OCHOBY MYJITHJIMHEAPHOCTH Olleparopa R mMamo Ja je
TasprcX =R(X,A+B+C)(A+B+C)=R(X,A)A+R(X,A)B+R(X,AC
+R(X,B)A+R(X,B)B+R(X,B)C+R(X,C)A+R(X,C)B+R(X,C)C
T4 X +R(X,A)B+R(X,B)A+ R(X,A)C + R(X,C)A + JsX + R(X, B)C
+R(X,C)B+ Jc X

=(eada +epAp+ecAo) X + R(X,A)B+R(X,B)A+R(X,A)C+R(X,C)A
+R(X,B)C +R(X,C)B.

Ha ocuosy (1.4) u B L X je

R(X7A7B7A> = _R(X7A7A7B) = _g(R<X7A)A7B) = _g(jAXv B)
= —g({fA)\AX,B) = —SA)\AQ(X, B) = 0,

a na ocHoBy (1.4) m A L X je

R(XaB7AaB) = _R(XvBaBaA) = _g(R(X7B)BvA) = _g(jBXvA)
= —g(EB)\BX, A) = —83/\Bg(X, A) =0.

Ha ocuony Jleme 1.1 je Span{ X, A, B, C'} Hezmerenepucan normpocrop, e u3 Jleme
1.6 cemn ma je V = Span{ X, A, B,C} + (Span{X, A, B, C})*, mrro nosnaun na ce
R(X,A)B + R(X, B)A moxe uzpazuru kao X + oA + B +yC + D, upu uemy
je D € (Span{X, A, B,C})*. Ha ocnoBy Z, cumerpuja BaxKu Ja je

R(X,A,B,X)=—R(A,X,B,X)=R(A, X, X,B) = g(JxA, B) = g(AsA, B) = 0,
R(X,B,A,X)=—R(B,X,A,X)=R(B,X,X,A) = g(JxB,A) = g(\gB, A) = 0,
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olaKJIEe je

§=¢&ex =&9(X, X) +ag(A, X) + Bg(B,X) +9(C, X) + g(D, X)
=g(X +aA+B+~vC+ D, X)=g(R(X,A)B+R(X,B)A, X)
= g(R(X,A)B, X) + g(R(X, B)A, X) = R(X, A, B, X) + R(X, B, A, X) = 0.

Ha ocuoBy (1.4) je R(X,B,A,A) = —R(X,B,A,A) re je R(X,B, A, A) =0, a Beh
cMo slokazaau u Ja je R(X, A, B, A) =0, Te je

aeEp = Oég(A, A) + 59(37 A) + 79(07 A) + g(Dv A)
=g(aA+BB+~vC+ D,A) =g(R(X,A)B+R(X,B)A,A)
= g(R(X,A)B, A) + g(R(X,B)A, A) = R(X, A, B,A) + R(X, B, A, A) = 0,

omakye je aw = 0. Ha ocuoBy (1.4) je R(X,A,B,B) = —R(X,A, B,B), te je
R(X,A,B,B) =0, a Beh cmo nokazamu u na je R(X, B, A, B) =0, Te je

653 = 69(373) +’79(07 B) +9<DvB)
= g(BB+~C + D, B) = g(R(X,A)B + R(X, B)A, B)
= g(R(X,A)B, B) + g(R(X,B)A,B) = R(X, A, B, B) + R(X,B, A, B) =0,

onakiie je § = 0. lame je R(X,A)B+ R(X,B)A =~C + D, e je

VeC = 79(07 C) + g(Da C)
= 9(1C + D,C) = g(R(X, A)B + R(X, B)A,C)
=g(R(X,A)B,C)+ g(R(X,B)A,C) = R(X,A,B,C)+ R(X,B,A,(C),
oJlaKJe je
R(X,A B,C)+ R(X,B,A,C)

Y= )
Ec

OIHOCHO

R(X,A,B,C)+ R(X,B,A,C)

R(X,A)B+R(X,B)A = -
C

C+D.

[Tonasspajyhu uctu moctynax ooujamMo jeHAKOCTH

R(X,A,C,B) + R(X,C, A, B)

R(X, A)C + R(X,C)A = - B+E,
B
X,B,C, A) + R(X,C, B, A
R(X.B)C + R(X,0)B = T B.C, );R( CBA R
A
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mpu wemy E, F' € (Span{X, A, B,C})*. 3aro je

9(Ix(A+B+C),TarprcX) = gAaA+ ApB + A\cC, (eara +eprp +ecAe) X
| RIX,AB.C) + R(X, B,A,C) R(X,A,C, B) + R(X,C, A, B)

C+ D+ B+ E
Ec €B
R(X,B,C,A) + R(X,C, B, A
| RX.B, ): ( ) a+ )
A
R(X,B,C,A)+ R(X,C, B, A) R(X,A,C,B)+ R(X,C, A, B)
:)\A - 5A+>\B - €B
A B

R(X,A,B,C)+ R(X,B,A,C)
Ec
+ Ap(R(X,A,C,B)+ R(X,C,A,B)) + A\c(R(X,A,B,C)+ R(X,B,A,()).

+ Ao

ec = M(R(X, B,C, A) + R(X,C, B, A))

Ha ocuoBy (1.4) 3zaksmyuyjemo mna je R(X,B,C;A) = —R(X,B,ACQC),
R(X,C,B,A)=—-R(X,C,A,B), R(X,A,C,B)=—-R(X,A,B,C), Te je

H(Tx(A+ B+ 0), TarprcX) = M(—R(X, B, A,C) — R(X,C, A, B))
+ A\s(—R(X,A,B,C) + R(X,C, A, B)) + \c(R(X, A, B,C) + R(X, B, A,C))
—R(X,A,B,C)(\c — Ag) + R(X,B, A, C)(\c — A1) + R(X,C, A, B)(A\p — Aa).

Kopucrehn npsu Bjaukujes unenturer (1.6) mobujamo na je
R(C,B,A, X))+ R(B,A,C,X)+ R(A,C,B,X) =0,
a KaKO Ha OCHOBY Zsy CUMETPHja UMaMO Jia je
R(C,B,A,X) = R(A, X,C,B) = —R(X, A,C, B) = R(X, A, B, C),

a camano je R(B,A,C, X) = R(X,C,A,B)u R(A,C,B,X)=R(X,B,C,A), 1o je
R(X,A,B,C)+ R(X,C,A,B)+ R(X,B,C,A) =0, ogaocHO

R(X,C,A,B)=—-R(X,A,B,C)-R(X,B,C,A) = —R(X,A,B,C)+R(X,B,A,C).
3aro je

g(jX(A + B+ O)a jA+B+CX)
=R(X,A,B,C)(Ac — Ap) + R(X,B,A,C)(A¢c — ) + R(X,C, A, B)(Ap — Aa)
—R(X, A, B,C)(Ac — Ag) + R(X, B, A,C)(Ac — \a)
+ (—R(X,A,B,C)+ R(X,B,A,C))(Ap — Aa)
=R(X,A,B,C)(Ac —2Ag + M) + R(X, B, A, C)(Ac + A\ — 2\4).
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Jaxme, kako je X | A+ B+ C, na 6u R 6uo JakoObu-opToroHaJiat, 3aK/byqyjeMo

Jla MOpa OWTH UCIIyHeHa jeTHAKOCT
R(X, A, B,C)(A¢ =2X\p+ Aa) + R(X,B,A,C)(Ac + Ap — 2X4) = 0.
[

[locnenmwa jeqnaxoct n3 Teopeme 5.6 mpejicTaB/ba je/IaH HEOIIXOIAH YCJIOB Ja-
KOOH-opTorOoHAJTHOCTH 38 PumanoBe OcepMmaHoBe TeH30pe, ajd 3a CaJla HUCMO
YCIeIH Jia Ta OMOBPrHEMO, dnMe GucMo j1obmin npumep k-Kopena (Tpu demy je

k > 2) Pumanosor OcepmanoBor Ten3zopa R Koju HEje JakoOU-OPTOrOHAJIAH.

5.2 Ilceyno-PumanoBa JakoOu-opTOroHajIHOCT

Y nornasiby 5.1 yBenenu cy PumanoBu Jakobu-opToroHaJiHu ajaredbapcKu TeH-
30pU KPUBUHE KAa0 HOBA IMOTEHIMjaTHA KapakTepusamuja PumanoBux Ocepmano-
BUX TEH30Pa U JIOKA3aHO je Jia je cBaku PumanoB JakoOM-OpTOrOHAJIAH TEH30D
Ocepmanos, ok cy cBu nosuaru Pumanou OcepmanoBu tenszopu (koju cy K-
dbopmosu wim n1Ba-kopena) Jakobu-oproronasnuu. [lusb oBor morassba je ma mpej-
craBu pesyirare u3 paja [48| y kojem je yominreH KoHIENT JakoOH-OPTOrOHAJI-
HOCTU Ha IIPOCTOpE ca HeAePUHUTHUM CKAJAPHUM ITPOU3BOIOM U HUCTPAXKEHE CYy
IbEroBe Be3e ca APYyruM OUTHUM MOjMOBHMa Kao 11To ¢y OcepmanoBu, KBasu-Kim-
dopoBu u JakoOu-ayasiTHU TEH30DH.

Kaxkemo na je anrebapcku TeHzop KpuBubHe Jaxkobu-opuwio2oHaAaH aKO NM-
MJIUKAIja

X1Y = JyY L KX (5.2)

Baku 3a cBe jeaunuune X,Y € V. OBy 0COOMHY HEje TEITKO MPOIUPHUTU HA CBE

X,Y €V, mro je nmoka3zaHo y HaAPEJIHO] JIEMU.

Jlema 5.7. Axo je anzebapcku WeH30D KPUBUHE HA UPOCULOPY CG CKAAAGDPHUM TUPO-

useogom (V,g) Jaxobu-opwozonanran, onga (5.2) easrcu 3a cee X,Y € V.

/loxas. IlpernocraBumo n1a je ajaredbapcku TeH30p KpuBuHe R JakoOu-opToroHajan
umgaje X LY.
Tspheme ounrienno Baxku 3a X = 0 wim Y = 0. 3aucra, ako 300r cumeTpud-

Hoctn wMiumkanuje (5.2) nmo X u Y, 6e3 yMamema OIIITOCTH PETIOCTABAMO
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nma je X = 0, orna HA OCHOBY JedwuHuIMje JakoOujeBOr omepaTropa MMamo Ja je
9(IxY, Fy X) = g(NY, Jv0) = ¢(0,0) = 0.

Axo cy X nY nedunurHu BeKTOPHU, OHJIA HA OCHOBY OuimHeapHocTu (opme g,
(2.3) u npernocraske ga (5.2) Baxku 3a jeuHIIHE OpTOroHasHe BekTope X /4/|ex|

uY/\/ley| u3 V (jenuuumanu cy jep cy n006UjeHH HOPMUPAHEM, & OPTOTOHAJHU CY

JepJegX/\/|5X| Y/\/|Ey| )=9(X,Y)/(V/|ex|V/|ey]) = 0) mmamo na je

g(jXY,jyX):g<‘7\/a\/éﬁ (\/ ‘EY\\/%> ’j\/‘e_ﬂ\/\iﬁ (\/ lex|- /—EX’)>
—g<|€x‘\/m~7f

ﬁ<m> e VX7 (j—xr))

3 3 % X
— 2 2 X X :0
exl*ler[*g (j\/T< !aY!) jﬁ( |€X‘)>

Pasmarpamo ciay4aj Kaja je jeman oJi HeHysa BekTopa X u Y jgedUHUTAH,

a apyru usorponad. 36or cumerpuje (5.2) no X u Y, MOXKeMO HPeTnoCTaBUTH
na je ex # 0 um ey = 0. Kako je, na ocuoBy Jleme 1.1, Span{X} nemerenepu-
caH TIOTTIPOCTOp, TO je Ha ocHoBy Jleme 1.6 m X+ = (Span{X})! menerenepu-
caH, a KaKO OH CaJIPKU M30TPOITaH BEKTOp Y, To Ha ocHOBY Jleme 1.12, moctoje
ST € Xt raksu jajeY =S +T1,5 LT, eg=—er > 0. Osgaumo K = JgX
L=2J(S,T)X, M = JrX, P=JxSu@=JxT. Kako cy X,S,T nedunnr-
u, X 1 S u X L T, kopucrehu (5.2) 3a nedunutHe BekTOpE ;100HMjaMO Ja je
g(P,K) = g(JxS, JsX) = 0m g(Q, M) = g(IxT,JrX) = 0. Crora, xopucre-
hu smureaprocT Jakobujesor omeparopa, (2.4), MyJITHINHEADHOCT MOJAPH30BAHOT

JakobujeBor oneparopa, (2.3) u bunmmaeaprocT dopme g ciaenn ja 3a A € R Baxn

9(TIx(S+AT), TsirrX) = g(TxS + NIxT, Ts X + 2T (S, \T) X + TrX)
= g(IxS + AIxT, Ts X + X -2J (S, T)X + N TrX) = g(P + AQ, K + AL + \*M)
= (9(P, M) + g(Q, L)X’ + (9(Q, K) + g(P, L)),
(5.3)
Baxu na je X L S+ AT zaromrouz X L Su X | T cienu 1a Baxku j1a je
g( X, S+AT) = g(X,S)+Ag(X,T) = 04+X-0 = 0. Ba cBako A # +1, kopucrehu (1.2)
J061jaMo £g4 a1 = €5 + Nep = e5(1 — A\?) # 0, e X L S + AT npumenom (5.2) 3a
nedurnTHe BekTope nosiaadn jga Baxku §(Jx (S+AT), TsiarX) = 0, npu uemy (5.3)
mvrmaimpa ga je g(P, M) +¢(Q, L) = 0u g(Q, K)+g(P, L) = 0. Onasne, 3aMeHOM
A =1y (5.3) mobujamo na je g(Ix (S+T), TssrX) = 0, omurocuo g(TxY, Ty X) = 0,
mro jgokasyje (5.2) 3a jenan jJeduHUTAH U jeaH W30TPOIAH BEKTOP.
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Ocraje ma gokaxkemo (5.2) 3a jaBa msorponHa BekTopa X = Ny u Y = Ni.
AKO Cy OHHU JIMHE€apHO 3aBHCHH, OH/Ja C€ HEKH OJ IbHX MOXKE€ HU3Pa3UTH KaO CKa-
Jap ImyTa Jpyru BEKTOp, a 30or cumerpuanoctu (5.2) mo X u Y mMoxkemo mper-
nocraputu na je N = ENp 3a Heko £ € R, Te Ha ocuoBy (2.3) umamo ja je
I Ny = Teny No = E2 TN, Na = 0 m 3aro Baxku (5.2). Ako cy Ni u Ny JmHEapHO
He3aBUCHU Mel)ycOOHO OpTOTOHAJIHU BEKTOpH, OHJia oHU (opMmupajy 6a3y (Ni, Ns)
HOTIYHO M30TponHor nornpocropa Span{ Ny, No} < V. Ha ocuosy Jleme 1.14 mo-
croju 6a3a (M, Ms) moTyHO H30TPOITHOT MOTIPOCTOPA 0 V KOju MMa TPUBHjaIaH
upecek {0} ca Span{Ny, No} u g(N;, M;) = 0;;, 3a 1,5 € {1,2}. Moxkemo nanucaru
Ny =S+T,rnejeS=(Ny+ My)/2, T = (Ny— My)/2u S, T € Ni- jep na ocHo-
By OumyimHeapHOCTH (DOPME ¢ U UMILEHWIIE JIa CYy CBAaKa JIBA BEKTOPA M3 IOTILYHO

M30TPOITHOT TIpOCTOpa MehycoOHO HOpMAaJIHA CJIEIN JIa je

1 1 1
g(S,N1) =g <§(N2 + M2)7N1> = =g(Na, N1) + g(Ma, Ny) = -0+

2 2

N |

1 1 1 1 1
g(T, Nl) =4g <§(N2 — MQ),N1> = ég(N%Nl) - §g<M27N1) == 5 -0 — 5 -0=0.

[Tpumernmo 1a je

es =g(5,5) =g (%(Nz + M), %(NQ + M2)>

1 1 1
= 1(9(N27N2) + g(Na, My) + g(Ma, Na) + g(My, My)) = 1(0 +1+1+0)= 5

er = o(T,T) = g 5N~ M), (Ve ~ )
= i(g(NmNﬁ — (N2, My) — g(My, Np) + g(Ma, My)) = }L(O —1-140)= —%,
o(.1) = g (3N 3) 10— 20
1

1
= Z(Q(N%NQ) — g(No, M) + g(Ms, No) — g(Ms, Ms)) = Z(O —1+1+0)=0,

OJTHOCHO €g¢ = —ep = 1/2m S L T, Te nonasspajyhn mcrn nmocrynak Kao y mper-
XOJTHOM JIeJly JIoKasa, mobujamo na Baxku (5.3) m xopucrehm Beh mokazamy mwm-
wmkarmjy (5.2) 3a gedunuran Bekrop S + AT u uzorponan Bekrop Nj KOju Cy
meljycobro oproronasuu jep je g(S+ AT, Ny) = g(S, N1)+Ag(T, N1) = 0+X-0 =0,

3akspydyjeMo ma (5.2) Baxku u 3a uzorponue Bekrope X = Ny u Y = Nj. O

IToneka 1 je KOpUCHO J1a J0aMO T€H30P KOHCTAHTHE CEKITMOHE KPUBUHE Ha I10-

cMaTpaHu ajredbapCcKu TeH30p KpuBuHE [.
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Jlema 5.8. Axo je anzebapcru wendop xkpusure R Ha Upoctopy ca cKAAAPHUM
apoussogom (V, g) Jaxobu-opiioZonanan, waga je 3a céaxo j € R wensop R+ uR?!

Jaxobu-opwozonaran.

Jloxas. Heka je J' JakobujeB omepaTop MPHUIAPYKEH aarebapCKOM TEH30PY KpH-
Bue R = R+ puR', a X u Y cy MeljycoGHO OPTOrOHAIHU jeMHUYHKA BEKTODU.

Tana kopuctehn nedbununujy Tersopa R mobujamo je

TLY =R(Y, X)X = (R+ pRH(Y, X)X = R(Y, X)X + pR'(Y, X)X
= JIxY + p(g(X, X)Y — g(Y, X)X) = IxY + p(ex¥ — 0+ X)
= IxY + pexy,

a Ha nctu HavdwH ce noouja u Jy. X = Jy X +puey X. Kopucrehu camoanjyurosamnoct
JakobujeBux oneparopa Jx u Jy, JxX = 0u JyY = 0 umamo 1a je g(JxY, X) =
gV, IxX) =g(Y,0) =0u g(Y, Ty X) = g(JyY,X) = g(0,X) = 0, a xopucrehn
Jakobu-oproronanaocr on R mobujamo na je g(JxY,JxY) = 0, Te HA OCHOBY

OmtmHeapHOCTU POPMe ¢ 3aKJbydyjeMo Jia je

9(TxY, Jy X) = g(IxY + pex¥, Jy X + pey X)
=g(IxY, Iy X) + peyg(IxY, X) + pexg(Y, Iy X) + pexpeyg(Y, X)
—04+04+0+0=0,

mTo 3Ha4u 1a je R = R+ pR' Jakobu-opToronaiam. ]

Ha ocnoBy Teopeme 5.3 3namo j1a je cBaku Pumanos Kimdopios asirebapcku
TeH30p KpuBuHe JakoOu-oproronasjan. ¥ HacTaBky, Kopucrehu Jlemy 5.8 majemo

YOIIIIITEE Ha Tcey10-PuMaHoB city4aj.

Teopema 5.9. Csaxu xsa3u-Kaugpopgos arzebapcru wen3op Kpusume Ha Upocuio-

py ca crkaraprum apoussogom (V,g) je Jarkobu-opmozonanaH.

Zloxas. Heka Jy, Js, ..., J,, aune kBa3zu-KiandopaoBy damMuinjy npuapyKeHy KBa-
su-Ksmdopaosom anrebapckom tenszopy kpupmuhe obsmka (3.12). ITocmarpamo
R=5%" iR’ w jemummame sexrope X L Y. Kaxo je emmomopdmsam J; Ko-
coazjynrosas, umamo ja je g(J; X, X) = —g(X, J;X), onaxie je g(J; X, X) =0, Te
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Ha ocHOBY Jedununuje Teasopa R’ zakbydyjemo ga je

IxY =R(Y, X)X =) uR"(Y, X)X

i=1

Z g(Y, X)X — g(JiX, X) Y +29(J;Y, X)J; X)

=3 Z pig(JiY, X)J:.X,
i=1
a camuno je Jy X = 32;.”:1 wig(J;X,Y)J;Y. Kopucrehu ga je J; KocoaajyHroBam
za i€ {1,2,...,m} omakue je g(J;Y, X) = —g(Y, J;Y), kao u 6ununeapuoct dhopme
g nobujamo na je

9(IxY, Ty X) = (32,% (J;Y, X)J: X, 3zujg JXY)JY)

7=1

=9 Z piti g (LY, X)g(L X, Y)g(J: X, J;Y)

i,j=1
=—9>  pipig(Y, JiX)g(J; X, Y)g(J:. X, J;Y).
ij=1

Kao y nmokazy Teopeme 5.3 mperxojinu u3pa3 ce Tpanchopmuiie y

9 m
3 > wipig (Y, JiX)g(Y, I X)g(Y, (Jid; + J; i) X)

ij=1

9 m
=5 2 1ig(Y. i X)g(Y, 1 X)g(Y, (2650 1d) X)

ij=1
=9 dycipg(Y, X )g(Y, J;X)g(Y, X) =0,
ij=1
IIpu 4eMy CMO KopucTtuiu pesaruje Xypsurosor tuna u ga je X L Y. lobujena

jemnakocr g(JxY,JyX) = 0 nokasyje na je R Jakobu-oproronanan. Ha ocHOBY

Jleme 5.8 caenu na je kBasu-Kimudopmos tersop R+ poR' Jakobu-oproronaian.
m

Y muspy ucnuruBama Jakobu-yasiHoctu Jakobu-aujaronasiunsabuaHor Jakoou-
-OPTOTOHAJIHOT aJre0apCKOT TeH30pa KPUBUHE, Y HACTABKY JajeMO JBE JIeMe KOje
HaM 71ajy mHopmaiuje o Jy X, rae je Y comcrBenn BeKTOp omeparopa Jy 3a

nedunuTan Bektop X € V.
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Jlema 5.10. Hexa je R Jaxobu-gujazonarusabunrar Jaxobu-optozonanrar anze-
bapcku Wen30p KpusuHe Ha UPOCULOPY €4 CKAAGDPHUM TUPOUIBOGOM (V,g). Axo

je X €V gepunuiian eexwiop u Y € Vi(X) = Ker(Jx — ex\1d), waga
jyX S Span{X} D VZ(X)

Jloxas. Kako je X nedunuran, To je na ocHoBy Jleme 1.1 mormpocrop Span{X }
Hejerenepucan, a Ha ocuosy Jleme 1.6 je u X+ = (Span{X})* nenerenepucan u
Baxku ja je V = Span{X} + X*. Axo Jx UMa CaMo jeJHy COICTBEHY BpEIHOCT
€xA;, TaJa Ha OCHOBY Tora mTo je R JakoOu-mujaronasimzabusian npuMmersyjyhu
Jemy A.8 zakspyuayjemo ga je Span{X} @ V;(X) = V, re je TBpIma ouuriaenHa
jep JyX € V = Span{X} & V;(X). V nHacraBky J0Ka3a CMaTpaMo Ja Jx uMa
6ap JBe pa3IHIUTe COICTBEHE BPEIHOCTH €x \; U £x ;. Ilocmarpamo Z € V;(X) =
Ker(Jx —exAjId)sa X, N\ u L =Y +tZ, rae je t € R. Kaxo Y € V;(X) < X1,
Z € Vj(X) < X+ u X je nornpocrop, To cniem najen L = Y+tZ € X+, reje L L
X, e kopucrehn Jakobu-oproronasHocT omeparopa R u Jlemy 5.7 3akjbydyjemMo
ma je J X L JxL. Ha ocuoBy nmaeapHoctu JakobujeBor omepatopa Jx, Y €
Vi(X) = Ker(Jx —exA\i1d), Z € V;(X) = Ker(Jx — ex A, Id), mynrumuneaprocTn
rensopa R u (1.4) koja mosauu 1a je R(X, Y +tZ Y. Y) =0, R(X,)Y+tZ,Z, Z) =
0, RX,)Y+tZ,2,Y) = —R(X,)Y +tZ,Y,Z) w R(X,Z,Y,Z) = —R(X,Z,Z.Y),

3aKJbydyjeMo J1a je

0=g(JX,IxL) =9g(R(X, L)L, Ix (Y +12))

JR(X,)Y +t2)Y +t2), IxY +tIxZ)

JR(X,Y +tZ)Y +tZ),exNY +tex\;2)

=R(X,Y +tZ)Y +tZ,ex\Y +tex\;Z)

=exMR(X,)Y +tZ, YY)+ exNR(X,)Y +tZ)Y, Z)t
+exMR(X,Y +tZ, Z, Y )t + ex \;R(X,Y +tZ,Z, Z)t*

=exNR(X,)Y +tZ,Y, Z)t + ex NR(X,)Y +tZ,. Z,Y )t

=ex N R(X,)Y +tZ2Y, Z)t —exNR(X,Y +tZ,Y, Z)t

=ex(N\ —NM)R(X,)Y +t2,Y, Z)t

:€X<>\j - /\’L)<R(X7 Y)Y, Z) + tR<X7 Z,Y, Z))t
=ex(\; — M)R(X,Y,Y, Z)t + ex(\; — M)R(X, Z,Y, Z)¢?
=ex(\i — M)R(X, Z, Z, V)t +ex(\; — M) R(X, Y)Y, Z)t.

Kako oBo Baxkm 3a cBako t € R, 3akspydyjemo na je xKoedwurujent y3 t jeaHak
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0 u 3aro mTo je ex(A; — \;) # 0 mobujamo ma je R(X,Y,Y,Z) = 0, onakse je
gR(X,Y)Y,Z) = 0, omocno Jy X L Z u 1o Baxku 3a cBako Z € V;(X), xazg
rox je A\; # A;. Kako je R Jakobu-nujaronammsabumian, To Baxku (3.9), rme cy
ExAL, .-, Ex Ak CBe (pPa3JUUUTE) COICTBEHE BPEJHOCTHU OIIEPATOPA T X, T€ Ha OCHO-
By Jleme 1.8 cinemu na Jy X € Span{ X} & V;(X). O

Jlema 5.11. Hexa je R Jaxobu-gujazonanuzabunar Jaxobu-opitozonanar anzebap-
CKU WeH30P Kpusure Ha Upocuopy ca CKaLaPHUM UPOU3B0GOM (V, g). Axoje X €V
gepunuan sexwop uY € V(X) = Ker(jX —exA1d), waga je Jy X = ey AX + 7,
upu wemy je 4 1L X uey =0.

Jloxas. Ha ocuosy Jleme 1.1 cienu na je mormnpocrop Span{ X } Hemerenepucan jep
je X nedunuran BexTop, Te no Jlemu 1.6 Bazku ma je V = Span{X} + Xt npn
gemy je X+ = (Span{X})*. Heka je y X =aX + Z,tne Z € X+ u a € R. Jen-
Hakoct (2.5) 3a Jakobujese oneparope vam naje g(Jy X, X) = g(JIxY,Y), onakie
sakspyayjemo na je g(aX + Z,X) = g(exAY,Y). Ongarne na ocHoBY GuimHeap-
Hoctu dopme g ciaeu ga je ag(X, X) + g(Z,X) = dexg(Y,Y), onnocuo 360r
Z 1 X je acx = Aexey um Kako je ex # 0, 3ak/pydyjemMo Ja je a = ey A, Te je
JyX =aX +Z=eyAX + Z. Ha ocnoBy Y € V(X) < X+, nobmjamo ma je

glexY —tey X, X +tY) = exg(V, X) +texg(Y,Y) — teyg(X, X) — t’eyg(X,Y)
= tEXgY — t€y€X = 0,
Te Kopuctehu na je R Jakobu-oproronanan npuMmenoM Jleme 5.7 mobumjamo na je

g(jXthy(SXy—t&“yX), ‘ny,tgyx(X—i-tY)) = 0. Ha OCHOBY (24), jXX = 0, (23),

smaeapuocTu Jakobujesux oneparopa Jx u Jy, JyY = 0 u jeaqnakoctu
27(X, Y)Y =R, X)Y + R(Y,Y)X = —R(X, Y)Y = -FH X,
27X, Y)Y X =R(X, X)Y + R(X, V)X = -R(Y, X)X = =JxY,
MaMo J1a je

Txsry(exY —tey X) = (Ix + 2T (X, tY) + Ty )(exY — tey X)

= TJx(exY —tey X) + 2T (X, tY)(exY —tey X) + Ty (exY — tey X)
=exIxY —teyIx X + 2tT(X,Y)(exY —tey X) + 2 Jy (exY — tey X)
=exJIxY +lex 2T (X, Y)Y —t?ey - 2T (X, V)X + ext’ Ty Y — Pey Fy X
=exTIxY —tex Ty X + t2ey IxY — t3ey Ty X.
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Comano, Ha ocHoBy (2.4), ruuHeaprocTn Jakobujesux omneparopa, (2.3), JxX =0,
JvY = 0u jennakocru 27 (Y, X)X = —TxY u 2J(Y, X)Y = —Jy X nobujamo ma
je Teny—teyx(X + 1Y) = 5 Ty X +texey IxY + tPexey Ty X + 32 Jx Y. 3aro je

0= g(Tx+tv(exY —tey X), Teyv—tey x (X +1Y))
= g(exTIxY —texFy X + ey IxY — tPey Fy X,
EgcjyX + t8x€y._7XY + t2€X8yjyX + tBE%jxy>.

Kako je cBako t € R KopeH OJTMHOMHE jeTHAYMHE

9(Txqry (exY —tey X), Teyy—teyx (X + 1Y) =0,

3aKJby4dyjeMo Jia Cy CBU KoedulujeHTu nojaunoMa jeauaku 0, e je u koedurujeHt
y3 t jemnax 0, omuocuo exeyg(JIxY, IxY) — e%g(Jy X, JyX) = 0, mro Haxkon
nesberba ca €5 # () UMILIIUpa J1a je €yE7,y = ExE.7, X, T€ Ha OcHOBY Y € V(X)) =
Ker(jx —exAld) u Jy X = ey AX + Z Baxku 1a je ey ny = ExEeyrx+z. Kako
7 € X+, xopucrehu (1.2), nobujamo na je eyei Ney = ex(e2 M %ex + £2), omaHOCHO

£33 N? = %23 N2 + exey, mTo moBIaun na je ez = 0. O
Kao nocsenuiry e mocie/ibe jieMe JUPEKTHO J00UjaMO HapeIHy TeopeMy.

Teopema 5.12. Csaxu Jarxobu-gujazonanusabunran Jaxobu-opiozonanat arzedbap-
CKU WEeH30P KPUBUHE HA UPOCWOPY €A CKAAAPHUM UPOU3BOGOM (V, g) je Jaxobu-
-gyanran Kaga Jx Hema U30WPOUHUL COUCTUBEHUTL BEKUWOPA 30 C6GKO JePUHUTLHO
XeV.

Zloxas. Heka cy X uY nBa mehycoOHO OpTOrOHAIHA jeIMHUYHA BEKTOPA TaKBa /14
je IxY =exAY.Tanajeex #0nY € Ker(jx—gxkld), te kopucrehn Jlemy 5.11
3ak/byayjemo aa je Jy X = ey AX + Z, upu uemy je Z L X u ey = 0, nok Jlema
5.10 naje na Z € Ker(j v —exAld). Kako mo mpernocrasiu Teopeme onepatop Jx
HeMa M30TPOIHUX COIICTBEHUX BeKTOpa, TO je Z = 0, Te je Jy X = ey A X, onakiie
cirequ ga je R o pedununmju ciaabo Jakodbu-ayasaH, Te je Ha ocHOBY Jleme 3.11

Jakobu-yasnan. O

Cazia pasmarpamo ciaydajese Majie numensuje n € {3,4}. ¥V cayuajy aumensuje

3 jokasyjeMo ciesiehn odeKuBaHu Pe3yJITarT.

Teopema 5.13. Csaxu anzebapcku WeH30P KPUSUHE HA UPOCTLOPY €A CKANAPHUM
upou3sogom gqumensuje 3 je Jaxobu-opwiozonanrar axo u camo aKxo je KOHCIAHUHE

CEKUUOHE KPUBUHE.
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/loxas. IlpernocraBmbamo fa je R TpoJAMMEH3MOHH aJIre0apCK TEH30P KOHCTAHTHE
CeKIIMOHe KPUBHHE [, oqHocHO R = puR!'. Kako je myna Temsop ounrienso Jakobu-
-oproronaan, Jlema 5.8 nosiraun ga je R = 0 + uR! Jakobu-opToronasa.
O6parHo, npernocTaB/baMo Ja je R JakoOu-opToroHajaH aJrebapcKu TEH30D
KPHUBHHE Ha MPOCTOpY ca ckamapHuMm mnpousBogoM (V,g) numensuje 3. Heka je
(E1, Es, E3) nponsBosbHa OpTOHOpMI/IpaHa 6aza rpocropa V Koja II0CTOj1 Ha OCHOBY
Jeme 1.7, ¢, = ep,, 3a 1 <i < 3, u Rij;w = R(E;, B}, Ey, Ey), 3a 1,7, k, 1 € {1,2,3}.

Ha ocuoBy Jleme 1.8 Baxkm na je
R(E;, Ej) By = Zslg (Ei, Ej) By, B Ey = ZeZRzgklEl,
a 360r (1.4) je Roj11 = 0 u Rygge = 0, Te 3akibydyjemMo Ja je

jE1E2 = R<E27 El B, = Z el = eaRo112 5 + €3 Ro113 3,

=1

3
jE2E1 = R<E17 Ez Ey = Z eiRul) = €1 Ri221 B + €3 R1203 3.

=1
Hasme, kako je £y L Fy u R je JakoOu-opToroHaJjas, Te Ha OCHOBY OMJTMHEAPHOCTH

dopwme g, 1 L Fsu Ey | E3 nobujamo j1a je

0 =9(Tg, B2, T, E1) = g(e2Ro112F> + €3Ro113E3, €1 R1991 By + €3R1903F3)
28232112€1R12219(E2, El) + 82R211253312239(E27 Es) + 533211381312219(E37 El)
+ e3Ro11363 R19239(F3, E3) = €3 Ro113 R1993,

OHOCHO Ry113R1203 = 0. McTuMm moctynkom ce mobuja 1a BazKu
R(B,A,A,C)R(A,B,B,C) =0, (5.4)

3a IPOM3BOJbHY OpTOoroHasny 6a3y (A, B, C') cactaBibeHy o1 1eDUHATHIX BEKTOPA.

[Tocmarpajmo 6azy X = Ey, Y = Ey +tE3, Z = tegEy — e9F5, nipu demy je
t > 1. Kako je (F1, Es, E3) opronopmupana 6a3a 3a V, T0 €1,e9,63 € {—1,1}, e
kopucrehn (1.2), nobujamo 1a je

ex =61 #0, ey =&y +te3#0, ey =tcrey +e5e3#0,
g(X, Y) :g(El, EQ + tEg) = g(El, EQ) -+ tg(El, Eg) = 0,
9(X,Z) =g(E, tesBy — £3E3) = tesg(Ey, Ey) — e2g(Ey, Es) = 0,
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9(Y, Z) =g(Ey + tE3, te3 By — e9B3) = tezg(Ea, Ea) — e9g(Ea, E3) + t*e39(Es, E»)
— tegog(Es, E3) = tegeg — tegey = 0,

Te je (X, Y, Z) oproronasnna 6a3a Koja ce cacToju o1 1eUHUTHIX BEKTOPA, OJAKIIe

npumMersyjyhu (5.4) 3aksbydyjemo ja je
0= R(E2 -+ tEg, El, El, thEQ - €2E3)R<E1, E2 + tEg, E2 -+ tEg, thEQ — EQE:),).
Ha ocnoBy mynrununeapuoctu tensopa R je

R(Ey+tEs, By, By, tesEy — e9Es3) = tesR(Es, B, Ey, Es)
—82R(E27 El, El, Eg) + t2€3R(E3, E17 El, EQ) - t{ng(Eg, El, E17 Eg)
= — &9 Ro113 + (e3R2112 — €2R3113)t + €3 R3110t%,

a 36or MyaTuimHeapHOoCTH Ter3opa R u (1.4) Koja maje
R(E17 E27 E27 E2) == R(E17 E27 E37 E3) == R(E17 E37 E27 EQ) = R(Ela E37 E37 E3) = 07
Riozs = —Rioaz m Ris3o3 = —Ri332 cirenu ga je

R(E\, Ey + tE5, By + tE3, tesFEy — e9F3)

=tesR(FE1, Ey, By, Ey) — eo R(E4, By, Fs, E3) + t253R(E1, E,, B3, E»)
— te9R(Ey, By, B3, E3) + t°e3R(Ey, B3, o, Ey) — tesR(Ey, Es, Es, E3)
+ t°e3R(En, B3, B3, By) — t*e3R(E, Es, E3, Fs)

= — eaRio3 + t°e3R1232 — tea Risas + toe3 Russo

= — e3R1203 — t?e3R1223 + tea Rizso + tPe3 Russo

=Ry993(—€2 — 53t2) — tRy330(—¢e9 — 53?52) = (Ry293 — tRy332)(—€2 — €3t2)~
Oparie je

O = R(E2 + tEg, El, El, t€3EQ — EQEg)R(El, E2 + tEg, E2 + tEg, t€3E2 — €2E3)
= (—e2Ro113 + (e3Ra112 — €9 R3113)t + e3R3119t%) (Rig3 — tRy332)(—€2 — 3t°).

Kako oBo Baxku 3a cBako t > 1, 3ak/pydyjeMo Jia je KoedUIMjeHT ucnpemn t y

nobujenom nosimaomy jemaak 0. Onatie, kopucrehu ey # 0, cienn 1a je

€9Ro113 R332 + (53R2112 - 5233113)R1223 =0,
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a kako (5.4) 3a (A, B,C) = (E3, E1, E3) nosnaun ja je RizzeRsi10 = 0, omHOCHO
Ro113R1332 = 0 jep je 30or Z, cumerpuja Rsiio = —Rzi01 = Rizor = Roiis, TO

3aKJbydIyjeMo Ja je (e3Ra110 — 2 R3113) R1203 = 0. Peckanmuparmem BekTopa mobujamo
(ecR(B,A,A,B) —egR(C, A, A,C))R(A, B, B,C) =0, (5.5)

3a MPOU3BOJbHY OopToroHasny 6a3y (A, B, (') cactaBibeHy of] IeDUHUTHUX BEKTODA.
[Tocmarpamo npousBo/bHY OoproHOpMUpaHy 6asy (FEp, Es, F3) 3a V u Heka je
(p, q,r) nepmyranmja ckymna {1,2,3}. Oznauaumo s; = Ray13, So = Ris23, S3 = Ri3se,
ki = e9e3R3093, ko = €163R3113 n k3 = €169 Ro112. Jemnauuna (5.4) 3a (A, B,C) =
(E,, E,, E,) noBraau ga je Ry Ry = 0, ogrocHO 5,5, = 0, 1 KaKO 0BO BaxKu 3a
npOM3BOJbHY mepMmyTarmjy (p, q,r) ckyma {1,2,3}, To mobujamo cucrem jemrHaanHa
s189 = 0, s183 = 0, ses3 = 0, omakJyie cienu ga cy 6ap jaBa mehy OpojeBuma sq,
S2, s3 jenHaka 0, ogHOCHO Gap JBa O S,, S, U S, cy jeaHaka mysau. Hexa je, 6e3
yMamema OIIITOCTH, S, = S, = 0 u mpernocrasumo na je s, # 0. IIpumernmo na
HaM jenuaunua (5.5) 3a (A, B,C) = (Ey, E,, E,) naje (epRrqqr — €rRpgap) Rgrrp = 0,
IITO HAKOH MHOXKEHA Ca Epeser 7 0 maje (€48, Rygqr — €4€pRpqqp) Ryrrp = 0, 0OTHOCHO
(ky — k,)s, = 0, mrro 360r npermnocraBke aa je s, # 0 moBradu ga je k, = k.
ITocmarpajmo A = Ey +tE3, B = Ey, C' = estk) — e1F3, 3a t > 1. Kopucrehn

(1.2), 6usmaeaproct dopme g u 1a je (£, Ey, F3) oproHopMmupana 6a3a cyeu

ca=e1 +t23#0, ep=e3#0, ec= 5%1&251 +e2e3 =t + €3 # 0,
9(A, B) =g(E1 + tE3, E») = g(Ex, Ep) + tg(Es, En) = 0,
9(A,C) =g(Ey + tEs, est By — e1E3) = estg(By, By) — e19(Ey, Es) + t*e39(Es, Ey)
—te19(Es, B3) = estey — tegez = 0,
9(B,C) =g(Es, e3t By — e1E3) = estg(Ey, Br) — e19(Ea, E3) =0,

re je (E1+tE3, Fy, e3t By —e1 F3) opToronasina 6a3a Koja ce cacToju oJ1 TeDUHUTHIX

BekTOpa u npumenoMm (5.5) mobujamo ja je

(653tE1_51E3R(E2, E1 + tEg, E1 + tEg, Eg) — EEZR(a’fgtEl — €1E3, E1 + tEg, E1 + tEg,
€3tE1 — ElEg)) . R(El + tEg, Eg, EQ, €3tE1 — €1E3) = O

Ha ocuoBy (1.2) je e.yip,—c,m, = E3t261 + €363 = t%e1 + €3, JIOK je 360 My/ITUJITHE-

apHocTH TeH3opa R u Z,; cumerpuja
R(E27 El + tE37 El + tE?); EQ) - R(E27 El) Elu EQ) + tR(E27 El) E37 EQ)
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+tR(Esy, Es, By, Ey) + tQR(Ez, Es, B3, Ey) = Ro112 + tRo130 + tRogio + t* Rosso
=Ry119 + tRigos + tRios + t2 Rygos = Roi1o + 2R1003t + Ragst®.

Hasbe, HA OCHOBY Zo CUMeTpHja UMaMO Ja je

R(E17E17E17 El) = R<E17E17 E17E3> = R<E17E17 E37E1> = R(E17E17 E37E3>
=R(Eh, Es, Ev, Ev) = R(Ey, E3, Es, E3) = R(Es, By, Ey, Ey) = R(E3, Er, Es, E3)
=R(Es, Es, By, Ey) = R(Es, Es, By, E3) = R(Es, Es, E5, Ey) = R(Es5, Es, E5, E3),

T€ HA OCHOBY MYJITWJIMHEAPHOCTH TeH30pa R u Z, cuMmeTpuja cjieau Ja je

R(estE, — €13, By +tEs, B + tEs, e3tE — 61 E3) = est’R(Ey, By, By, E))
—e3e1tR(Ey, By, By, E3) + est* R(Ey, By, Es, By) — e1e3t?R(E), By, B3, E3)
+ e2°R(F\, Bs, By, F\) — e165t>R(E\, Es, By, Fs) + e2t*R(E,, B3, E3, F)
— e163t°R(Ey, B3, B3, E3) — e163tR(Es, By, By, EY) + 63 R(E3, Ey, By, Es)
— e163t’R(Es, By, B3, By) + €3t R(Es, By, B3, E3) — e1e3t> R(E3, Es, By, E))
+ e2tR(Es, B, By, E3) — c1e3t® R(Es, B3, B3, By) + ¢1t*R(Es, B3, B3, E3)

= — 163t R(E), E3, By, B3) + e3t*R(Ey, Fs, B3, By) + 2 R(Fs, By, By, E3)
— e163t° R(E3, By, B3, By) = —e163Riz13t” + t' Rizz1 + Rsniz — €163t° Rars

=c163Ra113° + Ranst’ + Rans + €163 Ra13t” = Rans(er + e3t®)”.

Ha ocnoBy mynrununeapuoctu tensopa R u Z, cumerpuja je

R(Ey 4+ tE3, By, By, e5tEy — e1E5) = et R(Ey, Es, By, Ey) — e1R(En, Es, By, E3)
+ e3t’ R(Es, By, By, Ey) — €1t R(E3, By, By, E3) = 3t Ri291 — €1 Ri993 + £3 Rgom
— &1 R3post = €3Ro119t — €1 R1203 + €3 R1203t% — €1 R3post

= — 1 R1223 + (e3R2112 — €1R3203)t + £3R1903t”.
Baro je

((t%e1 + €3)(Ro112 + 2R1223t + Ragost”) — e2Rauis(e1 + est®)?)-
(—e1Ri293 + (e3Ro112 — €1 Raza3)t + €3 R1g03t?) = 0.

OBo Bazku 3a cBako t > 1, Te je koedunujeHT y3 t jeJHAK HYJIH, OJHOCHO

2
—2e3R19931 R1223 + (€3R2112 - 52R311351)(€3R2112 - 51R3223) =0,
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Te kopucrehn e3e3e2 = 1 zakspydyjemMo 1a je
2
—2€1€3R1223 + (518232112 - 515333113)(815232112 - €2€3R3223) =0.

Baro je —2e1e353 + (k3 — ko)(ks — k1) = 0. Hasme, xopucrehn 6asy (E,, E,, E,)
ymecto 6aze (Ey, By, E3), nobujamo na je

—2e48p8; + (kp — k) (kp — kg) = 0, (5.6)

mro ca k, = k, u .6, # 0 noBnaun s, = 0, a TO je y KOHTpaIUKIuju ca s, 7 0.

3ato je s, = s, = s, = 0, omaxue je
Ro113 = Rig23 = Rizza = 0.

Opatie, (5.6) nosnaun ma je (k, — k;)(k, — k;) = 0 3a 6m10 KOjy mepMyTarujy
(p,q,7) ckyma {1,2,3}, Te cy 6ap ape o1 pasmuka ks — ks, ks — k1 u ko — ky jennake

HYJIH, IIITO TIOBJaYu 12 je ky = ko = k3 = u, u 3aT0 je

k3 ks ky
Rojig = —— =162, Ra113 = —— = €163, R3203 = —— = €a2e3/1.
€1€2 €1€3 E92€3

Kako je Tpomumen3uonu ajaredbapcku TeH3op Kpubune Ha ocHoBY Ilociemnure 1.23
jemuncTBeHo oxapehen momohy cBojux 6 KOMIOHEHTH TeH30pa: o113, [1203, 13390,
Ro112, R3113, R3003, iperxonne jemnadyune u [Ipumep 1.10 mosiade j1a je R KOH-

CTaHTHE CEKIIMOHE KPUBUHE L. [l

IIperxoana Teopema IOBJAYH Jia je CBaKW TpoguMeH3moHu R JakoOu-opToro-
HajaH ako u camo ako je OcepmanoB. 3amcra, ako je Tpoaumensmonu R Jako-
Ou-opTOroHAJIAH, OHJA je Ha OCHOBY IPETXO/HE TeopeMe R KOHCTAHTHE CEKIIMOHE
KpuBHHE, Te je KBasu-Kiundopos, te je Ha ocaoBy Teopeme 3.16 Ocepmanos. Ca
JIpyre crpaHe, ako je TpomuMensuonun R OcepMmaHOB, oHIa je R 3-1mTajH Ha OCHOBY
[33, JTema 1.7.3], Te je u 1-mraju, a Kako je CBaKU TPOAUMEH3MOHU R 1-mraju ako
U CcaMO aKO je KOHCTaHTHEe CeKIMOHe KpuBKHe Ha ocHOBY [18, IIpomosumumja 1.120),
TO je R TeH30p KOHCTAHTHE CEKIMOHE KPUBUHE, T€ je Ha OCHOBY IIPETXOIHE TEO-
peme JakoOu-opToroHajan. Yy HapeJIHO] TEOPEMU JOKA3yjeMO CIIUYaH Pe3yJITaT Y

nuMen3uju 4 y3 JI0/IaTHY MPETHOCTaBKy jJa je R JakoOu-aujaronaimsabuiam.

Teopema 5.14. Csaxu Jaxobu-gujazonarudaburah arzebapcku WEHIOP KPUBUHE

gumensugje 4 je Ocepmanos axo u camo axo je Jaxobu-optoZoHaNaH.
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Zoxas. IlpernocraBumo 1a je R Jakobu-aujaronanmsabuian OcepmaHoB aarebap-
CKHU TE€H30p KPHUBHHE Ha IIPOCTOPY ca cKajapHuM mpoussogoM (V, g) aumMensuje 4.
Beh cmo komenTapucaiu ja ce ciydaj curuarype (v, 4 —v) CBOIM HA CIy4aj CUTHA-
Type (4—v,v) 3amenom dbopme g ca —g, Te je JIOBOJBHO pa3MaTpaTi caMo PuMaHoB,
Jlopennios u Kiajaos tensop R. obpo je mozuaro ga Jlopermos OcepmaHoB aJjre-
6apCcKy T€H30p KPUBHHE NMa KOHCTAHTHY CEKIMOHY KpuBuHy (Bumeru [19, 29]), Te
je obmuka R = pR'. Opasne, kopucrehu ga je Hysa TeH30p JakoGU-OpTOrOHAIAH
n npuMmewyjyhu Jlemy 5.8, 3akpydyjemo na je Jlopennos Tenzop R JakoOu-opro-
ronajad. Ocraje ma pemumo caydajeBe Kamaa je R Pumanos mnn Kiajuoos. Heka
cy X n'Y mehycobno oproronasnu jeqununaau Bekropu u3 V. O3naunmo X = Fj.
Kako je R Jakobu-jaujaronajn3abuian, TO Ha OCHOBY jeaHakocTu (3.9) mocroju
oproHopMEpaHa conctBena 6aza (Fi, Fy, F3, E,) 3a V npuapyxena Jg, Takpa Ja
je Jp, Ei = ex\ils, 3a i € {2,3,4}, upm uemy je ¢; = €, 3a j € {1,2,3,4}, xao
ne?=13ai¢€{l,23 4} Kako R nuje JIopeHIOB, BaxKkn Jia je 1626384 = 1 jep
je mapan 6poj OpojeBa mehy €1, €5, €3 U £4 KOju cy jemnaku —1. O3nagapajyhu

R = R(E;, E;, E}, E}), Ha ocHOBY OmmHeapHOCTH (DOPME ¢ IMaMO Ja je
Rinj = 9g(R(E;, Er)EvL E)) = 9(Te, Eiy Ej) = erig(Ei, Ej) = e1Midi5€;.
Tae 5a (i, ) € {(2,2), (3,3), (4,4), (2,3), (2,4), (3, 4)} nobujamo
Roi12 = 1622,  Rsiiz = €133,  Rut1a = €164, (5.7)
Ra113 = Rot1a = R3114 = 0. (5.8)
Ha ocuoBy Teopeme 3.14, Jakobu-mgujaronanuzaduian Ocepmanos R je Jakobu-
-nyanan, re Jg, E; = e1\iFy, 3a i € {2,3,4}, nosnaun ma je Jg, By = ;)\ Eq, Te je
jEiEl 1 Z?J 3aj S {2,3,4}, OoaKJie je 0= g(jEzEbEj) = g(R(El,Ez)EZ,EJ) =
Ryj;; m ogarie 3ak/bydyjeMo Ja je
Ri223 = Ri924 = Ris32 = Rizga = Rigus = Ryaaz = 0. (5.9)
Kako je R OcepmanoB, T0O je oH u l-mraju, Te Ha ocHOBy (3.2) mobujamo ja je
Z?Zl gi€xRivwi = c1, 32 x € {1,2,3,4}. Onasne, kopucrehn (1.3) 360r Koje Baxku
Ri111 = Raxe = Ragss = Ryqas =0 (1-5) 300r Koje je Rig21 = Raii2, Rigs1 = Rsi1s,
Rogso = R3gez, Risa1 = Raina, Rosas = Rasos, R3443 = Ry334, 3aKIbyUyjeMO Ja je
€162Ro112 + €163 R3113 + €164 Ra114 = €4,
€162 Ro112 + €263 R3003 + €264 Ra904 = 1,
€163 13113 + €263 3903 + €364 Ru334 = €4,

€164 R4114 + €264 Ra904 + €384 Ry334 = €.
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Opnysumarem 30upa MMpBe W 9eTBPTE jeHAaUrHe 0J1 30Mpa IpeocTasie JIBe jeTHAYN-
He J100ujaMo €963 3993 = €164 R 4114, OJlAKJIE HAKOH MHOXKEIHbA Ca £963 CJIEIN JIa je
€%E§R3223 = €1696364 Ry114, TE je R3oo3 = Ry114. Omy3umarbem 30upa Ipyre u 9eTBp-
Te jeHaYnHE O] 30Upa IpeocTasie JIBe jeTHadnHe J00UjaMo €984 R004 = €163 R3113,
OJlaK/le HAKOH MHOYKEHha Ca €364 CJICJIU Ja je £363Riony = 1626384 R3113, Te je
Ryo0s = Rs3113. Opy3sumamem 30upa Tpehe u deTrBpTe jeaHadmHe o1 30upa Impeo-
craje JiBe jeHadnHe 100ujamMo €364 4334 = €169 Ro112, O/aKjIe HAKOH MHOXKEHha Ca
€34 coeu 12 je cae3 Ryz3q = €1626384Ro119, Te je Ryszq = Royio. Kopucrehn (5.7),

nMaMmo J1a je
Rso93 = €164\s,  Ruoou = 5153)\3, Ry334 = €162M0. (5-10)

W3 Tora mro je tenzop R l-mraju Ha ocHOBY (3.3) mMaMo JI0JaTHE jeHAYNHE
Z?Zl €iRizyi = 03al <z #y < 4. Bamenom (z,y) € {(2,3),(2,4), (3,4)} nobujamo

e1l1931 + €2Ro232 + €3 R3933 + €4 234 = 0,
e1R1241 + €2 Ro240 + €3R3943 + €4 Ra244 = 0,
e1R1341 + €2Ro349 + €3 R3343 + €4 344 = 0,

a kako jempaqmue (1.3), (1.4) u (1.5) majy ma je

R2232 = R3233 = R2242 = R4244 = R3343 = R4344 = O,

R1231 = _R2131 = R21137 R4234 = _R2434 = R24437
R1241 = _R2141 = R21147 R3243 = _R2343 = R23347
R1341 = _R3141 = R31147 R2342 = _R3242 = R32247

TO 3aKJby9IyjeEMO J1a je
e1l9113 + €4Roua3 = 0,  €1Ro114 +€3R2334 = 0, €1 R3114 + 2R3204 = 0,

OMHOCHO [ogy3 = —e164R0113, Rosza = —e€163R2114 1 Ragoq = —e162R3114. Hasbe,

kopucrehu (5.8), mobujamo na je
Royu3 = Razza = R3geq = 0. (5.11)

Kako je derBopomumensuonu OcepmanoB R 2-mraju, jennaqunna (3.1) Baxkwu 3a

J =2, onaxue je Tr(Jg,)? = (eg, )*c2, mTO NOBIAYY J1a j€
A4+ A+ A = o, (5.12)
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jep je 36or Jg, E; = e\ E;, toe je i € {2,3,4}, marpuna JakobujeBor omneparopa
JE, y opronopmupanoj 6azu (Ey, By, E3, Ey) jenHaka

0 0 0 0
0 1A O 0
0 0 A3 O
0 0 0 &M\

Kako je R 2-mrajH, Ha ocHoBy (3.6) 3a cBe 1 < o # y < 4 Baxku 11a je
2 Z 5i5jRixijiyyj + Z 5i5j(Rixyj + Riyxj)2 = 2€m€y02-
1<i,j<4 1<i,j<4
3a (z,y) = (2,3) je
2 Z giijiQQjRiBiSj + Z EZ'Ej(Riggj + Riggj)2 = 2828302.
1<i,j<4 1<i,j<4
Ha OCHOBY (13), (14), (15) je Rgggj = R333j = R223j = R332j =03aj € {1, 2,3, 4},
RZ‘QQQ = Ri333 = Riggg = Ri322 = 0 3a 1 - {1, 2, 3, 4}, TEe je 2625362 je,ZLHaKO
2(515131221R1331 + 1641224 R334 + €461 Ry01 Ry331 + €4€4R4224R4334)
+ c161(Ry2s1 + 31321)2 + 5152(31232)2 + 5153(31323)2 + e164( R34 + R1324)2
+ 5251(32321)2 + 5253(32323)2 + 5254(32324)2
+ €361 (R3231)2 + 5352(R3232)2 + 5354(R3234)2
+ c461(Ra2s1 + 1_1)4321)2 + 8462(R4232)2 + 6453(34323)2 + e464(Ry234 + R4324)2,

a Kako Zy CUMeTpHje najy

R1221 = R2112> R1331 = R31137 R4221 = _R2421 = R2412 = R1224>

R1231 = _R2131 = R21137 R1321 = R21137 R1232 = _R12237

Ri3p3 = —Ris32, Rozor = Ro1o3 = —Rigo3,  Rozas = —R323,

Rosos = —R3oos, Ra3o31 = R3130 = — i3,  Razzz0 = —R3os,

R334 = —Roszs, Ruz31 = R3jae = —Rizar = Risos,

Ryso1 = Rojus = —Rioaz = Rioza,  Ruoze = R3os0 = —R3on,

Ry3p3 = Roza3 = —Rogza, Ruoza = —Rouzs = Rosz,  Ruzos = Roys,

o u3 (5.8), (5.9) u (5.11) 3akspyuyjemo 1a je

262 Ro112Ra113 + 263 Rysos Rysss + €164( Rigss + Ri3o4)?

+€2€3(—R3223)2 + 5352(—33223)2 + c4e1(Ryz24 + R1234)2 = 2e9€3¢;.
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Kopnmhe}beM (57) u (510) cJjieau 48283/\2)\3 + 28283(R1234 + R1324)2 + 28283/\421 =
2e963Co. JlebereM ca 2e9e3 # 0, mobujamo 1a je ca — A2 — 2Xo A3 = (Ri234 + Ri324)?,

a kopucrehn (5.12) umamo na je co — A3 = A3 + A2, Te je
(A3 — A2)? = (Rugsa + Ruzaa)”

[Tonassbajyhin comuan nocrynak u kopucrehu jenmaaune (1.3), (1.4), (1.5) u (1.6)

Ha OCHOBY KOjUX je

R1243 = _R12347 R1423 = _R4213 - R2143 = _R1342 + R1243 = R1324 - R12347

Ri432 = —Ruz12 — R3142 = —Ri243 + Rizao = Ri23a — Rizoa,  Rizaa = — Risou,
Jnobujamo Ja je

()\2 - )\4)2 = (R1243 + R1423)2 = (R1324 - 2R1234)27
()\4 - )\3)2 = (R1432 + R1342)2 = (R1234 - 2R1324)2-

Opnarite caenu 1a je

84(>\3 - >\2) = Rig34 + Ri324, 53()\2 - )\4) = Riz04 — 2R1234,

(5.13)
S2(As — A3) = Rigq — 2R1304,

Ipu 4YeMmy So, 83,54 € {—1,1}. Ha ocnoBy Iupuxsieosor' npunrumna, 6ap jgsa o
S92, 53,54 Cy jenHaku Opojesu. IlpermocraBumo na je s; = s; = —s, IPU YeMy je

(1,7, k) nepmyramuja ox (2, 3,4). Cabuparmem jennaunna y (5.13) nobujamo na je
(83 — S4)>\2 + <S4 - 82))\3 + (82 - Sg)/\4 = 0.

Axo ymecro nepmyranmje (2,3, 4) nocmarpamo nepmyranujy (i, j, k), 3aKibyayjemo
ma Baku (s; — s\ + (s — s)Aj + (85 — sj)\ = 0, Te 360r s; = s; = —sp
Baxkn 1a je (s; — (—s;))\i + (—s; — s;)A; = 0, ognocuo 2s;\; — 25;\; = 0, ogakie
je 2s;(Ai — Aj) = 0, te je \; = A;. Tama je sp(A\; — ;) = s,-0 = 0, kao u
—si(A; —A;) = 0, Te mpumehyjemo na 3ameHa s;, ca —sj, He Mema jenHadnne (5.13)
u Tako 0be36ehyjeMo 1a je so = §3 = s4.

Ako je s = s3 = s, = —1, OHJIa 3aMeHaMa CONCTBEeHNX BeKTopa Fs, B3 u Fy ca
—Fsy, —FE3 u —Ey, pesioM, 3ak/byayjemMo fa Riszq 1 Ri304 Memajy NMpe3HaK, Kao u

S92, 83, S4. To je pa3Jor 3aliTo, oes3 YMambemba OIIIMIITOCTU, MOXKEMO IIPETIIOCTaBUTHU

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemauku MaTemaTuaap
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J1a je So = s3 = S4 = 1 1 100UTH jeTHAINHE

Rig3a 4+ Rigoa = A3 — A,
Risoq — 2R1234 = Ay — Ay, (5.14)
Rig3q — 2R1304 = Ay — A3,

3a mpomsBosbHO Y | X = FE| mocroje peasHu OpojeBu ko, k3, ks TakBu 1a je

Y = ko Ey + k3Es + k4 E4, Te je Ha OCHOBY JIMHEAPHOCTH ollepaTopa Jy HCIYHEHO
jxy = jE1 (kQEQ -+ ]{33E3 + k4E4) = kze’fl)\QEQ + k'3€1)\3E3 -+ k4€1)\4E4.

Kopucrehn jennaumne (1.3), (1.4), (1.6), (1.5), (5.8), (5.9), (5.14) u Jlemy 1.8 Ha

OCHOBY Koje je

E; Ey)E = Z&g E;,Ev)E, E ZC‘Z ki i,

u3padyHaBamo Ja je

Ty X =Ty BotksBsikaBa 1 = R(Ev, ko Ey + ks Es + kyFoy) (ko B + ks B3 + kyEy)

=k3R(E\, Ey)Ey + koksR(E1, Ey) Es + kokyR(Ey, ) E,

+ kskyR(EL, E3)Ey + k3R(E, E3)Es + kskqsR(E1, E3)E,

+ kykoR(Ey, E4) By + kyksR(Ey, Ey) By + EiR(Ey, Ey)Ey
=k§(€1R1221E1 + e2R19290F + €3 R1993F3 + €4 R1924 Fy)

+ koksz(e1R1231 B + €2 Ri932 B + €3 R1233 B3 + €4 1234 By)

+ koka(e1Ri2a1 By + €2 Ri0a2 By + €3 R1243 B3 + €4 R1244 By)

+ ksko(e1Riz01 By + €2 Rizoo By + e3R1323 B3 + €4 Ri304 By)

+ k3 (e1Ruzs1 By + €2 R332 Fo + e3R1333Es + €4 Risaa By

+ kska(e1Ri3a1 By + €2 Ri340 B + €3 R1343 63 + €4 R1344 By)

+ kaky(e1Ria01 By + €2 R1apo B + €3 R1u3 3 + €4 R1u4Fy)

+ kakz(e1Ria31 B + € Riuzo By + €3 R1a33 B3 + €4 R34 By)

+ k3 (1R By + e2RiaanFo + e3R1uus B3 + e4R1uaa Ey)
:k§€1R2112E1 + kokse1 Ro113 By — kokgea Rigag iy + koksea Rioga By

+ kokag1 Ro11a By — kokyea Rigoa Eo + kokaes Ri2a3 B3 + kgkoe1 Ro113 B

— kskoes Ri3zoFs + kiskoca Riz04 s + k§€1R3113E1 + kskie1 Rs114En

+ kakaga Rizaa By — kzkyez Rigsa Bz + kykog1 Ro11a By + kakoe3z Riss B3
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— kakoes Riaao By + kakze1 Raia By + kakseo Riaza By — kakzeaRisas Ey
+ kie1 Ry By
=k3e1Ro112 By + koksesRiosa By + kokaes Rioas Fs
+ kskoes Risoa By + k§€1R3113E1 + kskieo Ri340 Fo
+ kaksesRiaos B + kakseoRiaso By + kie1 Runna Ey
Z(k?%&Rmm + k§€133113 + k28134114)E1 + kskyco(Riga2 + Rias2) B
+ kokaes(Rizas + Ria23) B3 + koksea(Rigsa + Risps) By
=(kje2da + kieshs + kjeaha) Br + kskaca(Risga — 2R1324) B
+ kokaes(Rizoa — 2R1934) B3 + kokzea(Riz3a + Ri324) Ey
=(k2eo)g + kies)s + k2ey\g) By + kakyso( Ay — X3) Ey
+ kokyes( Ao — A\g) B3 + kokseg(As — \o) Ey.

Hasbe, kopucrehu na je (Ey, Fy, E3, Ey) opronopMupana 6a3a, Ha OCHOBY OUJIMHE-

apHocTu (popMe g u3padyHaBaMo J1a je

9(TIxY, Jy X) = kakskse12202( Ay — A3)g(Es, Eo)
+ k2k3/€4€153)\3()\2 - )\4)9(E3, E3) + k2/€3/€4€154)\4(/\3 - /\2)9(E4, E4)
= e1kokzka(Aa(As — A3) + Az(A2 — Au) + Aa(As — A2)) =0,

mTo Jiokasyje 1a je R Jakobu-oproroHaJiam.

O6partHo, mpernocTaB/baMo J1a je R Jakobu-aujaronannsadbuian Jakoou-opTo-
roHajan aarebapCcKu TEH30D KPUBUHE HA IIPOCTOPY Ca CKAJAPHUM ITPOU3BOIOM
(V, g) mumensuje 4. IIpeo nokazyjemo na je R ciabo Jakobu-ayanan. Heka cy X u
Y mebhycobuo oproronasinu jeauHudHU BeKTOpHU u3 V TakBu ja je JxY = exAY.
Hamr nmnb je ma mokazkemo ja je Jy X = ey AX. Kako je R Jakobu-mujaronamsa-
6unan n Jakobu-oproronanan, X je nedunnran n Y € V(X) = Ker(Jx —exAld),
kopucrehu Jlemy 5.10 u Jlemy 5.11, mobujamo na je Jy X = ey AX + Z, nupu uemy
jeez =0u Z € V(X) < X*. Banpaso, kako Ha ocHOBY OusumHeapHoCTH (BOp-
Me ¢, caMOaJIjyHroBaHOCTH JakobujeBor omeparopa Jy u JyY = 0 caemu na je
9(Z2,Y) = g(Jy X —eyAX)Y) = g(X, FyY) —eyNg(X,Y) =0, 10 je Z LY, 1e
3aKsbydyjemo 1a Z € Span{X,Y}+.

Pasznukyjemo nsa caydaja. Ciaydaj xaja je Span{X, Y} nebunuran nornpo-
crop mpoctopa V je jacan jep ez = 0 u Z € Span{X,Y }* nosnaun na je Z = 0.

Ocraje na pemmumo ciay4daj xkaja je Span{ X, Y} uenedunuran (ex = ey axo

je R Jlopennos, ex = —ey ako je R Kuiajuos, nok 3a PumanoB tenzop R nema
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osor ciaydaja). Kako je Jy X = ey AX + Z, mam b je na mokaxkemo jga je Z = 0.
[IpermocraBbamo na je Z # 0, Te Ham £ = () moBjaqn ja je Z uzorponan. Kako
je R Jakobu-nmjaronasmsabuiian, 1o Ha ocHoBy (3.9) u Jleme A.8 3akspyuyjemo
na je V(X) nenerenepucan, a no Jlemu 1.6 rakas je u Span{Y }+ N V(X) koju
CaJIpXK¥M M30TPOIaH BEKTOP Z, Te je meroBa auMensmja Oap 2. Omarie, Kako je
Y € V(X) < X+, nobujamo ga je dim V(X) = 3, mro ca V(X) < X+ nosmauan na
je V(X) = X+ u Jx = exAd. Kaxo je Span{X, Y }* mepecunuran, 10 mocroju
BekTop W € Span{X,Y }* Taxap na je eyy = —cy muneka je Y = (Y —tW)+tW 3a
t>1.KakosaxuY € X+ W € Span{X,Y}+ < X+ u X+ = V(X) je morupocrop,
To Y —tW, tW € V(X), te je Tx(Y —tW) =exA\(Y —tW) u Ix(tW) = ex \tW.
Kopucrehu gaje W L Y u (1.2), 3ak/byuyjemo Ja je ey g = ey +t2ew = (1—12)ey
u gy = tley = —tey. 3aro je sgn(ey_sw) = sgn(eqy) = —sgn(ey) u MokeMo
npumennTy Beh pemen ciayuaj ma X, Y —tW u X, tW, jep cy Span{X,Y —tW}+
u Span{ X, tW}+ nebunurnu, re nobujamo 1a je Jy wX = ey _awAX u Jw X =
eawAX. Kako je W € Span{X,Y}+ 1o je Y L tW, Te na ocuoBy (1.2) umamo
na je ey 4w = €y + e, Te Kopucrehu jemuauuny (2.4), J(tW,tW)X = Fw X u

JITHEAPHOCT IT0JIapu30BaHoOr JAKOOMjeBOT olepaTopa u3padyHaBaMmo Jia je

KX =Ty-wypwX = Ty—ewX £2T(Y —tW W)X + Tw X
=ey_awAX + 2tT (Y, W)X = 2Tw X + Tw X
— ey AX 4+ 2T (V)X — T X = ey s AX + 26T (Y, W)X — g AX
— (v — e)AX + 26T (Y, W)X = ey AX + 2T (Y, W)X.

Kako Jy X = ey X + 2tJ(Y,W)X Baxu 3a csako t > 1, mobujamo ma je
2T Y, W)X =0 u JyX = eyAX, mro je y CyupoTHOCTH Ca IPETIIOCTABKOM Ja
Z #0,1eje Z =0.

Hakne, R je cnabo Jakobu-mayasnan, a Kako je R JakoOu-mmjaroHam3adbuiaaH,
kopuctehu Jlemy 3.11, 3ak/pyuyjemo na je R Jakobu-nyanan. Konauno, Teopema

3.14 nosnaun na je R OcepmaHOB. O

[Tocebno, Kako cy Ha ocuoBy Jleme A.6 PumanoBu Tenzopu kKpusBuHe JaxoOu-
-JIMjaroOHAJIM3a0UTHYU, CJIE/TH Ja je CBaKU ajarebapCKu TeH30p KPUBUHE HA IIPOCTOPY
ca MO3UTUBHO JeUHUTHUM CKAJIAPHUM POu3BoAoM jaumen3uje 4 OcepMaHOB ako
U caMo aKo je JakoOM-OpTOroHaJIaH.

Ha kpajy, 3akpydyjemo na je mpuHiun JakoOu-opTOroHaTHOCTH, KAaO W TTPUH-
AT JIyAJTHOCTU ¥ IIPOIIOPIIMOHATHOCTH, BEOMa BaxKaH y kapakrepusamnuju Ocep-

MaHOBHUX TEH30pPa.
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I'maBa A
JlomaTak

Y 0BOj 1y1aBU M3J1ayKEeMO HEKe IM0jMOBe U TBphema u3 JuHeapHe ajaredpe, TOIo-
Jioruje, audepeHIjaane reoMeTprje U TEH30PCKOT padyHa KOje KOPUCTUMO y OBOj

JOKTOPCKO] JIMCEPTAINJHU.

A.1 JIuneapHa ajareopa

Y oBOM IIOrJIaB/by HABOJIMMO HEKe JI00po ITo3HaTe TeopeMe u3 JIuHeapHe ajre-
Ope Koje MpuMerbyjeMo y OBOj AUCEepPTAIUji, a IbUXOBH JOKa3u MOTy ce rmpoHahu y

kurama (6], [14], [44], [47] » [51].

JIlema A.1l. Coucweenu sextwiopu Xi,..., X, auneaproz ouepatmiopa J Koju pe-
) 7

goM 0g208apajy PaA3AUNUTLUM COUCTLEEHUM BPEGHOCTUUMA A1, . . ., Ak CY AUHEAPHO

HE3a6UCHU.

JIlema A.2. Axo cy ceu Henyaa GeKWOPU COUCTUBEHU 3G NUHEAPHU OUEPATLOP T
HQ BEKTOPCKOM UPOCTLOPY, OHJA TOCTLOJU CAMO JeGHA COUCTUBEHA BPEGHOCTH & ole-

pawopa J u eadicu ga je J =& - Id.

Kapaxtepuctuuhyu G0AUHOM JIMHEAPHOT onepaTtopa J je moauHoM w(A) =
det(A1d —J) u cBaka corncrBeHa BpeIHOCT je KOpeH o1 w. Huje Termko nmpuMeTuTu
Jla ce Tpar ¥ JIeTePMHUHAHTA JIMHEAPHOr omneparopa J I0jaB/bajy Kao Koeduiim-
JEHTH y HEroBOM KapakTepucTuaHoMm nojmHoMy w(A) = A — Tr(J)A" 1+ ... +
(—1)"det(J). Ucnocrasipa ce ga ce u ocTann KOeMUIEHTH KapaKTEePUCTHIHOT
MIOJIMHOMA W JIMHEAPHOT ollepaTopa J IMOJMHOMUjAJIHO M3ParkaBajy IPEKO ejieMe-

HaTa MaTPUIE omeparopa J.
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Jlema A.3. Axo je J auneapru oUepattiop Ha 6EKWOPCKOM UPOCTLOPY JUMEHIUJE
n wuju je kaparepucudny Goaunom w(X) = A"+ kA" P+ + k, A+ k,, onga

3a ceaxo m € {1,...,n} sascu
Mk + ki 1 T0(T) + k2 Tr(T?) + ...+ kb To(T™ 1Y) + Tr(J™) = 0.

Kako kapakTepucTHYHU MTOJIMHOM W JIMHEAPHOT oreparopa J uMa peajiHe KO-
edummjenTe, TO HErOBU KOPEHN MOT'Y OUTH PeaJIHu, aJii TaKohe MOry OUTH U KOM-
IUIEKCHU OPOjeBU KOjU HUCY PeaJiHu. TakBU KOPEHU 30BY ce KOMUAeKCHe COU-
ciuserne epegrocwiu. Tama ymecTo )V KOPUCTHMO KOMIIJIEKCHU BEKTOPCKH ITPO-
crop V¢ = V @iV, a camoagjyarosanu oneparop J Ha V) ce IpeTBapa y caMoa-

njyrrosan omeparop J°C ma VC.

Jlema A.4. Couctusere 6pegroctiv, camoagjynzo8anoz AUHEAPHOZ OUEPATLOPA HG

UPoOCwWopy ca JePuHUTTHUM CKANAGPHUM TPOUZBOJOM CY DEasHe.

Jlema A.5. Cotctisenu 8extmiopu camoagjyrZo8aroz 0Uepatiops Ha UPoCwopy ca
JePUHUTTHUM CKAAAPHUM TPOUZBOJOM KOJU 0g208aPATY PA3NUHUTLUM COUCTUEEHUM

8PEGHOCTUUMA CY MEHYCOOHO OPTOZOHANHU.

Axko ce 6a3a o1 V cacToju 0J1 COIICTBEHUX BEKTOPa JIMHEAPHOT orneparopa J Ha

V), onjia 3a Ty 6a3y KaxKeMmo Jia je coucieerna bas3a.

Jlema A.6. Iloctioju optoHopmupara coucttisera 6a3a upoctmopa ca gePhuHUTHUM

CKANAPHUM UPOU3BOGOM (V, g) Y 0GHOCY HG CaMOagjyHn2osary otuepatwop J wa V.
Hapeana nocseauiia je rmosnara 1o HA3UBOM CUEKWPAAHA TLEOPEMA.

Ilocnemuua A.7. Heka je J camoagjynzo6ar AUHEGPAH OUEPATLOP HA UPOCTLOPY
ca gepunuiinum craraprum apousseogom (V,g). Taga je V = @y Ker(J — A1d),
Upy, wemy D) Upegeiassa quUPERKWUHY OPWO2OHAANHY CYMY U0 CEUM COUCUUBEHUM

eépegroctiuma ouepatnopa J .

MebyTum, jeKoMIIo3uIMja MpocTopa ca cKajapHuM poussogom (V, g) ce KoM-
IUIMKYje KaJI je g HeledUHUTHO. 3a CaMOaJ[jyHTOBAHU JIMHeaApHU oreparop J Ha
POCTOPY Ca CKaJapHuM mpousBogoM (V, g) aumensuje n, n1edUHUIIIEMO JIMHEAPHE
omepatope Jy = J —Aldza A€ Ru Jy = (J — A1d)(J — AId) 3a A € C\ R.
Youwinenu couctieenu upoctmopu cy nornpocropu Vy = Ker((J,)"). Hapen-
Ha JieMa 9mju ce JoKa3 Moxke nponahu y (34, Jlema 4.4.2] roBopu Ja cy yommrenn

COIICTBE€HU IIPOCTOPHU HedereHepucCaHu M Ja Ce V Moxke IIpeacTaBUTH KaO IbUXOBa
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JIUPEKTHA, OPTOTOHAJHA CyMa IIPU YeMy cabUpaMO IO COIICTBEHUM BPETHOCTAMA

9UjU je UMaruHAPHU J1e0 HE MakbU O] HYyJIA.

Jlema A.8. Youwiienu couctieeru Upocmopu, camoagjyrzo8aHoZ AUHEAGPHOZ OTe-

pamopa Ha UPOoCwopy ca CKAAAPHUM UPOU3B0GOM (V, g) cy negezenepucary u YV ce

MODICE PACTLABUTY HA HUTO08Y OPTOZOHANHY JUPEKTUHY cymy V = 691111(,\)>0V,\.

2Kopgaros baox Benuaune k X k Koju ofArosapa peasiHoj COICTBEHO] BPEIHO-

ctu A € R je maTpura

J(k,\) =
0
0
0

1 0
1
0 A

Axko je comcTBeHa BpeIHOCT \ KOMILJIEKCAH Opoj a + ib, pu aemy a,b € R, 2Kop-

garos baok Benmunne 2k X2k Koju ojiroBapa mapy KOMILIEKCHUX KOHjyTOBAHUX

COTICTBEHUX BpeIHOCTHU @ + tb m a—ib je maTpuna

o

J(k,a,b) =
0
0
0

I
A
0

0
0
0

AL 0

0 A L
0 0 A

npu yemy cy A u I, 6;10Kk0BU Besmuune 2 X 2 nedunucanu momohy

A:(“
—b a

)

10
0 1/

lobpo je mo3nara TeopeMa u3 JinHeapHe ajaredpe Koja TOBOPH Ja Ce MaTPHUIA

y TOTOJIHO m3abpanoj 6a3u Moxke mpejcTaBuTu momohy zKopaaHoBux OJIOKOBA.

Teopema A.9. 3a ceaxu auneapru ouepatiop J pearroz 6eKmWOPCKoz Upocitiopa

V, wocwioju baza 3a V waxo ga J y ogrocy na Wy 6a3y uma 640K GUaGZOHANAHY
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MATPUYY cactiasseny og AKopgarosur 6,0kK06a gogeseHur COUCTUEEHUM BPEGHO-

ctuuUMa o2 ouepatopa.

Heypebhena damummja 2KopaarnoBux 0/10KOBa U3 MPETXO/IHE TEOPEME 30Be Ce

2Kopgarosa Hopmaara ¢popma orepaTopa.

A.2 Tomosormuja

Y oBoM TmOIJIaBJbY II0jicehaMo ce OCHOBHHUX II0jMOBa M3 TOIIOJIOTHje oOpahuBa-
HUX Ha OCHOBHUM aKaJeMCKUM CTyaujama cMmepa Teopmjcka MaTeMaTHKa W IIPHU-
MmeHe y okBupy mpeamera Tomosornja A (videti [50]).

Totosozuja na ckyny X je mopckyn 7 napruruHor ckyna P(X) ckyna X

TaKaB Ja BazKW:
l.0ertuXerm
2. Ilpecek konagHor Opoja ejeMeHaTa U3 T MPUIAJIA T
3. Yuuja npousBO/bHOT OpOja ejeMeHaTa U3 T IPUTaIa 7.

Ypeben map (X, 7) HasuBa ce WOUOAOWKY UPOCTLOP, & €JIEMEHTH CKyTa T CY
owisopeHu ckyuosu y Toj Tonojoruju. Ako x € X, orma ceaku ckyn U Koju ca-
JPKH T Ha3UBAMO OKOAUHOM Tadke x. [lonaTHo, ako U € 7, ouna je U otieopeHa
OKOAUHA TAYKE .

Tonostomku npocrop (X, 7) je Xaycgopdos' upocitiop ykonuko 3a cBake jipe
pa3IMunTe TavYKe T U To U3 IpocTopa X IOCTOje IUXOBe OTBOpeHe okoJmmue Uy u
Us,, penom, takse na je Uy N Us = ().

Hexka cy (X, 7) u (X, 7) Tomosomku npocropu. IIpecimkasame f: X — X
je HeupexugHo Yy wWavwku r € X akKo 3a CBaKy OTBOpeHy OkKojwuHy U; Tauke
f(z) y X; mocroju orBopena okosmua U rtauke x y X rakBa ga je f(U) C Uj.
[IpecnukaBame f je HEUPEKUGHO UPECAUKABAIbE AKO jé HEIPEKHIHO Yy CBAKO]
TaYIKU.

[Tpeciukasamwe f: X — X usmehy romosomkux npocropa (X, 7) u (X1, 1) je
TomeomopPusam axo je GUjeKTUBHO ITpecImKaBame TakKBo aa ¢y f n f~! mempe-
KUJTHA TIPEC/IUKABAIbA.

Ckyn nogckynosa B ckyna X je 6aza wouoaozuje na X (esementu ckyna B

ce 30By 0G3HU enemeHUU) TaKaB J1a BayKu:

'Felix Hausdorff (1868-1942), nemauku MaTemMaTuyap
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1. 3a cBako = € X, mocroju 6ap jeman 6a3uu eleMeHT B KOju cajpxKu .

2. Axko r mpunaja npeceky aBa 6a3Ha eneMenTa B u Bs, OHja mOCTOjU Ga3HU

eJieMeHT B3 Koju cajp:ku x Takap 1a je By C By N Bs.

Ako ckymr B nma mpebpojuBo MHOTO ejleMeHaTa, oHja je B upebpojusa ba3a.

A.3 dudepeHiumjasHa reoMmeTpuja

Y oBoMm morsaBiby IojicehaMo ce OCHOBHHX II0jMOBa M3 JudepeHIirjaHe Ieo-
MeTpuje oOpahuBaHUX Ha OCHOBHUM aKaJeMCKHUM CTyIujamMa cMmepa Teopujcka ma-
TeMaTWKa W IPUMeEHe Yy OKBUPY mpeamera [eomerprja KpUBUX U HMOBPINU (BUIETH
[27]) u dudepennujanna reomerpuja (Bumern [12], [17] u [59]). Koukperho, me-
duHUIIIEMO TOMOJIONTKE U JTuEPEHITNjadnuIHe MHOTOCTPYKOCTH, & 3aTUM yBOIUMO
IIOjMOBE TJIATKOT TPEeCIUKaBama U3MeDy MHOTOCTPYKOCTH, TAHT€HTHOT BEKTOPA,
TAHTE€HTHOT TIPOCTOPA, BEKTOPCKOT T0Jha, KOMYTATOPa BEKTOPCKUX I10/ba, TTOBE3a~
HOCTHU, KOBapujaHTHOT n3Boja u KpucrodeioBux cumoboIia.

Ako je M XaycaopdoB TOIOJIOMIKY IIPOCTOP Ca IpedPOojuBOM 6a30M, TaKaB Ia
3a cBaky Taduky p € M mocroju orBopeH ckyn U C M Koju cagpKu TadKy p U
xomeomopduzaMm ¢ kojum ce U mnpecimKaBa y HEKH OTBOPEH MOJICKYT o R™, oHja
ce M HazuBa n-guMeH3UOHA WOUOAOULKE MHOZOCTUPYKOCTL, 8 KOPUCTUA CE U
oznaka M"™ na ce maryiacu Ja je gumenduja mmrozocuupyrocwau M jennaxa n.
XomeomMopduzam ¢ 30BEMO KAPUWia WA AOKAAHU KOOPGUHATUHU CUCTLEM HA
M, a 3a n KaxkeMmo Jia je gumer3uja xapwe. lomen U xkapTe ¢ 30BeMO KOOpPgu-
HAWHA OKOAUHA, & JeCcTO ce KapTa obesexkaBa Kao ypehenn map (U, ¢).

[IpecimkaBawa m;: R — R 3a ¢ € {1,2,...,n} nedunucana mnomohy
mi(xl, 2%, ..., 2") = 2! nasuBajy ce xoopgunaiine upojexuuje. tbuxose pecrpuk-
uuje ;[ 40 ¢: U — R Koje npeciukasajy csaky Tauky p € Uy i-Ty KOOp/uHATY
IeHe ciiKe ¢(p) 30BeMO K0opguHatiHe GyHKyUuje Wit A0KaAHE KOOPJUHATIE.

3HaYAjHO je HAIJIACUTH JIa Ce HEKAJIAa y JINTEPATYPHU IO CUCTEMOM KOODIUHATA
Ha M y Tauku p nonpasymena ypehenu nap (Uy, ,), Ipu Uemy je T, UHjeKTUBHO
npeciukaBabe u3 orsopenor ckyna U, C R" y muorocrpykoct M (Bumeru [23]).

Tomosonika MmuorocTpykoct M je o8e3ara yKOJIMKO HE MOXKE JIa Ce TIPeICTa-
BU Ka0 yHUja JIBa JIUCJYHKTHA HEIPa3Ha OTBOpeHa MojacKyma o M.

Iloxpusayw nexoz ckyua je hpamuimja CKynoBa Unja YHUja CAJIPKUA Taj CKYII

KAao IOJCKYI, & YKOJUKO Cy CBH €JleMeHTH Te (paMujrje OTBOPEHH, OHJA je TO

139



A.5. JUOEPEHIINJAJIHA 'TEOMETPHJA

owieoper uokpusay. Ilowtokpusay HEKOT TIOKPUBAYA je HeroBa MoT(aMuIn-
ja Koja je Takohe mOKpmBad. 3a TOIOJIOIIKY MHOIOCTPYKOCT KarXKeMO 113 je KoM-
UAKWHG aKO CBAKU IEH OTBOPEH IMOKPUBAY UMa KOHAYAH MOTIIOKPUBA.

Adinaac va M je pamuiuja Kapara Ha M TakBa J1a je yHUja CBUX KOOPIUHATHUX
okoJinHa jeanaka M.

Ba ase kapre (Uy, ¢o) 1 (Us, ¢p3) N-JUMEH3HOHE TOIOJIOMIKE MHOTOCTPYKOCTH
M xkaxemo ga cy ca2aacHe ako je pyHruuja upeaacka geduHUCAHA TTOMONY
05 0 05 g ary): PaUa NUg) — ¢5(Us NUp) rnarxa. Inagax adiaac na M je
atimac Ha M 4mje cy cBake 1Be Kaprte cariacue. Komuaewar 2aagax aitiaac
je Tirajlak aTiac Koju HUje CaJIp:KaH HU y jeaHoM BeheM IJIaTKOM aT/acy, OJIHO-
CHO, KapTa KOja je carjlacHa ca CBUM KapTaMa U3 KOMILIETHOT TJIATKOT aT/iaca je
Beh cazpxkana y wemy. Iuatika n-mHozoctuipyrociu i gudepeHuujabuira
N-MHO20CTUPYKOCT je TOIOJIOIIKA N-MHOTOCTPYKOCT CHaOJIeBEHA KOMILJIETHUM
IJIATKAM aTJIacOM. 3axBaJbyjyhu HApeIHO] JieMe Yhju ce JOKa3 HaJa3Wu y KbU3U
[45, IIponosurmja 1.17], 3a oapehuBame TaTKe CTPYKType HEje HEOXOIHO HABE-

CTH KOHKpP€TaH KOMILJIETaH IVIaJaK aTJiacC, Beh camo Heku; IJIaJaK aTJiacC.

Jlema A.10. Csaxu 2ragax atinac A wa M je cagpotcan y jegquHclu8eHOM KOM-

UACTUHOM 2AAUUKOM QUWAGCY ( KOJu 308eM0 ZAaKa CUpyKwypa ogpehena ca A )

Peanna dynkmuja f: M — R je Zaatuxa axo je fo ¢! rmaTko 3a HeKy KapTy
(U, ¢) rnarkor arinaca Ha M (360r caraacHOCTH KapaTa TO BayKH 3a CBaKy KapTy
ofrosapajyher jeJMHCTBEHOT KOMILJIETHOT [VIATKOT ATJIaca).

Ckyn cBux riarkux peajaux dysrmuja f: M — R ma mHOrocrpykoctu M
ozrauaBamo ca §(M). Ba nse dyukuuje f u g uz F(M) nedunuremo dynkimje
f+ g (s6mp), f - g (nponseon) momohy jemmaxoctu (f + g)(p) = f(p) + g(p) m
(f-9)(p) = f(p)g(p), pemom, koje Baxke 3a cBako p € M. Ilosnaro je ma je ckym
§(M) ca oBako yBeieHNM OMHADHUM OIl€palldjaMa + U - KOMYTATHBAH IIPCTEH Ca
JETMHUTIOM.

[Ipecukapamwe f: M — N uzmehy muoroctpykoctu M u N je 2aatiko axo
3a cBaky Tauky p € M mocroje kapre (U,¢) y p € M u (V,¢) y f(p) € N, upu
gemy je f(U) CVuofop™: ¢(U)— ¥(V) je rnarko.

Lugpeomoppuzam usmehy mmuo2ociupyroctwiu M u N je riarko Omjek-
TUBHO TpecymKaBame f: M — N Koje uma ryiajak waBep3. Ako Takap qudeoMop-

duzam nocroju, ouga cy M u N gugpeomopdpre mrozociupyrociuu.
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Hexka je M mmoroctpykoct u p € M. Tanzentwnu eexwiop X, na M y Taukn

p je npeciukaBame X,: §(M) — R 3a koje Baxku:
1. R-muneapuocr: X,(af + Bg) = aX,(f) + BX,(9);
2. Jajoraunosoct®: X,(f9) = X,(f)g + fX,(9),

zacBako « €ER, € Ru f € F(M), g € F(M). Ckyn cBUX TAHIEHTHUX BEKTOPA Y
Ta4KU p ce o3Ha4dasa ca 1,M.

Cabuparme TAHTEHTHUX BEKTOPA M MHOXKEIHE CKAJIApOM YBOJIMMO Ha, IIPUPO-
JIAH HA4MUH, OJHOCHO Tako na 3a X, € T,M, Y, € T,M, f € §(M) u a € R
saxcn (X, + V) (f) = X,(f) + Y(f) 1 (aX,)(f) = aX,(f). Huje remxo moxa-
3aTu Ja je ckyn 1,M ca oBe ;iBe omepalyje BeKTOpcKu mpoctop HaJ R Koju 30-
BEMO WaHZeHWHU Upoctop muoroctpykoctu M y tauku p. MHOTOCTpyKOCTH
Cy 3aKPHUBJ/bEHU IIPOCTOPH KOjU MOTY OMTH KOMILUIMKOBAHM 3a IIPOyYaBaibe, JT0K
Cy BEKTOPCKU MPOCTOPH jEJIHOCTABHUJU W 3aTO je OCHOBHA Hjeja JudepeHIiu]jasi-
HOT' padyHa Ja yMecTo MHOrocrpykoctu M y okonmHM Tadke p € M mocmarpa-
MO IbeHy Hajoosby JIMHeapHy allpOKCHMAIldjy, a TO je TaHreHTHH 1poctop 1,M.
CauvHo, anpoKCUMUPAMO TJIATKO IIpecjankaBame naMmehy muorocrpykoctu M u N
JINTHEAPHOM TpaHC(MOPMAIjOM TAHTeHTHUX TpocTopa. lamn2eniino Upecaura-
8atbe TIPUIPYKEHO TJIATKOM mpecukaBawy f: M — N y Tauku p je mpecinka-
Bawe 1, f: T,M — Typ N nebunucano nomohy T, f(X,)(h) = Xy(ho f), tue je
X, € T,M u h € §(N). Heku ayropu TaHreHTHO HpecinKasaibe 1,f HasuBajy u
gudepernyujan ox f y p n o3HauaBajy ra ca df,.

Hexka je (U, ¢) kapra Ha n-mHorocrpykoctu M y tauku p € M u Heka cy
' =mo¢zai€ {1,2,..,n} onropapajyhe koopmunarue dbyukuuje. Ilapuyujairu

u3eog dbyukiyje f € F(M) 3ai € {1,2,...,n} nedunumemo nomohy

000 = () (1= 5% = 2L oi),

Kaxko 3a (0;), Baxku R-nmueapuocr u Jlajorurosoct, 1o je (0;), TAHI€HTHH BEKTOP
on M y p.
Mcnocrasrpa ce ma napuujaaHd U3BOAU dnHe 6a3y TaHreHTHOr mpocropa 1,M,

o gemy rosopu cieneha mema (Bugern [45, cTp. 61]).

Jlema A.11. Hexa je M zaatixa n-mmozoctipyrociti u Hexa je p € M. Taga je

T,M n-gumensuonu eextiopcky uUpociiop u 3a ceaxy kapwy (U,¢) y wauku p

2Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), memaukn MaTemaTmdap u bumozod
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saocu ga Gapyujart u3eogu (01)p, (02)ps .y (On)p wune 6a3y sa T,M, dpu wemy
cy 3ai € {1,2,....,n} Pynxuyuje x' = ;0 ¢ ogzosapajyhe xoopgunaiine dyrryuie U
(0i)p = (%)p'

Tanzenwiro pacaojerbe muoroctpykoctu M je IUCjyHKTHA yHU]a TAHTEHTHIX
npocropa o M, ommocro TM = | |\, T,M = U,y (p, Xp)| X, € T,M}.

Enement tanrentHor paciojema T'M wMoxkeMmMo cxBaTuTH Kao ypeheH map
(p, Xp), tme je p rauka u3 M, a X, tanrentau Bextop Ha M y p. IIpupogna
upojexyugja m: TM — M je npeciukasame nedbunncano nmomohy w(p, X,) = p,
KOja CBaKU TAHMeHTHU BeKTOp u3 1,) majbe y mHeroBy OCHOBHY Tadky p. ¥ [45,
crp. 66| Hamasu ce mokas ciesehe Jgeme Koja TOBOPH J1a TAHTEHTHO PACJIOjeHhe UMa

CTPYKTYPY 2Nn-IAMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTH.

JIlema A.12. 3a ceaxy zrattixy n-muozocupykocta M, wanzentino pacaojerve T' M
UM 2A0WKY CUPYKWYPY KOJG 26 YUHU 2M-GUMEHSUOHOM MHOZ0CTUPYKOCTUY. Y

0gHOCY MG 08Y CUPYKWYPY, upojexyuja 7: TM — M je zaratura.

ITocmaTpamo mpeciukaBame X w3 MHOrocTpykoctu M Ha TAHTEHTHO pacjoje-
we T'M, Koje cBaKO] TaYK!M MHOTOCTPYKOCTH J0JIeJbyje jeJlaH TAHTE€HTHU BEKTOD.
3a csaky dukcupany bynxuujy f € F(M) je nomohy p — (X f)(p) = X,(f) ne-
unucano npecimkasamwe (X f): M — R. Opabup TaHN€HTHUX BEKTOPA, OJIHOCHO
npecyivkaBambe X je 2aawiko ako je npeciukasamwe (X f) mudepennujabusino 3a
npousBosbHy byHKIWMjy f € F(M).

Ceverve Tanrentrnor paciojema 1T'M je npeciukaBame X : M — T'M 3a koje
jemo X =1Idy, e je m: T'M — M upupojna npojeknuja. Bextwopcko wome Ha
MHOTOCTpyKOCTH M je IJIaTKO cevuerbe TAHTeHTHOT paciojema 1 M, 0HOCHO IIaTKO
npeciaukaBamwe X : M — TM koje cBakoj Tauku p € M nonesbyje TaHT€HTHU
BekTop X, = X(p) € T, M.

Ckyn cBUX BEKTOPCKHX I0/ba Ha MHOrocTpykoctu M ozmauaBamo ca X(M).
Ako X € X(M) n Y € X(M), ouna cabuparbe BEKTOPCKUX II0Jba U MHOXKEIHE
dyukmnujom f € F(M) medbunumemo momohy (X +Y)p = X, +VY, u (fX), =
f(p)X,, pemom, 3a cBaky Tauxky p € M. Ilosnaro je ma ckym X(M) ca oBe aBe
oleparje uMa CTPYKTYpy MomyJia Has npereroM §(M).

Y [12, cTp. 41-42] je mokazano ma 3a BeKTOpcka mosba X u Y Baxku ga XY

uuje, au XY — Y X jecre BeKTOpCKO moJbe, Te je ciejeha medunnimja KOpeKTHA.
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3 3aZpage nmm KOMYWATOP BEKTOPCKIX TTosba X 1 Y je BEKTOPCKO

Jlujese
nosee [ X, Y] medunucano momohy (X, Y|f = X(Yf)—Y(Xf), 3a cBako f € §(M).

VY [59, crp. 13] ce nanasu caeneha sema o ocobunama Jlujese 3arpaje.
Jlema A.13. Hekxa cy X,Y,Z € X(M) u a,b € R. Taga sasrcu:

1. R-buauneaprocii: [aX +bY, Z] = a[X, Z] + VY, Z], [X,aY +bZ] = o[ X, Y] +
b X, Z);

2. antucumetpusnocw: (X, Y] = —[Y, X|;
3. Jaxobujes ugenwumem: [X,[Y, Z)| + [Y,[Z, X]+ [Z,[X,Y]] = 0.

Kako je X(M) BekTopcku mpocTop Haj mosbeM R Ha Kome je medunncana JIn-
jeBa 3arpajia, Kao OMJIMHEApHO MPECINKABAbE KOje je AHTUCUMETPUIHO U 33JI0BO-
paBa Jakobujes upenturer, To je X(M) jenna Jlujesa amrebpa (Bumeru [41]).

KowanzenwiHy apoctiop mruo2ocuupyrocwiu M y tauku p € M je ny-
asan upocrop 1M = (T,M)* TaHreHTHOr IIPOCTOPA, OJHOCHO CKYII CBUX JIMHE-
apaux npeciukasama u3 T,M y R. Enementn xoranrenTnor npocropa Ty M cy
wWaHZeHTUHU KOBEKWOPU y p. YHUja CBUX KOTAHIEHTHUX IIPOCTOPA je KOUWLaH-
2eHWHO pacaojerve T M = |_|p€M Ty M muorocrpykoctu M, a npeciukabatbe
m: T*M — M pedunucano momohy 7m(w,) = p 3a w, € T, M 30BeMO Upu-
pogHa upojeruyuja. Ceuerba KOMAHZEHWHOZ PACAOJEHbA CY TPECINKABAHA
w: M — T*M rakBa na je m o w = Idy;. Kogekwiopcko to/be Ha MHOTOCTPYKO-
ctu M je riaTKo cevyere KOTaHTeHTHOT paciojema 1™ M. CKyn cBUX KOBEKTOPCKUX
nosba Ha M oznagaBamo ca X*(M).

Heka je M riiatka muoroctpykoct u U meH OTBOpeH CKyIl. ¥ pehena k-Topka
(X1, ..., Xk) BeKTOpPCKUX TI0Jba Aedunucanux Ha U je AuHeapHo He3a8UcCHa aKo
je (X1)p, ..., (Xg), muneapro HesaBucHa ypebhena k-ropka Ha T,M 3a cBako p € U,
a (Xy,...,Xy) pasaturee WanzenwHo pacaojerse ako k-ropka (Xi),, ..., (Xg),
renepunie 1,M 3a cBako p € U. Jlokaanu petiep 3a M je ypehena n-Topka Bek-
Topckux mosba (X7, ..., X,) gebununcana na oropenom nojackymy U C M koja je
JIMHEAPHO HE3aBUCHA U PA3AINILE TAHTEHTHO PAC/IOjerbe, OMHOCHO (X1)p, . .., (Xk)p
gnHe 6a3y 3a 1,M 3a cBako p € U. OBaj penep je 2aobaaru axo je U = M. Jlo-
raanu xopetep 3a M nan U je ypeheHa n-Topka KOBEKTOPCKUX HOJba €!, ..., "

1 *
nedurncannx #a U Taksux ma (e7)[,, ..., (€")[, aune 6asy 3a Ty M 3a cBaky Tadxy

e
p € U. Ako je U = M, onna ce €', ..., e" HasuBa 2a06aaHu Kopeuep.

3Marius Sophus Lie (1842-1899), HopBemkn MaTeMaTHgap
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UcnocraBba ce ma BeKTOpPCKa 1mosba 01, Os, . . ., 0, UnHE JOKaaHU perep 3a M
Has U Koju HasmBaMo n KoopguHawiHu petep 3a muorocrpykoct M wan U (Bu-
neru [45, IIpumep 8.10]), a 1a KoBekTOpcKa mosba drl,. .., dz" YuHe JIOKATHU KO-
penep 3a mHOorocrpykoct M was U KOju Ha3MBaMoO U KOOPGUHATIHYU KOPEUED 3a
muorocrpykoct M wanx U (Bunmern [45, Ilpumep 11.13)).

Hexka je (U, ¢) kapra y tauku p € M. Kako 0y, 0, . .., 0, YiHE JOKAJHU perep
3a M man U, 10 (01)g, (02)gs - - -, (On), qune 6a3y 3a Tanrentau mnpocrop 1,M 3a
q € U. I3 muneapue airebpe HaM je 03HATO fa 6a3u (01)g, (02)g, -, (On), BEKTOD-
ckor mpocropa Ty M moxemo npuapyxuti gyammy 6asy (A')[,, ..., (\")], ayammor
BekTopckor npocropa 1 M. Tako neduanimemo n npecimkaBamba AL AN w3 U
y T*M koja 30BeMO KoopguHaitiHa KoseKwWopcka Uomba. Y [45, ctp. 281] je
JoKazaHo Ja A Mopajy Gutn d' 3a i € {1,...,n}, ve je (dz')],, ..., (dz")], Gasa
KoTaHTeHTHOT TIpoctopa Ty M myamna 6asu (01)g, (02)g; -5 (On)y TAHTEHTHOT HPO-
cropa Ty M, ommocro Bazku 1a je dz'(d;) = J%.

IToge3aHrocti wnnm Kowexcuja Ha MHOTOCTpyKOocTu M je mpec/imKaBarbe
V:X(M) x X(M) — X(M) xoje ypebenom mapy BekTopckux nospa (X,Y) mo-
JieJbyje BEKTOPCKO IoJbe y o3Hamu VyY rtako jga 3a cee X € X(M), Y € X(M),
ZeX(M), feF(M)ngeF(M) saxu:

1. §(M)-nureapHocT 1m0 IpBOM aprymenty Vixi,vZ = fVxZ 4+ gVyZ,
2. R-mmueaproct mo apyrom aprymenty V(Y + 7)) = VxY + VxZ,
3. Jlajorunoso npasuio mo apyrom aprymerty Vx(fY) = fVxY + (X f)Y.

VxY 30Bemo ko08apujaHtinu u360g o Y y oxHocy Ha X.
Axo je V momesanoct Ha MHOrocrpykoctu M mumensuje n, a (Ei, ..., E,)

JIOKQJTHA TIOKPETHH perep HaJ orBopenmM mojackynom U C M, taga ce KoBa-

pujanTau u3Box Vg E; 3a i € {1,...,n} u j € {1,...,n} Moxe uzpas3uru Im0-
mohy Vg E; = Y I Ey. @yukumje I 3a i € {1,...,n}, j € {1,...,n} u
k € {1,...,n} nasusajy ce Kpucwiopesosu' cumboau on V y omHocy Ha

JaTu TOKPETHU Perep W OHM y IOTIIYHOCTH oapelyjy MOBE3aHOCT jep akKo je
X=X, X'E;nY =37 Y/E; onna je

VxY =V (Z YjEj> =Y Vx(Y'E) =Y X(Y)E;+> Y, VxE,
j=1

j=1 j=1 j=1

4Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), nemauku MaTemaTadap n busmaap
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= i X(Y)E; + i VIV yip B = i X(YE; + i Yy iXiVEZ.Ej
j=1 J=1 7j=1 7=1 =1

= Zn:X(Y’f)Ek + Zn: X'y? Zn: It E), = Zn: (X(Yk) + Zn: XinFfj> Ey,.
k=1 k=1

i,j=1 k=1 ij=1

A.4 Tenzopcku padyyH

®@uznyap Pourt® je OTKPUO TEH30PE U Ja0 UM OBO MMe Yy CBOjOj KIbU3H ,,Y116e-
HUK U3 usnke Kpucrtaaa’ o0jaBsbeHoj 1910. ronuue. Puun u weros yuenuk, Jle-
Bu-YuBuTa cy ce Takohe 6aBuIM pa3BojeM TeH30pa, aau je AjHrmTajuoBa yrnorpebda
TEH30pa Kao aJjiaTa y HeroBOj OIIIITOj TEOPUjU PEJATUBHOCTH OUJIa HAjOITOBOPHU]A
3a M3HEHA/HY 110jaBy TEH30PCKOI PadyHa Kao IMOIyJIapHe 00/IacTH y MAaTeMaTHIN,
ocebno 1915. rogmae HAKOH OOjaB/bUBaa AjHIITAjHOBOT IyBeHOT paja ,,Ommra
Teopuja penaTuBHocTH . TeH30p je reHepajm3alyja MIOjMa BEKTOP, a TEH30PCKU
padyH je reHepaJm3aliija BeKTOpcKe anasuse. IlomTo ce Tensopcku padyn OaBu
objekTuMa 1 0cOOMHAMa KOje Cy He3aBHUCHE O] n30opa pedepeHTHUX CHCTeMa, OH
j€ KOPHUCHO CPEJICTBO 3a M3ydaBaibe JrdepeHijajsne reoMeTpuje u KIacuIHe Me-
XaHUKe. Y OBOM JIOJATKY HABOJMMO OCHOBHE IIOjMOBE M3 TEH30PCKOI padyHa, a
BUIIIE O IPUMeHaMa TeH30pa ce Moxke Hahn y 28], [46] u [49].

Hexka je V momyn vag npcreroMm K u V* weMy gyajaH MOJYJ KOJU YUHE CBH XO-
momopdusmu uz V'y K. Tenzop tuna (k, 1) € Ngx Ny vHag V je K-myaruinHeapHO
npeciukasamwe 1T: (V*)* x (V)! — K. Ckyn csux Tenzopa tuna (k,l) ma V ce
O3HavYaBa Ca ‘Zé"(V) UcniocraBmba ce 1a Taj CKyI ca CTAHJAPIHUM OIlepalldjama
cabuparma 1 MHOXKErha ca ejleMeHTuMa u3 K mpejcraBiba MOy T Ha K.

Tenzopu tuna (0,1) cy ®Ko8apujariinu Tenzopu pena l, a rersopu Tuna (k,0)
cy konwipasapujoriwunu pena k. Tersope tuma (k,l) npu gyemy je kl # 0 30-
BeMO Mmewosuiium. Pan2 Tensopa je ykymnan Opoj apryMeHaTa Ha KoOje ce OH
IIpUMeY]je.

KoBapujantan niam KOHTpaBapujaHTaH TeH30p (pema 6ap 2) je cumewpusan
aKO Iber0Ba BPEIHOCT OCTaje HEeIPOMEHheHa IIPUINKOM 3aMeHe OMJIo Koja J1Ba apry-
MeHTa. ¥ KOJINKO CBaKa TaKBa 3aMeHa y3pPOKYyje TPOMEeHY 3HaKa OH/Ia 3a Taj TEH30D
KazkKeMo J1a je GHUWUCUMETTLPULAH.

Ten3opcko tome T ua muorocrpykoctu M je Tensop na §(M)-momymy X(M).

Tensopcko womwe wuta (k,1) € Ngx Ny je F(M)-MyrruimaeapHo TPECTUKABAE

SWoldemar Voigt (1850-1919), memauxu dusmaap
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A.4. TEH30PCKH PAYYH

T: (X*(M))F x (X(M))! — F(M). Ca TF(M) oznauasamo Moyt naj §(M) xojer
4UHEe CBa TeH30pcKa mosba Ha M tuna (k,[). TeH30pCKO TOJbe HA MHOTOCTPYKOCTH
M upencraBiba yommreme riarkux peasnux dyskimja §(M) (To cy Tenzopcka
nospa Tuna (0,0)), Bekropckux mosba X(M) (To cy Tenzopcka mosba tumna (1,0)) u
KOBeKTOpCKuX nosba X*(M) (To cy renszopcka mosba tuma (0, 1)).

3a mpousBosbHA TEH30pCKa moJba 1] € ‘Iﬁl(M yu Ty € ‘EZQ(M ) nedbuHAIIEMO
wuxoB pousso, 11 @ Th: (X*(M))¥1+k2 x (X(M))h+2 — F(M) nomohy

(Tl ® TQ)(wlﬁ s 7wk1+/€27X17 < aXl1+12>

= Tl(wl, ce ,wkl,Xh c. ,Xll)TQ(wkl+1, ey Whydkgy - - - 7Xl1+17 C ,XllJrlQ).

Taza je Ty ® Ty Tensopcko nosbe tuna (ki + ko, l; + ls) Koje 30BeMO WeH30pCcKU
UPOU3B0g TEH30PCKUX Toba 11 n 1.

Heka je T: (X(M))! — X(M) F(M)-mynrununeapto npeciukabambe. Taja
ce OBOM Hpec/HKaBamy MOKe JOJeUTH TeH30pcKo mosbe 1 Tuma (1,1) momohy
T(w,X1,..., X)) =w(T(Xy,...,X;)). Hexkana u 3a npecimkasame T KarxeMo Ja je
TEH30PCKO Tosbe Tuma (1, 1), mpu yemy moapasymeBamo jia cMo 1’ ujeHTuduKoBaIN
caT.

Heka je (U, ¢) kapTa Ha MHOrOCTpyKOCTH M IuMeH3HjE N, a ' = T; 0 ¢ WeHe

KoopauHaTHe pyHKIHje. 3a cBe uHaeKce | < iy, ..., 0, J1, - - -, J1 < N TeOUHATIIEMO
: Ulyeeslle i i 9 e : _ _
bynxumje Tk = T(dx", ..., da'*, 55, ..., 557) KOje HA3UBAMO KOMUOHEHULE

wern3opckoz uoswsa Ty onrocy na kapry (U, ¢). [IpousBosbHO TEH30PCKO TIOJBE CE
Ha jeIMHCTBEH HAYMH MOXKe M3PA3UTU TOMONY CBOjHX KOMIIOHEHTH, O Y€MY I'OBOPHU

creneha srlema Koja ce moxke Hahu y [46, cTp. 397].

Jlema A.14. Hexa cy ' = 7; o ¢ woopgunaitine dynxuuje 3a xapiy (U,¢) na
mnozoctipykociiu M gumensuje n. Taga ce ceaxo wensopcko tone T € Ti(M)
MONHCE HA JeGUHCTUBEH HAMUH UPEJCULasULY KO0

it O 0 : :
T = > T ® @ ®da @ ®doh.

1<i1,0 0k, 15 IS
Hexa je T € TF(M). Axo r € {1,...,k} npejcraB/ba jelHO KOHTPABAPUjAHTHO
mecro u s € {1,...,1} jenno KoBapujanTHo Mecto, onja o1 T € TF(M) ca Komo-

HenTama 1)'"F MOXKeMO HaIpaBUTH HOBO TeHsopcko mosme CIT € T (M) koje

i TR YA
uMa koMronenTe (C7)1 71 = 3" Pl

s/jgi-1 T Lem=1 " j1..Js—1MJs...Ji—1

Hahu y [46, ctp. 395]). HoBomobujenu tenzop CIT ce Ha3uBa KOHWPAKUUJA O

(BuIIe JleTasba Ce MOYKE MPO-

tenzopa 1" Haz r, s. Korrpakimuja je BaxkHa omepaiiuja Koja HaMm omoryhasa mga o

rocrojehux TeHzopa JI00MjeMO HOBE TE€H30pe.
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JEIMHUYIHO BPEMEHCKO, 53 Tpar
JEIMHUYHO IIPOCTOPHO, H4 TeHsopa, 23
TeH3o0p, 145 yCJIOB

ajarebapcku KpuBune, 24 KOMTATHOWTHOCTH, 36

aHTUCHUMeTpUYaH, 145 dbamumja

Kosapujanri, 145 kBa3u-Kmmdopiosa, 67

dopma

ounuHeapHa, 1

KOHCTaHTHE CEKIMOHE KpI/IBI/IHe7
26, 27

KOHTpaBapujanTau, 145

memosuTH, 145 2Koppanosa Hopmadsiaa, 138

bynxmmja

rimarka peasaHa, 140

Puuujes, 23

cuMmerpuyaH, 145
KOooOpJnHaTHA, 139

TeopeMa
criekTpaJjHa, 136 npesacka, 140
TUIL XHUIIOTE3A
TEH30PCKOT 110Jba, 145 Ocepmanosa, 53
TornoJioruja, 138 xomeomopduzam, 138
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Buorpaduja ayropa

Karapuna Jlykuh pobena je 25.7.1994. y Beorpajy. 3aBpiimia je OCHOBHY
mkoysry u Marematnaky rumuasujy y bBeorpajiy Kao ydueHUK TeHepalimje ca IIpo-
CEYHOM OIIEHOM D, OCBOJHMBIIIM HEKOJIMKO HArpPa/ia Ha JIPKABHUM U MehyHapoIHIM
TaKMUYemhUMa n3 MareMatuke. Fben marypcku paj Ha temy ,.BepoBarnoha u me-
He TpuMeHe y mpakcu®, objaB/beH je y 300pHUKY ,Hajoossu mMaTypcKu pajioBu”,
Bany:xoune Angpejesuh, 2014. rogune. OcHOBHE akajgeMcke cryanje Ha Marema-
TuakoM akysnrery YHuBep3utera y Beorpasuy, cmep Teopujcka maremaruka u
npuMere, yrucajaa je 2013. rogune n mumiomupana 2017. roauae ca TpOCETHOM
ortenoM 10. Tokowm crynuja je Buie nyrta HarpahuBana Kao jeJTaH OJ1 HajOOTbUX
cryneHata y reneparnuju, a 2015. rogune je ocBojusa IPYyro MECTO HA TaKMUYIEHY
crynenara maremaruke ,MATF CHALLENGE". Macrep akajeMcke cTymauje, MO-
nyn Marematuka, Ha ucrom dakyarery ynucasa je 2017. rogune u gumjaoMupaia
2018. roaune omdopanusmu mactep pan ,,O Xondosum dubparujama’; Mo MeH-
topctBoM 1ipod. ap Buragune Annpejuha, ca mpoceanom orenom 10. loxTopcke
crynuje Ha Karenpu 3a I'eomerpujy Maremarnakor dakynrera YHUBEp3UTETA Y
Beorpasy ymmcasna je mkosicke 2018/19 u u mosiokuma je cBe MCHOUTE Ca OIEHOM
10.

Bamociena je Ha Maremarnakom dakyarery YHuBep3uTera y beorpamay ox
2017. ronure, 1 TO MPBO Kao capagHuk y HacTtaBu g0 2019. rommue, 3aTMM Kao
acucTeHT J10 maHac. JIpxkasia je BexkOe Ha KypceBuMa AHAJIUTUYKA reOMeTpHja,
Ocnosu reomerpuje, I'eomerpuja 1, 'eomerpuja 2, ['eomerpuja 5 Ha ocHOBHUM akKa-
nemckuM cryaujama Maremaruakor daxkynarera n Buomaremarnka HA OCHOBHUM
aKaJIeMCKUM cryaujama buosomkor daxyiarera. Y MaremMaTndkoj TuMHA3UAU Y
Beorpasy 3amnocnena je om 2017. rojgune Kao CIIOJbHU CAPAITHUK y 0OPa30Baby
CPEJIIbOIIIKOIIANA, & OJ TaJla je aHraXkoBaHa W Kao mpeaasad y okBupy IlIkome
MJIAJINX MaTemMaTudapa 3a 5. u 6. paspej, Kao U 3a U3BOheme J0/IaTHUX HACTaBa
3a y4eHuKe 7. paspena MaremaTrudke ruMHa3uje.

Buna je wran npojekra MunucrapcTBa mpocBeTe, HayKe W TEXHOJIOIIKOT Pa3BO-
ja Penybsimke Cpbuje ,Jeomerpuja, oOpaszoBame, Bulyeau3alyja ca IpuMeHaMa
oz, 6pojem 174012, ox 2018. roause.

YdaecTBoBaJia je Ha Buiire mehyHnapomgaux koudepennuja: ICMS-Sofia Inaugural
Conference Edging Higher y Byrapckoj u The 8th International conference Geo-
metry, Dynamics, Integrable Systems GDIS2022 na 3matubopy, 2022. rogune, Kao
u "Ha IIpsom xonzpecy maagur matwematiuvapa y Hoom Camy 2019. rogune u XX
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Geometrical Seminar y Bpmwaukoj Bamu 2018. rogune. Buia je unan Opranuza-
nuoHor oxbopa Mmehyuapojne Koudepennuje XXI Geometrical seminar, onpKane
y Beorpamay 2022. rogune. Ha marmumonasnoM ckymny ca MehyHApOgHUM ydernhem
XIII cumuosujym Matiematiura v upumene 2023. roauHe UMaJja je CaOUIITEHe
,O TocTojamy aaredapckor TeH30pa KpuBHHE 3a jare JakobujeBe omepartope’, a
2024. ronune caommTeme ,Kasu-Kiudopmosu terzopu”. 2024. romune je mpej-
craBsbaja mocrep ,Noncommutative integrability in cosymplectic geometry” na
mehynaponnoj koudepennuju The 9th International conference Geometry, Dyna-
mics, Integrable Systems. Vlcre romuue je Ha mehynapomauoj koudepennuju X XI1T
Geometrical seminar umaJja caomrrene ,, I he Jacobi-orthogonality and Osserman
tensors”, a Ha HAITMOHAJHOM CKyITy ca Mehynapomaum yuernthem 15. Cpucku mate-
MOTUMKY KoHZpec nMaJia je udnarame ,,0 Jakobu-oproronaanoctu y PumManoBoj u
riceyao-PumanoBoj reomerpuju’.

Karapuna JIykuh je ydecuuna cemunapa .l eomerpuja, 06pasoBarmbe U BU3ye M-
3arja ca npuMenama’ o 2017. roauHe U UMaJia je YeTupu u3jarama Ha memy. O
2019. roguue je aHTaXkKOBaHA Kao IPeAaBad y JIETHHUM W 3UMCKAM IITKOJIaMa, Ma-
TemaTuke y opranmsaruju pymrsa maremarugapa Cpbuje. Ha 19. Jyruopckoj
OaJIKAHCKO] MATEeMaTUIKO] oJuMmiujaan oapxkanoj 2015. rogune y opranu3aliuju
Cpbuje, buita je jeman o1 KOOPAXHATOPA IIPH IIPETJIETy 3aaTaka, Kao n Ha baikan-
CKOj MaTeMaTwdKoj oymmnujau y opranudanuju Cpbuje 2018. rogune na ABaan
u Ha 7. Kynmy Maremarnuke rumuazuje 2019. roqune. Buna je m wran komucu-
je na Permonasnom takmuiemy y Permonasnom nentpy 3a tajgente 1y Beorpasy
2018. rogunue. PernensupaJa je 30upky 3ajaTaka 3a yiuc y 7. pa3pes Maremarudke
rumHasuje ,Maremaruka 6* ayropa Mumune 2Kusanosuh, Bepune Nauh, Bojane
Marwuh n Cphana Ormanosuha. ¥V nepuosy ox 2013. mo 2017. roguse ocTBapuia je
noyacua 33 ECIIB 3a nomynapuzoBame maremaruke u Maremaruakor dakyarera
y pasuum rpajosuma Cpbuje. Bura je ayrop mocraske ,lcropuja maremaruke'
MaremaTuukor daxkyiarera y okBupy Hohm ncrpazkusaua 2015. rogunae u nocras-
ke ,Maremaruka Erunta u Meconoramuje” y okBupy manudecramnuje Maj mecerr
mareMmaTuke 2016. roaume.

Crucak 06jaB/beHUX HAyIHUX PaIOBa:

1. V. Andreji¢, K. Luki¢, On quasi-Clifford Osserman curvature tensors, Filo-
mat 33 (2019), 1241-1247. (M 22, IF2019: 0.848);

2. V. Andreji¢, K. Lukié¢, On the existence of a curvature tensor for given Jacobi
operators, Filomat 37 (2023), 8465-8471. (M 22, [F2021: 0.988);

3. B. Jovanovié¢, K. Lukié¢, Integrable systems in cosymplectic geometry, J.
Phys. A, Math. Theor. 56 (2023), 015201. (M 21, IF2021: 2.331);

4. V. Andreji¢, K. Lukié¢, The Orthogonality Principle for Osserman Manifolds,
Acta Math. Hungar. 173 (2024), 246-252. (M 22, TF2022: 0.9);

5. K. Luki¢, The Jacobi-orthogonality in indefinite scalar product spaces, Publ.
Inst. Math., Nouv. Sér. 115 (2024), 33-44.
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I'Ipl)mor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

k’. s .
MoTnucaHu-a ATOPUHD V) IVKUR
6poj uHaekca LOOA /2048

UsjaBrbyjem

Aa je JoKTopcka aucepTaumja nog HacnoBoOM

Hl‘?v\\\\L\V\P\V’\ nceyno = Pumy uosux (Jrupx\'\ami%nx TEH30Pd W

MMWOTOCT PYKOCTW

°  pesynTaT CONCTBEHOr NCTPaXKMBaYKor paja,

° AanpepriokeHa auceprauuja y UenuHu HU y fernoBrumMa Huje 6una npegnoxeHa

3a pobujare Guno Koje AvMMoMe Mpema CTYAMCKUM MpPOrpamuma Apyrix
BUCOKOLLIKOMCKMX YCTaHOBA,

* [a Cy pe3ynTaTul KOPEKTHO HaBEAEHN U

° /Aa Hucam Kpwuo/na ayTopcka npaBa U KOPWUCTUO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpagy, 23}, A1, 2004,

M7 4
}\muu [UAO. J\ w\ﬁ,«w/h




Mpunor 2.

MUsjaBa o uctoBeTHocTU WTamnaHe u erneKkTpoHcke
Bep3uje JoKTopckor pana

Wme u npeaume ayropa ___Katapuud Ny

Bpoj nHgekca 2004 /2018

o

O

Ctyaujckn nporpam M 3TeMITUKA

Hacros pana ﬂl‘?a'\uLL.\'\ﬂv\ nceyno - Pumanosnk Ocepmaroping Tellopy W MIOToCipyKocTv

Mentop ___npob. pe Brapuua Awppejun

Motnucanmn/a _ Katapuwa Jlyius

W3jaBrbyjem na je wramnaHa Bepauja mMor [oKTopcKor paja UCTOBETHa eneKTPOHCKO]
BEpP3nju Kkojy cam npefao/na 3a objaBrbMBatbe  Ha noptany [OurutanHor
penosutopujyma YHusepsuteta y Georpany.

HosBorbaBam ga ce o6jaBe MOjU NWUYHW MojauM Be3aHW 3a nobuvjare akagemckor

3Batba JIoKTopa Hayka, Kao LUTo Cy MMe 1 Npesume, roAuHa 1 MecTo pofera u AaTym
oabpaHe paga.

OBK nuYHM nojaun Mory ce o06jaBUTU Ha MpEXHUM CTpaHuuama gurutanHe
brbnuoTeke, y enekTpoHckoM KaTanory uy nyénukaumjama YHusepauteTa y Beorpagay.

MoTtnuc AOKTopaHAaa

Y Beorpagy, _ 2+, M. 2024,

}L\,(ILMJ'[\MJH,LL \[\:\,}\\A(M;e;




Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhemry

Osnawhyjem YHuBepauTeTcky 6ubrmoteky ,CseTosap Mapkosuh* Aa y OuruTtanHu

penosnTopujym YHueepsuteTa y Beorpagy yHece wmojy AOKTOPCKY AucepTauunjy nog,
Hacrnosom:

" .
ﬂpv\Hu‘MﬂM Nceyoo — Pyma HOBWA U‘Leg‘n‘v\awﬁm TEH30PE W
MHBOCo cTpyocTw

Koja je Moje ayTopcko geno.

Auceptauujy ca cBuM npunosuma npegao/na cam Y €rneKkTpoHCcKoM chopmaTy NorogHom
3a TpajHo apxuBupatse.

Mojy aokTopcky aucepTauumjy noxparseHy y [iurutantu penosutopujym YHueepsutera y .
bBeorpapy mory na kopucte csu Koju nowTyjy oapenbe cappxaHe y ofabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyyuno/na.

1. AyTopcTteo

2. AyTOpCTBO - HeKoMepLmjanHo
@}AyTopCTao — HeKkomepLjanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HekoMepLujanHo — AenUTU Nog UcTUM ycrioBuma
5. AyTopcTBo — Ges npepage

6. AyTopcTBO — A€nUTU MoA UCTUM YCroBUMA

(Monumo pa 3aokpyxute camo jenHy opn wect noHyReHux nuueHun, kpatak onuc
nnueHun AaT je Ha noneRuHu nucra).

MoTnuc gokTopaHpa

Y Beorpagy, /.t AN\ 2004,

\,{ ! - s “"
K \A)\,deuli/ WD | ( b/}MMK
[l




1. AyTopcTBo - [l03BOrbaBaTe yMHOXaBatse, AUCTPUBYLIM)Y U jaBHO caonLTaBat-e
Aena, u npepane, ako ce Hasede MMe ayTopa Ha HauuH oapefeH of cTpaHe ayTopa

nunn faBaoua nuieHLe, Yak n 'y KomepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja of, cBUX
nuueHLum.

2. AyTopcTBO — HekoMepLuujanHo. [losBorbasaTe yMHOXaBake, AucTpubyumjy 1 jaBHo
caonwiTasare fena, v npepage, ako ce Haeefe WMe ayTopa Ha HauuH ogpeReH of

CTpaHe ayTopa unu fasaoua nuueHue. OBa NuLEHLa He [03BOrbaBa KomepLumjanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepumjanHo — 6es npepage. [losBorbaBate yMHOXaBatse,
ANCTPUBYLIMjYy M jaBHO caonwTaBake [fena, 6Ges npomMeHa, npeobnuKoBara WMn
ynotpebe fena y cBom feny, ako ce HaBeme uve ayTopa Ha Ha4uH ofpefeH of cTpaHe
ayTopa unu Aasaoua nuueHue. Osa nuueHua He [03Borbasa koMepLmjaniy ynoTpeby
Aena. Y opHocy Ha cBe ocTane nuLeHLe, OBOM nnueHUoM ce orpaHuyaBa Hajsehu
0bum npaea kopuwhewa aena.

4. AyTOpCTBO - HekoMmepLmjanHO — AenuTw noa uUctuMm ycnoeuma. [osBorbasaTte
YMHOXaBak-e, AUCTPUBYLIMjy 1 jaBHO caoniuTaBare fgena, u npepane, ako ce HaBefe
“Me ayTopa Ha HauuH ofpefeH of cTpaHe ayTopa UNM AaBaolia MULEHLE U ako ce
npepapa AucTpuGyupa MoA MCTOM WM CAWYHOM NuueHuoM. OBa nuueHua He
Ao3Borbaea komepuyjandy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopcTBo — 6e3 npepape. [losBorbaBsaTe YMHOXaBawe, AUCTpubyumjy u jaBHo
caoriliTaBare Aena, 6e3 npomeHa, nNpeobrnkoBarsa UM ynotpebe fena y ceBoM feny,
ako ce Haseje Ume aytopa Ha HauMH oppefeH op cTpaHe ayTopa unu fasaoua
nuueHue. OBa nuueHua fo3Borbasa KoMepLmjanHy ynotpeby nena.

6. AyTOopCTBO - AenuTM Moj UCTUM ycroBuMMa. [losBorbaBate YMHOXaBatse,
AUCTPUOYLIM]Y 1 jaBHO caoniuTaBake Aena, U npepaje, ako ce HaBeae MMe ayTopa Ha
Ha4uMH oapefeH oA cTpaHe ayTopa WnM faBaolia NWLEHLe W ako ce npepapa
AnCTpubyMpa Mo WCTOM UMM CAUYHOM TULEHUoM. Oga nuueHua [o3BorbaBa

komepLujanHy ynoTpeby pena u npepaga. CrvuHa je codTBEpCKUM nULEHLAMA,
OAAHOCHO nuLieHLlaMa OTBOpPEHOr Kofa.
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